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Bevezetés

A hálózatelmélet a diszkrét valószínűségelmélet egy aktívan tanul-
mányozott területe, melynek eredményeit széles körben alkalmazzák.
Az elmúlt néhány évtizedben számos véletlen gráf modellt vezettek
be a valóságban előforduló hálózatok leírására és modellezésére. A
véletlen gráfok elméletének fejlődéséről részletes áttekintést adhat
például Bollobás (2001), Newman, Barabási és Watts (2006), Dur-
rett (2007), Newman (2010), Janson, Luczak és Rucinski (2000) és
van der Hofstad (2017) könyve.

Előzmények és célkitűzések. Empirikus kutatások igazolták,
hogy a valóságban előforduló nagy hálózatok jelentős részének egy
közös jellemzője a skálafüggetlenség, lásd például Barabási és Albert
(1999), Albert és Barabási (2002), Durrett (2007), van der Hofstad
(2017). Ezek alapján skálafüggetlenségen azt értjük, hogy a gráf mé-
retének növekedésével a k fokú csúcsok relatív gyakorisága (1 valószí-
nűséggel) konvergál a qk fokszámeloszláshoz, mely aszimptotikusan
hatványrendben cseng le, azaz qk ∼ Ck−γ k → ∞ esetén, ahol C
és γ alkalmas konstansok. Az itt szereplő γ hatványkitevőt karakte-
risztikus kitevőnek nevezik, mely a legtöbb modell esetében 2 és 3
közötti értéket vesz fel. Általában γ ∈ (2,∞) teljesül.
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A skálafüggetlenség jelenségének magyarázataként Barabási és
Albert (1999) bevezette a preferential attachment modellt. Ebben a
modellben minden n = 2, 3, . . . időpontban egy új csúcs és m új él
csatlakozik a gráfhoz, melyek az új csúcsot véletlenszerűen kiválasz-
tott régi csúcsokhoz köti. Egy régi csúcs kiválasztásának valószínűsé-
ge arányos annak fokszámával. Ez a preferential attachment szabály,
azaz az új csúcsot nagyobb valószínűséggel kötjük össze olyan régi
csúccsal, amelyiknek nagyobb a fokszáma. Barabási és Albert cik-
kében a modell leírása informális. A preferential attachment modell
pontos definícióját, valamint a modell skálafüggetlenségének mate-
matikai bizonyítását d ≤ n

1
15 esetén Bollobás, Riordan, Spencer és

Tusnády (2001) adta meg (itt d a fokszámot, n a lépések számát
jelöli).

A preferential attachment modell hatására az elmúlt két évti-
zedben számos új véletlen gráf modellt tanulmányoztak. Cooper és
Frieze (2003) a webgráfok egy általános modelljét vezette be. Eb-
ben a modellben a régi csúcsok kiválasztása vagy egyenletesen vagy
pedig a fokszámukkal arányos valószínűséggel (azaz a preferential
attachment szabálynak megfelelően) történhet. Backhausz és Móri
(2012, 2014) egy olyan véletlen gráf modellt definiált, melynek fejlő-
dését minden lépésben 3 csúcs kölcsönhatása határozza meg. Back-
hausz és Móri háromszöges modelljében a csúcsok pozitív súllyal ren-
delkeznek, mely az evolúciós folyamat során nő. Martingálelméleti
módszerek alkalmazásával bizonyították a modell skálafüggetlensé-
gét mind a csúcsok súlyaira, mind pedig a fokszámokra vonatkozóan.
Fazekas és Porvázsnyik (2013, 2016a,b) a háromszöges modell azon
általánosítását vizsgálta, melyben a gráf evolúcióját minden lépés-
ben N csúcs interakciója határozza meg, ahol N ≥ 3 rögzített egész
szám. Kiterjesztették Backhausz és Móri bizonyos eredményeit az
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N -pontos modellre és igazolták annak skálafüggetlenségét.

A fokszámeloszlás mellett a véletlen gráf modellek más tulaj-
donságait is érdemes vizsgálni. Preferential attachment típusú mo-
dellekben egy rögzített csúcs fokszámsorozatát, illetve a maximális
fokszámot tanulmányozta például van der Hofstad (2017), Katona
és Móri (2006), Lindholm és Vallier (2011). Egy jól ismert technika
a maximális fokszám növekedésének vizsgálatára Móri (2002, 2005)
martingálos módszere (lásd még Durrett (2007), van der Hofstad
(2017)). A háromszöges modellben Backhausz és Móri (2012, 2014)
megadta egy rögzített csúcs súlyának és fokszámának, valamint a
maximális súly és a maximális fokszám aszimptotikus viselkedését.
Ezen eredményeket Fazekas és Porvázsnyik (2016a) terjesztette ki
a háromszöges modell általánosítására, az N -pontos modellre. To-
vábbá meghatározták egy rögzített M -klikk (1 ≤ M ≤ N rögzített
egész szám) súlyának aszimptotikus viselkedését is.

Ebben a disszertációban egy új általános véletlen gráffejlődési
mechanizmust definiálunk, valamint az evolúciós folyamat eredmé-
nyeként létrejövő véletlen gráf modellt tanulmányozzuk. Célunk a
modellt jellemző mennyiségek aszimptotikus viselkedésének vizsgá-
lata és meghatározása. Az értekezésben bemutatott eredmények Fa-
zekas Istvánnal közösek. A dolgozat két fő részből áll. Az első részben
(1. fejezet) megadjuk a vizsgált modell pontos matematikai definí-
cióját és ismertetjük a modellre vonatkozó fő eredményeinket, több
esetben bizonyítjuk annak skálafüggetlenségét. A dolgozat második
részében (2. fejezet) a modell egy speciális esetére, az N -pontos mo-
dellre vonatkozóan ismertetjük és igazoljuk további új eredménye-
inket. A bizonyítások során főként martingálelméleti eredményeket
alkalmazunk.
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1. fejezet

Egy klikkek interakcióján alapuló
modell

1.1. A modell definíciója és alapvető tulajdonságai

Legyen N ≥ 3 rögzített egész szám. Az egyszerűség kedvéért egy N
csúcsú teljes gráfot a továbbiakban N -klikknek fogunk nevezni.
A modell. A kezdeti n = 0 időpontban egy N csúcsú teljes gráfból
indulunk ki. Legyen ezen gráfnak és minden klikkjének (azaz az N
csúcsnak, az

(
N
2
)
élnek, . . . , az

(
N
M

)
M -klikknek (M ≤ N)) a kez-

deti súlya 1. A gráf fejlődési folyamatát a következő diszkrét idejű
modellel adjuk meg. Minden n = 1, 2, . . . időpontban N csúcs ke-
rül kiválasztásra, melyek interakcióba lépve egymással egy N -klikket
alkotnak. Ebben a modellben N csúcs interakciója alatt azt értjük,
hogy az N csúcs között minden (még nem létező) élt behúzunk és így
egy N -klikket kapunk. A gráfmodell evolúciója során az interakció-
ban részt vevő csúcsok által meghatározott új klikkek kezdeti súlya
legyen 1, az interakcióban részt vevő már létező klikkek súlyát pedig
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eggyel növeljük. Azaz egy már létező klikk súlya pontosan akkor nő,
ha interakcióban vesz részt, és ekkor a súlynövekedés mértéke 1. To-
vábbá, ha egy evolúciós lépés során egy klikk súlya 1-gyel nő, akkor
ezen klikk bármely részklikkjének a súlya is 1-gyel nő ugyanebben
a lépésben. Megjegyezzük, hogy ebben a modellben csak azokat a
teljes gráfokat tekintjük klikkeknek, amelyek egy a csúcsaik közötti
interakció eredményeként jöttek létre.

Az egyes lépésekben az interakcióban részt vevő N csúcs kivá-
lasztása a következő módokon történhet.

Step NEWk: Minden lépésben pk valószínűséggel (1 ≤ k ≤ N−1),
egy új k-klikk csatlakozik a gráfhoz, amely N−k már létező csúccsal
interakcióba lépve egy új N -klikket formál. Ebben az esetben az
N − k régi csúcs kiválasztására két lehetőségünk van.

• Choice PA: rk valószínűséggel (1 ≤ k ≤ N − 1), egy (N − k)-
klikket választunk ki a már létező (N − k)-klikkek közül az
(N − k)-klikkek összsúlyának megfelelően. Ez azt jelenti, hogy
egy wt súlyú (N − k)-klikket wt/

∑
h wh valószínűséggel vá-

lasztunk, ahol
∑
h wh az adott lépésben már létező (N − k)-

klikkek összsúlya (preferential attachment szabály).

• Choice UNI: 1 − rk valószínűséggel egyenletesen választunk
N−k régi csúcsot, azaz minden N−k darab csúcsot tartalma-
zó csúcshalmazt azonos valószínűséggel választunk (egyenletes
választás).

Step OLD: Minden lépésben p0 valószínűséggel nem csatlakozik
új csúcs a gráfhoz. Az interakció ekkor N már létező csúcs között
jön létre. Az előző esethez hasonlóan két lehetőségünk van a N régi
csúcs kiválasztására.
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• Choice PA: r0 valószínűséggel egy N -klikk kerül kiválasztásra
a már létező N -klikkek közül az N -klikkek összsúlyának meg-
felelően (preferential attachment szabály).

• Choice UNI: 1−r0 valószínűséggel egyenletesen történik a vá-
lasztás, azaz minden N csúcsot tartalmazó csúcshalmazt azo-
nos valószínűséggel választunk (egyenletes választás).

A modellben a pk és rk, 0 ≤ pk, rk ≤ 1, k = 0, 1, . . . , N − 1
valószínűségek rögzített valós számok,

∑N−1
k=0 pk = 1.

A fenti jelölések mellett a dolgozatban vizsgált véletlen gráf mo-
dellt a továbbiakban G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1) módon jelöl-
jük.

1.1. Megjegyzés. Az evolúciós folyamat definíciója alapján lát-
hatjuk, hogy ebben a modellben egyenletes választás esetén régi csú-
csok között is keletkezhetnek új élek.

A továbbiakban két függvény, f(x) és g(x) 6= 0 aszimptotikus
egyenlősége alatt azt értjük, hogy limx→∞

f(x)
g(x) = 1.
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1.2. Fő eredmények

Ebben a fejezetben a G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1) modellre vo-
natkozó fő eredményeinket ismertetjük. Látni fogjuk, hogy a vizsgált
modellben a súlyeloszlás, illetve bizonyos esetekben a fokszámelosz-
lás is skálafüggetlen.

Vezessük be az alábbi jelöléseket.

α =
N−1∑
k=0

αk, ahol αk = N − k
N

pkrk,

β = 1
A

N−1∑
k=0

βk, ahol βk = (N−k)pk(1−rk) és A =
N−1∑
k=0

kpk,

(1.1)

aM =
N−M∑
k=0

αk

(
N−M
k

)(
N−1
k

) , bM =
N−M∑
k=0

βk

(
N−M
k

)(
N−1
k

) .
Jelölje Vn a csúcsok számát n lépés után, és jelölje X (n, d, w) a

d fokszámú és w súlyú csúcsok számát n lépés után. Az alábbi tétel
egy alapvető fontosságú eredményt ismertet az X (n, d, w)

Vn
hánya-

dos, azaz a d fokú és w súlyú csúcsok arányának majdnem biztos
konvergenciájáról.

1.2. Tétel. Legyen α 6= α0. Minden rögzített w és d esetén, ahol
1 ≤ w és N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1),

X (n, d, w)
Vn

→ xd,w (1.2)

majdnem biztosan n→∞ esetén, ahol az xd,w határértékek rögzített
nemnegatív számok, melyek teljesítik az alábbi rekurziót:

xN−1,1 = 1
α+ β + 1 > 0, xd,1 = 0, ha d 6= N − 1, (1.3)
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xd,w = 1
αw + β + 1

[
N−1∑
k=0

αk (w − 1)xd−k,w−1+

+βxd−(N−1),w−1
]

(1.4)

ha w ≥ 2, N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1). Minden N ≥ 3 esetén létezik
olyan (d,w) pár, 1 ≤ w, N−1 ≤ d ≤ (N − 1)w, melyre xd,w pozitív.

Továbbá xd,w = 0 esetén X (n, d, w)
Vn

= o (n−a) , ahol a egy pozitív
szám, mely w-től és d-től is függhet. Ha N −1 ≤ d ≤ (N − 1)w nem
teljesül, akkor xd,w = 0.

LegyenM egy rögzített egész szám, 1 ≤M ≤ N . A következő tételek
az M -klikkek súlyainak skálafüggetlenségéről szólnak.

Legyen M = 1 és jelölje X (n,w) a w súlyú csúcsok számát n
lépés után. Az alábbi tétel a csúcsok súlyainak skálafüggetlenségét
mondja ki.

1.3. Tétel. Legyen α 6= α0. Minden w = 1, 2, . . . esetén

X (n,w)
Vn

→ xw =
∑
d

xd,w (1.5)

majdnem biztosan n→∞ esetén, ahol az xw, w = 1, 2, . . . határér-
tékek pozitív számok, melyek teljesítik az alábbi rekurziót:

x1 = 1
α+ β + 1 , xw = α (w − 1) + β

αw + β + 1 xw−1, ha w > 1. (1.6)

Továbbá
xw ∼ Cw−(1+ 1

α ) (1.7)

teljesül w →∞ esetén, ahol C = Γ
(

1 + β+1
α

)/(
αΓ
(

1 + β
α

))
.
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Legyen most 2 ≤ M ≤ N rögzített egész szám. Legyen w ≥ 1
és jelölje C (n,M,w) a w súlyú M -klikkek számát n lépés után,
Cn,M pedig a pozitív súllyal rendelkező M -klikkek számát n lépés
után. AzM -klikkek súlyainak skálafüggetlenségéről szól a következő
eredmény.

1.4. Tétel. Legyen α 6= α0 és
∑N−M
k=0 αk > 0. Ekkor minden rög-

zített M és w, 2 ≤M ≤ N , w ≥ 1 esetén

C (n,M,w)
Cn,M

→ cM,w (1.8)

majdnem biztosan n→∞ esetén. A cM,w, w = 1, 2, . . . határértékek
rögzített pozitív számok, melyek teljesítik az alábbi rekurziót:

cM,1 = 1
aM + 1 , cM,w = (w − 1)aM

waM + 1 cM,w−1, ha w > 1,
(1.9)

ahol az aM mennyiséget (1.1)-ben definiáltuk. A cM,1, cM,2, . . . so-
rozat egy valódi diszkrét valószínűségeloszlás. Továbbá

cM,w ∼
Γ
(

1 + 1
aM

)
aM

w
−
(

1+ 1
aM

)
(1.10)

teljesül w →∞ esetén.

Jelölje U (n, d) a d fokú csúcsok számát n lépés után, és jelöl-
je gcd{A} az A halmaz elemeinek legnagyobb közös osztóját. A
G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1) modell az (1.11) feltétel teljesülése
esetén a szokásos értelemben (azaz a fokszámokra vonatkozóan) is
skálafüggetlen.

1.5. Tétel. Legyen α0 > 0, α 6= α0 és tegyük fel, hogy

gcd{k|αk > 0, k = 0, . . . , N − 1} = 1. (1.11)
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Ekkor minden d ≥ N − 1 esetén

U (n, d)
Vn

→ ud =
∑
w

xd,w (1.12)

majdnem biztosan n → ∞ esetén, ahol az ud, d = N − 1, N, . . .
határértékek pozitív számok. Továbbá

ud ∼
Γ
(

1 + β+1
α

)
∑N−1
k=1 kαkΓ

(
1 + β

α

) ( α∑N−1
k=1 kαk

d

)−(1+ 1
α )

(1.13)

teljesül d→∞ esetén.

1.6. Megjegyzés. A karakterisztikus kitevő értéke a csúcsok sú-
lyai és fokszámai esetén megegyezik.
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1.3. Segéderedmények I.

Ebben a fejezetben a G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1) modellre vo-
natkozó azon további eredményeinket ismertetjük, melyeket az 1.2
fejezetben szereplő fő eredmények bizonyításai során alkalmaztunk.

Az alábbi lemmával megadjuk annak a valószínűségét, hogy egy
w súlyú rögzített M -klikk az n-edik lépésben részt vesz az interak-
cióban.

1.7. Lemma. Annak a valószínűsége, hogy egy w súlyú M -klikk,
1 ≤ w, 1 ≤ M ≤ N , az n-edik (n ≥ w) lépésben részt vesz az inter-
akcióban

p (n,M,w) = w

n
aM +

(
N
M

)
N
(
Vn−1
M

)bM , (1.14)

ahol az aM és bM mennyiségeket (1.1)-ben definiáltuk.

1.8. Megjegyzés. Az M = 1 esetben az 1.7. Lemma állítása a
következő. Annak a valószínűsége, hogy egy w súlyú régi csúcs részt
vesz az interakcióban az n-edik lépésben

p (n, 1, w) = w

n
α+ A

Vn−1
β. (1.15)

Jelölje Fn az első n lépés által generált σ-algebrát. A követke-
ző tételben megadjuk X(n, d, w), azaz a d fokú és w súlyú csúcsok
számának feltételes várható értékét az Fn−1 σ-algebrára nézve.

1.9. Tétel.

E{X(n, d, w)|Fn−1} = X(n− 1, d, w)
[
1−

(
w

n
α+ A

Vn−1
β

)]
+

+
N−1∑
k=0

X(n− 1, d− k,w − 1)
[
pkrk

(N − k) (w − 1)
Nn

+
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+
k∑

m=0
pm(1− rm)

(
Vn−1−d+k−1

k−m
)(

d−k
N−k−1

)(
Vn−1
N−m

) ]
+Aδd,N−1δw,1 (1.16)

w ≥ 1 és N −1 ≤ d ≤ (N − 1)w esetén, ahol δk,l a Kronecker-deltát
jelöli.

A következő lemmában definiált valószínűségi változók fontos sze-
repet játszanak a dolgozatban.

1.10. Lemma. Legyen p0 < 1 és legyen 1 ≤M ≤ N rögzített egész
szám. Legyen

c (n,M,w) =
n∏
i=w

(1− p (i,M,w))−1
, n ≥ w, w ≥ 1. (1.17)

Ekkor c (n,M,w) egy Fn−1-mérhető valószínűségi változó.

c(n, 1, w) ∼ a1,wn
a1w+β (1.18)

és
c (n,M,w) ∼ aM,wn

aMw, ha 2 ≤M ≤ N (1.19)

majdnem biztosan n→∞ esetén, ahol az aM mennyiséget (1.1)-ben
definiáltuk és aM,w egy pozitív valószínűségi változó.

Az alábbi lemma a csúcsok súlyainak skálafüggetlenségéről szóló
1.3. Tételben szereplő xw, w = 1, 2, . . . határértékeket jellemzi.

1.11. Lemma. Legyen p0 < 1 és legyen

xw = xN−1,w + xN,w + · · ·+ x(N−1)w,w, w = 1, 2, . . . , (1.20)

ahol xd,w az 1.2. Tételben meghatározott határértékeket jelöli. Ekkor
az xw, w = 1, 2, . . . pozitív számok teljesítik az (1.6) rekurziót. Az
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xw, w = 1, 2, . . . sorozat diszkrét valószínűségeloszlás, az xd,w, d =
N − 1, N, . . . , (N − 1)w, w = 1, 2, . . . sorozat pedig kétdimenziós
diszkrét valószínűségeloszlás.

Legyen 2 ≤ M ≤ N rögzített egész szám és legyen w ≥ 1. A
következő tételben megadjuk a w súlyú M -klikkek számának, az-
az C (n,M,w)-nek a feltételes várható értékét az Fn−1 σ-algebrára
nézve.

1.12. Tétel. Minden rögzített M , 2 ≤M ≤ N esetén

E{C (n,M,w) |Fn−1} = (1− p (n,M,w))C (n− 1,M,w) +

+p (n,M,w − 1)C(n− 1,M,w − 1) + δ1,wRn, (1.21)

ahol

Rn =
N−1∑
k=0

pk

[(
N

M

)
− rk

(
N − k
M

)
− (1− rk)Cn−1,M

(
Vn−1−M
N−k−M

)(
Vn−1
N−k

) ]
és δ1,w a Kronecker-deltát jelöli.

A következő tétel megmutatja, hogy a lépések n számával nor-
málva C (n,M,w) majdnem biztosan konvergens, amint n→∞.

1.13. Tétel. Legyen p0 < 1 és
∑N−M
k=0 αk > 0. Minden rögzített

M -re és w-re, 2 ≤M ≤ N , w ≥ 1 teljesül, hogy

C (n,M,w)
An

→ xM,w

majdnem biztosan n→∞ esetén, ahol az xM,w határértékek rögzített
pozitív számok, melyek teljesítik az alábbi rekurziót:

xM,1 =

∑N−1
k=0 pk

[(
N
M

)
− rk

(
N−k
M

)]
A(aM + 1) > 0,
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xM,w = aM (w − 1)
aMw + 1 xM,w−1, ha w > 1, (1.22)

ahol az aM mennyiséget (1.1)-ben definiáltuk.

Tekintsük most a Cn,M mennyiséget, azaz a pozitív súllyal ren-
delkezőM -klikkek számát n lépés után. A következő lemmában meg-
adjuk Cn,M feltételes várható értékét az Fn−1 σ-algebrára nézve.

1.14. Lemma. Legyen 2 ≤M ≤ N rögzített egész szám.

E{Cn,M |Fn−1} = ρn−1Cn−1,M +X, (1.23)

ahol

ρn−1 = 1−
N−1∑
k=0

pk (1− rk)
(
Vn−1−M
N−k−M

)(
Vn−1
N−k

) ,

X =
N−1∑
k=0

pk

[(
N

M

)
− rk

(
N − k
M

)]
. (1.24)

A következő tétel a Cn,M
n

hányados majdnem biztos konvergen-
ciájáról szól, amint n→∞.

1.15. Tétel. Legyen p0 < 1. Ekkor minden rögzített M , 2 ≤M ≤
N esetén

Cn,M
n
→ X (1.25)

majdnem biztosan n → ∞ esetén, ahol X-et az 1.14. Lemmában
definiáltuk.

Az 1.2. Tételben meghatároztuk a csúcsok súlyainak és fokszá-
mainak együttes eloszlását. Most megadjuk ezen együttes eloszlás
egy reprezentációját.
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A csúcsok és a fokszámok együttes eloszlása. Legyen a W valószí-
nűségi változó eloszlása P (W = w) = xw , w = 1, 2, . . . , ahol az xw
értékeket az 1.11. Lemmában definiáltuk. Legyenek ξ1 ≡ N − 1 és
ξ2, ξ3, . . . egymástól és W -től is független valószínűségi változók az
alábbi eloszlással.

w ≥ 2 esetén legyen

P (ξw = k) = αk (w − 1)
α (w − 1) + β

, k = 0, 1, . . . , N − 2,

P (ξw = N − 1) = αN−1 (w − 1) + β

α (w − 1) + β
.

Jelölje Sw a fent megadott ξi valószínűségi változókból képzett w
tagú összeget, azaz legyen Sw = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξw.

1.16. Tétel. Minden w = 1, 2, . . . , d = N − 1, N, . . . , (N − 1)w
esetén

P (SW = d,W = w) = xd,w.

Az együttes eloszlás aszimptotikus viselkedését jellemzi az alábbi
eredmény.

1.17. Tétel. Legyen α0 > 0, α 6= α0 és tegyük fel, hogy teljesül
az (1.11) feltétel. Ekkor

xd,w = xw
α√

2π
(
α
∑N−1
k=1 k2αk −

(∑N−1
k=1 kαk

)2
)
w

×

×

[
exp

(
− (d− ESw)2

2D2Sw

)
+ O

(
w−

1
2

)]
(1.26)

amint w →∞, ahol a hibatag
(

O
(
w−

1
2

))
nem függ d-től.



2. fejezet

Egy speciális eset: az N-pontos
modell

Legyen N ≥ 3 rögzített egész szám, 0 ≤ pi ≤ 1, 0 ≤ ri ≤ 1 (i = 0, 1),
pj = rj = 0 (j = 2, . . . , N − 1). A továbbiakban az 1. fejezetben
definiált és tanulmányozott G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1) modell
egy speciális esetével, a G (N, p0, p1, r0, r1) (azaz az N -pontos) mo-
dellel foglalkozunk részletesebben. Az N -pontos modell fejlődése so-
rán az egyes lépésekben vagy egy előre adott p1 valószínűséggel 1
új csúcs csatlakozik a gráfhoz, mely N − 1 régi csúccsal lép inter-
akcióba (Step NEW1), vagy pedig p0 valószínűséggel nem születik új
csúcs és N régi csúcs formál N -klikket (Step OLD). Mindkét lehetsé-
ges lépés esetén ri valószínűséggel a preferential attachment szabály
szerint súlyarányosan választunk egy (N − i)-klikket a már létezőek
közül, míg 1− ri valószínűséggel egyenletesen történik az interakci-
óban résztvevő N − i régi csúcs kiválasztása (i = 0, 1). A fejezetben
ismertetett eredmények Fazekas és Porvázsnyik (2016a,b) cikkeiben

17



18

kerültek közlésre.

2.1. Fő eredmények az N-pontos modellre

Legyen 1 ≤ M ≤ N rögzített egész szám. Ebben a részben ismer-
tetni fogjuk az N -pontos modellre vonatkozó fő eredményeinket. Az
itt bemutatott eredmények, a 2.6. Tétel kivételével, Backhausz és
Móri (2012, 2014) háromszöges modellre vonatkozó eredményeinek
kiterjesztése az N -pontos modellre.

2.1.1. Az N-pontos modell skálafüggetlensége

Az első tétel a d fokú és w súlyú csúcsok arányának 1 valószínűségű
konvergenciájáról szól.

2.1. Tétel. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016b, Theorem 1.) Legyen
α1 > 0. Minden rögzített w és d esetén, ahol 1 ≤ w és N − 1 ≤ d ≤
w (N − 1),

X (n, d, w)
Vn

→ xd,w (2.1)

majdnem biztosan n→∞ esetén, ahol az xd,w határértékek rögzített
nemnegatív számok, melyek teljesítik az alábbi rekurziót:

xN−1,1 = 1
α+ β + 1 > 0, xd,1 = 0, ha d 6= N − 1, (2.2)

xd,w = 1
αw + β + 1 [α0 (w − 1)xd,w−1+

+α1 (w − 1)xd−1,w−1 + βxd−(N−1),w−1
]

(2.3)
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ha w ≥ 2, N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1). Továbbá xd,w = 0 esetén
X (n, d, w)

Vn
= o (n−a) , ahol a egy pozitív szám, mely w-től és d-től

is függhet. Ha N − 1 ≤ d ≤ (N − 1)w nem teljesül, akkor xd,w = 0.

2.2. Megjegyzés. Minden N ≥ 3 esetén létezik olyan (d,w) pár,
1 ≤ w, N−1 ≤ d ≤ (N − 1)w, melyre xd,w pozitív. Továbbá minden
N ≥ 4 esetén létezik olyan (d,w) pár, 1 ≤ w, N−1 ≤ d ≤ (N − 1)w,
melyre a fenti tételben megadott rekurzió alapján xd,w = 0.

A következő tétel a csúcsok súlyainak skálafüggetlenségét mondja
ki.

2.3. Tétel. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016b, Theorem 2.) Legyen
α1 > 0. Minden w = 1, 2, . . . esetén

X (n,w)
Vn

→ xw (2.4)

majdnem biztosan n→∞ esetén. Az xw, w = 1, 2, . . . határértékek
pozitív számok, melyek teljesítik az alábbi rekurziót:

x1 = 1
α+ β + 1 , xw = α (w − 1) + β

αw + β + 1 xw−1, ha w > 1. (2.5)

Továbbá
xw ∼ Cw−(1+ 1

α ) (2.6)

w →∞ esetén, ahol C = Γ
(

1 + β+1
α

)/(
αΓ
(

1 + β
α

))
.

Rögzített 2 ≤ M ≤ N esetén az M -klikkek súlyeloszlásának
skálafüggetlenségéről szól a következő eredmény.
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2.4. Tétel. Legyen α1 > 0. Ekkor minden rögzített M és w,
2 ≤M ≤ N , w ≥ 1 esetén teljesül, hogy

C (n,M,w)
Cn,M

→ cM,w (2.7)

majdnem biztosan n→∞ esetén. A cM,w, w = 1, 2, . . . határértékek
rögzített pozitív számok, melyek teljesítik az alábbi rekurziót:

cM,1 = 1
aM + 1 , cM,w = (w − 1)aM

waM + 1 cM,w−1, ha w > 1,
(2.8)

ahol az aM mennyiséget (1.1)-ben definiáltuk. A cM,1, cM,2, . . . so-
rozat egy valódi diszkrét valószínűségeloszlás. Továbbá

cM,w ∼
Γ
(

1 + 1
aM

)
aM

w
−
(

1+ 1
aM

)
(2.9)

w →∞ esetén.

A fokszámeloszlás skálafüggetlenségét mondja ki a következő té-
tel.

2.5. Tétel. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016b, Theorem 3.) Legyen
α1 > 0. Ekkor minden d ≥ N − 1 esetén

U (n, d)
Vn

→ ud =
∑
w

xd,w. (2.10)

Továbbá

ud ∼
Γ
(

1 + β+1
α

)
α1Γ

(
1 + β

α

) ( α

α1
d

)−(1+ 1
α )

(2.11)

d→∞ esetén.
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2.1.2. A súlyok és fokszámok aszimptotikus visel-
kedése

Ebben a fejezetben ismertetjük a klikkeket jellemző súlyok, valamint
a csúcsokat jellemző fokszámok aszimptotikus viselkedésére vonat-
kozó eredményeinket.

Az n = 0 lépésben a kiinduló N csúcs teljes gráf
(
N
M

)
M -klikket

tartalmaz. Legyen ezen M -klikkek címkéje 0,−1, . . . , −
((

N
M

)
− 1
)
.

Ezt követően az új M -klikkek címkéje legyen 1, 2, . . . a születési sor-
rendjüknek megfelelően. Legyen j ≥ −

((
N
M

)
− 1
)

rögzített egész
szám. JelöljeW [n,M, j] a j-edikM -klikk súlyát az n-edik lépés után.
Jelölje továbbá D[n, j] a j-edik csúcs fokszámát az n-edik lépés után.
(Ha n < j, akkor W [n, 1, j] = D[n, j] = 0.)

Az n = 0 kezdeti időpontban adott N csúcsú teljes gráf szim-
metrikus. Ezért és a gráf evolúciós mechanizmusa miatt elegendő,
ha a W [n,M, j] és D[n, j] mennyiségeket csak j = 0, 1, 2, . . . esetén
vizsgáljuk.

Az alábbi tétel egy rögzített M -klikk súlyának aszimptotikus vi-
selkedését írja le.

2.6. Tétel. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.3.) Legyen
j ≥ 0 és 1 ≤ M ≤ N rögzített egész szám. Tegyük fel, hogy α > 0.
Ekkor

W [n,M, j] ∼ 1
Γ (1 + aM )γM,jn

aM (2.12)

majdnem biztosan n→∞ esetén, ahol γM,j egy pozitív valószínűségi
változó és az aM mennyiséget (1.1)-ben definiáltuk.

M = 1 esetén a 2.6. Tétel egy rögzített csúcs súlyának aszimp-
totikus viselkedését adja meg.
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2.7. Következmény. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016a, Corollary
2.4.) Legyen j ≥ 0 rögzített egész szám és legyen α > 0. Ekkor

W [n, 1, j] ∼ 1
Γ (1 + α)γ1,jn

α (2.13)

majdnem biztosan n→∞ esetén, ahol γ1,j egy pozitív valószínűségi
változó.

Tekintsük most egy rögzített csúcs fokszámsorozatát. Az alábbi
tétel ennek a sorozatnak az aszimptotikus viselkedését írja le.

2.8. Tétel. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.5.) Legyen
j ≥ 0 rögzített egész szám és legyen α > 0. Ekkor

D[n, j] ∼ 1
Γ (1 + α)

α1

α
γ1,jn

α (2.14)

majdnem biztosan n → ∞ esetén, ahol a γ1,j pozitív valószínűségi
változót (2.13)-ben definiáltuk.

A következő két tétellel a maximális súly és a maximális fokszám
aszimptotikus viselkedését jellemezzük.

Jelölje Wn a maximális súlyú csúcs súlyát n lépés után, azaz
legyen

Wn = max{W [n, 1, j] : −(N − 1) ≤ j ≤ n}. (2.15)

2.9. Tétel. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.6.) Legyen
α > 0. Ekkor

Wn ∼
1

Γ (1 + α)µn
α majdnem biztosan n→∞ (2.16)

esetén, ahol µ = sup{γ1,j : j ≥ − (N − 1)} egy véges pozitív valószí-
nűségi változó és γ1,j-t (2.13)-ben definiáltuk.
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Jelölje Dn a maximális fokszámot n lépés után, azaz legyen

Dn = max{D[n, j] : −(N − 1) ≤ j ≤ n}. (2.17)

2.10. Tétel. (Fazekas és Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.7.) Le-
gyen α > 0. Ekkor

Dn ∼
1

Γ (1 + α)
α1

α
µnα majdnem biztosan n→∞ (2.18)

esetén, ahol µ = sup{γ1,j : j ≥ − (N − 1)} a 2.9. Tételben megadott
pozitív valószínűségi változó.

2.11. Megjegyzés. Azt vehetjük észre, hogy a fenti eredmények-
ben csak az α0 és az α1 együtthatók tűnnek fel. Ezek alapján azt
mondhatjuk, hogy az aszimptotikus viselkedésre nincsenek hatással
az egyenletes választáshoz kapcsolódó β0 és β1 paraméterek.

2.12. Megjegyzés. A 2.7. Következményt és a 2.8. Tételt össze-
vetve azt láthatjuk, hogy a j-edik csúcs súlyának és fokszámának
aszimptotikus aránya nem más, mint a régi csúcsok várható súly-
növekedésének és várható fokszámnövekedésének aránya egy lépés
során abban az esetben, ha a preferential attachment szabály sze-
rint történik a választás. Hasonló állítás igaz a maximális súly és a
maximális fokszám aszimptotikus arányára is.

2.13. Megjegyzés. Jelölje τn azon csúcsok címkéinek maximu-
mát, amelyek a maximális súlyt elérik, azaz legyen

τn = max{j : W [n, 1, j] =Wn}.

Ekkor a τn(ω), n = 1, 2, . . . sorozat korlátos majdnem minden rögzí-
tett ω elemi eseményre. Hasonló állítás mondható ki a fokszámokra
is.
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2.2. Segéderedmények II.

Ebben a fejezetben az N -pontos modellre vonatkozó azon további
eredményeinket ismertetjük, melyeket az 2.1.2 fejezetben szereplő fő
eredmények bizonyításai során alkalmaztunk. A bizonyítások során
több esetben alkalmazzuk Backhausz and Móri (2012, 2014) mód-
szerét. Megjegyezzük azonban, hogy a kombinatorikai problémák az
általános N -pontos modellre jóval nehezebbek, mint azok az N = 3
esetben.

Vezessük be az alábbi jelöléseket. Legyen j ≥ 0 és 1 ≤ M ≤
N rögzített egész szám. Legyen I[n,M, j] annak az eseménynek az
indikátora, hogy a j-edik M -klikk létezik n lépés után, azaz legyen

I[n,M, j] =
{

1, ha W [n,M, j] > 0,
0, ha W [n,M, j] = 0.

Minden rögzített pozitív j, k, l,M, 0 ≤ j ≤ l, 1 ≤ k, 1 ≤ M ≤ N

egész szám esetén tekintsük a következő sorozatokat:

b[n,M, k] =
n∏
i=1

(
1 + aMk

i

)−1
, (2.19)

d[n,M, k, j] =

= −
n−1∑
i=1

b[i+ 1,M, k]
(
N
M

)
N
(
Vi
M

)bM(W [i,M, j] + k − 1
k − 1

)
, (2.20)

en,M =
n∏
i=1

(
1− aM

i

)−1
. (2.21)

A következő lemmákban definiált folyamatok fontos szerepet ját-
szanak a 2.6. Tétel bizonyításában.
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2.14. Lemma. Legyenek j, k, l,M, 0 ≤ j ≤ l, 1 ≤M ≤ N rögzített
nemnegatív egész számok és legyen

Z[n,M, k, j, l] =
(
b[n,M, k]

(
W [n,M, j] + k − 1

k

)
+

+ d[n,M, k, j]
)
I[l,M, j]. (2.22)

Ekkor (Z[n,M, k, j, l],Fn) martingál n ≥ l esetén.

2.15. Lemma. Legyenek j, k,M, 0 ≤ j ≤ k, 1 ≤ M ≤ N rögzített
nemnegatív egész számok. A következő sorozat nemnegatív szuper-
martingál. (

en,MI[k,M, j]
W [n,M, j]− 1 ,Fn

)
, n = j, j + 1, . . . . (2.23)

Jelölje D[n, j] a j-edik csúcs fokszámát n lépés után.

2.16. Lemma. Legyen j ≥ 0 rögzített egész szám. Ekkor n ≥ k

esetén

I[k, 1, j]
(
D[n, j] + α1

W [n, 1, j]
n+ 1

)
≤ E{I[k, 1, j]D[n+ 1, j]|Fn} =

= I[k, 1, j]
(
D[n, j] + α1

W [n, 1, j]
n+ 1 + Tn

)
,

ahol 0 ≤ Tn ≤ (N − 1)p1β
Vn

.

Az alábbi lemma fontos szerepet játszik a maximális súly aszimp-
totikus viselkedésének meghatározásában.
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2.17. Lemma. Minden rögzített nemnegatív egész k ≥ 0, 1 ≤ m ≤
n esetén legyen

S[m,n, k] =
n∑

j=m
E
(
b[n, 1, k]

(
W [n, 1, j] + k − 1

k

)
I[n, 1, j]

)
.

(2.24)
Ekkor létezik olyan Ck pozitív konstans, hogy

S[m,n, k] ≤ Ck
n∑

j=m
j−αk. (2.25)





PhD Thesis

Asymptotic analysis of graph evolution models

Bettina Lívia Lukácsné Porvázsnyik

Supervisor: Dr. István Fazekas

University of Debrecen
Doctoral School of Mathematical and Computational Sciences

Debrecen, 2018.



Introduction

Network theory is an actively studied and widely applied area of
discrete probability theory. In the last few decades, several random
graph models have been introduced to describe real-world networks.
For a detailed overview of the theory of random graphs see Bollo-
bás (2001), Newman, Barabási and Watts (2006), Durrett (2007),
Newman (2010), Janson, Luczak and Rucinski (2000) and van der
Hofstad (2017).

History and aims. Empirical results show that a main com-
mon characteristic of real-world networks is their scale-free nature,
in other words the power law degree distribution, see e.g. Barabá-
si and Albert (1999), Albert and Barabási (2002), Durrett (2007),
van der Hofstad (2017). Scale-free property means that the asymp-
totic degree distribution has a power law tail, that is the relative
frequency of vertices of degree k converges (almost surely) to qk,
where qk ∼ Ck−γ as k → ∞, C and γ are appropriate constants.
Here the degree exponent gamma is called the characteristic expo-
nent. In most cases γ ∈ (2, 3), usually γ ∈ (2,∞).

To describe this phenomenon, Barabási and Albert (1999) sugg-
ested the preferential attachment model. In this model at each time
step n = 2, 3, . . . a new vertex with m new edges is added to the
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graph so that the edges link the new vertex to m existing vertices
randomly. The probability that an existing vertex is chosen is pro-
portional the connectivity of that vertex. It is called the preferen-
tial attachment rule. Barabási and Albert (1999) gave an informal
description of the evolution of the graph. A rigorous definition of
the preferential attachment model and a mathematical proof of its
scale-free property was presented for d ≤ n

1
15 (d is the degree, n is

the number of steps) by Bollobás, Riordan, Spencer and Tusnády
(2001).

In the last two decades, various modifications of the preferential
attachment model were investigated. Cooper and Frieze (2003) int-
roduced a very general model of web graphs. In this model existing
vertices can be chosen according to the preferential attachment ru-
le or uniformly as well. Backhausz and Móri (2012, 2014) defined a
random graph evolution mechanism based on the interaction of 3 ver-
tices. In this model vertices have positive weights which increase du-
ring the evolution procedure. Using martingale methods Backhausz
and Móri proved power law degree and weight distributions of verti-
ces in the three-interactions model. Instead of the three-interactions
model, Fazekas and Porvázsnyik (2013, 2016a,b) studied an evoluti-
on rule based on the interaction of N vertices (N ≥ 3 fixed integer).
They extended certain results of Backhausz and Móri and proved
scale-free porperties both for the degrees and the weights of vertices
in the N -interactions model.

Besides the degree distribution, other characteristics are also
worth studying. The degree of a fixed vertex and the maximal degree
in some preferential attachment models were investigated by van der
Hofstad (2017), Katona and Móri (2006) and Lindholm and Valli-
er (2011). A well-known technique to investigate the growth of the
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maximal degree is Móri’s martingale method, see Móri (2002, 2005),
Durrett (2007) and van der Hofstad (2017). Backhausz and Móri
(2012, 2014) described the asymptotic behaviour of the weight and
the degree of a fixed vertex, the limits of the maximal weight and the
maximal degree in the three-interactions model. Fazekas and Por-
vázsnyik (2016a) extended the above results to the N -interactions
model. Moreover, they also studied the asymptotic behaviour of the
weight of a fixed M -clique, where 1 ≤M ≤ N is a fixed integer.

In this Ph. D thesis we define and examine a new evolving ran-
dom graph model. Our aim is to study the asymptotic behaviour
of the graph. The results presented in this dissertation are joint
work with István Fazekas. The dissertation consists of two parts.
In the first part (Chapter 1) we give the mathematical definition of
a new random graph evolution mechanism which yields a general
random graph model. We present our main results and prove scale-
free property for our model. In the second part of the dissertation
(Chapter 2) we examine the N -interactions model which is a par-
ticular case of the random graph model introduced in Chapter 1.
The proofs presented in this dissertation are based on discrete time
martingale theory.
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Chapter 1

A model based on the interaction
of cliques

1.1 The definition and the basic properties of the
model

Let N ≥ 3 be a fixed integer. For the sake of simplicity, a complete
graph with N vertices is called an N -clique.
The model. Initially, at time n = 0, we start with N vertices
which form an N -clique. Let the initial weight of this graph and
the initial weights of its sub-cliques (

(
N
2
)
edges, . . . ,

(
N
M

)
M -cliques

(M ≤ N)) be equal to one. The evolution mechanism of the graph
is defined as follows. The graph is growing in discrete time steps.
At each time step n = 1, 2, . . . we consider N vertices which will
interact. The interaction of N vertices means that we draw all (non-
existing) edges between those vertices and we obtain an N -clique.
During the evolution procedure, at each step the initial weights of
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the new cliques determined by the interacting vertices be equal to
1, and the weights of the existing cliques which take part in the
interaction are increased by 1. At each step, the weight of an M -
clique (1 ≤ M ≤ N) is increased by 1 if and only if it takes part in
an interaction. Moreover, when the weight of a clique CM is increased
by 1 then the weights of all sub-cliques in CM are increased by 1. We
emphasize that in this model we consider only that complete graph
to be a clique, which is constructed by interactions of its vertices.

At each time step, we select N vertices to interact. At every step,
there are several possibilities for the selection.

Step NEWk: with probability pk (1 ≤ k ≤ N − 1), a new k-clique
is added to the graph that interact with N −k old vertices and they
together form an N -clique. To choose the N −k old vertices we have
two possibilities.

• Choice PA: With probability rk, (1 ≤ k ≤ N − 1), we choose
out an (N − k)-clique from the existing (N − k)-cliques ac-
cording to the weights of the (N − k)-cliques. It means that
an (N − k)-clique of weight wt is chosen with probability
wt/

∑
h wh.

• Choice UNI: With probability 1 − rk, we choose N − k out
of the existing vertices uniformly, that is, all groups of N − k
vertices have the same chance to be chosen (uniform choice).

Step OLD: with probability p0, we do not add any new vertex
but N old vertices will be selected and they will interact. As in the
previous case, we have two options to choose the N old vertices.

• Choice PA: With probability r0, we choose oneN -clique out of
the existing N -cliques according to their weights (preferential
attachment rule).
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• Choice UNI: With probability 1− r0, we choose from the ex-
isting vertices uniformly, that is all subsets consisting of N
vertices have the same chance (uniform choice).

Here the probabilities pk and rk, 0 ≤ pk, rk ≤ 1, k = 0, 1, . . . , N−
1 are fixed with

∑N−1
k=0 pk = 1. Using the above notation, we will

denote our model by G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1).

Remark 1.1. By the evolution mechanism it is easy to see that
in this model when the choice is UNI new edges can be created be-
tween old vertices.

The asymptotic equality of two functions f(x) and g(x), g(x) 6= 0
means that limx→∞

f(x)
g(x) = 1.
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1.2 Main results

In this section we present our main results for the random graph
model G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1). We will see that in this
model the weight distributions and under some reasonable condi-
tion the degree distribution are also scale-free.

Introduce the following notation.

α =
N−1∑
k=0

αk, where αk = N − k
N

pkrk,

β = 1
A

N−1∑
k=0

βk, whereβk = (N − k)pk(1− rk) andA =
N−1∑
k=0

kpk,

aM =
N−M∑
k=0

αk

(
N−M
k

)(
N−1
k

) , bM =
N−M∑
k=0

βk

(
N−M
k

)(
N−1
k

) . (1.1)

Let us denote by Vn the number of vertices after the nth step.
Let us denote by X(n, d, w) the number of vertices of weight w and
degree d after the nth step. The following theorem is a basic result
on the almost sure convergence of the ratio X (n, d, w)

Vn
.

Theorem 1.2. Let α 6= α0. For any fixed w and d with 1 ≤ w and
N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1), we have

X (n, d, w)
Vn

→ xd,w (1.2)

almost surely as n→∞, where xd,w are fixed non-negative numbers.
Moreover, the limits xd,w satisfy the following recurrence:

xN−1,1 = 1
α+ β + 1 > 0, xd,1 = 0, for d 6= N − 1, (1.3)
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xd,w = 1
αw + β + 1

[
N−1∑
k=0

αk (w − 1)xd−k,w−1+

+βxd−(N−1),w−1
]

(1.4)

for w ≥ 2, N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1). If N ≥ 3 and w > 1 are fixed,
then there exists d with N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1) such that xd,w is

positive. In the cases when xd,w = 0, we have X (n, d, w)
Vn

= o (n−a) ,
where a is a positive number which may depend on w and d. If
N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1) is not satisfied, then xd,w = 0.

Let M be a fixed integer, 1 ≤ M ≤ N . The following two theo-
rems are about the scale-free property of the weights.

Let M = 1 and let X (n,w) denote the number of vertices of
weight w after n steps. Next theorem is about the scale-free property
for the weights of vertices.

Theorem 1.3. Let α 6= α0. Then for all w = 1, 2, . . . we have

X (n,w)
Vn

→ xw (1.5)

almost surely as n→∞, where xw, w = 1, 2, . . . are positive num-
bers satisfying the the recurrence relation

x1 = 1
α+ β + 1 , xw = α (w − 1) + β

αw + β + 1 xw−1, for w > 1. (1.6)

Moreover,
xw ∼ Cw−(1+ 1

α ) (1.7)

as w →∞, with C = Γ
(

1 + β+1
α

)/(
αΓ
(

1 + β
α

))
.
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Now, consider the cases when 2 ≤ M ≤ N is a fixed integer. Let
w ≥ 1 and let C (n,M,w) denote the number of M -cliques with
weight w after n steps. Let Cn,M denote the number of already ex-
isting M -cliques after n steps. The following theorem is about the
scale-free property of the weights of the M -cliques.

Theorem 1.4. Let α 6= α0 and
∑N−M
k=0 αk > 0. Then for any fixed

M and w, 2 ≤M ≤ N , w ≥ 1, we have

C (n,M,w)
Cn,M

→ cM,w (1.8)

almost surely as n→∞, where cM,w, w = 1, 2, . . . are fixed positive
numbers satisfy the following recurrence:

cM,1 = 1
aM + 1 , cM,w = (w − 1)aM

waM + 1 cM,w−1, for w > 1,
(1.9)

where aM was defined in (1.1). The sequence cM,1, cM,2, . . . is a
proper discrete probability distribution. Furthermore,

cM,w ∼
Γ
(

1 + 1
aM

)
aM

w
−
(

1+ 1
aM

)
(1.10)

as w →∞.
Let us denote by U (n, d) the number of vertices of degree d after

n steps. Let us denote by gcd{A} the greatest common divisor of
the elements of the set A. We show that under some reasonable
conditions our model is scale-free in the usual sense.

Theorem 1.5. Let α0 > 0, α 6= α0 and assume that

gcd{k|αk > 0, k = 0, . . . , N − 1} = 1. (1.11)
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Then, for any d ≥ N − 1 we have

U (n, d)
Vn

→ ud =
∑
w

xd,w (1.12)

almost surely as n → ∞, where ud, d = N − 1, N, . . . are positive
numbers. Furthermore,

ud ∼
Γ
(

1 + β+1
α

)
∑N−1
k=1 kαkΓ

(
1 + β

α

) ( α∑N−1
k=1 kαk

d

)−(1+ 1
α )
, (1.13)

as d→∞.

Remark 1.6. It is easy to see that the characteristic exponents for
the weights and the degrees of vertices are the same.
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1.3 Auxiliary results I.

Here we list our further results which are used in the proofs of the
main results presented in Section 1.2.

Next lemma gives the probability that an old M -clique with
weight w takes part in the interaction at step n.

Lemma 1.7. The probability that a fixed M -clique, 1 ≤ w, 1 ≤M ≤
N , with weight w takes part in the interaction at the nth (n ≥ w)
step is

p (n,M,w) = w

n
aM +

(
N
M

)
N
(
Vn−1
M

)bM , (1.14)

where aM and bM were defined in (1.1).

Remark 1.8. For M = 1, Lemma 1.7. states the following. The
probability that an old vertex of weight w takes part in the interac-
tion at the nth step is

p (n, 1, w) = w

n
α+ A

Vn−1
β. (1.15)

Let Fn denote the sigma-algebra of observable events after the
nth step. We compute the conditional expected value of X(n, d, w)
with respect to Fn−1, where X(n, d, w) denotes the number of ver-
tices of weight w and degree d after n steps.

Theorem 1.9.

E{X(n, d, w)|Fn−1} = X(n− 1, d, w)
[
1−

(
w

n
α+ A

Vn−1
β

)]
+

+
N−1∑
k=0

X(n− 1, d− k,w − 1)
[
pkrk

(N − k) (w − 1)
Nn

+
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+
k∑

m=0
pm(1− rm)

(
Vn−1−d+k−1

k−m
)(

d−k
N−k−1

)(
Vn−1
N−m

) ]
+Aδd,N−1δw,1 (1.16)

for w ≥ 1 and N − 1 ≤ d ≤ (N − 1)w, where δk,l denotes the
Kronecker-delta.

The random variables defined in the following lemma play im-
portant role in the dissertation.

Lemma 1.10. Let p0 < 1 and let 1 ≤M ≤ N be a fixed integer. Let

c (n,M,w) =
n∏
i=w

(1− p (i,M,w))−1
, n ≥ w,w ≥ 1. (1.17)

Then c (n,M,w) is an Fn−1-measurable random variable,

c(n, 1, w) ∼ a1,wn
a1w+β (1.18)

and
c (n,M,w) ∼ aM,wn

aMw, for 2 ≤M ≤ N (1.19)

almost surely as n → ∞, where aM was defined in (1.1) and aM,w

is a positive random variable.

Our next result characterize the limits xw, w = 1, 2, . . . defined
in Theorem 1.3.

Lemma 1.11. Let p0 < 1 and let

xw = xN−1,w + xN,w + · · ·+ x(N−1)w,w, w = 1, 2, . . . , (1.20)

where xd,w was defined in Theorem 1.2. Then xw, w = 1, 2, . . . are
positive numbers satisfying the recurrence relation (1.6). xw, w =
1, 2, . . . is a discrete probability distribution. Moreover, xd,w, d =
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N − 1, N, . . . , (N − 1)w, w = 1, 2, . . . is a two-dimensional discrete
probability distribution.

Let 2 ≤M ≤ N be a fixed integer. Let w ≥ 1. The following the-
orem gives the conditional expectation of C (n,M,w) with respect
to Fn−1, where C (n,M,w) is the number of M -cliques with weight
w after n steps.

Theorem 1.12. For any fixed M , 2 ≤M ≤ N , we have

E{C (n,M,w) |Fn−1} = (1− p (n,M,w))C (n− 1,M,w) +

+p (n,M,w − 1)C(n− 1,M,w − 1) + δ1,wRn, (1.21)

where

Rn =
N−1∑
k=0

pk

[(
N

M

)
− rk

(
N − k
M

)
−

− (1− rk)Cn−1,M

(
Vn−1−M
N−k−M

)(
Vn−1
N−k

) ]
(1.22)

and δ1,w denotes the Kronecker-delta.

The following theorem shows that C (n,M,w) normalized by n
(the number of steps) converges almost surely as n→∞.

Theorem 1.13. Let p0 < 1 and
∑N−M
k=0 αk > 0. For any fixed M

and w with 2 ≤M ≤ N , w ≥ 1, we have
C (n,M,w)

An
→ xM,w

almost surely as n → ∞, where xM,w are fixed positive numbers,
satisfy the following recurrence:

xM,1 =

∑N−1
k=0 pk

[(
N
M

)
− rk

(
N−k
M

)]
A(aM + 1) > 0,
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xM,w = aM (w − 1)
aMw + 1 xM,w−1, for w > 1, (1.23)

where aM was defined in (1.1).

Consider Cn,M that is the number of already existing M -cliques
after n steps. Lemma 1.14. gives the conditional expected value of
Cn,M with respect to Fn−1.

Lemma 1.14. Let 2 ≤M ≤ N be a fixed integer. Then

E{Cn,M |Fn−1} = ρn−1Cn−1,M +X, (1.24)

where

ρn−1 = 1−
N−1∑
k=0

pk (1− rk)
(
Vn−1−M
N−k−M

)(
Vn−1
N−k

) ,

X =
N−1∑
k=0

pk

[(
N

M

)
− rk

(
N − k
M

)]
. (1.25)

The following theorem is about the almost sure convergence of
the ratio Cn,M

n
as the number of steps n tends to ∞.

Theorem 1.15. Let p0 < 1. Then for any fixedM with 2 ≤M ≤ N ,
we have

Cn,M
n
→ X (1.26)

almost surely as n→∞, where X was defined in Lemma 1.14.

Now we construct the following representation of the joint dis-
tribution of degrees and weights of vertices.
The joint distribution of degrees and weights of vertices. Let W be a
random variable with distribution P (W = w) = xw , w = 1, 2, . . . ,
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where xw was defined in Lemma 1.11. Let ξ1 ≡ N −1 and ξ2, ξ3, . . .

be independent random variables being independent of W , too. For
w ≥ 2 let ξw have the following distribution:

P (ξw = k) = αk (w − 1)
α (w − 1) + β

, k = 0, 1, . . . , N − 2,

P (ξw = N − 1) = αN−1 (w − 1) + β

α (w − 1) + β
.

Introduce notation Sw = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξw .

Theorem 1.16. We have P (SW = d,W = w) = xd,w for all w =
1, 2, . . . , d = N − 1, N, . . . , (N − 1)w.

The following theorem describes the asymptotic behaviour of the
joint distribution of the degrees and the weights of vertices.

Theorem 1.17. Let α0 > 0, α 6= α0. Assume that condition (1.11)
is satisfied.Then

xd,w = xw
α√

2π
(
α
∑N−1
k=1 k2αk −

(∑N−1
k=1 kαk

)2
)
w

×

×

[
exp

(
− (d− ESw)2

2D2Sw

)
+ O

(
w−

1
2

)]
. (1.27)

as w →∞ , where the error term O
(
w−

1
2

)
does not depend on d .



Chapter 2

The N-interactions model

Let N ≥ 3 be a fixed integer, 0 ≤ pi ≤ 1, 0 ≤ ri ≤ 1 (i =
0, 1), pj = rj = 0 (j = 2, . . . , N − 1). Here we examine the N -
interactions model which is a particular case of the random graph
model G (N, p0, . . . , pN−1, r0, . . . , rN−1) introduced in Chapter 1. In
the N -interactions model at each step either with a given probability
p1 a new vertex is added to the graph which interacts with N − 1
already existing vertices (Step NEW1) or with probability p0 the size
of the graph does not change and N of the old vertices will inter-
act (Step OLD). In both cases with probability ri the interacting
(N − i)-clique is chosen from the existing (N − i)-cliques according
to the preferential attachment rule, whilst with probability 1−ri the
interacting old vertices are chosen uniformly (i = 0, 1). The theorems
presented in this chapter are published in Fazekas and Porvázsnyik
(2016a,b).

45
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2.1 Main results for the N-interactions model

Let 1 ≤ M ≤ N be a fixed integer. In this section we present our
main results for the N -interactions model. The following theorems,
expect Theorem 2.5., are generalizations of certain results of Back-
hausz and Móri (2012, 2014).

2.1.1 Scale-free porperty for the N-interactions
model

The following theorem is about the almost sure convergence of the
ratio of vertices with fixed degree d and fixed weight w.

Theorem 2.1. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016b, Theorem 1.) Let
α1 > 0. For any fixed w and d, with 1 ≤ w and N − 1 ≤ d ≤
w (N − 1) we have

X (n, d, w)
Vn

→ xd,w (2.1)

almost surely as n → ∞, where xd,w are fixed non-negative num-
bers. Furthermore, the numbers xd,w satisfy the following recurrence
relation:

xN−1,1 = 1
α+ β + 1 > 0, xd,1 = 0, for d 6= N − 1, (2.2)

xd,w = 1
αw + β + 1 [α0 (w − 1)xd,w−1+

+ α1 (w − 1)xd−1,w−1 + βxd−(N−1),w−1
]

(2.3)

for w ≥ 2, N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1). Moreover, in the cases when

xd,w = 0 we have X (n, d, w)
Vn

= o (n−a) , where a is a positive num-
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ber that may depend on w and d. If N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1) is not
satisfied, then xd,w = 0.

Remark 2.2. If N ≥ 3 and w ≥ 1 are fixed, then there exists d
with N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1) such that xd,w is positive, and if N ≥ 4
and w ≥ 1, then there exists d with N − 1 ≤ d ≤ w (N − 1) such
that xd,w is equal to zero.

The following theorem is the scale-free property for the weights.
Theorem 2.3. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016b, Theorem 2.) Let
α1 > 0. Then for all w = 1, 2, . . . we have

X (n,w)
Vn

→ xw (2.4)

almost surely as n→∞, where xw, w = 1, 2, . . . are positive num-
bers satisfying the recurrence relation

x1 = 1
α+ β + 1 , xw = α (w − 1) + β

αw + β + 1 xw−1, for w > 1. (2.5)

Moreover,

xw ∼ Cw−(1+ 1
α ) (2.6)

as w →∞, with C = Γ
(

1 + β+1
α

)/(
αΓ
(

1 + β
α

))
.

Let 2 ≤ M ≤ N be a fixed integer. The following theorem is
about the scale-free weight distributions of M -cliques.

Theorem 2.4. Let α1 > 0. Then for all M and w, 2 ≤ M ≤ N ,
w ≥ 1 we have

C (n,M,w)
Cn,M

→ cM,w (2.7)
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almost surely as n → ∞. The limits cM,w, w = 1, 2, . . . are fixed
positive numbers satisfying the recurrence relation

cM,1 = 1
aM + 1 , cM,w = (w − 1)aM

waM + 1 cM,w−1, for w > 1, (2.8)

where aM was defined in (1.1). cM,1, cM,2, . . . is a discrete probability
distribution. Moreover,

cM,w ∼
Γ
(

1 + 1
aM

)
aM

w
−
(

1+ 1
aM

)
(2.9)

as w →∞.

In the N -interactions model the degree distribution is also scale-
free.
Theorem 2.5. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016b, Theorem 3.) Let
α1 > 0. Then for any d ≥ N − 1 we have

U (n, d)
Vn

→ ud =
∑
w

xd,w. (2.10)

Moreover,

ud ∼
Γ
(

1 + β+1
α

)
α1Γ

(
1 + β

α

) ( α

α1
d

)−(1+ 1
α )

(2.11)

as d→∞.
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2.1.2 The asymptotic behaviour of the weights
and the degrees

Here we present our main results about the limiting behaviour of
the weights and degrees in the N -interactions model.

At time n = 0, the initial complete graph on N vertices con-
tains

(
N
M

)
M -cliques. Let these M -cliques be labelled by 0,−1, . . . ,

−
((

N
M

)
− 1
)
. When new M -cliques are born, they are labelled by

1, 2, . . . . Let j ≥ −
((

N
M

)
− 1
)
be a fixed integer. Let us denote by

W [n,M, j] the weight of the jth M -clique after the nth step. Let us
denote by D[n, j] the degree of the jth vertex after the nth step. (If
n < j, then W [n, 1, j] = D[n, j] = 0.)

At time n = 0, the initial complete graph on N vertices is sym-
metric. Therefore and by the evolution mechanism of the graph, it
is enough to examine W [n,M, j] and D[n, j] for j = 0, 1, 2, . . . .

The following theorem describes the asymptotic behaviour of the
weight of a fixed M -clique.

Theorem 2.6. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.3.) Let
j ≥ 0 and 1 ≤M ≤ N be fixed. Assume that α > 0. Then

W [n,M, j] ∼ 1
Γ (1 + aM )γM,jn

aM (2.12)

almost surely as n → ∞, where γM,j is a positive random variable
and aM was defined in (1.1).

As a particular case with M = 1, the asymptotic behaviour of
the weight of a fixed vertex is the following.
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Corollary 2.7. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016a, Corollary 2.4.)
Let j ≥ 0 be fixed and let α > 0. Then

W [n, 1, j] ∼ 1
Γ (1 + α)γ1,jn

α (2.13)

almost surely as n→∞, where γ1,j is a positive random variable.

Now we consider the limit of the degree sequence of a fixed vertex.

Theorem 2.8. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.5.) Let
j ≥ 0 be fixed and let α > 0. Then

D[n, j] ∼ 1
Γ (1 + α)

α1

α
γ1,jn

α (2.14)

almost surely as n → ∞, where the positive random variable γ1,j is
given in (2.13).

The following two theorems describe the asymptotic behaviour
of the maximal weight and the maximal degree of vertices.

Let us denote byWn the maximum of the weights of the vertices
after n steps, that is

Wn = max{W [n, 1, j] : −(N − 1) ≤ j ≤ n}. (2.15)

Theorem 2.9. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.6.) Let
α > 0. Then

Wn ∼
1

Γ (1 + α)µn
α almost surely as n→∞, (2.16)

where µ = sup{γ1,j : j ≥ − (N − 1)} is a finite positive random
variable with γ1,j defined in (2.13).

Let us denote by Dn the maximal degree after n steps, that is

Dn = max{D[n, j] : −(N − 1) ≤ j ≤ n}. (2.17)
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Theorem 2.10. (Fazekas and Porvázsnyik, 2016a, Theorem 2.7.)
Let α > 0. Then

Dn ∼
1

Γ (1 + α)
α1

α
µnα almost surely as n→∞, (2.18)

where µ = sup{γ1,j : j ≥ − (N − 1)} is the positive random variable
defined in Theorem 2.8.

Remark 2.11. We see that the asymptotic behaviour in the above
theorems is not influenced by the uniform choice parameters β0 and
β1.

Remark 2.12. If we compare Corollary 2.7. and Theorem 2.8., we
see that the asymptotic ratio of the weight and the degree of vertex j
is the ratio of the expected growth of the weights of the old vertices
to the expected growth of the degrees of the old vertices during
one step when the choice is PA. Similar observation is true for the
asymptotic ratio of the maximal weight to the maximal degree.

Remark 2.13. Let τn denote the maximum of the labels of those
vertices where the maximal weight is attained, that is let

τn = max{j : W [n, 1, j] =Wn}.

Then the sequence τn(ω), n = 1, 2, . . . is bounded for almost all fixed
elementary events ω. A similar statement is valid for the degrees.
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2.2 Auxiliary results II.

In this section we list some auxiliary results that we need to prove
the main results presented in Section 2.1.2. In our proofs we follow
some ideas of Backhausz and Móri (2012, 2014). However, the com-
binatorial problems for general N are much more difficult than for
N = 3.

Introduce the following notation. Let j ≥ 0 and 1 ≤ M ≤ N be
fixed integers. Let I[n,M, j] be the indicator of the event that the
jth M -clique exists after n steps, that is

I[n,M, j] =
{

1, if W [n,M, j] > 0,
0, if W [n,M, j] = 0.

For all fixed positive integers j, k, l,M, 0 ≤ j ≤ l, 1 ≤ k, 1 ≤ M ≤
N , we consider the following sequences:

b[n,M, k] =
n∏
i=1

(
1 + aMk

i

)−1
, (2.19)

d[n,M, k, j] =

= −
n−1∑
i=1

b[i+ 1,M, k]
(
N
M

)
N
(
Vi
M

)bM(W [i,M, j] + k − 1
k − 1

)
, (2.20)

en,M =
n∏
i=1

(
1− aM

i

)−1
. (2.21)

The processes introduced in the following two lemmas play impor-
tant role in the proof of Theorem 2.6.
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Lemma 2.14. Let j, k, l,M, 0 ≤ j ≤ l, 1 ≤M ≤ N be fixed nonneg-
ative integers and let

Z[n,M, k, j, l] =
(
b[n,M, k]

(
W [n,M, j] + k − 1

k

)
+

+ d[n,M, k, j]
)
I[l,M, j]. (2.22)

Then (Z[n,M, k, j, l],Fn) is a martingale for n ≥ l.

Lemma 2.15. Let j, k,M, 0 ≤ j ≤ k, 1 ≤ M ≤ N be fixed non-
negative integers. The following sequence is a nonnegative super-
martingale. (

en,MI[k,M, j]
W [n,M, j]− 1 ,Fn

)
, n = j, j + 1, . . . . (2.23)

Let us recall that D[n, j] denotes the degree of the jth vertex
after n steps.

Lemma 2.16. Let j ≥ 0 be fixed. For n ≥ k, we have

I[k, 1, j]
(
D[n, j] + α1

W [n, 1, j]
n+ 1

)
≤

≤ E{I[k, 1, j]D[n+ 1, j]|Fn} =

= I[k, 1, j]
(
D[n, j] + α1

W [n, 1, j]
n+ 1 + Tn

)
,

where 0 ≤ Tn ≤ (N − 1)p1β
Vn

.

The following lemma is used to study the maximal weight.
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Lemma 2.17. For all fixed nonnegative integers k ≥ 0, 1 ≤ m ≤ n,
let

S[m,n, k] =
n∑

j=m
E
(
b[n, 1, k]

(
W [n, 1, j] + k − 1

k

)
I[n, 1, j]

)
.

(2.24)
Then there exists a positive constant Ck such that

S[m,n, k] ≤ Ck
n∑

j=m
j−αk. (2.25)
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