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Bevezetés

A halozatelmélet a diszkrét valdsziniliségelmélet egy aktivan tanul-
manyozott tertilete, melynek eredményeit széles kérben alkalmazzak.
Az elmilt néhény évtizedben szdmos véletlen graf modellt vezettek
be a valésagban eléfordulé hélézatok leirdsara és modellezésére. A
véletlen grafok elméletének fejlédésérdl részletes attekintést adhat
példdul Bollobas (2001), Newman, Barabési és Watts (2006), Dur-
rett (2007), Newman (2010), Janson, Luczak és Rucinski (2000) és
van der Hofstad (2017) kényve.

El6zmények és célkitiizések. Empirikus kutatasok igazoltak,
hogy a valdsdgban el6fordulé nagy halézatok jelentOs részének egy
kozos jellemzije a skalafiiggetlenség, lasd példaul Barabasi és Albert
(1999), Albert és Barabési (2002), Durrett (2007), van der Hofstad
(2017). Ezek alapjén skélafiiggetlenségen azt értjik, hogy a graf mé-
retének novekedésével a k foku csticsok relativ gyakorisaga (1 valdszi-
niiséggel) konvergdl a g, fokszdmeloszlashoz, mely aszimptotikusan
hatvanyrendben cseng le, azaz q, ~ Ck™" k — oo esetén, ahol C
és v alkalmas konstansok. Az itt szerepl6 v hatvanykitevot karakte-
risztikus kitevonek nevezik, mely a legtobb modell esetében 2 és 3
kozotti értéket vesz fel. Altalaban v € (2, 00) teljesiil.



A skélafliiggetlenség jelenségének magyarazataként Barabdsi és
Albert (1999) bevezette a preferential attachment modellt. Ebben a
modellben minden n = 2,3,... idépontban egy 14j cstics és m 14j €l
csatlakozik a grafhoz, melyek az j cstcsot véletlenszeriien kivalasz-
tott régi csticsokhoz koti. Egy régi csics kivalasztasanak valoszintisé-
ge ardnyos annak fokszamaval. Ez a preferential attachment szabaly,
azaz az Uj csucsot nagyobb valdszintliséggel kotjiik 6ssze olyan régi
csuccesal, amelyiknek nagyobb a fokszdma. Barabési és Albert cik-
kében a modell leirdsa informélis. A preferential attachment modell
pontos definicigjat, valamint a modell skédlafiiggetlenségének mate-
matikai bizonyitasat d < nis esetén Bollobas, Riordan, Spencer és
Tusnady (2001) adta meg (itt d a fokszdmot, n a lépések szadmat
jeloli).

A preferential attachment modell hatdsdra az elmult két évti-
zedben szamos 1j véletlen graf modellt tanulmanyoztak. Cooper és
Frieze (2003) a webgrafok egy altaldnos modelljét vezette be. Eb-
ben a modellben a régi csticsok kivalasztdsa vagy egyenletesen vagy
pedig a fokszdmukkal ardnyos valdsziniiséggel (azaz a preferential
attachment szabdlynak megfeleléen) torténhet. Backhausz és Méri
(2012, 2014) egy olyan véletlen graf modellt definidlt, melynek fejlo-
dését minden 1épésben 3 csics kolecsonhatdsa hatarozza meg. Back-
hausz és Méri haromszoges modelljében a csticsok pozitiv stllyal ren-
delkeznek, mely az evolicids folyamat soran nd. Martingdlelméleti
modszerek alkalmazéasaval bizonyitottak a modell skalafiiggetlensé-
gét mind a cstcsok stlyaira, mind pedig a fokszdmokra vonatkozéan.
Fazekas és Porvazsnyik (2013, 2016a,b) a haromszoges modell azon
altalanositasat vizsgédlta, melyben a graf evolicidjat minden 1épés-
ben N csics interakcidja hatarozza meg, ahol N > 3 rogzitett egész

szam. Kiterjesztették Backhausz és Moéri bizonyos eredményeit az



N-pontos modellre és igazoltak annak skalafiiggetlenségét.

A fokszameloszlas mellett a véletlen graf modellek mas tulaj-
donsagait is érdemes vizsgalni. Preferential attachment tipusi mo-
dellekben egy rogzitett csics fokszamsorozatat, illetve a maximalis
fokszamot tanulményozta példaul van der Hofstad (2017), Katona
és Méri (2006), Lindholm és Vallier (2011). Egy j6l ismert technika
a maximalis fokszdm novekedésének vizsgdlatdra Moéri (2002, 2005)
martingdlos médszere (1dsd még Durrett (2007), van der Hofstad
(2017)). A héromszoges modellben Backhausz és Moéri (2012, 2014)
megadta egy rogzitett csics silyanak és fokszamanak, valamint a
maximalis sily és a maximalis fokszam aszimptotikus viselkedését.
Ezen eredményeket Fazekas és Porvazsnyik (2016a) terjesztette ki
a haromszoges modell altalanositasara, az N-pontos modellre. To-
vabbd meghatdroztdk egy rogzitett M-klikk (1 < M < N rogzitett
egész szam) stlydnak aszimptotikus viselkedését is.

Ebben a disszertacidban egy 1j altaldnos véletlen gréaffejlodési
mechanizmust definidlunk, valamint az evoluciés folyamat eredmé-
nyeként létrejovo véletlen graf modellt tanulmanyozzuk. Célunk a
modellt jellemz6 mennyiségek aszimptotikus viselkedésének vizsga-
lata és meghatarozasa. Az értekezésben bemutatott eredmények Fa-
zekas Istvannal k6zosek. A dolgozat két 6 részbél all. Az els6 részben
(1. fejezet) megadjuk a vizsgalt modell pontos matematikai defini-
ciéjat és ismertetjitk a modellre vonatkozé f6 eredményeinket, t6bb
esetben bizonyitjuk annak skalafiiggetlenségét. A dolgozat masodik
részében (2. fejezet) a modell egy speciélis esetére, az N-pontos mo-
dellre vonatkozoban ismertetjiik és igazoljuk tovabbi 1j eredménye-
inket. A bizonyitasok soran féként martingalelméleti eredményeket
alkalmazunk.






1. fejezet

Egy klikkek interakciéjan alapulé

modell

1.1. A modell definicigja és alapvet6 tulajdonsagai

Legyen N > 3 rogzitett egész szam. Az egyszerliség kedvéért egy N
csucsu teljes grafot a tovabbiakban N-klikknek fogunk nevezni.

A modell. A kezdeti n = 0 id6pontban egy N csticst teljes grafbol
indulunk ki. Legyen ezen grafnak és minden klikkjének (azaz az N
cstcsnak, az (1;[) élnek, ..., az (AA/;) M-klikknek (M < N)) a kez-
deti sulya 1. A graf fejlédési folyamatat a kovetkez6 diszkrét ideji
modellel adjuk meg. Minden n = 1,2,... idépontban N csics ke-
riill kivalasztasra, melyek interakciéba lépve egymassal egy N-klikket
alkotnak. Ebben a modellben N cstcs interakcidja alatt azt értjiik,
hogy az N cstics kozott minden (még nem 1étezd) élt behizunk és igy
egy N-klikket kapunk. A grafmodell evolicidja soran az interakcié-
ban részt vevo csicsok altal meghatarozott Gj klikkek kezdeti stlya

legyen 1, az interakcidéban részt vevo mar 1étezo klikkek sulyat pedig



eggyel noveljiik. Azaz egy mar létez6 klikk silya pontosan akkor nd,
ha interakciéban vesz részt, és ekkor a sulynévekedés mértéke 1. To-
vabba, ha egy evolicids 1épés soran egy klikk siilya 1-gyel nd, akkor
ezen klikk barmely részklikkjének a stlya is 1-gyel né ugyanebben
a lépésben. Megjegyezziik, hogy ebben a modellben csak azokat a
teljes grafokat tekintjiik klikkeknek, amelyek egy a cstcsaik kozotti
interakcié eredményeként jottek létre.

Az egyes 1épésekben az interakciéban részt vevé N csucs kiva-
lasztasa a kovetkezé mddokon torténhet.

Step NEW;: Minden lépésben py, valdszintiséggel (1 < k < N—1),
egy 1j k-klikk csatlakozik a grafhoz, amely N —k mar 1étezé csiccsal
interakciéba lépve egy 1j N-klikket formdl. Ebben az esetben az

N — k régi cstcs kivalasztasara két lehet6ségiink van.

e Choice PA: ry valdszintliséggel (1 <k < N —1), egy (N — k)-
klikket vdlasztunk ki a mdr 1étezd (N — k)-klikkek koziil az
(N — k)-klikkek 6sszsulydnak megfeleléen. Ez azt jelenti, hogy
egy wy sulyt (N — k)-klikket w;/ )", wy, valésziniiséggel va-
lasztunk, ahol ), wy;, az adott lépésben mér 1étez6 (N — k)-

klikkek osszsilya (preferential attachment szabdly).

e Choice UNI: 1 — r, valdszinliséggel egyenletesen valasztunk
N —k régi csticsot, azaz minden N — k darab csticsot tartalma-
z6 csicshalmazt azonos valészintiséggel vdlasztunk (egyenletes
vélasztas).

Step OLD: Minden 1épésben py valészintiséggel nem csatlakozik
4j csucs a grathoz. Az interakcié ekkor N mar létez6 csics kozott
jon létre. Az el6z6 esethez hasonléan két lehet&ségiink van a N régi

csucs kivalasztasara.



e Choice PA: rg valdszinliséggel egy N-klikk kertil kivalasztasra
a mar 1étez6 N-klikkek kozil az N-klikkek Gsszsulydnak meg-

felelen (preferential attachment szabdaly).

e Choice UNI: 1—rq valdsziniiséggel egyenletesen torténik a va-
lasztas, azaz minden N csucsot tartalmazoé csicshalmazt azo-

nos val6szintiséggel vdlasztunk (egyenletes valasztds).

A modellben a pg és rg, 0 < pg,7rp < 1, k = 0,1,...,N — 1
valészintiségek rogzitett valés szamok, Zév:_ol pr = 1.

A fenti jelolések mellett a dolgozatban vizsgalt véletlen graf mo-
dellt a tovabbiakban G (N, po,...,PN-1,70,.-.,TN—1) mbdon jeldl-
jiik.

1.1. MEGJEGYZES. Az evolicids folyamat definicidja alapjan 14t-
hatjuk, hogy ebben a modellben egyenletes valasztas esetén régi csu-
csok kozott is keletkezhetnek 1j élek.

A tovdbbiakban két fliggvény, f(x) és g(x) # 0 aszimptotikus
flx) _ 1

egyenldsége alatt azt értjiik, hogy lim, .o 5@ = L



1.2. F6 eredmények

Ebben a fejezetben a G (N, po,...,pPN-1,T0,---,TN—1) modellre vo-
natkozo f6 eredményeinket ismertetjik. Latni fogjuk, hogy a vizsgalt
modellben a sulyeloszlés, illetve bizonyos esetekben a fokszamelosz-
las is skdlafiiggetlen.

Vezessiik be az alabbi jelléseket.

N -k
N

N-1
a:E ap, ahol o = PETk,
k=0

N—1 N—1
1 ,
B = 1 g_o Br, ahol By = (N—-Fk)pp(l—ry) é A= g_o kpr,

N-—-M (N;M) N—-M (N—M) (11)
ay = Y ks bu= Y Bt
= (%) i (%)

k

Jelolje V,, a cstcsok szamdt n 1épés utédn, és jelolje X (n,d,w) a
d fokszadmu és w sulyu csicsok szamat n 1épés utan. Az alabbi tétel

X (n,d,w)

egy alapvetd fontossagi eredményt ismertet az hénya-

n
dos, azaz a d fokd és w sulyd csiuicsok ardnyanak majdnem biztos

ez 2z

1.2. TETEL. Legyen a # ag. Minden rogzitett w és d esetén, ahol
1<wésN-1<d<w(N-1),

X (n,d,w)
Va

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az xq,., hatdrértékek régzitett

— Td,w (12)

nemnegativ szdmok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

1

—_— = N_l 1~
Oé+ﬁ+1>0’ 2q1 =0, ha d# ,  (1.3)

ITN-1,1 =



1 N—1
Tgw = ———— ap (W —1)Tg—kw—1+
d, awt B+l kZ:Ok( ) Td—tw—1

+B24—(N—1)w—1] (1.4)

haw>2 N—-1<d<w(N-=1). Minden N > 3 esetén létezik

olyan (d,w) pdr, 1 <w, N—1<d < (N —1)w, melyre 4., pozitiv.

X (n,d

Tovdbbd x4, = 0 esetén X (n,d,w) =o(n"%), ahol a egy pozitiv
n

szam, mely w-tdl és d-tdl is fiigghet. Ho N—1 < d < (N — 1) w nem

teljesiil, akkor x4, = 0.

Legyen M egy rogzitett egész szam, 1 < M < N. A kovetkezd tételek
az M-klikkek silyainak skédlafiiggetlenségérol szélnak.

Legyen M = 1 és jellje X (n,w) a w silyu csticsok szdmat n
lépés utdn. Az aldbbi tétel a csiicsok silyainak skalafiiggetlenségét

mondja ki.

1.3. TETEL. Legyen a # ag. Minden w = 1,2,... esetén

%;w) — Ty = ;xd,w (1.5)

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az x,,, w =1,2,... hatdrér-

tékek pozitiv szamok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

1 aw—1)+p
= = T h 1. (1.6
1 P Tow aw—i—B—&—lxw 1s a w> (1.6)
Tovabba
Ty ~ Cw~ (%) (1.7)

teljestil w — oo esetén, ahol C =T (1 + %) / (af (1 + g))
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Legyen most 2 < M < N rogzitett egész szam. Legyen w > 1
és jelolje C'(n, M,w) a w sulyt M-klikkek szdmét n 1épés utdn,
Cp v pedig a pozitiv stllyal rendelkezé M-klikkek szamét n 1épés
utan. Az M-klikkek sulyainak skalafiiggetlenségérol szol a kovetkezd

eredmény.

1.4. TETEL. Legyen o # ag és sz:_OM ay > 0. FEkkor minden rig-
zitett M és w, 2 < M < N, w > 1 esetén

C(n, M,
chnMuw) o (1.8)
Cn,M
magjdnem biztosan n — oo esetén. A cyrw, w = 1,2,... hatdrértékek

rogzitett pozitiv szdmok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

1 (w—1)ay

= ) ) = 1 -1 h > 17

CM,1 an + 1 CM w wayy + 1 CMw—1 a w
(1.9)
ahol az apr mennyiséget (1.1)-ben definidltuk. A cpra,cp2, ... So-

rozat eqy valddi diszkrét valdsziniségeloszlas. Tovdabbd
ri+ k) .

CMoaw ~ S D) () (1.10)

ay
teljesil w — oo esetén.
Jelolje U (n,d) a d foku csticsok szdmat n 1épés utdn, és jeldl-
je gcd{A} az A halmaz elemeinek legnagyobb kozos osztéjat. A
G (N,poy...sPN=1,70,--.,7"Nn—1) modell az (1.11) feltétel teljesiilése

esetén a szokdsos értelemben (azaz a fokszdmokra vonatkozoban) is
skalafiiggetlen.

1.5. TETEL. Legyen ag > 0, a # ap és tegyiik fel, hogy

ged{kla, >0,k =0,...,N -1} = 1. (1.11)



11

FEkkor minden d > N — 1 esetén

U(n,d
7(‘/71 ) — Uug = Ew:xd,w (1.12)

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az uq, d = N — 1, N, ...
hatdrértékek pozitiv szdmok. Tovdbbd

- F(1+%) ) ( N d>—(1+i) )

N1 kg, (1 +8) \ 5 kay

teljestil d — oo esetén.

1.6. MEcJEGYZES. A karakterisztikus kitevé értéke a csticsok si-

lyai és fokszamai esetén megegyezik.
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1.3. Segéderedmények 1.

Ebben a fejezetben a G (N, po,...,pPN-1,T0,---,TN—1) modellre vo-
natkoz6 azon tovabbi eredményeinket ismertetjiik, melyeket az 1.2
fejezetben szerepld f6 eredmények bizonyitdsai soran alkalmaztunk.

Az aldbbi lemmaval megadjuk annak a valdszinliségét, hogy egy
w sulyu rogzitett M-klikk az n-edik 1épésben részt vesz az interak-

ciéban.

1.7. LEMMA. Annak a valoszinidsége, hogy eqy w sulyd M -klikk,
1<w,1<M<N, azn-edik (n > w) lépésben részt vesz az inter-

akcioban
p(n, M,w) = Zap + G bar (1.14)
o n N

ahol az apr és by mennyiségeket (1.1)-ben definidltuk.

1.8. MEGJEGYZES. Az M = 1 esetben az 1.7. Lemma 4llitdsa a
kovetkezo. Annak a valdsziniisége, hogy egy w stulyud régi cstcs részt

vesz az interakcidban az n-edik lépésben

A
anl

p(n,1,w) = %a+ B. (1.15)

Jelolje F,, az els6 n 1épés altal generdlt o-algebrat. A kovetke-
z6 tételben megadjuk X (n,d,w), azaz a d fokd és w silyd csicsok

szamanak feltételes varhat6 értékét az F,,_; o-algebrara nézve.

1.9. TETEL.

E{X (n,d, w)|Fo1} = X(n —1,d,w) [1 - (:0‘ + legﬂ +

N-1

+ZX(n—17d—k,w—1) [pkrk
k=0

(N—k)(w—1)+

Nn
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anfl—d'f'k—l)( d—k )

k
N
m=0 N—m

w>16ésN—-1<d<(N-—1)w esetén, ahol o, a Kronecker-deltdt
jeldli.

+A5d,N—16w,1 (116)

A kovetkezd lemmaban definialt valoszintiségi valtozok fontos sze-

repet jatszanak a dolgozatban.

1.10. LEMMA. Legyen py <1 és legyen 1 < M < N rigzitett egész

szdm. Legyen

c(n,M,w):H(l—p(i,M,w))_l, n>w,w>1. (1.17)

1=w

Ekkor ¢ (n, M,w) egy Fn—1-mérhetd valdsziniségi vdltozd.

e(n, 1, w) ~ ay ,n™w+’ (1.18)

c(n, M,w) ~ aprwn®™®, ha 2<M<N (1.19)

majdnem biztosan n — 0o esetén, ahol az apr mennyiséget (1.1)-ben

definidltuk és aps . egy pozitiv valoszinidségi vdaltozo.

Az aldbbi lemma a csticsok silyainak skélafliggetlenségérol sz6l6
1.3. Tételben szerepld x,,, w = 1,2, ... hatarértékeket jellemzi.

1.11. LEMMA. Legyen py <1 és legyen
L :xN—l,w+xN,w+"'+x(N—1)w,wa w = 1a25-" ) (120)

ahol zq,., az 1.2. Tételben meghatdrozott hatdrértékeket jeloli. Ekkor

az Ty, w = 1,2,... pozitiv szdmok teljesitik az (1.6) rekurziot. Az
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Ty, w=1,2,... sorozat diszkrét valdsziniiségeloszlds, az x4, d =
N-1,N,....,(N—-Dw, w = 1,2,... sorozat pedig kétdimenzids
diszkrét valosziniségeloszlds.

Legyen 2 < M < N rogzitett egész szam és legyen w > 1. A
kovetkezo tételben megadjuk a w silyt M-klikkek szaméanak, az-
az C (n, M, w)-nek a feltételes varhat6 értékét az F,_; o-algebrara

nézve.

1.12. TETEL. Minden régzitett M, 2 < M < N esetén

E{C (n,M,w)|Fn_1}=(1—-p(n,M,w))C (n—1,M,w)+

+p(n,M,w—-1)C(n—1,M,w —1) + §1 R, (1.21)
ahol
N-1 Vio1—M
N N—k (¥=i-ar)
B [(0) ()i
k=0 N-k

€s 01,4 a Kronecker-deltat jelols.

A kovetkez6 tétel megmutatja, hogy a lépések n szaméval nor-

mélva C (n, M,w) majdnem biztosan konvergens, amint n — oco.

1.13. TETEL. Legyen py < 1 és ZQEOM ag > 0. Minden rogzitett
M-re és w-re, 2 < M < N, w > 1 teljestil, hogy

C (n, M,w) o
An M,w

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az x nr,.w hatdrértékek régzitett
pozitiv szamok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

I (Y R el B
Alap +1) ’

TM,1 =
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1
el ke w1, (1.22)

T M, w
apyw—+ 1

ahol az apr mennyiséget (1.1)-ben definidltuk.

Tekintsiik most a C,, y mennyiséget, azaz a pozitiv stllyal ren-
delkez6 M-klikkek szamat n 1épés utan. A kovetkezo lemméaban meg-
adjuk C,, ys feltételes varhaté értékét az F,,_, o-algebrara nézve.

1.14. LEMMA. Legyen 2 < M < N régzitett egész szdm.

E{Cnm|Fr-1} = pn—1Cn-1,m + X, (1.23)
ahol
N— Vi—1—M
— . (N—k—]\x[)
Pn—1 = 1- Zpk(lfrk)?’
k=0 (ka)
N-1
N N—k
X=> m [(M> —m( " )} . (1.24)
k=0

Cn,M

A kovetkez6 tétel a

sz

héanyados majdnem biztos konvergen-

1.15. TETEL. Legyen pg < 1. Ekkor minden rogzitett M, 2 < M <
N esetén
Cot |, x (1.25)
n
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol X-et az 1.14. Lemmdban

definidltuk.

Az 1.2. Tételben meghataroztuk a csicsok silyainak és foksza-
mainak egyfittes eloszlasat. Most megadjuk ezen egyiittes eloszlas

c sz
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A csticsok és a fokszdmok egyiittes eloszldsa. Legyen a W valdszi-
niiségi valtozo6 eloszlasa P (W = w) = x,w = 1,2,..., ahol az z,,
értékeket az 1.11. Lemmadaban definidltuk. Legyenek & = N — 1 és
&,&3, ... egymastél és W-t6l is fuggetlen valésziniiségi valtozok az
alabbi eloszlassal.

w > 2 esetén legyen

. o (w—1) B
P(fw_k)—m’ k—071’-..7N727
_ _oan-1(w—1)+8
P(6w =N —1)= " T

Jelolje S, a fent megadott &; valdszintliségi valtozokbol képzett w
tagli Osszeget, azaz legyen Sy, =& +&a + -+ - + &y

1.16. TETEL. Mindenw =1,2,...,d=N—-1,N,...,(N—-1)w
esetén

]P)(SW = d,W = w) = Td,w-

Az egylittes eloszlds aszimptotikus viselkedését jellemzi az alabbi
eredmény.

1.17. TETEL. Legyen ag > 0, a # ag és tegyiik fel, hogy teljesiil
az (1.11) feltétel. Ekkor

(&%
Tdw = Ty X

' 2
\/27r <a Zg;ll k20, — (Zi\[:? kak) > w

X |ﬁxp <—m> +0 (wéﬂ (1.26)

amint w — oo, ahol a hibatag (O (w_%)) nem fiigg d-tdl.




2. fejezet

Egy specidlis eset: az N-pontos

modell

Legyen N > 3 rogzitett egész szdm, 0 <p; <1,0<r; <1(:=0,1),
pj=1; =0(j =2,...,N —1). A tovabbiakban az 1. fejezetben
definidlt és tanulmanyozott G (N, pg, ..., DN—1,70,- .-, "N—1) modell
egy specialis esetével, a G (N, po,p1,70,71) (azaz az N-pontos) mo-
dellel foglalkozunk részletesebben. Az N-pontos modell fejlédése so-
ran az egyes lépésekben vagy egy elére adott p; valdszintiséggel 1
4j csucs csatlakozik a grathoz, mely N — 1 régi cstuccsal 1ép inter-
akcidba (Step NEW;), vagy pedig po valoszinliséggel nem sziiletik 1j
cstces és N régi cstcs formal N-klikket (Step OLD). Mindkét lehetsé-
ges 1épés esetén r; valosziniiséggel a preferential attachment szabély
szerint silyardnyosan valasztunk egy (N — i)-klikket a mar létez6ek
kozil, mig 1 — r; valoszintiséggel egyenletesen torténik az interakci-
6ban résztvevd N — i régi cstics kivdlasztésa (i = 0,1). A fejezetben

ismertetett eredmények Fazekas és Porvdzsnyik (2016a,b) cikkeiben

17
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kertiltek kozlésre.

2.1. F6 eredmények az N-pontos modellre

Legyen 1 < M < N rogzitett egész szam. Ebben a részben ismer-
tetni fogjuk az N-pontos modellre vonatkozé 6 eredményeinket. Az
itt bemutatott eredmények, a 2.6. Tétel kivételével, Backhausz és
Mbori (2012, 2014) hiromszoges modellre vonatkozé eredményeinek

kiterjesztése az N-pontos modellre.

2.1.1. Az N-pontos modell skalafiiggetlensége

Az els6 tétel a d foki és w stlyt cstcsok ardnyanak 1 valdszintiségii

ez

2.1. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 1.) Legyen
ay > 0. Minden régzitett w és d esetén, ahol 1 < w és N —1<d <
w(N-1),

X (n,d,w)

Vn — Tdw (21)

majdnem biztosan n — oo esetén, ahol az xq,., hatdrértékek rogzitett

nemnegativ szamok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

1
ITN— —_7>0, T —_O, ha d?éN—l, 2.2
N-1,1 ﬁ 1 d,1 ( )
Tgw = ———— |ag (w Tgw—1+
d, w B 1 0 d,w—1

+an (U) - 1) Td—1,w—1 + 6«Td_(]v_1)7w_1] (23)
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haw > 2 N—-1<d < w(N-1). Tovibbd zq., = 0 esetén

X (n,d,w)
Vo

is figghet. Ho N —1 < d < (N — 1)w nem teljesil, akkor x4, = 0.

=o0(n"%), ahol a egy pozitiv szdm, mely w-tél és d-t6l

2.2. MEGJEGYZES. Minden N > 3 esetén létezik olyan (d,w) pér,
1<w, N-1<d< (N —1)w, melyre x4, pozitiv. Tovibb4 minden
N > 4 esetén 1étezik olyan (d, w) par,1 <w, N—1<d < (N —1)w,

melyre a fenti tételben megadott rekurzié alapjan x4, = 0.

A kovetkez6 tétel a csticsok stulyainak skalafiiggetlenségét mondja
ki.

2.3. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 2.) Legyen

a1 > 0. Minden w=1,2,... esetén
X (n,w)
— = == 2.4
Vn w ( )
majdnem biztosan n — oo esetén. Az x,,, w =1,2,... hatdrértékek

pozitiv szamok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

1 alw—1)+p
- e Lk 1. (25
x1 o Ty aw—l—ﬂ—&—lxu 1 a w> (2.5)
Tovdbbd
Ty ~ Cw=(1+%) (2.6)

w — 00 esetén, aholC:F(l—i— %)/(af <1+ g))

Rogzitett 2 < M < N esetén az M-klikkek silyeloszlasanak

skalafiiggetlenségérdl szol a kovetkezd eredmény.
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2.4. TETEL. Legyen a1 > 0. Ekkor minden régzitett M és w,
2< M < N, w>1 esetén teljesiil, hogy

C(n,M,w
CACCLLIL) RN, (27)
Chn,m
magjdnem biztosan n — oo esetén. A cyrw, w = 1,2,... hatdrértékek

rogzitett pozitiv szdmok, melyek teljesitik az aldbbi rekurziot:

1 (w—1)ay
= ; =’ _1, h > 1,
CM,1 an +1 CM,w way +1 CM,w—1 a w

(2.8)

ahol az ap mennyiséget (1.1)-ben definidltuk. A car1,cm,2,... So-
rozat eqy valddi diszkrét valdsziniiségeloszldas. Tovdbbd

r (1 + ﬁ) -(1+7-)
CMuw ~ ———>W oy (2.9)

an

w — 00 esetén.

A fokszameloszlas skalafiiggetlenségét mondja ki a kovetkezd té-
tel.

2.5. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 3.) Legyen
aq > 0. Ekkor minden d > N — 1 esetén

U(‘Z:d) — U = Xw:l‘d,w. (2.10)
Tovdabba
r(1+24 —(143)
- e ) (O‘d> (2.11)
a1+ g) a

d — oo esetén.
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2.1.2. A sulyok és fokszamok aszimptotikus visel-
kedése

Ebben a fejezetben ismertetjiik a klikkeket jellemz6 silyok, valamint
a csucsokat jellemz6 fokszamok aszimptotikus viselkedésére vonat-
kozé eredményeinket.

Az n = 0 lépésben a kiindulé N cstcs teljes graf (1)) M-klikket

tartalmaz. Legyen ezen M-klikkek cimkéje 0, —1,..., — ((ﬁ) — 1).
Ezt kovetéen az 1j M-klikkek cimkéje legyen 1,2, ... a sziiletési sor-

rendjitknek megfeleléen. Legyen j > — ((1\]\;) — 1) rogzitett egész
szam. Jelolje Wn, M, j] a j-edik M-klikk silyat az n-edik 1épés utn.
Jelolje tovabba Din, j] a j-edik cstics fokszdmat az n-edik 1épés utén.
(Ha n < j, akkor W(n, 1,4] = D[n,j] =0.)

Az n = 0 kezdeti id6pontban adott N cstcsi teljes graf szim-
metrikus. Ezért és a graf evolicidés mechanizmusa miatt elegendd,
ha a W[n, M, j] és D[n, j] mennyiségeket csak j = 0,1,2,... esetén
vizsgaljuk.

Az alabbi tétel egy rogzitett M-klikk sulydnak aszimptotikus vi-

selkedését irja le.

2.6. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.3.) Legyen
j>0¢és1< M < N rogzitett egész szam. Tegyiik fel, hogy a > 0.
Ekkor

W[’I’L,M,j] ~ )’YMJ"N,(LM (212)

'l+am
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol yrr; egy pozitiv valdszinidségi
vdltozd és az apy mennyiséget (1.1)-ben definidltuk.

M = 1 esetén a 2.6. Tétel egy rogzitett csics sulyanak aszimp-
totikus viselkedését adja meg.
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2.7. KOVETKEZMENY. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Corollary
2.4.) Legyen j > 0 rogzitett egész szam és legyen o > 0. Ekkor

Win, 1, 4] ~ Y1, (2.13)

1
I'(l+a)
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol 1 ; egqy pozitiv valdsziniségi

valtozo.

Tekintsiik most egy rogzitett csics fokszamsorozatat. Az alabbi

tétel ennek a sorozatnak az aszimptotikus viselkedését irja le.

2.8. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.5.) Legyen
7 > 0 rogzitett egész szdm és legyen o > 0. Ekkor

1 aq

Din, g}~ rl+a) a

vl,jn“ (214)
majdnem biztosan n — oo esetén, ahol a v, ; pozitiv valdsziniségi
vdltozdt (2.13)-ben definidltuk.

A kovetkezo két tétellel a maximélis sily és a maximaélis fokszam
aszimptotikus viselkedését jellemezziik.
Jelolje W,, a maximdlis sulyd csics sulyat n 1épés utan, azaz
legyen
Wy = max{Wn,1,j] : =(N —1) < j <n}. (2.15)

2.9. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.6.) Legyen
a > 0. Ekkor

1
Wi ~ muno‘ majdnem biztosan n — oo (2.16)
esetén, ahol p=sup{y ;:j > — (N —1)} egy véges pozitiv valdszi-
niiségi vdltozo és 1 ;-t (2.13)-ben definidltuk.
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Jeldlje D,, a maximalis fokszamot n 1épés utdan, azaz legyen
D,, = max{D[n,j] : —=(N — 1) < j <n}. (2.17)

2.10. TETEL. (Fazekas és Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.7.) Le-
gyen o > 0. Ekkor

1
D, ~ m%lma majdnem biztosan n — oo (2.18)

esetén, ahol pn =sup{vy ;:j > — (N —1)} a 2.9. Tételben megadott

pozitiv valdsziniségi vdltozo.

2.11. MEGJEGYZES. Azt vehetjiik észre, hogy a fenti eredmények-
ben csak az ag és az a; egyiitthatok tinnek fel. Ezek alapjan azt
mondhatjuk, hogy az aszimptotikus viselkedésre nincsenek hatassal

az egyenletes véalasztashoz kapcsolédd By és 1 paraméterek.

2.12. MEGJEGYZES. A 2.7. Kovetkezményt és a 2.8. Tételt ossze-
vetve azt lathatjuk, hogy a j-edik cstcs silyanak és fokszamanak
aszimptotikus ardnya nem maés, mint a régi csicsok varhaté suly-
novekedésének és varhaté fokszamnovekedésének aranya egy lépés
soran abban az esetben, ha a preferential attachment szabdly sze-
rint torténik a valasztds. Hasonlo 4llitas igaz a maximalis stuly és a

maximélis fokszam aszimptotikus ardnyéra is.

2.13. MEGJEGYZES. Jeldlje 7,, azon cstcsok cimkéinek maximu-

mat, amelyek a maximalis silyt elérik, azaz legyen
Tn = max{j : Win,1,j] = W,}.

Ekkor a 7, (w), n = 1,2, ... sorozat korldtos majdnem minden rogzi-
tett w elemi eseményre. Hasonl6 allitas mondhato ki a fokszamokra

is.
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2.2. Segéderedmények II.

Ebben a fejezetben az N-pontos modellre vonatkozd azon tovabbi
eredményeinket ismertetjiik, melyeket az 2.1.2 fejezetben szerepld £6
eredmények bizonyitdsai sordn alkalmaztunk. A bizonyitdsok soran
tobb esetben alkalmazzuk Backhausz and Moéri (2012, 2014) mdéd-
szerét. Megjegyezziik azonban, hogy a kombinatorikai problémak az
altaldnos N-pontos modellre jéval nehezebbek, mint azok az N = 3
esetben.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket. Legyen 7 > 0és 1 < M <
N rogzitett egész szam. Legyen I[n, M, j| annak az eseménynek az
indikatora, hogy a j-edik M-klikk létezik n 1épés utén, azaz legyen

1, ha Win,M,j] >0,

In,M,j| =
[n. A ] {o, ha Win, M, j] = 0.

Minden rogzitett pozitiv j, kI, M,0 < j <[,1 <k, 1 <M <N

egész szam esetén tekintsik a kovetkezd sorozatokat:

n

bln, MK =[] (1 + “Mk> 1, (2.19)

i=1

d[n, M, k,j] =
7lebz+1 M, k] () b <W[i,M,J']+k1) (2.20)
i=1 N(M) Y k-1 7 '

ennt = H(1——) . (2.21)

A kovetkez6 lemmakban definialt folyamatok fontos szerepet jat-

szanak a 2.6. Tétel bizonyitasaban.



25

2.14. LEMMA. Legyenek j, k., I, M,0<7 <1, 1< M < N rogzitett

nemnegativ egész szamok és legyen

Zmﬂmh$”:(WLM¢(WmJLﬂ+k—g

k

b, M,k 0L0 5] (222
Ekkor (Z[n, M, k, j, 1], Fp) martingdl n > 1 esetén.

2.15. LEMMA. Legyenek j,k,M,0 < j <k, 1 <M < N rogzitett
nemnegativ egész szamok. A kévetkezd sorozat nemnegativ szuper-
martingal.

en Ik, M, j] .
—_— = 1,.... 2.2
(W[n,M,]]_].’Fn I n .]7.]+ I ( 3)

Jelolje D[n, j] a j-edik cstcs fokszamat n 1épés utédn.

2.16. LEMMA. Legyen j > 0 rogzitett egész szam. Ekkor n > k

esetén

Win,1, 4]

I[k717]] (D[na]]+a1 n+1

)gEUWLﬂDm+LNEJ:

: , Win, 1, j]
=1k, 1 D — T,
[ ) aj] ( [na]] + o n+1 + )

B
ahol 0 < T, < (N — 1)”‘}n .

Az aldbbi lemma fontos szerepet jatszik a maximalis stuly aszimp-

totikus viselkedésének meghatarozasiban.



26

2.17. LEMMA. Minden régzitett nemnegativ egész k > 0, 1 <m <

n esetén legyen
n .
Win, 1 k—1
Slm,n, k] = ZE( n,l,kj( [ ,jk]+ )I[n,l,j]).
j=m
(2.24)
Ekkor létezik olyan Cy, pozitiv konstans, hogy

Sim,n, k] < Cp > 7. (2.25)

j=m
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Introduction

Network theory is an actively studied and widely applied area of
discrete probability theory. In the last few decades, several random
graph models have been introduced to describe real-world networks.
For a detailed overview of the theory of random graphs see Bollo-
bés (2001), Newman, Barabasi and Watts (2006), Durrett (2007),
Newman (2010), Janson, Luczak and Rucinski (2000) and van der
Hofstad (2017).

History and aims. Empirical results show that a main com-
mon characteristic of real-world networks is their scale-free nature,
in other words the power law degree distribution, see e.g. Barabé-
si and Albert (1999), Albert and Barabési (2002), Durrett (2007),
van der Hofstad (2017). Scale-free property means that the asymp-
totic degree distribution has a power law tail, that is the relative
frequency of vertices of degree k converges (almost surely) to gz,
where ¢ ~ Ck™ as k — oo, C' and ~ are appropriate constants.
Here the degree exponent gamma is called the characteristic expo-
nent. In most cases v € (2,3), usually v € (2, 00).

To describe this phenomenon, Barabdsi and Albert (1999) sugg-
ested the preferential attachment model. In this model at each time

step n = 2,3,... a new vertex with m new edges is added to the
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graph so that the edges link the new vertex to m existing vertices
randomly. The probability that an existing vertex is chosen is pro-
portional the connectivity of that vertex. It is called the preferen-
tial attachment rule. Barabési and Albert (1999) gave an informal
description of the evolution of the graph. A rigorous definition of
the preferential attachment model and a mathematical proof of its
scale-free property was presented for d < nis (d is the degree, n is
the number of steps) by Bollobds, Riordan, Spencer and Tusnady
(2001).

In the last two decades, various modifications of the preferential
attachment model were investigated. Cooper and Frieze (2003) int-
roduced a very general model of web graphs. In this model existing
vertices can be chosen according to the preferential attachment ru-
le or uniformly as well. Backhausz and Méri (2012, 2014) defined a
random graph evolution mechanism based on the interaction of 3 ver-
tices. In this model vertices have positive weights which increase du-
ring the evolution procedure. Using martingale methods Backhausz
and Moéri proved power law degree and weight distributions of verti-
ces in the three-interactions model. Instead of the three-interactions
model, Fazekas and Porvéazsnyik (2013, 2016a,b) studied an evoluti-
on rule based on the interaction of N vertices (N > 3 fixed integer).
They extended certain results of Backhausz and Méri and proved
scale-free porperties both for the degrees and the weights of vertices
in the N-interactions model.

Besides the degree distribution, other characteristics are also
worth studying. The degree of a fixed vertex and the maximal degree
in some preferential attachment models were investigated by van der
Hofstad (2017), Katona and Moéri (2006) and Lindholm and Valli-
er (2011). A well-known technique to investigate the growth of the
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maximal degree is M6ri’s martingale method, see Méri (2002, 2005),
Durrett (2007) and van der Hofstad (2017). Backhausz and Mori
(2012, 2014) described the asymptotic behaviour of the weight and
the degree of a fixed vertex, the limits of the maximal weight and the
maximal degree in the three-interactions model. Fazekas and Por-
vazsnyik (2016a) extended the above results to the N-interactions
model. Moreover, they also studied the asymptotic behaviour of the
weight of a fixed M-clique, where 1 < M < N is a fixed integer.

In this Ph. D thesis we define and examine a new evolving ran-
dom graph model. Our aim is to study the asymptotic behaviour
of the graph. The results presented in this dissertation are joint
work with Istvan Fazekas. The dissertation consists of two parts.
In the first part (Chapter 1) we give the mathematical definition of
a new random graph evolution mechanism which yields a general
random graph model. We present our main results and prove scale-
free property for our model. In the second part of the dissertation
(Chapter 2) we examine the N-interactions model which is a par-
ticular case of the random graph model introduced in Chapter 1.
The proofs presented in this dissertation are based on discrete time

martingale theory.
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Chapter 1

A model based on the interaction

of cliques

1.1 The definition and the basic properties of the
model

Let N > 3 be a fixed integer. For the sake of simplicity, a complete
graph with N vertices is called an N-clique.

The model. Initially, at time n = 0, we start with N vertices
which form an N-clique. Let the initial weight of this graph and
the initial weights of its sub-cliques ((g ) edges, ..., (ﬁ) M-cliques
(M < N)) be equal to one. The evolution mechanism of the graph
is defined as follows. The graph is growing in discrete time steps.
At each time step n = 1,2,... we consider N vertices which will
interact. The interaction of N vertices means that we draw all (non-
existing) edges between those vertices and we obtain an N-clique.
During the evolution procedure, at each step the initial weights of
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the new cliques determined by the interacting vertices be equal to
1, and the weights of the existing cliques which take part in the
interaction are increased by 1. At each step, the weight of an M-
clique (1 < M < N) is increased by 1 if and only if it takes part in
an interaction. Moreover, when the weight of a clique C'y; is increased
by 1 then the weights of all sub-cliques in C'j; are increased by 1. We
emphasize that in this model we consider only that complete graph
to be a clique, which is constructed by interactions of its vertices.

At each time step, we select N vertices to interact. At every step,
there are several possibilities for the selection.

Step NEWj: with probability py (1 <k < N —1), a new k-clique
is added to the graph that interact with N — k old vertices and they
together form an N-clique. To choose the N — k old vertices we have

two possibilities.

e Choice PA: With probability 74, (1 <k < N — 1), we choose
out an (N — k)-clique from the existing (N — k)-cliques ac-
cording to the weights of the (N — k)-cliques. It means that
an (N — k)-clique of weight w,; is chosen with probability

we/ Y ), Wh.

e Choice UNI: With probability 1 — i, we choose N — k out
of the existing vertices uniformly, that is, all groups of N — k

vertices have the same chance to be chosen (uniform choice).

Step OLD: with probability pg, we do not add any new vertex
but N old vertices will be selected and they will interact. As in the

previous case, we have two options to choose the NV old vertices.

e Choice PA: With probability rg, we choose one N-clique out of
the existing N-cliques according to their weights (preferential

attachment rule).
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e Choice UNI: With probability 1 — rg, we choose from the ex-
isting vertices uniformly, that is all subsets consisting of IV

vertices have the same chance (uniform choice).

Here the probabilities p and rg, 0 < pg, 71, <1, k=0,1,... , N—
1 are fixed with ZkN;Ol pr = 1. Using the above notation, we will
denote our model by G (N,po, ..., PN—1,70s---sTN—-1)-

REMARK 1.1. By the evolution mechanism it is easy to see that
in this model when the choice is UNI new edges can be created be-

tween old vertices.

The asymptotic equality of two functions f(z) and g(z), g(x) # 0

means that limg,_, oo g gz; =1.
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1.2 Main results

In this section we present our main results for the random graph
model G (N,po,...,PN-1,70,---,TN—1). We will see that in this
model the weight distributions and under some reasonable condi-
tion the degree distribution are also scale-free.

Introduce the following notation.

N —

—

B . Nk
o = A, whnere aE = N PrTk,
k=0
1 N—-1 N—-1
8= T ; By, where B, = (N — k)pp(1 — 1) and A = ; Epr,

N—-M (N—M) (N—M)

N-M
ap = Z €75 (N]il) ) by = Z 5143 (N]il) . (11)
k=0

k k

Let us denote by V,, the number of vertices after the nth step.
Let us denote by X (n,d,w) the number of vertices of weight w and

degree d after the nth step. The following theorem is a basic result
X (n,d,w)

n

on the almost sure convergence of the ratio

THEOREM 1.2. Let a # ay. For any fized w and d with 1 < w and
N-1<d<w(N-1), we have

X (n,d,w)

Vn — Tdw (12)

almost surely as n — 0o, where x4, are fized non-negative numbers.

Moreover, the limits xq,,, satisfy the following recurrence:

1

— >0 =0 d# N —1 1.3
a+ﬂ+1> ) Zd,1 ,fO’f’ 7é ) ( )

IN-1,1 =



37

1 N—1
Tgw = ———— o (W —1)Tg—kw-1+
d, awt B+l kZ:Ok( ) Td—tw—1

+B24—(N—1)w—1] (1.4)

forw>2 N—-1<d<w(N-1). If N >3 and w > 1 are fized,

then there exists d with N —1 < d < w (N — 1) such that x4, s

X (n,d,w
positive. In the cases when x4, = 0, we have X d w) =o(n~%),

where a is a positive number which may dependnon w and d. If
N —-1<d<w(N —1) is not satisfied, then xq,., = 0.

Let M be a fixed integer, 1 < M < N. The following two theo-

rems are about the scale-free property of the weights.

Let M = 1 and let X (n,w) denote the number of vertices of
weight w after n steps. Next theorem is about the scale-free property
for the weights of vertices.

THEOREM 1.3. Let o # ag. Then for allw =1,2,... we have
X (n,w)
— = Xy, 1.5
v x (1.5)
almost surely as n — 0o, where x,,, w = 1,2,... are positive num-

bers satisfying the the recurrence relation

1 aw-1)+p

Tl = —————, Ty =
! a+p+1 aw+ [ +1

Tyw—1, for w>1. (1.6)

Moreover,
Loy ~ Cw=(14%) (1.7)

as w — 0o, withCzF(l—l—%)/(aF(l—&—g)).
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Now, consider the cases when 2 < M < N is a fixed integer. Let
w > 1 and let C (n, M,w) denote the number of M-cliques with
weight w after n steps. Let C), pr denote the number of already ex-
isting M-cliques after n steps. The following theorem is about the

scale-free property of the weights of the M-cliques.

THEOREM 1.4. Let a # g and ZQE@M ag > 0. Then for any fized
M and w, 2 < M < N, w > 1, we have

C(n,M,w
7( ) — CM,w (18)
Cn,M
almost surely as n — 0o, where cyr, w =1,2,... are fized positive

numbers satisfy the following recurrence:

1 (w—1)ay
c = c =— - _1, for w>1,
M,1 aM"'l’ M,w ’LUCLM+1 Mw—1 f
(1.9)
where ap was defined in (1.1). The sequence cp1,Cpm2,--- iS a
proper discrete probability distribution. Furthermore,
r (1 + ﬁ) -(1+7-)
CMuw ~ —————w Y (1.10)

an

as w — 0o.

Let us denote by U (n, d) the number of vertices of degree d after
n steps. Let us denote by ged{A} the greatest common divisor of
the elements of the set A. We show that under some reasonable

conditions our model is scale-free in the usual sense.

THEOREM 1.5. Let ag > 0, o # g and assume that

ged{kla, >0,k =0,...,N -1} =1. (1.11)
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Then, for any d > N — 1 we have

U (n,d)
A Ug Xw:xd,w (1.12)
almost surely as n — oo, where ug, d = N — 1, N,... are positive

numbers. Furthermore,

. r (1 + %) ) ( N d) -(1+3) o

_ N—-1
IICV:11 koI (1 + g k=1 koy,

as d — 0o.

REMARK 1.6. It is easy to see that the characteristic exponents for

the weights and the degrees of vertices are the same.
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1.3 Auxiliary results 1.

Here we list our further results which are used in the proofs of the
main results presented in Section 1.2.
Next lemma gives the probability that an old M-clique with

weight w takes part in the interaction at step n.

LEMMA 1.7. The probability that a fixed M -clique, 1 < w,1 < M <
N, with weight w takes part in the interaction at the nth (n > w)

step 1is
N

%bM, (1.14)

w
p(n,M,w) = 70¢]W+
n N("i;

where ap and by were defined in (1.1).

REMARK 1.8. For M = 1, Lemma 1.7. states the following. The
probability that an old vertex of weight w takes part in the interac-

tion at the nth step is

A
Vn—l

8. (1.15)

p(n,1,w) = Ea—&—
n

Let F,, denote the sigma-algebra of observable events after the
nth step. We compute the conditional expected value of X (n,d, w)
with respect to F,,—1, where X (n,d,w) denotes the number of ver-

tices of weight w and degree d after n steps.

THEOREM 1.9.

E{X (n,d, w)|Fa_1} = X(n—1,d,w) [1 - (:f:a T VnA_lﬁﬂ n

N-1

+ZX(n—17d—k,w—1) [pkrk
k=0

(N—k)(w—1)+

Nn
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k (Vn,l—d—kk—l)( d—k )
Y Pl = 1) S 4Gy v 10w (1.16)
m=0 (me
forw > 1 and N -1 < d < (N —1)w, where d;; denotes the
Kronecker-delta.

The random variables defined in the following lemma play im-
portant role in the dissertation.

LEMMA 1.10. Letpy <1 andletl1 < M < N be a fized integer. Let

c(n,M,w):1_[(1—]9(2'7M,u)))717 n>w,w> 1 (1.17)

i=w

Then ¢ (n, M,w) is an F,,_1-measurable random variable,
c(n, 1,w) ~ ay ,n™ s (1.18)

and
c(n, M,w) ~ appwn®®, for 2<M <N (1.19)

almost surely as n — oo, where apr was defined in (1.1) and aps

is a positive random variable.

Our next result characterize the limits x,,, w = 1,2,... defined
in Theorem 1.3.

LEMMA 1.11. Let py < 1 and let
Tw = TN—-1,w +xN,w + - +x(N71)w,w7 w = 172a ey (120)

where 4., was defined in Theorem 1.2. Then x,,, w=1,2,... are
positive numbers satisfying the recurrence relation (1.6). Xy, w =
1,2,... s a discrete probability distribution. Moreover, x4 ., d =
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N—-1,N,....,(N-1)w, w=1,2,... is a two-dimensional discrete
probability distribution.

Let 2 < M < N be a fixed integer. Let w > 1. The following the-
orem gives the conditional expectation of C (n, M,w) with respect

to Fp—1, where C (n, M, w) is the number of M-cliques with weight
w after n steps.

THEOREM 1.12. For any fizred M, 2 < M < N, we have
E{C (n,M,w)|Fp_1} =1 —p(n,M,w))C(n—1,M,w)+

+p(n, M,w—1)C(n — 1, M,w — 1) + 810 R, (1.21)
where
-1
o= 2| () (')
(V-hoa)
—(1—rk) Cnfl,MW (1.22)
N—k

and 01, denotes the Kronecker-delta.

The following theorem shows that C' (n, M, w) normalized by n

(the number of steps) converges almost surely as n — oco.

THEOREM 1.13. Let pg < 1 and Ziv:_OM ay > 0. For any fixzed M
and w with 2 < M < N, w > 1, we have
C (n, M, w)
An

almost surely as n — 0o, where xp, are fized positive numbers,

— TMw

satisfy the following recurrence:

S e [ () = e ()]
Alap +1)

Tyl = > 0,
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apy (w—1)

_— >1, 1.23
P TM -1 for w ( )

TMw =
where apr was defined in (1.1).

Consider C,, 5s that is the number of already existing M-cliques
after n steps. Lemma 1.14. gives the conditional expected value of
Cp,m with respect to Fp,_1.

LEMMA 1.14. Let 2 < M < N be a fixed integer. Then
E{Cpm|Fn-1} = pp-1Cn_1,m + X, (1.24)

where

N—-1 (Vn,l—M)
pr-1 =1 pr(l—rp) 522
k=0

(Vo)

The following theorem is about the almost sure convergence of

n,M

the ratio as the number of steps n tends to co.

THEOREM 1.15. Letpg < 1. Then for any fivzed M with2 < M < N,
we have o
"T’M — X (1.26)

almost surely as n — oo, where X was defined in Lemma 1.14.

Now we construct the following representation of the joint dis-
tribution of degrees and weights of vertices.
The joint distribution of degrees and weights of vertices. Let W be a
random variable with distribution P(W = w) = z,, ,w = 1,2,...,
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where ., was defined in Lemma 1.11. Let §; = N —1 and &,,&3, ...
be independent random variables being independent of W, too. For

w > 2 let &, have the following distribution:

Pleu =t = =D

an—1(w—=1)4+8
a(w—1)+p
Introduce notation Sy, =& + &+ -+ &y -

P(¢,=N-1)=

THEOREM 1.16. We have P (Sw =d, W = w) = x4, for all w =
1,2,...,d=N-1,N,...,(N - 1) w.

The following theorem describes the asymptotic behaviour of the

joint distribution of the degrees and the weights of vertices.

THEOREM 1.17. Let ag > 0, o # ag. Assume that condition (1.11)
is satisfied. Then

«
Tdw = Tw X

| ¢ 2 (a S ke - (S kak)2) w
X lexp (—W) +0 (w_é)] . (1.27)

as w — oo, where the error term O (w’%) does not depend on d .




Chapter 2

The N-interactions model

Let N > 3 be a fixed integer, 0 < p;, < 1,0 < r; < 1 (i =
0,1),p; =7; =0(j =2,...,N —1). Here we examine the N-
interactions model which is a particular case of the random graph
model G (N,po,...,PN—1,T0,---,7N—1) introduced in Chapter 1. In
the N-interactions model at each step either with a given probability
p1 a new vertex is added to the graph which interacts with N — 1
already existing vertices (Step NEW;) or with probability po the size
of the graph does not change and N of the old vertices will inter-
act (Step OLD). In both cases with probability r; the interacting
(N — i)-clique is chosen from the existing (N — i)-cliques according
to the preferential attachment rule, whilst with probability 1—r; the
interacting old vertices are chosen uniformly (¢ = 0,1). The theorems
presented in this chapter are published in Fazekas and Porvazsnyik
(2016a,b).

45
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2.1 Main results for the N-interactions model

Let 1 < M < N be a fixed integer. In this section we present our
main results for the N-interactions model. The following theorems,
expect Theorem 2.5., are generalizations of certain results of Back-
hausz and Méri (2012, 2014).

2.1.1 Scale-free porperty for the N-interactions
model

The following theorem is about the almost sure convergence of the

ratio of vertices with fixed degree d and fixed weight w.

THEOREM 2.1. (Fazekas and Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 1.) Let
ay > 0. For any fixed w and d, with 1 < w and N —1 < d <
w (N — 1) we have
X (n,d,w)
Va

almost surely as n — oo, where x4, are fized non-negative num-

- Td,w (21)

bers. Furthermore, the numbers x4 ., satisfy the following recurrence

relation:
1
TN-11=—— >0, xg1 =0, for d# N —1, 2.2
N-1,1 atB+1 d,1 [ # (2.2)
L oo (W= 1) sgu+
Tgw = ————— g (W — 1) g w—
d, aw+ A1l 0 dw—1

+ a1 (w—1)2g1w-1+ BTo—(N-1),0-1] (2:3)

forw >2 N—1<d<w(N—1). Moreover, in the cases when
X (n,d,w)
Vo

Zaw = 0 we have =o0(n"%), where a is a positive num-
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ber that may depend on w and d. If N —1 < d < w(N —1) is not
satisfied, then x4, = 0.

REMARK 2.2. If N > 3 and w > 1 are fixed, then there exists d
with N —1<d < w(N — 1) such that x4, is positive, and if N > 4
and w > 1, then there exists d with N —1 < d < w(N — 1) such

that x4, s equal to zero.

The following theorem is the scale-free property for the weights.
THEOREM 2.3. (Fazekas and Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 2.) Let
a1 > 0. Then for all w =1,2,... we have

X (n,w)

v — Ty (2.4)

almost surely as n — oo, where x,,, w = 1,2,... are positive num-

bers satisfying the recurrence relation

1 _aw—-1)+p

— Q1 w = Ty_1, for w>1. (2.5
a+p+1 aw+ B+ 1 ! (2:5)

xr1 =
Moreover,

Ty ~ Cw~ (%) (2.6)
as w — 00, withO:F(l+%)/(af(1+§)).

Let 2 < M < N be a fixed integer. The following theorem is
about the scale-free weight distributions of M-cliques.

THEOREM 2.4. Let a; > 0. Then for all M and w, 2 < M < N,
w > 1 we have
C (n, M,w)

y 2.7
Cn,M - M, ( )
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almost surely as n — oo. The limits cpr, w = 1,2,... are fized

positive numbers satisfying the recurrence relation

1 (w—1)an
CM,1 = ma CMuw = mcMﬂu—la for w>1, (2.8)
where apr was defined in (1.1). cpra, Ca2, - - - is a discrete probability

distribution. Moreover,

r (1 4L )
a2 = (1) (2.9)
am

as w — Q.

In the N-interactions model the degree distribution is also scale-
free.
THEOREM 2.5. (Fazekas and Porvdzsnyik, 2016b, Theorem 3.) Let
a1 > 0. Then for any d > N — 1 we have

U(n,d
Moreover,
i+ %1) o ()
Ug ~ (d) (2.11)
Oél_l—1 1 + g) a1

as d — oo.
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2.1.2 The asymptotic behaviour of the weights
and the degrees

Here we present our main results about the limiting behaviour of

the weights and degrees in the N-interactions model.

At time n = 0, the initial complete graph on N vertices con-
tains (ZJ\\/’[) M-cliques. Let these M-cliques be labelled by 0,—1, ...,

— ((ﬁ) — 1). When new M-cliques are born, they are labelled by

1,2,.... Let j > — ((A]\g) — 1) be a fixed integer. Let us denote by
Wn, M, j] the weight of the jth M-clique after the nth step. Let us
denote by D[n, j] the degree of the jth vertex after the nth step. (If
n < j, then Win,1,j] = D[n,j] =0.)

At time n = 0, the initial complete graph on N vertices is sym-
metric. Therefore and by the evolution mechanism of the graph, it
is enough to examine Wn, M, j] and D[n,j] for j =0,1,2,....

The following theorem describes the asymptotic behaviour of the

weight of a fixed M-clique.
THEOREM 2.6. (Fazekas and Porvazsnyik, 2016a, Theorem 2.3.) Let
j>0and 1 < M < N be fixed. Assume that o > 0. Then

Win, M, j] ~ Yo, M (2.12)

F(l + (l]u)

almost surely as n — oo, where 7,/ ; is a positive random variable
and ap; was defined in (1.1).

As a particular case with M = 1, the asymptotic behaviour of

the weight of a fixed vertex is the following.
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COROLLARY 2.7. (Fazekas and Porvdzsnyik, 2016a, Corollary 2.4.)
Let 5 > 0 be fixed and let a > 0. Then

Win,1,j] ~ )71,jna (2.13)

1
I'l+a
almost surely as n — oo, where 71 ; is a positive random variable.

Now we consider the limit of the degree sequence of a fixed vertex.

THEOREM 2.8. (Fazekas and Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.5.) Let
J >0 be fired and let a > 0. Then

1 aq

Din, g}~ rl+a) a

vl,jna (2.14)

almost surely as n — oo, where the positive random variable v, ; s
given in (2.13).

The following two theorems describe the asymptotic behaviour
of the maximal weight and the maximal degree of vertices.

Let us denote by W, the maximum of the weights of the vertices
after n steps, that is

W,, = max{Win,1,j]: =(N — 1) < j <n}. (2.15)

THEOREM 2.9. (Fazekas and Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.6.) Let
a > 0. Then

1
W,, ~ mlmo‘ almost surely as n — oo, (2.16)

where pn = sup{m,; : j > — (N —1)} is a finite positive random
variable with 7, ; defined in (2.13).

Let us denote by D,, the maximal degree after n steps, that is

D,, = max{D[n,j]: —(N —1) < j <n}. (2.17)
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THEOREM 2.10. (Fazekas and Porvdzsnyik, 2016a, Theorem 2.7.)
Let o > 0. Then

1 a1

rl+a)a

(03

Dy, ~ un® almost surely as n — oo, (2.18)
where 1 =sup{v1,; : j > — (N — 1)} is the positive random variable
defined in Theorem 2.8.

REMARK 2.11. We see that the asymptotic behaviour in the above
theorems is not influenced by the uniform choice parameters 5y and

pr.

REMARK 2.12. If we compare Corollary 2.7. and Theorem 2.8., we
see that the asymptotic ratio of the weight and the degree of vertex j
is the ratio of the expected growth of the weights of the old vertices
to the expected growth of the degrees of the old vertices during
one step when the choice is PA. Similar observation is true for the

asymptotic ratio of the maximal weight to the maximal degree.

REMARK 2.13. Let 7,, denote the maximum of the labels of those

vertices where the maximal weight is attained, that is let
Tn = max{j : Win,1,j] = W,}.

Then the sequence 7, (w), n = 1,2, ... is bounded for almost all fixed

elementary events w. A similar statement is valid for the degrees.
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2.2 Auxiliary results II.

In this section we list some auxiliary results that we need to prove
the main results presented in Section 2.1.2. In our proofs we follow
some ideas of Backhausz and Méri (2012, 2014). However, the com-
binatorial problems for general N are much more difficult than for
N =3.

Introduce the following notation. Let j > 0and 1 < M < N be
fixed integers. Let I[n, M, j] be the indicator of the event that the
jth M-clique exists after n steps, that is

1, if Win, M, j] >0,

In,M,j|=
[n. A ] {o, it Win, M, j] = 0.

For all fixed positive integers 7, k, I, M, 0 < j <[, 1<k, 1< M <

N, we consider the following sequences:

n

bln, M k) = ]| (1 + ‘”:k)_l, (2.19)

=1
d[n, M, k, j] =
n—1 N . .
, (2y) (W[Z,MJ] +k— 1)
== bli+1, M,k " . (2.20)
2 N i1

en = f[ (1- aTM)_l . (2.21)

i=1
The processes introduced in the following two lemmas play impor-

tant role in the proof of Theorem 2.6.
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LEMMA 2.14. Let 5, k, I, M, 0<j<I[,1< M < N be fired nonneg-

ative integers and let

Zln, M, k, j,1] — (b[n, M, k] <W[n, M, jl+k— 1>+

k
+d[n, M, k:,j]> 111, M, 7). (2.22)

Then (Z[n, M, k,§,1],F,) is a martingale for n > 1.

LeEmMmA 2.15. Let j,k,M,0 < 57 <k, 1 < M < N be fixed non-
negative integers. The following sequence is a monnegative super-

martingale.

en]\/[-[[kvaj] ..
En I A00) m ) =i, 9.23
(W[n,M,j]—l’ n=5i (2:23)

Let us recall that D(n, j] denotes the degree of the jth vertex

after n steps.

LEMMA 2.16. Let j > 0 be fized. For n > k, we have

Ik, 1, 4] (D[n,j] + a1w> <

< E{I[k,1,5]D[n +1,4]|F,} =

Win,1,5]
Ik, 1 Din T ),
/] ( n+1 *

E

where 0 < T, < (N —1)5=.

The following lemma is used to study the maximal weight.
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LEMMA 2.17. For all fized nonnegative integers k > 0, 1 <m < n,
let

n

Shm,n. k= S E <b[n, 1, 4] (W[”’ 1’32 k- 1)I[n, 1,j]> .

j=m
(2.24)
Then there exists a positive constant Cy, such that

Shm,n, k] < Cp > 7%, (2.25)

j=m
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