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1. BEVEZETES

Tobb mint hisz daltaldnos- és kozépiskolai matematika- és
informatikaoktatdsban eltoltott év utdn 2002-ben nyilt lehetdségem arra,
hogy tapasztalataimat a foiskolai szintli matematika- és informatikatanar,
tovdabbd a programozé matematikus képzésben a szakmoddszertan és
n¢hdny bevezetd informatikai tantdrgy oktatdsa soran kamatoztathassam.
Munkdm sordn azt tapasztaltam, hogy a hallgaték szdmdra ezen
kurzusok tuddsanyaganak elsajatitdsa soran sokszor olyan alapvetének
és eleminek vélt ismeretek hidnya okozza a legnagyobb gondot
(Sitkuné - Falucskai, 2005), melyeket méar az altaldnos- és
kozépiskoldban meg kellett volna tanulni.

Példaul a Nyiregyhazi Féiskoldn a Bevezetés az informatikdba tantargy
keretein beliil a tananyag egy fontos része a szamitégépes szamébrazolds
témakorhoz kapcsolddik. Az itt elsajatitandd fogalmak és algoritmusok
megértése, helyes és pontos alkalmazdsuk a helyi értékes
szamrendszerekkel kapcsolatos ismeretek, algoritmusok készségszintii
alkalmazasa nélkiil nem kivitelezheté (Sitkuné, 2005a, 2005b, 2008a,
2008b, 2009a).

A kurzust lezard sikertelen vizsgak jelentds aranya vizsgalodasra
késztetett ezen a teriileten.

Az értekezés célja egyrészt bemutatni a Bevezetés az informatikdba
tantargy oktatdsa sordn tapasztalt gyenge eredmények okait feltaro
kutatast, masrészt ezzel Osszefliggésben 0Osszegylijteni, rendszerezni,
aktualizalni és 1) moddszerekkel kiegésziteni a helyi értékes
szamrendszerek €s a szamitogépes szadmabrazolas témakorok kiillonbozo
szinti  oktatdsdval  kapcsolatban  fellelheté  szakmoddszertani
megoldasokat. Mindekozben torekedtem a matematika és az informatika
szakmodszertani  vonatkozasok  szintetizalasara, valamint az
eredményesség mérhetd javulasat eldsegitd modszertani javaslatok
kidolgozasara.



Az értekezés felépitése a kovetkezd: a masodik fejezetben a matematika
és az informatika tantdrgy oktatdsdnak jelenlegi helyzetét bemutatd
elemzéssel egyiitt a hallgatokra vonatkoz6 sajat vizsgdlataimat mutatom
be. A kutatas els6 évében a hallgatok tantargyi eredményeit érettségi
osztéalyzataikkal Osszefiiggésben vizsgéltam. A kutatds masodik évében a
hallgaték tuddsdnak, gondolkoddsdnak specidlis teriileteit és tanuldsi
attittidjét tanulmanyoztam (Sitkuné, 2009b, 2009c¢).

A mérések egy részét (elemi szamoldsi készség vizsgélata, alapfeladatok
megoldasa) altalanos iskolai tanuldk, és tanitd szakos hallgatok korében
is elvégeztem (Sitkuné et al, 2011).

A szakmodszertani eredmények elméleti megalapozasat, eldkészitését
szolgalja a kovetkezd négy fejezet.

A torténeti attekintésben a helyi értékes szamrendszerek kialakuldsdnak
matematika €s informatika szakmoddszertani szempontbdl relevéans
allomdsait emelem ki (3. fejezet).

A matematikai és informatikai hattér bemutatasaval a témakor elemi
fogalmainak, algoritmusainak dltaldnos, egységes, formalis targyaldsat
adom (4. fejezet).

A tantervi eldirasok elemzése sordn az oktatas tartalmi szabalyozasanak
jellemzdit és a témakorrel kapcsolatos eldirdsokat tekintem &t (5.
fejezet).

A pedagégiai, pszichologiai  vonatkozdsok  tdrgyaldsaval a
szakmddszertani javaslatok rendszerének kialakitdsaban leginkabb haté
elméletek legfontosabb jellemzdit mutatom be (6. fejezet).

A mddszertani eredmények kidolgozdsa sordn (7. fejezet) a legfontosabb
célom az volt, hogy a rendelkezésre all6 irodalmi forrdsok és a sajat
tapasztalatok, kiprobélt otletek, valamint a modern oktatdsi eszkdzok
(szamitdgép, interaktiv tabla) lehetdségeinek felhaszndldsaval egy
komplex mddszertani struktirdt alakitsak ki. Ez a struktira a
fogalomkialakitdas  els6  1épéseitél kezdve az  informatikai
alkalmazasokban torténd felhasznalds szintjét is magdban foglald, a
matematika- és informatikaoktatdsban az oktatds kiilonb6zd szintjein is
alkalmazhaté, elméletileg megalapozott, tapasztalataink szerint a
gyakorlatban jol hasznélhat6 rendszert képvisel.

A szakirodalmi alapot a tandri, tanitéi kézikonyvek, tovabbképzési
segédanyagok, a fOiskolai tanit6- és tandrképzésben haszndlt



1. BEVEZETES

matematika, informatika és szakmoddszertani jegyzetek, a kozoktatds
kiilonboz6é szintjein hasznalt, kiilonbozé kerettantervekhez késziilt
tankonyvek, munkafiizetek, oktatdsi segédanyagok szolgéltatjak,
amelyeket a komplex matematikatanitasi kisérlet kezdetétdl napjainkig
tekintettem at.

A sajit tapasztalatokat az éltaldnos- és kozépiskolai matematika- és
informatikaoktatasban toltott hidsz év (Sitkuné-Toéthné, 1997, 2000,
2001a,b; Sitkuné, 1993, 1994, 2000, 2002, 2004, 2006, 2007), valamint
a fOiskolai képzés soran a  programtervezé  informatikus,
szamitastechnika-tandr, és a tanitd szakos hallgatoképzésben oktatott
kurzusok impressziéi alapozzdk meg (Sitkuné, 2005a,b, 2008a, 2008b,
2009a,b,c).






2. HELYZETELEMZES, PROBLEMAFELVETES

Ebben a  fejezetben eldszor a  nemzetkdzi  matematikai
teljesitménymérések €s a matematikaoktatds helyzetére vonatkoz6 hazai
vizsgalatok eredményeit, majd a fdiskolai hallgatok ¢és az altalanos
iskolai tanulok korében végzett sajat vizsgdlataimat mutatom be.

2.1. NEMZETKOZI VIZSGALATOK

A magyar matematikatanitds 1960-as évek elején indult reformjanak
eredményei vildgviszonylatban elismertek. A nyolcadik évfolyamos
tanulok korében a tanuldi teljesitmények vizsgélatdnak nemzetkozi
szervezete, az IEA (International Association for the Evaluation of
Educational Achievement) altal lebonyolitott nemzetkozi felméréseken
1970 és 2001 kozott a magyar diakok valamennyi felmérésben kitlinden
szerepeltek, 1995 kivételével a legjobbak kozott. 1983-ban —a tévol-
keleti orszdgokat is tdlszarnyalva — a legjobb eredményt értiik el. A
matematika és  természettudomany nemzetkozi  Osszehasonlito
teljesitménymérése, a TIMMS (Trends in International Mathematics and
Science Study) 2001-ben nyilvanossédgra hozott eredményei is kivéloak,
minddssze a tajvani és a szingapuri didkok végeztek eldttiink (Véri et al.
2002).

A teljesitmények romldsat jelezték viszont a PISA (Programme for
International ~ Student Assessment — A nemzetkdzi tanul6i
teljesitménymérés programja) vizsgélatai, amelyek nem a tantervi
kovetelményeknek valé megfelelés, hanem a tudds és képességek
mindennapi életben valé alkalmazhatésdga szempontjdbél mérték a
tanulok teljesitményét. A 15 éves korosztily korében lebonyolitott
PISA 2000-vizsgdlat matematika résztesztjében az OECD (Organisation
for  Economic  Co-operation and Development  Gazdasagi
Egyiittmiikodési és Fejlesztési Szervezet) orszdgok 4tlaga alatt
teljesitettek a magyar didkok, és a nemzetek rangsordban tobb olyan
orszdg is megeldzte hazankat, amelyek a TIMSS felmérésben még
szignifikdnsan gyengébbnek mutatkoztak.

A legutobbi PISA-felmérések eredménye Osszecseng az eldz0 mérések
eredményeivel. Magyarorszdg egyike annak a 22 orszdgnak, ahol a
didkok tuddsdban nem kovetkezett be statisztikailag értékelhetd valtozas
2000 ota, a 2003-as, 2006-0s €s 2009-es mérésben gyakorlatilag azonos
eredményt értek el (Baldzsi et al. 2010).



A TIMSS felmérések adataibdl pedig az latszik, hogy matematikdbdl a
4. és a 8. évfolyamos magyar tanuldk teljesitménye mind a 2003-as,
mind az 1995-6s eredményekhez hasonlitva szignifikdnsan csokkent
2007-re (Balazsi et al. 2008). A 4. évfolyamos tanuldék 2011-es adatait
vizsgalva azt lathatjuk, hogy a 2007-es eredményekhez képest nem volt
statisztikailag kimutathat6 valtozds az eredményiikben, a 8. évfolyamos
tanulék eredményei viszont szignifikdnsan alacsonyabbak az el6z6
mérések eredményeinél (Balazsi et al. 2011).

Fontos megjegyezni, hogy a PISA 2003 vizsgélat problémamegold6
gondolkodds altesztjén elért eredmények viszont majdhogynem pontosan
illeszkednek az OECD orszagokra jellemzd atlagértékre. A magyar
didkok dtlagosan legalabb 10 ponttal jobban teljesitettek a
problémamegoldé alteszten, mint a matematikateszten. Ez arra utal,
hogy a didkok birtokdban vannak olyan 4ltalanos képességeknek,
melyeket a matematikatanitds jobban is kihaszndlhatna (Vari et al.
2005).

2.2. HAZAI VIZSGALATOK

Az egyik legitfogdbb hazai kutatds 2001 tavaszatdl indult az Orszagos
Kozoktatdsi Intézet Program- és Tantervfejlesztési Kozpontjdban'.

A vizsgalat (tantargyi obszervécid) tizenhat tantdrgyi teriiletet tekintett 4t
egységes szempontrendszer alapjan, amely tobbek kozott kitért a
tantargyak helyzetére a moderniziciés folyamatban, a tankonyvek,
taneszkozok, a tantdrgyak kozotti Osszehangoltsidg kérdéskorére, a
tantdrgyak oktatdsdnak modszertani vonatkozdsaira. Az eredményekrol
egyrészt a kozos, minden egyes teriileten megjelend problémakat
Osszegzd tanulmdny, és a tantargyakra kiilon-kiilon vonatkoz6
tanulmanyok jelentek meg (Kerber, 2002).

A kozos problémak kozott a kovetkezd f6 tematikus csomdpontokat
emelték ki, amelyek az értekezés témdjanak szempontjabol is
relevansak: a tantervi szabdlyozasok ellentmonddésai; a szemléletvéltds
kovetelménye a tantargyak tanitdsdban; a moddszertani kultira
fejlesztése; a tandrok helyzete; az iskoldk és az eszkozigényes targyak
helyzete.

! Jelenleg Oktataskutat6 és Fejlesztd Intézet, Kutatasi, Elemzési és Ertékelési Kozpont
(2013)
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A kutatds bebizonyitotta, hogy a rengeteg modernizdcids torekvés
ellenére az iskoldk napi tanitdsi gyakorlata terén még mindig kevés
valtozds tortént a tantdrgyak tanitidsdban. A nemzetkdzi tendencidk
figyelembevétele, adaptdldsa, az alkalmazhat6 tudds kozvetitési
stratégidinak megvalositasa, a tantargykozi kapcsolatok erdsitése még
rengeteg feladatot ad a tantdrgyi és a kozoktatdsi szakemberek,
fejlesztok szamara.

A matematikaoktatds helyzete

A hazai matematikatanitis jelenlegi tartalma, mddszertani kulturdja az
1960-as évek elején elindult Gjitdsi torekvések hatdsdra alakult ki. A
Varga Tamés nevével fémjelzett komplex matematikatanitasi kisérlet
eredményeként létrejott 1978-as, majd a bevezetés tapasztalatai alapjan
korrigalt 1986-os tanterv képezi az 1995-ben elfogadott Nemzeti
Alaptanterv (a tovabbiakban NAT) elozményeit. A NAT-ban megfeleld
aranyt képviselnek a matematikai nevelés jO hazai hagyomanyai
(problémakozpontisag, konkrét tapasztalatokkal megalapozott fogalmak
kiépitése, spirdlis épitkezés) és az 1j tartalmi, szemléleti elemek
(gondolkodédsi mddszerek megjelenitése, a nyelv logikai elemeinek
haszndlata, a valdszinliségszamitas elemei).

Elméletben (helyi tantervek, szakmai beszélgetések) a tanitok és a
matematikatandrok is 4ltaldban ezt a szemléletet képviselik. A
gyakorlatban azonban tobb helyen tanitanak ismét szinte kizardlag
szamtant és elemi mértant. Sok iskolaban ujra elfogadotta vélt a pusztin
kozlésre, begyakorldsra, szamonkérésre €pitd tanitds, amely ellentmond
az agy- €s tanuldskutatds bizonyitott eredményeinek. Ezt a tendenciat
er0siti némely Ujonnan megjelent tankonyvcsaldd. A gyakorlatban
gyakran hattérbe szorul a személyes tapasztalatszerzésbdl indulod
ismeretszerzés elve is. Ma ismét sok helyen a tdbla-kréta, fiizet-ceruza és
a tanitoi kozlés (magyardzat) a tanitds — tanulas f6 eszkoze.

Sziikség lenne arra, hogy a tanitoknak valoban meggy6zddésiikké valjon
a tanitds moddszereinek adott korosztily sziikségleteihez és
képességeihez igazitdsa. Hatékonyabbd kellene tenni a képzésben és
tovabbképzésekben a fejlédéslélektani és tanuldselméleti kutatdsok
eredményeinek megismertetését és gyakorlati munkdban vald
alkalmazasat (C. Neményi, 2002).



Az informatikaoktatds helyzete

Az informatika alapvetd kovetelményei tantervi szinten elészor az 1988-
as korrigdlt tantervben jelentek meg a technika tantargy keretein beliil,
az A4ltaldnos iskoldk 4. és 8., valamint a gimndziumok 1. és 2.
évfolyamain. Onalld tantargyként (miiveltségteriiletként) a NAT
bevezetése Ota 1étezik.

A tantervi kovetelmények ugyan meghatdroztik a tantirgy tartalmat, de
kezdetben a tandrok eredeti végzettségétol, felkésziiltségétdl, valamint
az oktatdsban hasznalt szamitégépek mennyiségétol, mindségétdl is
nagymértékben filiggott az, hogy mit €és hogyan tanitottak az
informatikaéran. Sokdig a tandr maga dontotte el, hogy az oktatds sordn
az alkalmazo6i, vagy a szdmitdstudomanyi ismeretekre helyezi-e a
hangsuilyt. A helyzet sokat véltozott, napjainkra a felhaszndl6i ismeretek
keriiltek tulsulyba.

A tankonyvpiacon megjelend verseny az informatika tankonyvekkel
kapcsolatban  hatvdnyozottan jelentkezett. Sorra jelentek meg
tankonyvnek kikialtott konyvek, amelyek inkdbb szakkonyvek voltak;
sem tartalmi, sem modszertani szempontbol nem feleltek meg a
tankonyvekkel szemben tdmaszthaté elvardsoknak (Kordsné, 2002).
A 2004-ben megjelent, tankonyvvé nyilvanitast szabdlyozé rendelet
eredményeként javult a mindség. A tankonyvvé nyilvanitasi eljarasban
fontos szerepe van a képzett tankOnyvbirdlok dltal készitett
értékeléseknek, amelyek egységes szempontrendszer alapjan formai,
tartalmi és modszertani szempontbdl is mindsitik a konyveket. Csak a
birdlok 4ltal elfogadott konyvek szerepelhetnek az orszdgos
tankonyvjegyzékben, a kozoktatdsban pedig csak ezek hasznélhatok.
Elgondolkodtaté azonban, mennyire konnyiti meg a kollegdk dolgat a
tankOnyvvalasztas sordan az a tény, hogy pl. a 2010/11-es kozoktatasi
tankonyvjegyzékben 6 kiadé 63 db nyomdaterméke (tankonyv,
munkatankonyv, munkafiizet) szerepel a vélaszthat6 kiadvanyok listdjan.
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2.3. SAJAT KUTATASI EREDMENYEK

A magyar kozoktatds hatékonysagdnak nemzetkdzi és hazai
felmérésekben  feltart  hidnyossagai a  felsdoktatdsban  is
megmutatkoznak. A Nyiregyhazi Féiskola hallgatéinak
vizsgaeredményei mind a szdmitdstechnika-tandr szakon (a
tovabbiakban: ST), mind a programoz6 matematikus (a 2006/2007-es
tanévtdl programtervezd informatikus; a tovdbbiakban: PM/PTI) szakon
alatamasztjak ezt. Gyakran tapasztalhatjuk, hogy néhdny tantirgy
vizsgaeredményei joval elmaradnak a varttol, sét kimondottan
gyengének mondhaték. Az emlitett szakokon az egyik leggyengébb
vizsgaeredményekkel zaruld informatikai alapozé targy a Bevezetés az
informatikaba (a 2006/2007-es tanévtol: Informatika és elektronika). A
fejezet tovabbi részében ennek a tantargynak az oktatdsdval kapcsolatos
tapasztalatokat, illetve a gyenge vizsgaeredmények okait feltarni kivan6
vizsgalat eredményeit mutatom be.

2.3.1. El6zmények

A 2004/2005-6s tanévben a tantdrgy vizsgaeredményeinek atlaga 1,85
volt (Sitkuné - Falucskai, 2005). A eredmények szdzalékos ardnyai a
kovetkezok:

jeles

197 39

10%
koézepes
10%
elégtelen
56%
elégséges
21%

1. abra: Vizsgaeredmények (komplex feladatsor)
(Bevezetés az informatikaba 1. PM, 1. ST 2004/2005)

A Bevezetés az informatikdba tantirgy célja, hogy a hallgatok
szerezzenek atfogd ismereteket a szdmitdstechnika elméleti alapjaibdl,
ismerjék meg a szakmai kifejezéseket, alapfogalmakat. A tantirgy
tartalma: a szamitogép felépitése, mitkddése, algoritmusok, informacio
¢s megjelenési formadi, adatok, adatszerkezetek dbrazolasai és miiveletei.
Az els6 félév kotelezd tantargya mind az ST szakon (heti 1 6ra eldadas),
mind a PM/PTI szakokon (heti 2 o6ra el6adas és 2 ora gyakorlat



id6terheléssel). Az eldadasok és gyakorlatok tematikaja kiilonb6zo. A
tantargyi tartalom egy részét az eldaddsokon, masik részét a
gyakorlatokon dolgoztuk fel. Az el6adasokon nagy hangsulyt fektettiink
a vizsgafeladatsor feladattipusaihoz kapcsolédd ismeretek és
algoritmusok pontos megadésdra, értelmezésére, alapos elemzésére, a
feladatok kiilonb6z6 modszerekkel valé megoldasanak bemutatasara. A
kurzuson folyé munka sordn kozépiskolai matematikai ismereteket
feltételeztiink, ezekre épitettiink.

Parhuzamosan futé alapozé targyak:  Szdmitégéparchitektirdk,
Programozdsi nyelvek 1.; a PM/PTI szakos hallgatoknak ezeken kiviil
Diszkrét matematika, Matematikai logika.

A szamonkérés irasbeli formaban zajlott. A hallgatoknak tiz feladatbol
allé6 komplex feladatsort kellett megoldaniuk 30 perc alatt, szamoldgép
hasznalata nélkiil. A feladatok megoldasdhoz a matematikai
alapmiiveletek magabiztos elvégzésének képessége, és a kurzuson
megismert algoritmusok pontos ismerete, illetve alkalmazasa sziikséges.
A feladatok tartalmi Osszetevoi: tizes szamrendszerben megadott valds
szdm 4tirdsa mds természetes alapi szdmrendszerbe; nem tizes
szamrendszerben megadott valds szam tizes szamrendszerbeli alakjanak
felirdsa; nem tizes szamrendszerben megadott valos szdm atirdsa nem
tizes szadmrendszerbe; tizes szdmrendszerben megadott egész szam
konvertdlasa kettes komplemensbe és kettes komplemensben megadott
egész szam visszairdsa; valos szam konvertalasa lebegOpontos alakba és
a szam meghatarozasa lebegdpontos alakjabol; logikai miiveletek, infix
kifejezés 4talakitdsa postfix alakra. A feladatok megolddsdnak
helyességét értékeltem 0, 0,5 vagy 1 ponttal. Az elégséges alsé hatdra a
65 %-os teljesitmény volt. Osszességében megallapithaté, hogy az
eredmények mind a pontszdmokat, mind az érdemjegyeket tekintve
nagyon gyengék, kudarcélményt jelentenek oktatonak, hallgatonak
egyarant.

2.3.2. A vizsgalat célja

A kovetkezd tanévekben azokra a kérdésekre kerestem a vdlaszt, hogy
mi okozhatja a kirivéan alacsony eredményeket, és hogy milyen
valtoztatasok eredményezhetik az eredmények javuldsat.
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2. HELYZETELEMZES, PROBLEMAFELVETES

2.3.3. A vizsgalat modszerei és menete

A 2005/2006-0s és a 2006/2007-es tanévben az eldzd évben hasznalt
feladatsort alkalmazva djbodl elvégeztem a mérést az €pp elsdéves ST és
a PM/PTI szakos hallgatok korében. A PTI szakos hallgatok a kurzus
kezdetén alapszintii feladatokbol allo feladatsort is megoldottak a
témakorhoz sziikséges eldzetes ismeretek szintjének felmérésére. A
2007/2008-as és a 2008/2009-es tanévben az ST szakos hallgatok
korében kiegészitdé méréseket végeztem (induktiv gondolkodds teszt,
elemi szdmoldsi készség teszt, motivacios ¢€s attribucios kérddiv). A
2009/2010-es tanévben az elemi szdmoldsi készség tesztet és az
alapszinti feladatokat &ltaldnos iskolai 3. és 5. osztdlyos tanuldkkal is
megoldattam.

A vizsgédlt minta jellemzdit, és a mérdeszkozoket foglalja Ossze a
kovetkez6 attekintd tablazat.

1. tablazat A vizsgalt minta és a mérdeszkozok

Tanév Létszam (f6) Méroeszkoz
PM/PTI ST
2005/2006. 54 243 komplex feladatsor
2006/2007. 66 0 alapfeladatok,

komplex feladatsor
induktiv gondolkod4s teszt,
elemi szdmoldsi készség teszt
motivacios és
attribucios kérddiv
3. osztaly 5. osztdly | alapfeladatok,

313 240 elemi szamolasi készség teszt

2007/2008. 0 87

2008/2009. 0 44

2009/2010.

A 2005/2006-0s tanév adatai:
A tantdrgy: Bevezetés az informatikdba

A vizsgalt csoportok: szdmitastechnika-tandr szakos hallgaté (ST):
248 106, koziiliik évismétld 102 f6; programoz6 matematikus (PM): 54 6,
koziilik évismétld 16 f6; osszesen: 302 16, koziilik évismétld 118 f6;
vizsgdk szdma: 481.

A mérést a vizsgaiddszakban végeztem, az el6z6 évi komplex feladatsor
segitségével. A feladatsort kérddivvel egészitettem ki, amelyben a
kovetkezd adatokat kértem: matematika és informatika érettségi jegyek,
érettségi 1dOpontja, tipusa, a szak kezdd éve.
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A 2006/2007-es tanév adatai:

A tantdrgy: Informatika és elektronika (a Bevezetés az informatikdba
tantargy tematikdjaval).

A vizsgalt csoport: programtervezd informatikus — PTI 66 {6 (tanar szak
nem indult, a programoz6 matematikus szakot felvaltotta a
programtervezd informatikus szak).

Elézetes ismeretekre vonatkozo mérés: a foiskolai hallgatok a témakor
targyalasa el6tt oldottak meg a témakorhoz kapesolddo két-két feladatot:
atvéltas 10-es alapu szamrendszerbdl nem tizes alapu szamrendszerbe,
atvaltas nem tizes alapui szamrendszerbdl tizes alapt szdmrendszerbe.

A komplex feladatokra vonatkozé mérés modja a kovetkezOképpen
valtozott: a hallgatok két félévkozi zarthelyi dolgozatot irtak,
amelyekben 8-8 feladat szerepelt. A feladatok az el6z6 év feladatsoranak
feladatai voltak. Az elsé zarthelyi dolgozat a szamrendszerek témakor
feladatait tartalmazta, kiegészitve alapszintli, ugynevezett ravezeto,
elokészitd feladatokkal. A masodik dolgozat tartalmazta a tdobbi
feladattipust: logikai miveletek, szamdbrazolds, informacidtartalom
kiszdmitdsa, infix-postfix forma. A feldolgozas sordan pontosan azokat a
feladatokat vettem figyelembe, amelyek az el6z0 évi feladatsorban
szerepeltek.

A 2007/2008-as tanév adatai:
Kiegészitd mérések és utdtesztek lebonyolitasa.

A vizsgdlt csoport: Szamitdstechnika-tanar szakos hallgatok (III. ST),
Osszesen 87 f6. A 2005/2006-os tanévben vizsgélt hallgatdk koziil azok
a hallgatok vettek részt a mérésben, akik Szamitdstechnika
szakmoddszertan targyat a 2007/2008-as tanévben felvették.

A kiegészitd mérések a kovetkezdk voltak:

2007/2008 els6 félévben az induktiv gondolkodas fejlettségét mértem a
Jozsef Attila Tudoményegyetem (ma Szegedi Tudomanyegyetem)
Pedagdgiai Tanszékének mérdlapja segitségével. Az induktiv
gondolkodds tesztet a ,,szdmanalogia”, ,,szo6analogia” és a ,,szamsor”
feladatcsoportok alkotjak (Csap6, 1998).

A masodik félévben a hallgatok elemi szdmolasi készségének fejlettségét
vizsgaltam. A méréshez a Nagy Jozsef és munkatdrsai altal készitett

12
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teszt négy alapmiiveletre vonatkozé részét hasznaltam. Az elemi
szamolasi készség teszt a négy alapmivelet és a potlas miveletének
fejlettségi szintjét méri (Nagy, 1971).

A 2008/2009-es tanév adatai:

A vizsgélt csoport: Szamitastechnika-tanar szakos hallgatok (IV. ST),
Osszesen 44 6. A 2005/2006-os tanévben vizsgdlt hallgatdk koziil azok
a hallgatok vettek részt a mérésben, akik a Komplex tantirgy-pedagégia
targyat a 2008/2009-es tanévben felvették.

A kiegészitd mérés a Réthy Endréné és munkatarsai altal hasznalt
attribucios kérdoiv alkalmazdsédval tortént (Réthyné, 2003). Ez a kérddiv
14, a vizsgaeredményeket feltehetdleg befolyasold okot sorol fel. A
hallgatéknak egy 9 foku skalan kell ért€kelniiik az egyes okokat, ahol 9-
es jeloli a ,nagyon erés”, 5-0s a ,,kO6zOmbos”, az l-es pedig a
»legkevésbé befolydsold” okot. A tobbi szdm az ezek kozotti dtmenetet
képviseli.

A 2009/2010-es tanév adatai:

A vizsgdlt csoportok: 3. €s az 5. osztéalyos altalanos iskolai tanuldk (313,
ill 240 {£8), a Nyiregyhdzi Fdiskola Tanitoképzd Intézetének
kutatcsoportja altal szervezett diagnosztikus mérés résztvevoi. Az elemi
szamolasi készség teszt az elézdekben hasznalttal megegyezd volt. A
diagnosztikus mérés matematika tantdrgyra vonatkozé feladatsordt én
allitottam Ossze. A feladatsor tartalmaz 2-2 szamrendszerekre vonatkoz6
feladatot is (4tvaltds tizes alapu szadmrendszerbdl kettes alapu
szamrendszerbe, atvaltds kettes alapi szdmrendszerbdl tizes alapu
szamrendszerbe), az adott korosztdly gondolkoddsi szintjének megfeleld
reprezentéacids szinten (Sitkuné et al. 2011).

2.3.4. A vizsgalat eredményei

Az adatok feldolgozasat két nagy problémakort kialakitva végeztem. Az
els6 témakdérben a  programtervezd  informatikus  hallgatok
eredményeinek elemzése szerepel, a masodikban a szamitdstechnika-
tandr szakos hallgaték koziil azoknak a hallgatéknak az eredményei,
akik a kiegészitd vizsgalatokban is részt vettek. Az éltalanos iskolai
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tanulok korében végzett vizsgilatok eredményeit a hallgatoi
teljesitményekkel Osszehasonlitva (mindkét problémakorhoz
kapcsolddva) kiilon blokkban mutatom be.

A programtervezo informatikus hallgatok eredményei
— Alapfeladatok

— atvaltas tizes szamrendszerbdl 12-es (13-as) szamrendszerbe: az
eredetileg  kitlizott feladat megoldasaval a hallgatok 11%-a
probalkozott, a mddositott feladat megoldasiat (atvaltds 2-es
szamrendszerbe) a hallgatok 33%-a kisérelte meg. Az eredeti feladatot
hibatlanul nem tudta megoldani egy hallgaté sem, j6 részmegolddsokat
adott 1,5%. A megoldds sordn legtobben (a megoldok 70%-a) az
alapszdmmal val6 sorozatos osztds moddszerét valasztottdk, sokan
viszont csak a specidlis lejegyzési modot (fliggdleges vonal az
atvaltand6 szdm mellett) tudtak felidézni, az algoritmust nem.

— atvaltds 8-as (9-es) szamrendszerbdl 10-es szdmrendszerbe: A
hallgatok 84%-a nem foglalkozott ezzel a feladattal. Hibatlan
megoldast adott 2 f6 (3%). A hallgatok 56%-a nem kezdett hozza
egyik feladat megolddsahoz sem.

— Komplex feladatsor

A komplex feladatsor eredményeinek (vizsgajegy) és az érettségi
érdemjegyek vizsgdlata sordn programtervezd informatikus hallgatok
eredményeit a programozé matematikus hallgatok eredményeivel
hasonlitottam Ossze.

Az érettségi jegyek atlagat tekintve megallapithatd, hogy az atlag jo, a
PTI-s hallgaték matematikdbol 18 szdzaddal gyengébb, informatikdbodl
viszont 3 tizeddel jobb eredménnyel érkeztek, mint a PM-es hallgatok. A
komplex feladatsor eredményeinek (vizsgaeredmények) atlaga azonban
mindkét csoportban 1ényegesen gyengébb az érettségi jegyek atlagandl.
A PTI-s hallgaték vizsgaeredménye 27 szdzaddal jobb a PM-es
hallgatok eredményénél.
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2. HELYZETELEMZES, PROBLEMAFELVETES

2. tablazat Erettségi- és vizsgaitlagok

matematika informatika vizseaie

érettségi érettségi L58djesy
1. PM 2005/2006. 4,03 4,00 2,18
1. PTI 2006/2007. 3,85 4,30 2,45

Az egyes teriileteken elért eredmények O0sszehasonlitasat teszi lehetové a
kovetkezo diagram:
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2. dbra: Erettségi- és vizsgaeredmények
(I. PM 2005/2006.; 1. PTI 2006/2007.)

A PTI-s hallgaték gyengébb matematika, de erdsebb informatika
érettségi atlaggal érkeztek, mint a PM-es hallgatok. Vizsgajegyeik
eloszldsa egyenletesebb, atlaguk viszont nem sokkal jobb. Ha a
moédszertani  valtoztatdsok eredményeztek is némi javuldst, az
eredmények nem adnak okot az elégedettségre.

A korrelaciészamitds eredményei alapjan megéllapithaté, hogy a PM
csoportban a jobb matematika érettségi jegyekkel érkezd hallgatok a
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komplex feladatsor megolddsa sordn is jobb eredményeket értek el (PM:
1.m=0,283, p=0,04; k: komplex feladatsor eredménye, m: matematika
érettségi eredménye). A PTI csoportban nem mutathat6 ki 6sszefiiggés a
két véltoz6 kozott. Az informatika érettségi eredmények szintén a PM
csoportban mutatnak pozitiv kapcsolatot a komplex feladatsor
eredményeivel (1 ;=0,367, p=0,016; k: komplex feladatsor eredménye, i:
informatika érettségi eredménye), a masik csoportban nem mutathaté ki
Osszefiiggés a két valtozo kozott (Sitkuné, 2005a,b, Sitkuné, 2008a,b).

A szdmitdstechnika-tandr szakos hallgatok eredményei

— Komplex feladatsor

elégtelen

elégséges

koézepes

3. abra: Erettségi- és vizsgaeredmények
(I. ST 2005/20006)
Elgondolkodtaté, hogy szamitdstechnika-tandri szakra elégséges
matematika, sot elégséges informatika érettségi jeggyel is be lehetett
jutni. A vizsgaeredményeket tekintve a 2004/2005-6s tanévhez képest az
atlag 18 szazaddal jobb (2,07), de még mindig nagyon gyenge, és a
sikertelen vizsgdk ardny is tdl magas.

A Kkorrelacioszamitds eredményei alapjan megallapithatd, hogy az ST
csoportban a jobb matematika érettségi jegyekkel érkezd hallgatok a
komplex feladatsor megoldésa sordn is jobb eredményeket értek el (ST:
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1.m=0,255, p=0,018; k: komplex feladatsor eredménye, m: matematika
érettségi eredménye). Az informatika érettségi eredmények nagy
valoszinliséggel nem befolyasoltdk a komplex feladatsor eredményét.
(Sitkuné, 2005a,b, Sitkuné, 2008a,b). A feladatmegolddsok elemzése
arra utal, hogy a hallgaték a fogalom alkoté alkalmazdsa helyett
mechanikusan hasznalnak bemagolt, betanult definicidkat,
algoritmusokat, nagyon sokszor nem a megfeleld kontextusban és nem a
megfeleld formaban.

— Elemi szamoldsi készség teszt
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5. abra: Az elemi szamolasi készség teszt eredménye
(ST. 2007/2008)

Az elemi szdmoldsi készség teszt eredményeit a Nagy Jozsef dltal
publikdlt orszdgos mérések eredményeivel hasonlitottam Ossze (Nagy,
1971). A hallgatok csak a kivonas részteszten érték el a felndtt csoport
altal teljesitett szintet, a szorzds részteszten pedig a 8. évfolyamos
tanul6knadl is gyengébb teljesitményt nyujtottak.

A szamitastechnika-tandr szakos hallgatékra  vonatkozdan
megéllapithatd, hogy a jobb matematika érettségi eredményekkel érkezo
hallgatok az elemi szdmoldsi készség teszten is jobb eredményt értek el,
viszont sem az elemi szdmoldsi készség, sem az induktiv gondolkodés
fejlettségének szintje nem mutat Osszefiiggést a komplex feladatsor
eredményeivel.

Ezekbdl a tényekbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a szdmitdstechnika-
tandr szakos csoport esetében a komplex feladatsor megolddasdnak
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eredményét nem az induktiv gondolkodds fejlettsége, nem is az elemi
szamolési készség szintje, hanem valoszinlileg a matematikai tudas
egyéb Osszetevoi hatarozzak meg (Sitkuné, 2009a,b).

— Induktiv gondolkodds teszt
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4. abra: Az induktiv gondolkodas teszt eredménye
(ST. 2007/2008)

Az induktiv gondolkodas teszt eredményét a Csap6 Bend és munkatarsai
altal végzett mérések eredményeivel vetettem Ossze. (Csapd, 1998.
264.0.) A hallgaték mind a szdm-, mind a szdanaldgia részteszten a 11.
évfolyamos tanuloknal gyengébb teljesitményt nyujtottak
(szdmanalogia: 69,4/79,3; széanalogia: 79,7/83,9), a szdmsor részteszten
némileg jobb eredményt értek el (49,9/49,7). Osszességében a 11.
évfolyamos tanulok fejlettségi szintjével kozel megegyezd szinten
teljesitettek.

— Attribucios kérdoiv

Altaldnos emberi tulajdonsdg, hogy mdsok és  Onmagunk
tevékenységének eredményeit bizonyos okoknak tulajdonitjuk, bizonyos
okokra vezetjiik vissza, €s ezen feltételezett okok alapjan viszonyulunk
hozz4juk. Az attribucids kérddivvel azt szerettem volna feltarni, hogy a

hallgatok sajat vizsgaeredményeiket kiils6 vagy belsd okoknak
tulajdonitjak-e.

A vizsgdkon elért eredmények oki hatterének Osszesitett rangsorat a
3. tablazat mutatja be.
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3. tablazat: Az attribiiciok Osszesitett rangsora a vizsgalt mintan

ST.
2 | 2008/2009.
Attribici6 £ rang-

z sor érték

O
A vizsgatargy irdnti érdeklédés | b 1.| 741
Intelligencia b 2.1 71,34
Az oktato eldadasi stilusa k 3.1 7,25
Kreativitas b 4.1 7,18
Szakmai ratermettség b 5.1 7,07
Szorgalom b 6.| 693
A tananyag nehézségi foka k 7.| 691
A j6 teljesitmény utdni vagy b 7.| 691
A vizsgak nehézsége k 9.] 6,64
Egyes képességek b 10.| 6,48
A tanuldsi médszer b 11.] 6,30
Szerencse/Pech k 12.] 6,02
A Yluzsgaztatoval szembeni b 13.] 584
attittid
Masok segitsége a
felkésziilésben K 14. 5,66

atlag 6,71

Az egyes okokra adott értékek atlaga minden esetben 5,00 feletti érték,
ez azt mutatja, hogy a hallgaték szerint mindegyik felsorolt oknak
szerepe van az eredmények kialakuldsdban. Az elsé két helyen
—vizsgatargy iranti  érdeklédés 7,41; intelligencia 7,34— a
személyiségen beliili, belsdé attribliciokkal magyardazzdk a hallgatok
eredményeiket. A harmadik helyen viszont az el6zdekhez hasonlod
erdsséggel személyiségen kiviili, altaluk kontrollalhatatlan tényezdt
emlitenek: az oktatd eldadoi stilusat (7,24). Ez arra utal, hogy bar
elismerik sajat maguktol fliggd okok elsddlegességét, rajtuk kiviilallo
okot is emlitenek, viszonylag nagy hangsuillyal. Ha kiilon-kiilon
vizsgiljuk a belsd és a kiils6 okokat, megdallapithatjuk, hogy a belsd
okok 6,83-0s atlaggal erdsebb oksagi tényezot jelentenek a kiilsé okok
6,72-0s 4tlagdval szemben (Sitkuné, 2009a).

Az eredményeket a Réthy Endréné 4ltal publikdlt eredményekkel is
Osszehasonlitottuk. Megéllapithatjuk, hogy az attribiciok nagyobbik
része magasabb értékkel szerepel a szamitdstechnika-tanar szakos
hallgatok korében. Elgondolkodtaté azonban, hogy mely attribuciok
er6sodtek — pl. intelligencia, kreativitds, oktaté stilusa —, és melyek
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birnak kisebb jelentdséggel — szorgalom, tanuldsi mddszer, a jo
teljesitmény utdni vagy — Ezek az értékek valodsziniileg a tarsadalomban
napjainkban lezajl6 értékrendvaltozast tiikrozik.

A vizsgalt mintdkban az elsd, €s az utolsd6 helyen is ugyanazok az
attribuciok szerepelnek: vizsgatargy irdnti érdeklodés, illetve masok
segitsége a felkésziilésben. Jelentds eltérés azonban, hogy mig a masok
segitségére vonatkozd attribicié az 1990/92-es és az 1998/99-es
vizsgalatokban is negativ eldjellel, inkabb hatraltatd tényezdként
szerepel, az altalunk vizsgalt mintdban mar pozitiv tényezoként jelenik
meg. Ennek oka valoszinlileg az, hogy az oktatds moddszertani
szemléletvaltasanak eredményeképpen az egyiittmikodést preferalo
(kooperativ) szemlélet egyre inkabb el6térbe keriil a hagyomadnyos,
versenyeztetd (kompetitiv) szemlélettel szemben.

Az dltaldnos iskolai tanulok eredményei

Az elemi szamolasi készség teszt eredményei nem mutatnak jelentds
eltérést az orszdgos mérés eredményeihez viszonyitva (Sitkuné et. al,
2011), ezért azokat itt nem elemezziik. A szamrendszerekkel kapcsolatos
alapfeladatok megoldasait elemezve viszont olyan kovetkeztetéseket
vonhatunk le, amelyek részben magyardzhatjdk a hallgatok korében
végzett hasonl6 vizsgilatok eredményeit.

4. tablazat Az alapfeladatok megoldasanak eredményessége
alt. isk. 3. évf. alt. isk. 5. évf. foisk. 1. évf.
(n=313) (n=240) (n=66)

tizesb6l | tizesbe | tizesbdl | tizesbe | tizesbdl | tizesbe

hibdtlan megoldds 0,3 26 7.1 15,4 0 15
(%)

nem foglalkozott a

feladattal (%) 18 21 80 70 56 84

A vizsgélatban résztvevd tanuldk jelentds része hozzd sem kezdett a
feladatok megoldasahoz, hibatlan megoldast pedig csak nagyon kevesen
tudtak prezentdlni.

Megallapithat, hogy az daltaldnos iskoldban a matematikaéridkon sok
esetben csak a tizes szdmrendszer fogalmaival foglalkoznak a kollégak,
mas alapszdmu szdmrendszerekkel, a témakor fogalmainak 4ltaldnos
megkozelitésével nem taldlkoznak a tanulék. Elmarad a fogalom korai
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alapozasa, a kialakuldsat eldsegitdé cselekvd tapasztalatszerzés
mozzanata. Ez az eredmény Osszecseng a tantdrgyak helyzetét feltard
hazai kutatdsok megéllapitdsaival (C. Neményi, 2002).

2.3.5. Osszegzés

A sajat vizsgdlatok eredményei azt mutatjdk, hogy a felmérésben
résztvevd hallgaték jelentds része gyenge alapokkal érkezik a
felsdoktatasba. A vizsgalt témakor oktatdsanak eredményességét negativ
irdnyban befolyésolja az a tény, hogy nem rendelkeznek a helyi értékes
szamrendszerek 4ltalanos, alkalmazoképes fogalmdval. A vizsgalt
altaldnos  iskolai  tanulok nincsenek  birtokdban a  fogalom
altalanositdsahoz sziikséges alapismereteknek (Sitkuné, 2005, Sitkuné et
al, 2011).

A feladatmegolddsok elemzése arra utal, hogy a hallgaték a fogalom
alkot6 alkalmazdsa helyett mechanikusan haszndlnak bemagolt, betanult
definiciokat, algoritmusokat, nagyon sokszor nem a megfeleld
kontextusban és nem a megfeleld formaban. Az dltaldnos iskolai tanulok
esetében pedig vannak olyan csoportok 3. és 5. évfolyamon is, akik nem
foglalkoztak  nem  tizes  alapszdamu  szamrendszerekkel —a
matematikadrakon.

A szamitastechnika-tandr szakos hallgatékra  vonatkozdan
megéllapithatd, hogy a komplex feladatsor = megolddsdnak
eredményességét nem az induktiv gondolkodds fejlettsége, nem is az
elemi szamolasi készség szintje, hanem valosziniileg a matematikai
tudés egyéb Osszetevdi hatdrozzak meg (Sitkuné, 2009a,b).

Az attribucios kérddiv eredményei azt jelzik, hogy a hallgaték
vizsgaeredményeik alakuldsdban elismerik sajat feleldsségiiket,
értékrendjliket viszont nagyban befolydsolja a napjainkban tapasztalhat6
értékrendvaltozas.

A vizsgaeredmények javitisa érdekében mindenképpen sziikség van
modszertani valtoztatdsokra, de sziikséges lenne az adott teriileteken
gyenge teljesitményt nyudjté hallgatok egyéni  fejlesztésének
megszervezése 1is. A fejlesztés megvalositisanak eszkoze lehet
felzarkéztatd kurzusok szervezése, illetve a hatrdnnyal indul6
hallgatokkal személyes kapcsolat kialakitdsat lehetdvé  tevd
mentorrendszer kialakitasa (Sitkuné, 2009a,b).
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A hétkoznapi életben a szdmok, mennyiségek lejegyzésére, a
matematikai miiveletek elvégzésére olyan természetes médon hasznéljuk
a tizes szamrendszert, hogy kozben esziinkbe sem jut: a szamjelek
alakja, a lejegyzés mikéntje mind-mind egyfajta megéllapodas
eredménye, amely nem magatdl értet6édd, hanem évezredek soran
lezajlott, bonyolult fejlddés eredménye.

Hogyan alakult ki a szdm fogalma, hogyan jottek létre a manapsag
hasznalatos szamjelek? Hogyan véltozott a szdmok lejegyzésének
rendszere, melyek azok a megolddsok, amelyek a ma 4ltaldnosan
hasznalt tizes alapu helyi értékes rendszer 1€étrejottét eredményezték? A
felsorolt kérdésekre adhaté vélaszok attekintése szakmoddszertani
szempontbol is hasznos: a fejlodés zsdkutcai, a felvetddd problémak
megoldasat eredményez0 kreativ Otletek a szamrendszeres gondolkodas
kialakitdsdnak moddszertani lehetdségeit, illetve kritikus pontjait
képviselhetik.

Ebben a fejezetben a szdmfogalom ¢és a szamiras fejlddésének azon
csomOpontjait emelem ki, amelyek véleményem szerint a témakor
oktatdsa sordn alkalmazhaté moddszertani megolddsok szempontjabol
relevansak.

3.1. SZAMFOGALOM

A szamfogalom kialakuldsaval kapcsolatban a legijabb idegtudoményi
kisérletek is alatdmasztjak azt a feltevést, amely szerint a mennyiségek
hozzavetdleges megkiilonboztetésének képessége az idegrendszer
velesziiletett tulajdonsdga (Klix, 1985, Csépe, 2009). A szamfogalom
azonban tobb mennyiségi észlelésnél, kialakuldsa hosszu absztrakcids
folyamat eredménye.

A kutatok egyetértenek abban, hogy a szamfogalom két, kognitiv
szempontbol egyenrangii tevékenységbdl szarmazik: a diszkrét
mennyiség megszamldldsabol és a folytonos mennyiség meérésébol.
Kezdetben a szdm nem mint absztrakt fogalom jelent meg, hanem mint
az adott mennyiség jelzdje (pl.: két kutya, hasonloan a szép kutya jelzds
szerkezethez). A mai magyar nyelvben is fennmaradtak a szamnév
melléknévként vald haszndlatdnak nyomai. Hogy ketté van valamibdl,
azt tobb szoval is ki tudjuk fejezni, €s ezek a szavak csak bizonyos
dolgokhoz illenek: par cipd, dupla kavé, iker gyerek, énekes duett.
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Hasonl6 jelenséget taldlhatunk mdas nyelvekben is (Filep-Bereznai,
1999).

Hosszi folyamat volt, mig a szdmot elvonatkoztattik a konkrét dologtdl,
amire vonatkozott. Ennek a folyamatnak a lefrdsit, matematika
modszertani  szempontd  targyaldsat  megtaldljuk  Skemp: A
matematikatanulas pszicholdgidja cimli miivében (Skemp, 1975).

3.2. SZAMRENDSZEREK

Tekintsiik 4t, hogy a szdmfogalom fejlédése soran mely szamrendszerek
jatszottak jelentdsebb szerepet.

Kezdetben csak az ,.egy”, ,kettd” és a ,,sok™ kozott tudtak kiilonbséget
tenni, ezért a kettd, majd a harom fogalmara épiiltek ki kezdetleges
szamrendszerek. A nagyobb szdmokat ezekbdl képezték osszeaddssal.

Kettes szamrendszer épiilt ki 4-ig példaul a Murray folyé menti ausztrél
torzsnél. Kiilon szavuk volt az 1-re és a 2-re: az enea €s a petcheval. A
harmat ezekkel gy fejezték ki, hogy: petcheval-enea, a négynek pedig
petcheval-petcheval volt a neve.

Hérmas szdmrendszert épitett ki 6-ig egy madsik ausztrdl torzs, a
kamilaroi: az 1 neve mal, a 2-€ bulan, guliba-nak nevezték a harmat, s a
tovabbi szamokat ezekbdl képezték. A 4: bulan-bulan 5: bulan-guliba 6:
guliba-guliba (Sain, 1986).

A késobbiekben, a termelés ndvekedésével és az arucsere kialakulasaval,
egyre nagyobb szdmossidgi halmazok elemeinek megszdmldldsa valt
sziikségessé. Nagyobb szdmu targy megszdmlédldsa mar csak tobbszords
csoportositds  segitségével  torténhetett. Igy alakultak ki a
szamrendszerek; a legtobb népnél a tizes szamrendszer, amely megfelel
a természetes szadmolOeszkoziil haszndlt kéz ujjai szdmdanak. Voltak
azonban népek, amelyek az 6tos, hatos, hetes, tizenkettes, hiszas vagy
hatvanas szamrendszert hasznaltak, s ezeknek a szamrendszereknek a
nyomai ma is megtalalhatok. S6t sokszor egy-egy nép torténelme soran
tobbféle szdmrendszert is haszndlt.

Az 0tds szamrendszer ma tisztdn csak a dél-amerikai arauak indidn
torzsnél fordul eld, valosziniileg az egy kéz ujjainak szdmat alapul véve.
fgy szamolnak: egy, ketté, harom, négy, kéz, kéz és egy, kéz és kettd,
stb. Mas népeknél csak a tizes vagy a hiszas szdmrendszerrel keveredve
fordul el6 az 6tds rendszer. A romaiak is — mint a jol ismert rémai
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szamirasbol kideril — a tizes és az 0Otos szamrendszer keverékét
hasznaltak.

A hatos szdmrendszer egyes észak-afrikai torzseknél haszndlatos, és még
néhany helyen, keverve a tizenkettes szdmrendszerrel. A nyelvtudomany
tandsdga szerint a finnugor népek is a hatos szdmrendszert hasznaltdk
valamikor.

Az ugorokndl a hetes szdmrendszer is fellelhetd. Ezt a szdmrendszert
valosziniileg méas népek — pl. a héberek, egyiptomiak, indek — is
hasznaltdk. Erre utal, hogy a hetes szam Kkitiintetett szerepet jatszott
naluk. A hébereknél a 7 a teljességet jelképezte: 7 1élek = minden 1€lek.
Kiilonosen a Biblidban, a Jelenések konyvében fordul el sokszor a
hetes szam: 7 pecsét, 7 trombita, 7 mennydorgés, 7 haragpohar, 7
gyiilekezet, a Baranynak 7 szarva €s feje, Istennek 7 szeme.

A tizenkettes szamrendszer emlékei élnek a ,tucat” és a ,nagytucat”
szavakban, az év 12 honapra tagolasdban €s a nappal meg az €jszaka 12
Ordra valé osztdsdban, valamint az angolszdsz mértékegységekben. A
tizenkettes szdmrendszer haszndlatira utal néhdny nyelvben, hogy az
els6 12 szdmnak 6ndall6 neve van. A németben pl. 11 — elf, 12 — zwdlf, és
csak 13-t6l kezdve kapcsolodik a szamnévképzés a szdmrendszer
alapszdmahoz: 13 — dreizehn, 14 — vierzehn. Hasonl¢ jelenség figyelhetd
meg az angolban is.

A hiszas szdmrendszer a majdkndl és a keltdkndl alakult ki
legjellegzetesebb formdjaban. Mexikoban és Kozép-Amerikdban még
ma is haszndljdk a csillagdszatban. Nyelvi emlékei élnek a francia, a dan,
az angol, a gael és a walesi nyelvben. A francia pl. a nyolcvanat ma is
négy-husz alakban fejezi ki: quatre-vingts.

A hatvanas szdmrendszer, ahonnan az 6ra 60 percre, és a perc 60
masodpercre valé osztdsa, valamint szogmérésiink rendszere is ered, a
babildniaiaktdl szarmazik (Filep-Bereznai, 1999).

3.3. SZAMIRASOK

A szémfogalom kialakulasat kovetden a tarsadalom fejlédésének egy
bizonyos fokdn mar nem volt elég, hogy az ember a kiilonbozd
halmazok elemeit meg tudta szdmolni. Sziikségessé valt, hogy a
szamadatokat feljegyezzék, meg0rizzék. RoOgzitésiikre kiilonbozo
modozatok jottek 1étre.
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— Rovas, csomodzas

A szdmok rogzitésének legismertebb kezdetleges eljardsai a rovédsok
vésése csontra, botra, csomokotozés zsindrra, kavicsok Otos, tizes
csoportokba rendezése (Filep-Bereznai, 1999).

A csom6zds mddszere a kinaiakndl az emlékeztetés legrégibb formdja
volt. N&dbol vagy kdkdbdl készitett zsinegre kakibol vagy
gabonaszalmédbol csomokat kotottek, és ezt a csomodzott zsindrt a
szamadatok rogzitésére hasznaltik.

A csomozas az inkaknal igen magas fokot ért el, és nagy jelentdségre tett
szert. Ez volt az egyetlen irasféleségiik és szamrogzitési modjuk is. A
quipu egy alapzsindrbdl és kiillonboz6 szinii rakotdzott fonalakbol allt. A
szinnek, a hosszusdgnak, a csomok szdmdnak €s egymdstol vald
tavolsaganak mind kiilonds jelentdsége volt. A csomdk egyeseket,
tizeseket, szdzasokat jelolhettek, igy tehat a tizes szdmrendszer
hasznélatdrol tantiskodnak.

Rovésok 5-0s csoportokban A 4456 szdm 4dbrazoldsa a quipun
(Klix, 1985) (Filep-Bereznai, 1999)

— Hieroglif szamirdsok

Az 6kori Egyiptomban kb. i.e. 3000 évvel kezdett kialakulni a hieroglif
irds (képirds, piktografikus irds), ez jellemezte a szdmirdst is. Az
egyiptomi szdmirds a tizes szdmrendszeren alapul, de még nem jelenik
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meg a helyi értékes irdsméd, az 1, 10, ..., 1 000 000 szamok jelolésére
rendre a pélca; cipd (halom); kigy6 (zsinor); 16tuszvirdg; naddkéve (ujj);
ebihal (béka v. madar); térdepld istennd (a korlatlan tér istene) stilizalt
rajzait hasznaltak:

ne 3 A\

110 100 1000 10000 100000 1000000 (Konfar, é.n.)

nellod

Az iras iranya idével valtozott, a Rhind-papiruszon mar vizszintesen
jobbrdl balra az Osszeadasi elvnek megfeleléen kell olvasni (additiv
rendszer), amelyet az aldbbi példdval mutatunk be:

| Qe
o= Il (ANN X

(Klix, 1985)

I

A romai szamirds elve is hieroglifikus. A szdmjegyek eredetét nem
ismerjik pontosan. Kialakuldsukat tobbféleképpen magyardzzak,
egyesek etruszk eredetlinek tartjdk, masok kézjelekre vezetik vissza
(Filep-Bereznai, 1999). A jegyek az 0©t0s és a tizes szdmrendszer
keveredését mutatjak.

(Konfar, é.n.)

A mindennapi élet néhany teriiletén napjainkban is hasznélatos szamjel-
készlet a kovetkezo:

5 10 S0 | 100 | 500 | 1000
| ¥ X L C D M

Az egyiptomi és romai szdmdbrdzoldsokat  Osszehasonlitva
megallapithatd, hogy a sorba rendezés és csoportositds nagy
hasonlésagokat mutat (Klix, 1985):
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egyiptomi r6mai
1 ARRRRIARY sorba rendezés V=TI =V 1
L
10 n csoportositas X 10
nNNNNNNNNN sorbarendezés | | =XXXXX ~ XXXXX=L LR
g
100 9 csoportositds & 100
9999999999 | sorarendezés| [=CCCCC CCCCC=D 500 x2
1000 g . csoportositds C | ) 1000
$I3SIELI8S | somarendezss | w-compxmpaxiy  axpaxpam-» 5000 x2
10000 m csoportositds ((l» 10000
A szamitdsok elvégzésében azonban mindkét szamabrizolas

koriilményes és nehézkes. Ebben mind a babiloni, mind a késébbi gorog
szamdabrazoldsoktdl elmaradnak. A gyakorlati jellegli szdmolasokat
példdul a romai szamolomesterek a szdmoldtabla (abacus) segitségével
végezték. A hindu-arab szamirasmadd elterjedéséig, s6t még tobb helyen
ezutan is, az abakusz kiilonbozé valtozataival szadmoltak egész
Eurdpaban.

Kiilondsen népszerti volt a vonalas szdmol6tdbla és a szamolds
vonalakon. Egy asztalra keresztben négy vonalat huztak, és azokat
kozépen egy vonallal hosszdban kettévalasztottdk. A legals6 vonalra az
egyesek, a masodikra a tizesek, a harmadikra a szdzasok, a legfelsére az
ezresek keriiltek. Az els6 és masodik vonal k6zé az 6t6sok, a masodik és
harmadik k6zé az Otvenesek, a harmadik és negyedik kozé az
Otszazasok. A tablan korongokkal szamoltak. Eldszor kiraktak a
miiveletben szerepld szamokat, majd egyesitették Oket (ezt nevezték
»egybevetésnek”). Ezutin kovetkezett a ,tisztazas”, amely azt jelenti,
hogy amit lehetett, bevaltottak nagyobb egységre:

ezresek . . s e
.
szazasok - 88 S5555 88 +88
. . L 1]
tizesek o e o
K | ] ] ™
egyese
1450 2378 3828
dsszeadanddk egybevetés tisztazas

Osszeadds a vonalas szdmolétébla segitségével (Filep-Bereznai, 1999)
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A tisztazds eredményét leolvastdk és kiirtdk szamjegyekkel.

A szdmol6tabldhoz hasonlé eszkoz (helyiérték-tablazat), és a fent leirt
moédszer jol haszndlhaté a szdmrendszeres gondolkodds kialakitdsara
(lasd késobb); alkalmas az alsd tagozatos matematikaoktatisban a
gondolkodds cselekvéssel valo reprezentdcidjdnak megvaldsitasara.

— Alfabetikus szamirasok

A helyi érték nélkiili szdmirasok masik nagy csoportjit az alfabetikus
szamirasok jelentik. Az i.e. 1800-1500 koriil a foniciaiak 4ltal kialakitott
betliirds rendszere gyorsan elterjedt eldszor a szomszédos népek
korében, majd szélesebb korben is. A szamok betiikkel valo
lejegyzésének oOtlete valosziniileg a héberektdl ered. Ezt a szam-
frdsmodot hasznaltdk az 6kori gorogok is. Sok mds nép is kialakitotta a
sajat alfabetikus szamirasat, igy példdul a szldvok, a koptok, az arabok,
az 6rmények és a grizok.

Le. 500 utdn a gorogok altalaban betliszamjegyeket hasznaltak. Az els6
kilenc betli az egyeseket, a masodik kilenc a tizeseket jelolte, ezutdn
jottek a szazasok. Vesszdvel ellatott betlik voltak az ezresek.

a £ v 3, g, X, & f, U,

1 2 3 4 5 6 7 8 9

K X, Ay B, ¥, & o0, T, G,

10 20 30 40 50 60 70 80 90

& O T YV @ Y ¥ A

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Ogordg szamiras az ion iras kisbetiiinek alkalmazasaval (Sain, 1986)

A pozicids irdsmdd hidnya egy tovabbi kognitiv bonyodalmat is okozott.
Olyan feladat, mint a 4x10 kiilonbozik a 4x100 Osszeszorzdsinak
feladatatol.

— Helyi értékes szamirdsok

A helyi értékes szamirdst el0szor a babiloniaiak hasznaltdk. Errdl
ékirdsos agyagtablak tantskodnak, amelyek koziil elsoként két i.e. 2300-
1600 koriil késziilt matematikai tdblan fedezték fel a hatvanas helyi
értékes jelolést.

Az agyagtédbldkon irondd segitségével hoztik 1étre az ék alaku jeleket.
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1 10 60 600 | 3600
Régebbi D @ O
sumér kor D O
Uj
jelek > ( v

su lL'l]lJ:rbll\)O r Y < Y k ¢'

Szamjelek hatvanas rendszerben (Konfar, é.n.)

Az djabb jelolésben mar az 1-nek és a 60-nak ugyanaz volt a jele - a 60-
at egy nagy egységnek tekintették. Ez a helyi értékes irdsmodhoz az
elsd, s talan a legfontosabb 1épés.

Egytdl tizig az egyiptomi szamirdshoz hasonldéan rendezték el az
egységet: legfeljebb hdrom egységet rajzoltak egymés mellé, maximum
harom sorba, €s ugyanigy jartak el a tizesekkel is - 59-ig. A 60-at és a
60-ndl nagyobb szamokat a helyi érték elvének megfelelden jelolték, de
a helypo6tlo nulla alkalmazasa nélkiil.

Y J17 13y
A A A4 B 4 4
YT YYY
4 5 8 9
7Y
<<<$$$ iéf%;,;
37 59

Sumér szamiras (Konfar, é.n.)

A sumér szadmirdsban tehdt 59-ig még a nem helyi értékes 10-es
szamrendszerrel, nagyobb szdmok esetén pedig mér a helyi értékes 60-as
szamrendszerrel irtdk a szamokat.

A szamok nagysagrendjét a szovegbdl kellett kikovetkeztetni. Igy
elkeriilhetetlenné valt a O jelének a bevezetése, ezt két egymas ald
helyezett 10-essel jelolték:

<<$$ = L

24602+ 0-60 + 53-1 = 86400 + 53
A 0 jelolése (Konfar, é.n.)

A lejegyzés azonban mégsem volt egyértelmii, mert a szdm végi nulla
helyett nem alkalmaztdk ezt a jelet. (A szdmdbrizoldson ezt az utolsé
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3. TORTENETI ATTEKINTES

simitdst az indiaiak végezték el, és majd csak az arabok hoztdk el Dél-
Eurépaba a kozépkor folyamén.)

A kovetkez6 jelek: Yf 4 j (1,0,4) példaul egyarant jelenthették a 3604-
et és a 60's-o6tis. (10dgp = 1-60>+0-60" +4-60° =3064
10,460 = 1-60" +0-60° +4-607" =60 */ = 60 '/;5)

Ezt a jelolésmodot a lebegOpontos szamdbrazolds Osi formajanak
tekinthetjiik.

Huszas alapszamu helyi értékes szamrendszert hasznaltak a majak. A
szamokat haromféle jellel dbrazoltdk: a nullit egy kagylo jele, az egyes
szamot egy pont, az 6t0s szamot egy vizszintes vonds jelezte.

o 1 2 3 4

@ L] e 080 080

5 6 7 8 9
e  se ses seee

10 11 12 13 14
L

15 16 17 18 19

Maja szamjelek (Sain, 1996 alapjan)

A tobbi szamot ezek kombindcidjaval, helyi értékiik figyelembevételével
fejezték ki. A helyi értékek fiiggdlegesen, alulrdl felfelé épiiltek fel. A
19 feletti szamokat 20 hatvanyai alapjan fejezték ki egymads folé irva.
Példaul a 33-as szamot ugy irtak le, hogy feliil egy pont jelképezte a mi
tizes szamrendszeriink szerinti 20-at, az alatta 1évd (képzeletbeli)
mezOben pedig a két vonas kétszer 6tot, felette a harom ponttal dsszesen
13-at. 202, azaz 400 felett Uj sort nyitottak feliil, amelyben egy pont mér
400-at jelképezett.

400-asok

20-asok

1-esek = 2222 —
33 429 5125

Maja szamiras
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A tizes szamrendszer és a helyi érték egylittes haszndlata és ennek sordn
a nulldnak mint szdmjegynek a bevezetése a hindu matematika érdeme
(i.sz. 500 koril). Mai szdmirasi modszerliink egyértelmiien innen
szarmazik, csak a szdmjegyek forméja véltozott az id6k soran:

—==¥h|er6 2

brahm/i

wzzwu'cyrma
hindu

razx c5)6 729

arab

/72 386 |6"4\87¢;

europei (15.sz)

1t3+5\6739o

Ourer

A hindu szdmjegyek alakjdnak vdltozasa (Marko, 1996)

A hindu matematika eredményei arab kozvetitéssel keriiltek Eurdpaba.
A hindu szdmirasrol igy ir Laplace, a nagy francia tudoés:

»A hinduktol jutott el hozzank az a csoddlatos szamirdsi rendszer,
amelyben minden szam felirhato tiz jellel azéltal, hogy minden jelnek
alaki és helyi értéket tulajdonit. Ez a nagy jelentdségli és zsenidlis
modszer olyan egyszerlinek tlinik, hogy emiatt fel sem tudjuk fogni
igazéan a nagyszertiségét. De éppen egyszerlisége és a miiveletek nagyon
konnyli elvégezhetosége helyezi ezt az aritmetikai rendszert a
leghasznosabb felfedezések sordba” (idézi: Filep-Bereznai, 1999).

E rovid torténeti attekintésben kiemeltem a helyi értékes szamrendszerek
fogalmanak kialakuldsdhoz vezetd legfontosabb problémakoroket,
amelyek véleményem szerint az oktatds sordn is jelentds szerephez kell,
hogy jussanak: a csoportositds oOtlete, a tobbféle alapszdm szerinti
csoportositds jelentdsége, a csoportositasok lejegyzésének kiilonb6zo
lehetdségei, kiilonds tekintettel a pozicids irdasmod szabalyaira, a nulla
jelolésének szerepére.
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4. MATEMATIKAI ES INFORMATIKAI HATTER

Minden tantdrgy oktatisanak eredményességét nagymértékben
befolydsolja a szaktandr szaktirgyi felkésziiltsége. Pontosan tisztdban
kell lennie az adott témakorhoéz tartoz6  alapfogalmakkal,
Osszefiiggésekkel, és azzal is, hogy a tdrgyalt Osszefiiggések, képletek
milyen fogalmakbdl kiindulva, milyen logikai lépésekkel, hogyan
¢pithetdk fel. Ebben a fejezetben arra vallalkozom, hogy a
szakmodszertani  vonatkozasok targyalasa elott a helyi értékes
szamrendszerekre és a szdmitdégépes szamabrazoldsra vonatkozo
alapfogalmakat, alapdsszefiiggéseket 0sszegytijtsem.

4.1. HELYI ERTEKES SZAMRENDSZEREK

A szamrendszer elnevezés a szdimok megnevezésének és lejegyzésének
modjét jelenti. A hétkoznapi széhaszndlatban legtobb esetben a helyi
értékes szdmdbrazolast értjiik a szamrendszer kifejezés alatt. Példaul:

»A természetes szamoknak olyan rendszere, amelyben a szdmsor az
alapszdmok (pl. 1-10) sordval meghatdrozott egységekre tagolddik; ezek
az egységek tovabb szamolva ismét nagyobb egységet alkotnak, s igy az
egységek Osszegével a szdmsor barmely tagja meghatdrozhat6” (A
magyar nyelv értelmezd szotara, 1966, p.74).

»A szdmoknak valamely természetes szam hatvanyaibol felépitett
rendszere” (Juhdsz et al. 2003, p.1222).

Definicio

Az r alapu helyi értékes szamabrazolast (vagy r alapi szamrendszert) a
kovetkezd szabaly definidlja:

o0
—-_— = = _ i 2 -1 -2
(..aaaya_a,..), = Zal.r =-tay tar+a,tar +a,r+---

i=—w

2 2 . 2 "
— Az r szdm a szadmrendszer alapszama®. A legegyszeriibb
szamrendszerek esetén a szdmrendszer alapszdma 1-nél nagyobb r
természetes szam.

— Az g; természetes szamokat a 0 <ga, <r tartomanybdl valasztjuk. Az

a. jelek a szam szdmjegyei, vagy szdmjelei.

? radix = gyokér, t6
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— Az q, 4dltal jelolt a, szdm a szdmjegy (szamjel) alaki értéke.
— Az r' hatvany a szamjegy (szdmjel) helyi értéke (i =0,£1,42,...).
— az ar' szorzat a szdmjegy (szdmjel) valodi (tényleges) értéke.

0
- Zair’=-‘-+a2r2+a1r+ao+a71r71+a72r72+~~ Osszeg a szam

i=—0

valddi (tényleges) értéke.
— Az apés a; kozott levo pont (.) a szamrendszer alappontja.

Megjegyzések

Ha az alapszam 10-nél nagyobb (de nem nagyobb, mint 36), akkor a 9-
nél nagyobb szamjegyeket gyakran az angol abc nyomtatott
nagybetiiivel jeloljik (A, B, C, D, ...).

Azt szoktuk mondani, hogy egy nagyobb i értékhez tartozé a; szdmjegy
magasabb helyi értékii, mint egy kisebb indexhez tartozd. Az alappontt6l
balra (jobbra) esé legnagyobb (legkisebb) helyi értékii 0-tol kiilonbozd
szamjegy elél (mogiil) —ha egyaltalan ilyen van— elhagyjuk a 0
szamjegyek irasat, ha pedig csupa 0 szamjegy talalhaté az alappontt6l
balra (jobbra), csak egyet irunk le beldle.

Ha r=10, akkor tizedespontrdl, az r=2 esetben pedig iddnként
kettedespontrél beszéliink. A legtobb eurdpai orszdgban ma még
tizedesvesszOt (,) irnak a tizedespont helyett, mégis a szamitdogépes
gyakorlatban a pont haszndlata az egyeduralkod6é (Knuth, 1994).

A hétkoznapi életben 4ltaldban a tizes, az informatikdban gyakran a
kettes, sokszor a nyolcas és tizenhatos szamrendszereket haszndljuk.

Az éltalunk jol megszokott tizes szdmrendszer az az eset, amikor r értéke
10, és az a,-keta 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 decimdlis szdmjegyek koziil
vélasztjuk; ebben az esetben az (1) formula r indexét elhagyhatjuk.

A kettes szamrendszer alapszama 2, szamjegyei a 0 és az 1, rendre 0 és 1
alaki értékkel.

A nyolcas szdmrendszer alapszdma 8, szamjegyei O, 1, ..., 8 rendre 0, 1,
..., 8 alaki értékkel.

A tizenhatos szdmrendszer alapszama 16, szamjegyei O, 1, ..., 9, A, B,
....,Frendre 0, 1, ...,9,10, 11, ..., 15 alaki értékkel.
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4. MATEMATIKAI ES INFORMATIKAI HATTER

— Egészrész, tortrész értelmezése

Legyen r>2 természetes szam. Ekkor tetszéleges v>0 valds szdm
felirhato az r  alapat  helyi  értékes szamrendszerben
v=(a,a,,..a,aa,a,d,..), alakban, ahol 0<a, <r-1 természetes

szdmok minden i = n, n-1,... esetén, és a, #0,ha n>1.

A v valés szam egészrésze: [v]= (a,a,..a,aa,0),, tortrésze:
{vi=0a,a,a,..),.

Egyéb szamrendszerek

Az eldzbekben targyalt r alapi szamrendszeren kivill még szdmos
specidlis véltozat lehetséges.

— Negativ alapu, ahol az alapszam negativ egész; pl. ,,negadecimalis”
(-10) alapu szdmrendszer. Ebben a szdmrendszerben minden szdm
felirhato eldjel nélkiil, fiiggetleniil attdl, hogy pozitiv vagy negativ.

— Komplex alap szerinti szdmrendszerek, pl. 2i alapu ,,quarter-
imaginaris” szamrendszer, amelyikben minden komplex szam
kifejezhet6 a 0, 1, 2, 3 szamjegyek segitségével, eldjel nélkiil.

— ,.Kiegyensulyozott ternaris” szamrendszer, ahol az alapszdm 3, és a —
1, 0, és +1 Un. , trit”-eket (terndris szdmjegyeket) haszndljuk a 0, 1, és 2
helyett.

— Vegyes alapu szdmrendszerek, pl. a hétkoznapi életben hasznalt hét,
nap, ora, perc, masodperc iddmennyiségek jelolésére hasznalt rendszer.

A felsoroltakon kiviil szdmos mds szdmabrdzoldsi rendszer lehetséges,
pl.: binomidlis szdmrendszer, Fibonacci szdmrendszer, irraciondlis
alapszdmu szdmrendszer, ¢ szamrendszer, moduldris szamdbrazolas
(Knuth, 1994), melyek bemutatdsa tilmutat ennek a dolgozatnak a
keretein.

4.2. ATTERES EGYIK SZAMRENDSZERBOL A MASIKBA

A kiilonbozd alapszamu helyi értékes szamrendszerek kozotti atvaltas
(konverzid) algoritmusai koziil a legtobb szakirodalom azt az esetet
targyalja, amikor az atvaltandé szam 1j szdmrendszerbeli szamjegyeit az
alapszdmmal val6 euklideszi osztdsok sorozatdval, a helyi értékek
novekvod sorrendjében allitjuk eld (pl.: Szendrei, 1986). A tovabbiakban
ennek az algoritmusnak a tdrgyaldsdval egyiitt bemutatjuk azt az
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algoritmust is, amelyben az euklideszi osztidst nem az alapszdmmal,
hanem annak jol meghatarozott hatvanyaival (a megfeleld helyi
értékekkel) osztjuk. Kitériink arra a specidlis esetre is, amikor az egyik
szamrendszer alapszdma a madsik szamrendszer alapszamanak pozitiv
egész kitevdjli hatvanya.

— Az atvaltés algoritmusai

Legyen v >0 az R alapt szdmrendszerben adott szdm. Hatdrozzuk meg
v szdmjegyeit az r alapi szdmrendszerben, R alapd aritmetika
alkalmazdsaval.

1. modszer

1.1. El8szor v egészrészének hatdrozzuk meg a szamjegyeit: [v]
felirhat6

n n—1
ar'+a, " +---+ar+a,
alakban, ami atalakitva
(..(a,r+a, Jr+a, ,)r+...+a)r+a,.

Végezziink tehat r-rel ismételt maradékos osztast; a maradékok rendre —
novekvd helyi érték szerint— adjdk az r alapi szdmrendszerbeli
szamjegyek alaki értékeit:

[vlI=v,r+a,
v, =Vv,r+a,

V, = V3I’+612

v,,=v,r+a,,

v,=0r+a,

1.2. Most hatarozzuk meg v tortrészének szamjegyeit:
{v} felirhat6 a_lr_l +a_2r"2 +--- alakban.

Ekkor tehat {vir=a_, +a_2r"l +---, ahol {v}regészrésze a_,, tortrésze

pedig a_r™" +---.
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4. MATEMATIKAI ES INFORMATIKAI HATTER

Szorozzuk tehat r-rel mindig az el6z6 1épésben nyert szorzat tortrészét; a
szorzatok egészrészei szolgaltatjak rendre — csokkend helyi érték szerint
— {v} ralapt szdmrendszerbeli szdmjegyeinek alaki értékeit.

Mivel a miiveleteket az eredeti (R alapid) szamrendszerben végeztiik el,
az eljards eredményeként kapott szamjegyek alaki értékeit is ebben a
szamrendszerben nyertiik. Ezutan a szamjegyek alaki értékeit jelolo r
alapu szamrendszerbeli szdmjegyeket beirjuk az alaki értékek helyére,
megkapva v r alapu szdmrendszerbeli alakjat.

2. modszer

Keressiik meg azt az r" értéket, amelyre igaz, hogy r" <v <r"*.
Végezziik maradékos osztasok sorozatat a kovetkezdok szerint:
v=v,1r"+gq,
m—1

9o =V T4

m—2
4 =V, tq,

Az ismételt maradékos osztdsok sorozatdban r hatvinyainak egyiitthat6i
rendre —csokkend helyi érték szerint— adjdk az r alapd
szamrendszerbeli szamjegyek alaki értékeit.

Specidlis esetek

Tegyiik fel, hogy r alapii szamrendszerb8l kell R=r* (k>1) alapi
szdmrendszerbe atvéaltanunk.

Ekkor
n n—1 -1 -2
v=a,r +a,r +..tar+a,ta,;r +a,r +---=

=b R"+b, R"" +..+bR+by+b R +b R+,

ahol b =a,, r"'+a,, " +. . +ar+a,, azaz az R alapi

k+

szamrendszer mindegyik szdmjegye az r alapi szdmrendszer
szamjegyeinek k tagu csoportjara konvertalhat6 €s viszont.
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4.3. SZAMABRAZOLAS SZAMITOGEPEN

A fejezetben a szdmok szdmitégépes dbrazoldsdnak azon mddjaival
foglalkozunk, ahol a szdm kettes szamrendszerbeli alakjabdl indulunk ki.
Kiilonb6zd szamitdgép-architektirdk timogathatjdk tovabba a tizes vagy
tizenhatos szdmrendszerekben torténd szamabrazolast is, amely hasonld
moédon torténik.

Lényeges szempont, hogy a fizikailag véges szamu pozicion abrazolhaté
szamok intervalluma vagy pontossdga minél nagyobb, kédolt alakjuk
pedig aritmetikai miiveletek végzésére alkalmas legyen.

A raciondlis szamok szamitégépen vald d&brazolasdnak alapvetden
kétféle technikdja van:

- fixpontos: a szdmabrizolas sordn a szamitogép az alappont helyét nem
tarolja, a programozé feladata, hogy ezt szdmon tartsa, és a muveletek
végzése soran nyomon kovesse;

- lebegdpontos: a szamabrazolas soran taroljuk az alappont helyét, és az
dinamikusan valtozik (,,lebeg”) a programozas soran.

A dolgozatban részletesebben a fixpontos dbrazolds két legelterjedtebb
formdjat, a kettes komplemens, illetve a tobbletes kodolas elvét
targyaljuk.

FIXPONTOS GEPI SZAMABRAZOLAS

A fixpontos szdmdbrazolds targyaldsa sordn — mivel az alappont helyét
majd a programozé koveti — az dbrdzolandé szdmokat az egyszeriiség
kedvéért egészeknek tekinthet;jiik.

n biten két jellel 2" kiilonb6z6 jelsorozat adhatdé meg. Ezekkel a
jelsorozatokkal dbrazolhatjuk a kiilonb6z6 egészeket.

— Abrazolas eléjellel és abszolut értékkel
1 biten a szam eldjelét adjuk meg kodolva, n — I biten a szdm abszoltit
értékét abrazoljuk eldjel és kodolas nélkiil. Az ébrazoléasi tartomany:

—(2"' =1 <v<2"'—~1. A mddszer eldnye, hogy a hétkdznapi
gyakorlatnak megfeleld, az 4brazolasi tartomany szimmetrikus a 0 kortil,
hatrdnya, hogy a 0-nak két kiilonb6z6 kodja van (£0).
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4. MATEMATIKAI ES INFORMATIKAI HATTER

—  Abrazolis kettes komplemens kédoléssal
A v szam kettes komplemens kédja n biten a kovetkezo:

v ha 0<y<2"' 1,
V= (1

2" +v ha-2""<v<0,

€s ha a v szdm kettes szamrendszerbeli alakja kevesebb, mint n
szamjegyet tartalmaz, balr6l kiegészitjiik 0-dkkal. Az 4brdzolasi
tartomany: —2"" <y <2"" —1. Az 4abréazolas elénye, hogy a bal sz¢&lsé
bitbdl (bar ez nem eldjel) leolvashatd az eldjel, a kodolas/dekddolds
pedig egyszerlien megvalosithatd. Hatranya, hogy nem szimmetrikus.

— A kettes komplemens 0sszeadds

A kettes komplemens kédok 0 <x,y<2" —1 egész szdmok. Az dbrazolt
szdmok 0Osszegének kiszamitdsdhoz ezekkel a kddokkal kell miiveletet
végeznlink; olyan miiveletet, amelynek eredményeként épp az abrazolt
szamok 0sszegének kettes komplemens kodjat kapjuk.

Definicio

Legyenek 0<x,y<2" -1 egész szdmok. Definidljuk kozottik a
kovetkezé milveletet:

x®y = (x+y)mod?2" (2)
A @ miivelet neve: kettes komplemens 0sszeadas.
Tétel
Legyenek -2 <y, v< 2" 1,
Ekkor ha 2" <y+v<2tt -1, 3)

~ ~ ——
akkor uPv=i+v,

azaz két kettes komplemens kodban abrdzolt szdm kettes komplemens
Osszege megegyezik a két szdm Osszegének kettes komplemens
koédjéaval, ha a két szdm Osszege az abrdzolési tartoményba esik.
Bizonyitds
A)Ha 0<u,v<2"'—1ésu+v<2'-1,
akkor (1) szerint: u=u,v=v és U+ v=u +v,
tovabba (2) szerint: u @ v =(u + v )mod 2"

u®dv

De tt=u,v=v, ezért =(u+v)mod?2" =(u+v)mod?2"
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Mivel u+v<2",ezért (u+v)mod?2" =u+v,azaz u®v=u+v.

B)Ha 0<u<2""'—-1és —2""' <v<0, akkor (1) szerint:
u=u,v=v+2"
L — {u+v ha O<u-+v,
es u—+uv=
u+v+2" ha u+v<0.
(B.a) Legyen 0 <u+v, ekkor U4 0= u+v.
Tovéabba (2) szerint: u®@v=(u+v)mod?2" =(u+v+2" )mod?2" .
Mivel O<u+v ezért 2" <u+v+2", tehat
UOv=(u+v+2" )mod?2" =(u+v)mod?2" =u+v.

(B.b) Legyen u+v <0, ekkor U+ U=ut+v+2".

Tovabba (2) szerint: u®@v=(u+v)mod2" =(u+v+2" )mod?2".
Mivel u+v<0 ezért u+v+2" <2", tehat

Uu®v=(u+v+2" )mod2" =u+v+2".

C)Ha —2""<u,v<0 és —2"" <u+v, akkor (1) szerint:
u=u+2",v=v+2" és Ut v=u+v+2".

Tovabbd u®@v=(u+v)mod2" =(u+2"+v+2" )mod2" =
=(u+v+2-2" )mod?2" =(u+v+2" )mod?2".

Mivel u+v<0 ezért u+v+2" <2", tehat
u®v=(u+v+2" )mod?2" =u+v+2".

— Abrézolas tobbletes kédoldssal
A v szam tobbletes kodja n biten a kovetkezo:

v=v+2"", 4)
€s ha a v szdm kettes szadmrendszerbeli alakja kevesebb, mint n
szamjegyet tartalmaz, balrol kiegészitjiik 0-akkal. Az abrazolasi
tartomdny: —2""' <v<2"" —1. Az 4brazolasi mod elénye, hogy a bal
sz¢Is6 bitrdl leolvashaté az eldjel. Hatranya, hogy nem szimmetrikus.

— A tdbbletes Osszeadas
A tobbletes kédok is 0 < x, y <2" —1 egész szdmok. A tobbletes kodban

abrazolt szamok Osszeaddsdnak elvégzéséhez szintén sziikkség van egy
olyan, kdédokkal végzendd miiveletre, amelynek eredménye az 4abrazolt
szamok 0sszegének tobbletes kodja.
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4. MATEMATIKAI ES INFORMATIKAI HATTER

Definicio
Legyenek 0<x,y<2" -1 egész szdmok. Definidljuk kozottik a
kovetkezé miiveletet:

xHy=(x+y+2"" )mod?2" (5)

A ' muvelet neve: tobbletes 6sszeadas.

Tétel
Legyenek -2 <y, v< 2" 1,
Ekkor ha 2" <yu4v<2m 1,

akkor BV =uT v (6)

azaz két tobbletes kodban dbrazolt szdm tobbletes Osszege megegyezik a
két szam Osszegének tobbletes kodjaval, ha a két szdm Osszege az
abréazolési tartomanyba esik.

Bizonyitads

Ha —2 <y <2 1L és =2 <u+v<2t -1

akkor  (4)szerint: # =u+2"",v=v+2"" és ¥ v=u+v+2"" ,

tovabba (5) szerint: & ¥ v = (a+v+2"" )mod2" =
=(u+2"" +v+2"" +2"" ymod 2" =
=(u+v+2""+2-2"" )mod 2" =
=(u+v+2"" )mod 2"

A)Legyen O<u+v<2"" -1,
ekkor (u+v+2"" )mod 2" =u+v+2"", mert O<u+v+2"" <2"

B) Legyen —2""' <u+v<0,
ekkor (u+v+2"" )mod2" =u+v+2"", mert 0<u+v+2"" <2""

—_——

Tehdt i ' v = u+v+2""' =u+ v.

A kettes komplemens €s a tobbletes kddoldssal kapcsolatos tovébbi
megfontoldsokat most nem tesziink.
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LEBEGOPONTOS GEPI SZAMABRAZOLAS

A lebeg6pontos szdmabrazolas lehetové teszi a valos szamok kezelését
véges tdrhely esetében. Szadmos szdmdabrazoldsi rendszer létezik a
lebegépontos szamok kezelésére, de a legelterjedtebb az IEEE 754
szabvany. LebegOpontos szamabrizolds esetén a

v=240m-2"

alakban felirt valos szam eldjelét (£), tortrészét (m: mantissza), és a
kitevojét (k: karakterisztika) tartjuk nyilvén.

Normalizaltnak neveziink egy szamot, ha m elsd szamjegye 0-tdl
kiilonbozik. A tortrészt nem kodoljuk, a kitevot rendszerint tobbletes
kédban tartjuk nyilvén.

Tegyiik fel, hogy n bit 4ll rendelkezésiinkre a tortrész és [ bit a kitevd
abrazolédsara. Ekkor az 4brdzoldsi tartomany:

0.1),-27" <p[<(0.1..1),-2" .

Ebben a fejezetben azokat az alapvetd fogalmakat és Osszefiiggéseket
tekintettem at, amelyekre a szakmoddszertani vonatkozdsok kifejtése
sorédn épiteni fogok.
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5. TANTERVI ELOIRASOK

A kozoktatds tartalmdt szabdlyoz6 dokumentumok (alaptantervek,
kerettantervek) attekintése, tartalmi elemzése soran arra a kérdésre
kerestem a vdlaszt, hogy a helyi értékes szdmrendszerek témakor
hogyan, milyen hangsillyal szerepel ezekben a dokumentumokban;
elvarhat6-e a hallgatoktél a szdmrendszer-fogalom alkalmazdoképes
tudésa.

5.1. A TARTALMI SZABALYOZAS SZINTJEI: NEMZETI
ALAPTANTERYV — KERETTANTERYV — HELYI TANTERV

A magyar oktatdsiigyben a tartalmi-tantervi szabalyozas haromszintli. A
legmagasabb szinti dokumentum a Nemzeti Alaptanterv. A masodik
szintet a kerettantervek, a harmadikat pedig az iskoldk helyi tantervei
képviselik. A tovabbiakban eldszor a NAT, majd harom, a dolgozat
megirdsdnak idOpontjaban érvényben levd kerettanterv eldirdsait
tekintem 4t a szdmrendszerek témakorre vonatkozéan. A helyi tantervek
minimalis mértékben kiilonboznek a kerettantervektol, ezért azokat nem
vizsgdlom.

5.2. A SZAMRENDSZEREK TEMAKOR A NAT-BAN

A NAT a kimenet fel6l szabdlyozza az iskolai munkdt: nem
korvonalazza pontosan, évekre lebontva a tananyag egészét. A dolgozat
megirasdnak idopontjaban érvényes valtozat a NAT 2007, amelyben
tartalmi vonatkozdsok tekintetében az el6z6 valtozatokhoz képest
tovabbi hangsulyt kaptak az dltaldnos és kiemelt fejlesztési feladatok, a
kereszttantervek. A dokumentum minden miiveltségteriiletre vonatkozo
elvekként tartalmazza a kulcskompetencidkra vonatkoz6 tartalmakat. A
kovetkezOkben a NAT 2007 helyi értékes szamrendszerekhez
kapcsolddd elemeit tanulmdnyozom a matematika és az informatika
miiveltségteriileteken. Mivel a dokumentum nem irja elé a konkrét
tanitandd ismeretanyagot, a témakoOrre vonatkozd eldirasokat a
kulcskompetencidk  tekintetében, ¢és  mindkét miveltségteriilet
célrendszerében illetve fejlesztési feladatainak rendszerében vizsgdlom.
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NAT — kulcskompetencidak

A NAT-ban megjelend kulcskompetencidk alapjat a Recommendation of
the European Parlament and of the Council of 18 December 2006 on
Key Competences for Lifelong Learning (2006/962/EC) cimi
dokumentum képezi. A kilenc kulcskompetencia-teriilet k6zott mind a
matematikai, mind a digitdlis kompetencia szerepel. Tekintsiik at, hogy
konkrétan mely teriileteken kapcsolddhat a helyi értékes szamrendszerek
témakor ezekhez a kulcskompetencidkhoz:

A matematikai kompetencia fogalmdnak meghatdrozdsdban a
dokumentum kiemeli a matematikai gondolkodds fejlesztésének és
alkalmazdsdnak képességét, valamint azt, hogy a matematikai
kompetencia kialakuldsaban a folyamatok és a tevékenységek
ugyanolyan fontosak, mint az ismeretek. A kompetencia 1ényeges eleme
a matematikai modellek, struktiirdk alkalmazdsanak képessége is.

A széamrendszerek témakor oktatisdnak kiemelt szerepe lehet a
matematikai gondolkodds fejlesztésében tobbek kozott a kovetkezd
teriileteken: rendszerszemlélet kialakitdsa; analdgids gondolkodds
fejlesztése; algoritmikus gondolkodas fejlesztése.

A matematikai modellek, struktiirdk alkalmazasénak képessége fejlodik
azzal, hogy a témakor oktatasa sordn fejldddlkialakulé szdmrendszeres
gondolkodds a mindennapi életben hasznalt tizes szdmrendszerben vald
magabiztosabb eligazodast, alkalmazni tudést biztosit.

A témakor oktatdsdnak a komplex matematikatanitdsi kisérlet sordn
kidolgozott, majd az évek sordn tovdbbfejlesztett mddszertani
hagyomanyai — a témakor fogalmainak, miveleteinek kialakitisa soran
alkalmazott eszkdzok, a nagyrészt tanuldi tevékenységekre épiild
modszerek— j6l  képviselik azt az elvet, amely szerint a
matematikatanitds nem kizardlag az ismertek 4taddsat jelenti, hanem a
gondolkodds fejlesztésének eszkoze is.

A digitdlis kompetencia meghatdrozasdnak a témakor szempontjabol
egyik legfontosabb eleme az, amely az informdcids és kommunikécids
technolégia kritikus haszndlatdra vonatkozik. A  szdmitégépes
szamabrazolds egyik  kulcsfontossdgi  kérdéskore ugyanis a
szamabrazolas pontossdga. Az abrazolasi mod jelentdsen befolyasolja
azt, hogy a szamitdsok sordn kapott értékek mennyire pontosak, ezaltal
az adott programlalkalmazds eredményei mennyire megbizhatok.
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5. TANTERVI ELOIRASOK

NAT — alapelvek, célok

A NAT matematika miiveltségteriiletre vonatkoz6 alapelvei, céljai koziil
a helyi értékes szdmrendszerek témakor oktatasa soran a kdvetkezok
kertilhetnek el6térbe:

— A matematika kész tuddsrendszer, és sajitos emberi megismerési
tevékenység is egyben.

— A matematikai gondolkodas fejlesztése a matematika kiilonbozd
témakoreinek szerves Osszeépiilésével valdsithaté meg.

— A fogalmak, Osszefiiggések érlelése, a matematikai gondolkodasmaéd
kialakitdsa érdekében a tananyag felépitése spirdlis szerkezetd.

— A miiveltségi teriilet fejlesztésének kiemelt teriilete a biztos szdmolasi
tudas kialakitdsa.

— A matematikai fejlédés ¢és a tanuldsi folyamat soran alapvetd
jelentdségli a jelenségekhez illeszkedd modellek, gondolkodasmodok
(anal6gias, heurisztikus, becslésen alapuld, matematikai logikai,
axiomatikus, valdszinliségi, konstruktiv, kreativ stb.), modszerek
(aritmetikai, algebrai, geometriai, koordindta geometriai, statisztikai stb.)

és lefrasok kivalasztasanak és alkalmazasanak tudasa.

— Fontos a modellek érvényességi korének és  gyakorlati
alkalmazhatdsaganak eldontését segitd képességek fejlesztése.

— A reproduktiv és a problémamegoldd, alkoté gondolkoddsmaéd
fejlesztése egyarant 1ényeges.

— Az alapvetd tevékenységek (pl. mérés, alapszerkesztések), miiveletek
(pl. aritmetikai, algebrai miiveletek, transzformaciok) automatizalt
végzése, a matematikai ismeretek gyakorlati alkalmazédsa egyarant
fontos.

Az informatika miiveltségteriilet alapelvei, céljai koziil implicit médon
kapcsolddik a témakorhoz a megfeleld informécidszerzési, -feldolgozasi,
adattaroldsi, -szervezési €és -dtaddsi technikdk elsajatitdsdra vonatkoz6
cél. Bér a tanuldk tobbsége felhaszndldi szinten keriil majd kapcsolatba
az informdcidkezelési technikdkkal, fontos, hogy tapasztalatokat
szerezzenek a  pontossdggal, = megbizhatésdggal  kapcsolatos
vonatkozasokrdl, amelyek egy jelentés része a szamitogépes
szamabrazolas témakorével kapcsolatos.
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NAT — fejlesztési feladatok

A NAT a matematika miiveltségteriiletre vonatkozoan hét f6 témakorben

hatdrozza meg a fejlesztési feladatokat:

1. Tajékozodas (térben; idében; a vildg mennyiségi viszonyaiban)

2. Megismerés (tapasztalatszerzés; képzelet; emlékezés; gondolkodds; ismeretek
rendszerezése; ismerethordozdk hasznalata)

3. Ismeretek alkalmazasa

4. Problémakezelés és -megoldas

5. Alkotas és kreativitas: alkotds ontevékenyen, sajat tervek szerint; alkotdsok adott
feltételeknek megfelelden; atstrukturalas

6. Akarati, érzelmi, Onfejlesztd képességek és egyiittéléssel kapcsolatos értékek
(kommunikécio; egylittmiikddés; motivaltsdg; onismeret, onértékelés, reflektalds,
onszabélyozas)

7. A matematika épiilésének elvei

A témakorok koziil kettében (2. és 5.) szerepelnek a szdmrendszerekkel
kapcsolatos eléirasok. A Megismerés/Gondolkodds témakorben implicit

modon jelennek meg az elvardsok:
Absztrahalas, konkretizdlds (fogalmak megalkotdsa, besorolds adott fogalom
ald). Egyedi tapasztalatok, modellek; altaldnos tapasztalatok, univerzdlis
modellek értelmezése (pl. ujjszamolds; szdmrendszerek, kiilonféle szaimalakok,
kiilonféle alaka, de azonos értelmli kifejezések, allitdsok; miveleti
tulajdonsagok; szamolas miiveleti tulajdonsagok ¢€s kapcsolatok alapjan,
analdgidk segitségével).

Az Alkotds és kreativitdas témakor explicit modon tartalmazza az

elvarasokat:
1-12. évfolyam: Szdmrendszerek alkotdsa, szamrendszeres gondolkodds a
szamfogalom épiilésében.
5-12. évfolyam: A szdmrendszeres gondolkodds tudatositisa az irdsbeli
miveletek, szamrendszerfiiggd szamtulajdonsagok megértéséhez.

Az informatika miiveltségteriileten a fejlesztési feladatok szerkezete a

kovetkezo:
1. Az informatikai eszk6zok hasznalata
. Informatika-alkalmazdi ismeretek
. Infotechnolégia (problémamegoldds informatikai eszk6zokkel és médszerekkel)
. Infokommunikacié
. Médiainformatika
. Az informacios tarsadalom
. Konyvtari informatika
. Az elektronikus vasarlas szerepe a XXI. szdzadban

[eBEN e WV, N SRV I )

Ezen fejlesztési feladatok részletes lefrdsa kozott nem szerepel konkrétan
a szdmrendszerekre vonatkoz$ feladat. Indirekt mdédon tobbhoz is
kapcsolhatd, pl. az 1. és a 3. témakorokhoz. Az Informatikai eszkozok
haszndlata témakorben az 5-8. évfolyamon a leggyakrabban haszndlt
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5. TANTERVI ELOIRASOK

eszkozok mukodési elveinek bemutatasa és hasznalata, a 9-12.
évfolyamon az informatikai eszk6zok mukodése fizikai alapjainak
megismerése sordn keriilhet sor a kettes szamrendszer alkalmazdsara.

Az adott probléma megolddsdhoz sziikséges modszerek és eszkozok
kivdlasztdsa témakorben a szamrendszerekkel kapcsolatos tudnivalok a
jelek, jelrendszerek téma ismeretanyagdhoz kapcsolddhatnak, az
Algoritmizdlds, adatmodellezés témdban pedig az szdmrendszerek
kozotti atvaltdsok algoritmusai mint konkrét, szamitdstechnikdban is
alapvetd algoritmusok jelenhetnek meg.

A tartalmi elemzés alapjan megdllapithat6, hogy ahhoz képest, hogy a
helyi értékes szamrendszerek témakor ismeretanyaganak,
tevékenységeinek jelentds szerepe van a szamfogalom és a magabiztos
szamolasi  tudds képességének kialakitdsdban, a matematikai
gondolkodds fejlesztésében, valamint az informatikai alapismeretek
tekintetében, a NAT 2007 nem hangstlyozza megfeleléen a témakort.
Az eldirasok tulsdgosan tdg keretet adnak a kerettantervekben
megfogalmazandé konkrét ismeretanyag és tevékenységrendszer
meghatarozasdhoz.

5.3. A SZAMRENDSZEREK TEMAKOR A KERETTANTERVEKBEN

A tartalmi-tantervi szabdlyozds masodik szintjén a NAT szellemiségét
kifejezd, de anndl részletesebb utmutatist nyudjtd kerettantervek
taldlhatok, amelyek meghatdrozzdk a tantargyak rendszerét, az egyes
tantargyak idOkeretét (Oraszamat), a tananyag felépitését és felosztasat az
egyes ¢vfolyamok kozott, tovabba az adott szakasz befejezd
évfolyamanak kimeneti kovetelményeit.

A tovabbiakban harom kerettanterv szdmrendszerek témakoréhez
kapcsol6d6 anyagét tekintem at. Az elsd vizsgalt kerettanterv az Oktatési
és Kulturdlis Minisztérium® (tovdbbiakban: OKM) Kerettanterve
(Kerettanterv 2008a). Ez a tanterv kiindul6pont a tovabbi kerettantervek
elkészitéséhez. A mdsodikként az un. Hajdu-tantervet elemzem
(Czeglédy et al. é.n.) Ez az egyik legelterjedtebb matematika tankonyv-
csaladhoz (Hajdu-matematika) késziilt mintatanterv. A harmadik tanterv,
amit attekintek, a NAT 2007 kompetencia alapu szemléletét leginkabb

? Jelenleg Emberi Er6forrasok Minisztériuma (2013)
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tiikr6z6 kerettanterv, az Educatio Kht. kompetencia-fejleszté oktatési
program (C. Neményi et al. 2008) kerettanterve lesz.

OKM Kerettanterv — Matematika

Az OKM kerettanterve az als6 tagozatban a matematika
miiveltségteriilet ismereteit, fejlesztési feladatait a kovetkezd témakorok
szerinti bontdsban tdrgyalja: Szdmtan, algebra; Allitasok, szovegek,
szoveges feladatok értelmezése; Sorozatok, relacidok, fliggvények;
Geometria, mérés; Statisztika, valoszinliség, kombinatorika. Az elsd
évfolyamon a szamfogalom fejlesztése a hiszas, a masodik évfolyamon
a szdzas, a harmadik évfolyamon az ezres, a negyedik évfolyamon a
tizezres szamkorben valosul meg. Az aldbbiakban 0Osszefoglalom,
milyen konkrétumok taldlhaték az OKM kerettantervben a helyi értékes
szamrendszerekre vonatkozoan.

Az 1-4. évfolyam tantervében a Szdmtan, algebra témakoron beliil kiilon
részteriiletként szerepel A szdmok irdsa, olvasdsa; szdmrendszer,
helyiérték-rendszer téma. A  fejlesztési  feladatok kozott a
szamrendszeres gondolkodds kialakitdsa, mint konkrét feladat mind a
négy alsos évfolyamon megtaldlhatd. Szorosan kapcsolddik ehhez a
rendszerlatds, rendszerképzés, a rendszerben val6 analégidk
esztétikuménak felfedeztetése. A fejlesztési feladathoz kapcsolddo
tananyag, illetve tanuléi tevékenységek kozott pedig a mdasodik
évfolyamtol kezdddden jelennek meg a helyi értékes szdmrendszerekre
vonatkoz6 kifejezések: szdmok bontdsa tizesek és egyesek Osszegére,
atvaltasok, bevdltasok valahdnyasdval, tizesével. Az dtvdltdsok,
bevdltdsok valahdnyasdval kifejezés kifejezetten a nem tizes alapu
szamrendszerekkel kapcsolatos tevékenységekre utal. Harmadik
évfolyamon a tananyagban egyértelmlien szerepelnek a kovetkezd
ismeretek, tevékenységek: szdmrendszer €és  helyiérték-rendszer
értelmezése, hasznélata; at- €s bevaltasok, szamok irdsa, olvasasa,
képzése, szamjegyek helyi, alaki €s valddi értéke.

A nem tizes alapui szdmrendszerekre vonatkozé ismeretek nem feltételei
a kovetkez6 évi fejlesztésnek, a tovabbhaladashoz a negyedik évfolyam
végén a kovetkezOkre van sziikség: a tizes szdmrendszerben vald
tdjékozottsdg, a szamok helyi érték szerinti irdsa, olvasdsa, szamok
képzése, bontdsa. A tanuldi tevékenység értékelésének szempontjai
kozott is szerepel a Szdmrendszeres gondolkodds: dtvdltdsok, bevdltdsok
végzése.
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Az 5-8. évfolyam XKkerettantervében az 1-4. évfolyamhoz hasonldan,
(minimalis  kiilonbozoéséggel) 6t témakdr szerepel: Gondolkoddsi
modszerek; Szdmtan, algebra; C)sszefijggések, figgvények, sorozatok;
Geometria, mérés; Valoszinliség, statisztika. Az Allitdsok, szovegek,
szoveges feladatok témakort felvaltja a Gondolkoddsi modszerek
témakor, a tovabbi témakordok elnevezése részben modosul, a
hangsulyvaltozasnak megfelelden.

Az 5. évfolyam tananyagédban konkrétan szerepel a kettes szdmrendszer
ismerete, a tovabblépéshez itt is elegendd a tizes szdmrendszer biztos
hasznélata.

6-7-8. évfolyam Kerettantervében sem a Fejlesztési  feladatok,
tevékenységek, sem a Tartalom, sem A tovdbbhaladds feltételei kozott
nem taldlhatd konkrétum és wutalds sem a nem tizes alapu
szamrendszerekkel kapcsolatos ismeretekre, tevékenységekre.

A 9. évfolyam kerettantervében a kovetkezd konkrétum szerepel a nem
tizes alapu szdmrendszerekkel kapcsolatban: Példa szamrendszerekre. 2-
es alapu szamrendszer kapcsolata a 10-es alapu szamrendszerrel.

10-12. évfolyam kerettantervében sem a  Fejlesztési feladatok,
tevékenységek, sem a Tartalom, sem A tovdbbhaladds feltételei kozott
nem taldlhat6 konkrétum és utaldis sem a nem tizes alapu
szamrendszerekkel kapcsolatos ismeretekre, tevékenységekre.

OKM kerettanterv — Informatika

Az OKM informatika kerettanterve legkordbban a 9. évfolyamon, az
Infokommunikdcio témakorben tartalmaz explicit eldirdsokat a nem tizes
alapu szamrendszerekre vonatkozdan (Kettes szamrendszer, Szdmok
atvaltasa a kettes, tizes és tizenhatos szdmrendszerek kozott). Implicit
modon azonban az alsébb évfolyamokon is megjelenik, tobb témakorhoz
is kapcsolhat6. Megjelenhet példaul alsé tagozatban Az informatikai
eszkozok haszndlata témakorben A jelek és a szdmitogép kapcsolata
téma, vagy az Infotechnologia témakorben Az informdcio kiilonféle
megjelenési formdi téma feldolgozasa kdzben, felsé tagozatban pedig Az
informatikai eszkozok haszndlata témakorben az Egyes informatikai
eszkozok miikodési  elveinek bemutatdsa téma oktatdsa soran,
évfolyamonként boviild ismeretanyaggal (OKM kerettanterv, 2008a).
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Hajdu-tanterv — Matematika

Az un. Hajdu-tanterv elsd valtozatai az 1980-as évek kozepén a felsd
tagozat matematikaoktatdsdhoz késziiltek. A NAT-hoz késziilt
kerettantervi vdltozat 1-8., majd 9-12. évfolyamra vonatkozdan
fogalmazza meg a tananyagot, a tananyaghoz kapcsolhat6
tevékenységeket, a gondolkoddsi mdédszerek alapozdsdnak lehetdségeit
évfolyamonként és témakoronként, valamint meghatdrozza a minimum-,
illetve a minimumszintet meghalad6 kovetelményeket (Czeglédy et.al.,
é.n.). A tantervhez jol felépitett taneszkoz-rendszer késziilt: tankdnyvek
alap- ¢és emelt szintli valtozatai, feladat-gylijtemények, témazard
feladatsorok, tanuléi eszkozok. Megjelentek a tandarok munkédjat
nagymértékben megkonnyitd segédletek: tantdrgyi  programok,
tankonyvek feladatainak megoldésai, a tankonyvek digitdlis véltozatai .
Magyarorszdgon az iskoldk (leginkdbb az altalanos iskoldk) jelentds
részében hasznaljak a helyi tantervek készitéséhez alapul ezt a tantervet.

A tantervben a nem tizes alapu szamrendszerekkel kapcsolatos tananyag
az 5., a 9. é a 12. évfolyamra korlatozdédik. Alsé tagozatban a
szamrendszeres gondolkodds kialakitdsdnak folyamata kizarolag a tizes
szamrendszerrel kapcsolatos ismeretekre épitve torténik. Ennek a
szemléletnek nagy szerepe lehet abban, hogy sok matematikat oktatd
tandr nem tulajdonit tul nagy jelentdséget a nem tizes alapl
szamrendszerekkel kapcsolatos ismeretek oktatdsdnak; nem hasznéljak
ki a témakor oktatdsa soran adodo modszertani lehetdségeket.

Az Educatio Kht. kompetencia alapu kerettanterve — Matematika

A kerettanterv az 1-12. évfolyamokon folyé kompetencia alapu
matematikai nevelés fejlesztési feladatait konkretizdlja a kovetkezd
teriiletek megjelenitésével: tartalmak (témakorok), ismeretrendszer; a
kovetelmények teljesitéséhez javasolt idokeret; fejlesztendd képességek,
kompetencidk; javasolt tevékenységek atfogo rendszere;
évfolyamonkénti kovetelmények; értékelési eljardsok, moddszerek
(C.Neményi et.al, 2008).

A kerettantervhez elkésziilt programcsomag részei a tanuldi
munkafiizetek (eszkozmellékletekkel), érakra lebontott tanari dtmutatok
(médszertani, értékelési javaslatokkal, ajanlasokkal, alternativ eljardsok
bemutatdsaval, a sziikséges eszkozokkel), ezek az anyagok az Interneten
megtaldlhatok A programcsomag moduljai (A tipus: tandrai fejlesztések,
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B tipus: mas miveltségteriiletek altal tamogatott matematikai
kompetenciafejlesztés, C tipus: tandran kiviili foglalkozasra tervezett
fejlesztés) komplex rendszert alkotnak.

A Szdmtan algebra témakoron beliil mar az éaltalanos iskola els6
évfolyaman konkrétan megjelennek a szdmrendszerekkel kapcsolatos
fogalmakat elokészitd tevékenységek (pl.: Csoportositds kettesével,
hdrmasdval, négyesével), és a tanul6i tevékenységekre vonatkoz6
javaslatok a tovdbbi als6s évfolyamokon is megtaldlhaték. A
szamrendszeres gondolkodds kialakitdsdnak folyamata nem kizdrdlag a
tizes szdmrendszer ismereteire €pit, ezaltal a fogalom magasabb szintli
absztrakciojat, és daltaldnosabb felhaszndlhatosagat teszi lehetdvé. A
masodik évfolyamtdl kezdve példaul a képességfejlesztési fokuszok
kozott is talalhato konkrét javaslat a szdmrendszerekkel kapcsolatban (A
szdmrendszerek modelljeinek megértése, konkrét szamok megjelenitése
kiilonbozo modellekben). Az ajdnlott tevékenységek rendszeréhez
szorosan kapcsolodd mddszertani eszkoztdr tartalma is aldtdmasztja a
témakor, €és a fogalmak alapozdsdnak fontossdgat hangsulyozo
szemléletet. A helyiérték-rendszer fogalmait, a tizes szamrendszerben
végzendd alapmiveletek algoritmusait a nem tizes alapud
szamrendszerekhez kapcsolddé targyi tevékenységek alapozzak meg.

A szdmrendszerek témakor a tovdbbiakban az 5., 7. és 9. évfolyamokon
is megjelenik a tandrai fejlesztésekre vonatkozé modulokban, az alsé
tagozatban megkezdett rendszer szerves folytatdsaként. A tandréan kiviili
tevékenységekre vonatkoz6 modulok kozott pedig 7., 8. és 10.
évfolyamon taldlhatok a témakor informatikai alkalmazasét (pl. kédolas,
dekodolas) igényld tananyagok.

5.4. ERETTSEGI KOVETELMENYEK

Az érettségi vizsga részletes kovetelményeirdl szolé 40/2002. (V. 24.)
OM rendelet a kovetkezOket tartalmazza a szamrendszerekkel
kapcsolatban:

Tudjon mas szadmrendszerek létezésérdl. Tudja a szamokat atirni 10-es
alapt szamrendszerbdl 2 alapu szamrendszerbe €s viszont (k6zépszint).

Tudja a szdmokat 4tirni 10-es alapt szamrendszerbdl n alapu
szamrendszerbe €s viszont. Helyi értékes irdsmdd (emelt szint).
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Az oktatds tartalmat szabdlyozé dokumentumok 4ttekintése, elemzése
soran arra a megallapitasra jutottam, hogy az alaptantervek eldirasai
szerint a felsGoktatdsba keriil¢ hallgatoknak rendelkezniiik kellene a
helyi értékes szdmrendszerek altaldnos fogalmaval.

A NAT a matematika muveltségteriiletre vonatkozo részeiben —
minimdlis mértékben ugyan, de — tartalmaz konkrét eldirasokat a helyi
értékes szdmrendszerekre vonatkozdan, a kerettantervekben nagyon
eltéré hangsullyal szerepel ez a témakor.

Az informatika tantervek a fogalom kialakitdsdt nem tartalmazzak
fejlesztési feladatként, ugyanakkor a fogalom alkalmazdsit mar
feltételezik a ra épiild informatikai fogalmak kialakitasdhoz.

A legljabb tantervek (NAT 2012 ¢és kerettantervei) az elézdektol

eltéréen részletesebben tartalmazzak ugyan a tanitand6 tananyagot, am
az el6z0 tanterveknél is kevésbé hangsulyozzék ezt a témakort.

Az elemzés eredményeképpen megdllapithatd, hogy a tartalmi
szabalyozds — jelenlegi formdjaban — lehetséges oka annak, hogy a
foiskolai oktatasban résztvevo hallgatok egy része nem rendelkezik a
helyi értékes szdmrendszerek dltalanos fogalmdval. Van olyan
kerettanterv, amelynek alkalmazdsa révén el6fordulhat, hogy az
alaptantervben eldirt szamrendszeres gondolkodas fejlesztését kizardlag
a tizes szdmrendszert haszndlva kisérlik megvaldsitani a szaktandrok
(erre utalnak az altalanos iskolai 3. és 5. évfolyamos tanulok altal
megoldott, szdmrendszerekre vonatkoz6 feladatok eredményességi
mutatoi is). Ez a gyakorlat viszont ellentétes a korszerli pedagogiai-
pszicholdgiai elméletekkel, melyek szerint egy fogalom altaldnositdsa
csak tobbféle kontextusban hasznalva, tOobbféle konkretizacid
megismerése sordn mehet végbe.
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,Ha hallom, elfelejtem. Ha liatom, emlékszem ra. Ha csindlom,
megértem.”

Konfucius, a kinai filozofus évezredekkel ezeldtt fogalmazta meg fent
idézett gondolatait. A napjainkban legelterjedtebb tanuldssal kapcsolatos
pedagogiai, pszicholdgiai elméletek sora kapcsolhaté valamilyen médon
ehhez a megdllapitishoz. Piaget ismeret-, Skemp szkéma-, Bruner
reprezentdcids elmélete, Dehaene harmas kéd modellje, Dienes Zoltdn
matematikai tanuldskoncepcidja mind-mind hasonlé megkozelitései az
ismeretszerzésre vonatkoz6 pedagdgiai, pszicholdgiai elképzeléseknek.

A helyi értékes szamrendszerek témakorére vonatkozéd mddszertani
javaslatok kidolgozdsa sordn a felsorolt elméletek jdtszottak
leghangsilyosabb szerepet, ezért roviden ismertetem a 1ényegiiket.

6.1. PIAGET — AZ ERTELMI FEJLODES JELLEMZOI

Piaget elmélete az értelmi fejlodés sokféle vonatkozasat egységes
fogalmi keretbe foglalé rendszer (Piaget, 1984). Az értelmi fejlédést a
kornyezethez val6 adapticiénak tekinti, melynek két f6 oldala az
asszimilacio (az 0j tapasztalatok elhelyezése a meglevé sémakban) és az
akkomodacio (a sémak atrendezése, hozzaalakitasa a meglevd sémakba
nem illeszthetd tapasztalatokhoz).

Elméletének harom alapvetd dsszetevdje valt szélesebb korben ismertté:
a tudas keletkezésére, az értelmi fejlédés stadiumaira, és a gondolkodas
miveleti strukturaira vonatkozo elgondoléasok.

Piaget a gondolkodas Iényegét az értelmi miiveletek kialakulasaban latja,
amelyek a kiilvilag belsd leképezései. A cselekvések szerkezete, a
targyakkal végzett miiveletek belsévé valnak, a fejlédés révén a gyermek
a milveleteket mar nemcsak konkrét targyakkal, hanem gondolatban
azok szimbolumaival is képes elvégezni (interiorizacid). A gondolkodas
ebben az értelemben belsdveé valt cselekvés, a tudds pedig 1ényegében az
elsajatitott cselekvések (értelmi miveletek, miiveleti struktirdk)
Osszessége.

A fejlédési szakaszok elmélete szerint a gyermek gondolkoddsanak
fejlodése nagyjabol meghatarozott életkorokhoz kdothetd, mindségileg
kiilonboz6 fazisokon (az érzékszervi-mozgdsos — szenzomotoros: 0-2 év,
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muveletek elotti: 2-7 év, konkrét muveletek: 7-11 év és a formalis
miiveletek: 11-14 év) halad végig. Az 1ij szakaszba valé dtmenet a mar
rendelkezésre 4116 sémdk atszervezését jelenti.

Piaget kognitiv fejlédéselmélete nem csupan a fejlédéslélektan
alakuldséara gyakorolt meghatdroz6 hatast, hanem az oktatas elmélete €s
gyakorlata szdmadra is Uj perspektivdkat nyitott. A legijabb kutatdsok
szerint a fejlodés szakaszai nem kothet6k szigoran a Piaget daltal
megadott intervallumokhoz.

Az a szemlélet, mely szerint a gyermek nem a készen kapott tudas
passziv befogaddja, hanem sajat tuddsat az aktiv cselekvés révén
létrehozza, a tanuléi tevékenységek szerepének ujraértelmezéséhez,
mindenekeldtt a természettudomdnyos nevelés dj irdnyzatainak
megjelenéséhez vezetett (Csapd, 2003).

Az oktatds szempontjabol 1ényeges szakaszok jellemzoi:

Konkrét miiveletek szakasza: az indukcié (gyakorlati tapasztalatokbdl
altalanos kovetkeztetések levondsa) alkalmazdsdval jellemezhetd.
Formalis miiveletek szakasza: ahol a gondolkodds hipotetikus-deduktiv.
Itt a feltételekbdl logikai uton jutunk el a kovetkezményekhez.

Piaget fejlodéselmélete a kritikak ellenére a XX. sz. minden bizonnyal
legnagyobb hatast fejlodéslélektani elmélete.

6.2. SKEMP — SZKEMAELMELET

Skemp szerint ,,A matematikatanulds problémdi a legtobb esetben
pszichologiai  problémak”. Egyik legismertebb miivében (A
matematikatanulds pszichologidgja Skemp, 1975) a matematikai
fogalomalkotds folyamatdnak Osszefiiggéseit foglalja 6ssze.

Az értekezés szempontjdbol legfontosabb megallapitasai a kovetkezok:
Az elsddleges fogalmak kivételével minden fogalom més fogalmakbol
szarmazik, €és hozzdjarul megint csak mds fogalmak képzéséhez.
Kiilonbséget kell tenni a fogalomalkotds sordn az absztrakcié mint
folyamat (absztrahélds), és absztrakcié mint a folyamat végeredménye
kozott (fogalom). Ahhoz, hogy egy fogalmat megalkossunk, sziikségiink
van szdmos olyan tapasztalatra, amelyekben valami kozds van. A
fogalomalkotas els6 1épése a kozds tulajdonsdgok alapjan torténd
osztilyba sorolds. Az osztidlyba sorolds eredményeképpen jon létre a
fogalom. A fogalom meghatdrozdsaban fontos szerepilk van az
ellenpélddknak is. Kiilonbséget kell tenniink a fogalom, és a fogalom
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jelolésére haszndlt név kozott. Ha a tanuld ismeri a fogalom elnevezését,
még nem biztos, hogy a fogalmat is érti, és hasznalni tudja. Kiilondsen
gyakran Osszekeverik a szdmokat (amelyek matematikai fogalmak) a
szamjegyekkel (amelyek tulajdonképpen a szdmok nevei). Annak a
kritériuma, hogy egy fogalommal rendelkeziink-e vagy sem, nem az,
hogy képesek vagyunk-e megnevezni, hanem az, hogy képesek
vagyunk-e oly modon viselkedni, amibdl kideriil, hogy az 0j adatokat a
kérdéses fogalom megalkotdsdhoz sziikséges hasonldsagoknak
megfelelden osztalyozzuk.

A nyelvet felhaszndlhatjuk a fogalomalkotds meggyorsitisara (pl.
definidlhatunk egy fogalmat). Magasabb rendii fogalmak azonban, mint
amivel a befogadd rendelkezik, nem kozvetithetok szdmara definicid
segitségével, csupan megfeleld példdk Osszegyiijtésével. ,,Csak
elmondésbdl, szavakbol a fogalmat nem, csak a szavakat, mondatokat
lehet megtanulni” (C. Neményi et al. 1988).

A fogalmak fogalmi struktirdkkd, un. szkémakka dallnak Ossze,
amelyeknek két f6 funkcidja van: egyrészt integrdljdk a meglévo tudast,
masrészt eszkozként szolgilnak az 0j tudds elsajatitdsdhoz. Minél tobb
szkémadval rendelkeziink, annal nagyobb az esély arra, hogy meg tudunk
oldani egy uj problémat. Valamit megérteni annyit jelent, mint
asszimilalni egy megfeleld szkémaba. Ha a tanitandd fogalmak
tulsagosan tavol vannak a tanulé meglevd szkémditdl, akkor a didk
képtelen lesz ezeket asszimildlni. Ez alapjdn a matematikatanarnak
harmas feladata van: a matematika tananyagot hozza kell igazitani a
tanulok matematikai szkémadinak fejlettségi allapotdhoz; a tananyag
bemutatdsdnak a mddjat hozza kell igazitani ahhoz, hogy tanul6i milyen
gondolkodédsi moédokra képesek; fokozatosan ndvelni kell a tanuldk
analitikus képességét addig, hogy képesek legyenek az 6ndll6 tanuldsra
(Skemp, 1975).

6.3. BRUNER — REPREZENTACIOS ELMELET

Az amerikai pszicholégus és pedagdgus, Jerome Bruner életmiivében
megkiilonboztetett szerepet jatszanak pszicholdgiai kutatisainak
pedagbgiai konzekvencidi. Mindaz, amit az észlelésrdl, a tanulasrdl, a
gyermekkori megismerés folyamatarol irt, erdteljesen befolyésolta az
oktatdsrol vallott felfogéds atalakuldsat, s az oktatds folyamatéardl irt
konyve erOteljes hatast gyakorolt a pedagogiai reformfolyamatokra,
megujitotta a tantervkészités elméletét és gyakorlatat.
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Bruner tobbek kozott azt vizsgdlta, hogy az ember hogyan reprezentdlja,
milyen kodok segitségével tarolja a kiilvilagbodl érkezé informaciokat.
Elmélete szerint a matematikai  fogalmak, elvek, oOtletek
kommunikélasahoz azok kiils6 reprezentacidjara, a velik valo
gondolkodési miiveletek végzéséhez azok belsd reprezentacidjara van
sziikség. A kiils6 reprezentacidval ellentétben a belsd reprezentdcid nem
hozzaférhetd, kdzvetleniil nem kutathatd. Feltételezhetjiik azonban, hogy
a kiilsé és a belsO reprezentaciok kozott kapcsolat van, igy a belséd
reprezentaciokra, azok mindségére a kiilsé reprezentaciokkal végzett
manipuldciokbdl kovetkeztethetiink.

A belso reprezentaciok kapcsolatban allnak, halézatot alkotnak. Amikor
a kiils6 reprezentaciokrdl beszéliink, akkor Iényegében a megfeleld belsd
reprezentdciot adjuk meg (Ambrus, 2002).

A kiils6 reprezentaciok haromféle médon jelenhetnek meg:

1. enaktiv (materidlis, szenzomotoros) sik: az ismeretszerzés
konkrét targyi tevékenységek, cselekedetek, manipulacidk révén
megy végbe;

2. ikonikus (képi) sik: az ismeretszerzés szemléletes képek, illetve
elképzelt szitudcidk segitségével torténik;

3. szimbolikus sik: az ismeretszerzés matematikai szimbolumok és
a nyelv segitségével valdésul meg.

A harom reprezentiaciés mod az oktatdsi folyamat minden f4zisédban
szerepet jatszik. A legtobb tanuldi aktivitdsndl a reprezenticids sikok
egymasba mennek at. Hatékonyabba tehetd a tanuldsi folyamat, ha
tudatosan valtoztatjuk a reprezentiaciés modokat, €s igy a reprezentdcids
modok izomorfidja is vilagossa valik.

Bruner szerint a matematika alapvetd elvei minden gyerek szamara a
meglevd gondolkodasi eszkoztdra alapjan és a szdmara érthetd
reprezentdcios mod segitségével egyszerli, megfeleldé formaban
megtanithatok. Ahhoz, hogy egy tanulé egy anyagot megértsen
sziikséges, hogy egy korai fézisban intuitiv formaban feldolgozza, és
késobb, az életkori fejlettségének megfelelden Ujra targyaldsra keriiljon
az adott anyag (Bruner, 1974).
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6.4. DEHAENE — HARMAS KOD MODELL

A legijabb matematikatanuldssal kapcsolatos kognitiv neuroldgiai
kutatasok azt mutatjak, hogy az agy kiilonb6z6 teriileteket mozgdsit a
kiilonboz6 feladatok elvégzéséhez. Az 1992-ben Stanislas Dehaene 4ltal
bevezetett ,, Triple Code Model” szerint a harom szdmokkal kapcsolatos
alaptevékenység — Idtds, hallds, megértés — esetén harom kiillonb6z6
agyteriilet 1ép mukodésbe. A szamjegynek mint vizualis jelnek az
észlelésekor a fusiformis gyrus, amikor halljuk, vagy olvassuk a szdmot
mint sz6t, akkor a Sylvius-drok koriili teriilet, és amikor a szdmot
megértjiik mint mennyiséget, akkor a parietdlis lebeny aktivizalodik. Ez
a kutatds ravilagitott arra, hogy a két félteke sokkal inkdbb egyiitt
dolgozik, és nem elkiiloniilten.

A kutatdok azt éllitjak, hogy legaldabb két oka lehet a matematikatanulasi
nehézségeknek. Az egyik lehetséges ok abban a neuronhaldzatban
kereshetd, amelyik a mennyiségfogalommal &ll kapcsolatban, és ha
karosodik, megneheziti a hozzaférést azokhoz az informécidkhoz,
amelyek a szamfogalom kialakitdsdhoz sziikségesek. A mdsik ok, ami
valosziniileg sokkal kozismertebb, hogy sok gyerek még nem tanulta
meg a mennyiséget Osszekapcsolni a verbdlis és  vizudlis
szimbolumokkal. Ez neheziti szamukra a miveletvégzést, legyen az a
szimbolikus gondolkodds vagy a tapasztalatok feldolgozédsa. (Az agy
miukodése, €.n.)

6.5. DIENES ZOLTAN, VARGA TAMAS — A MATEMATIKA
TANULASANAK — TANITASANAK ELMELETE

... a gyerekek tobbsége sohasem jut el odaig, hogy megértse,
mit is jelentenek azok a matematikai fogalmak, amelyekrdl tanul.
A legjobb esetben annyit érnek el, hogy iigyesen tudnak banni
bonyolult szimbdlumrendszerekkel.” (Dienes, 1973)

Dienes Zoltdn matematikadidaktikus a tanuldsi folyamatot a maga
komplex voltdban probédlta megérteni. Elmélete megalkotdsédban
jelentdsen tamaszkodott Piaget €s Bruner eredményeire, jOl ismerte
Skemp munkassigat

Egyik legfontosabb elve a tobbszords konkretizalas elve: célszerli a
fogalmi strukturdkat lehetdleg sok ekvivalens, de az észlelés
szempontjabol kiilonbozé formaban bemutatni a gyerekeknek. Egy
fogalom kialakitasanak szakaszai a Dienes szerint a kovetkezok:
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— Szabad jatszas: ekkor taldlkozik a gyerek eldszor azoknak az
alkotoelemeknek tobb konkrét dsszetevojével, amelyekbdl késébb
a fogalmat felépiti.

— Szabdly altal irdnyitott jaték: a gyerek felfedezi, hogy
kornyezetében érvényesiilnek bizonyos szabdlyossagok.

— Torvényszerliségek keresése: az adott fogalom tobbféle
konkretizaci6jaban megkeresi a kozos vondsokat; a struktira egyik
konkretizalasat ,,lefordithatjuk” (szotar-modszer) a masikba, a
folyamat sordn a struktdra absztrakt tulajdonsigai valtozatlanok
maradnak.

—  Abrazolas (reprezentacid, modellalkotds): olyan dbrdzoldsra van
sziikség, amelynek segitségével 1athat, hogy mi a kozds az dsszes
vizsgalt konkretizalasban.

— Szimbolizélds: lefrdst adunk az 4brdzoldsr6l egy alkalmas
szimbOlumrendszer haszndlatdval. Ez a matematikai jelolések
bevezetési szakasza.

— Formalizalas: az el6zé szakasz leirasait rendszerezzik; alapvetd
tulajdonsdgokat vélasztunk ki, szabdlyokat dllapitunk meg (Dienes,
1973).

Varga Tamds a Magyarorszdgon 1968-ban kezd6dd, a matematikatanitas
megujitasit célz6 komplex matematikatanitasi kisérlet egyik vezetdje, és
a Dienes 4ltal képviselt matematikai tanuldselmélet legnagyobb hatdsd
hazai képviseldje volt. Didaktikai szemléletének - a tiszteletére Varga
Tamds mddszernek nevezett matematikai nevelési koncepcionak -
lényege a kovetkezd: a csak eszkozjellegli ismeretek mechanikus,
gondolkozas nélkiili sulykolasa helyett a korszerli matematikatanitas-
tanulds a tanuld aktiv részvételével végbemend, egész gondolkodasat
formdlé folyamat. Az ismeretek a tanuldk életkori sajatossdgainak
messzemend figyelembe vételével biztositott tapasztalatszerzés sordn
boviilnek. A megfeleléen iranyitott tanuldi felfedezés folyamata
biztositja a tévedés szabadsdgat, teret ad és fejleszti a kreativitdst, a
problémamegold6 gondolkodast.

Ebben a fejezetben azokat a pedagdgiai, pszicholdgiai elméleteket,
kutatdsi eredményeket mutattam be, amelyek a vizsgdlt témakor
oktatdsdnak modszertani vonatkozésai szempontjabol alapvetdek. A
kovetkezd fejezetben targyalt modszertani megoldasok egyik rendezo
elve a Bruner-féle reprezentacios szinteknek megfeleld csoportositas.
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A helyi értékes szdmrendszerek témakoére a matematikatanités
korszertisitése soran kertilt az altalanos iskolai tantervekbe. Az 1960-as
évek elején indult komplex matematikatanitasi kisérlet eredményeként
jott 1étre az a pedagdgiai-pszicholdgiai €s matematikai szempontbdl is
jol felépitett moddszertani rendszer, amely tobbek kozott a témakor
fogalmainak, miiveleteinek oktatdsara vonatkoz6 elképzeléseket is
magdban foglalja. A javaslatok leirdsat, a moddszerek, eszkozok
ismertetését a kisérlet, majd a bevezetés sordn létrehozott kézikonyvek,
tovabbképzési segédanyagok tartalmazzdk. Ezek a dokumentumok
azonban  tapasztalataink  szerint napjainkban mar  nehezen
hozzaférhetoek, és a szamrendszerek témakort nem  kiilonallo
egységként, hanem gyakran a tobbi témakorrel egyiitt, a tantervi
javaslatok sorrendjében, a spirdlis felépités elvét kovetve targyaljak
(Cervenakné et al. 1979, 1988).

E fejezet egyik célja, hogy a rendelkezésre 4all6 szakirodalom
feldolgozasdval a témakorre vonatkozé moddszertani javaslatokrdl egy
attekintést, rendszerezést adjon. A rendszerezés f6 szempontjait ezen
értekezés Pedagdgiai, pszicholdgiai vonatkozdsok c. fejezetében
bemutatott elméletek adjak. Tovabbi célom, hogy a témakor specidlis,
informatika szakmoddszertani vonatkozdsait is attekintsem, majd az
el6zéekben megfogalmazott két cél integrdldsaként olyan mddszertani
megolddsokat hozzak 1étre, amelyek a korszerli oktatdsi eszkozok
(szdmitogép, interaktiv tdbla) és a két tantirgy egymdssal valo kiilsd
tantargyi koncentraciéja szempontjabol is ujszertiek.

A tovabbiakban eldszor a helyi értékes szamrendszerekhez kapcsol6do
alapfogalmak kialakitdsdnak modszertani kérdéseit vizsgdlom, majd a
szamrendszerek kozotti konverzid algoritmusait, végiill pedig az
informatika szempontjabdl legfontosabb szdmrendszer, a kettes
szamrendszer specidlis vonatkozdsait és a gépi szdmadbrdzoldsra
vonatkozé mdédszertani megolddsokat tekintem at.
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7.1. AZ ALAPFOGALMAK KIALAKITASA

A helyi értékes szdmrendszerek alapfogalmai kialakitdsdnak targyaldsa
sordn a Torténeti attekintés c. fejezetben is kiemelt két legfontosabb
alapotlet (csoportositds valahdnyasdval, pozicidés lejegyzési modd)
modszertani  kérdéseivel foglalkozom. A  konkrét mddszertani
megolddsokat, javaslatokat a Bruner-féle reprezentécids szintek alapjin
rendszerezem.

Csoportositds — elvek

— Miért van sziikség csoportositisra?

Természetes szam végtelen sok van, mindegyiknek nem adhatunk
teljesen fiiggetleniil egymdstdl més-mas nevet és jelet. Olyan rendszert
kell alkalmaznunk, amelyben meghatarozott véges szamu szamnévvel és
szamjellel (szdmjeggyel) barmely szdmot meg tudunk nevezni, és le
tudunk jegyezni. Ennek a rendszernek az egyik alapgondolata a
valahdnyasdval valé csoportositds. Osszekapcsolunk valahdny elemet
egy csoportba, ugyanannyi csoportot tjra egy csoportba, €s igy tovabb.
Az elemek szdmat gy fejezziik ki, hogy a lezart csoportok €s a kimaradt
elemek szamat mondjuk meg, €s azt, hogy hédnyasaval készitettik a
csoportositast. Igy annyi szdmnévre illetve szdmijelre van sziikség,
ahdnyasdval végeztiik a csoportositast.

A csoportositds gondolata akkor vdlik természetessé, amikor mar olyan
sok targyr6l van sz6, amit szemmel nem lehet dtfogni. Nézziikk meg a
kovetkezd halmazt csoportositas nélkiil és csoportositva!l

x
X%
X LI § % xl
xoox
X %
ooy X X ¥
L X X
X x ® *
X P x x
X x
X X x

Az els6 halmaz szdmossagat megallapitani csak gy tudjuk, ha végig
sorra vesziink, megszamldlunk minden elemet. A madésik esetben
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elegendd megdllapitanunk, hogy egy-egy kis csoportban most 6t targy
van, Ot ilyen kis csoportot fogtunk Ossze egy nagyobb csoporttd, és
ranézéssel is megdallapithatjuk, hogy 59 targy van a halmazban
(Cervenakné et al. 1988).

— Héanyasdval csoportositsunk?

Az, hogy hanyasdval csoportositunk, megéllapodds kérdése. A
hétkdznapi életben a tizes szdmrendszert hasznaljuk, ez is
tulajdonképpen egy ,nemzetk6zi” megallapodds eredménye. A
kovetkezO abra szemlélteti a csoportositast (,,parcellazast”) a 2-es, 3-as,
4-es és 5-0s szdmrendszer szerint:

2 3 4 5
I l | I |
I s I I I
Il t#1 i Il Il
Il = id H#H I
Il | I #H | it
[ 4 iigiid |l HHb |
W el 4hapl dH I 4

NN GEpED eIl HH
N D) HE4H L

NN (G4 4 41
NN (G Ceer 4Dl 4 €8 111 drttparmpl

Az els6é oszlopban folyamatosan huizogattuk a vonalakat, rdnézve nem
lehet megmondani, hdny vonal van az utolsé sorban. Egyenként kell
megszamldlnunk. Ebben a sorban, az utolsé helyen két 6tés csoport
lathat6 és még egy vonal: egy pillantassal eldonthetd, hogy ez 11. A 4-es
oszlopban két négyes csoporton kiviil még 3 vonal van; a 3-as oszlopban
egy 3-szor 3-as csoport és még 2 vonal. A 2-es oszlop ismét kicsit
nehézkesen lathaté at, mert itt meg mar a csoportokbdl van sokféle: egy
2x2x2-es, egy 2-es csoport és még 1 vonal (Ill et al. 1982).

Megjegyezziik, hogy a szdmrendszerekhez nem tartozik szorosan az a
gondolat, hogy minden véltdsndl ugyanannyi kisebb csoport alkosson
egy nagyobb csoportot. Pl. az id6 mérésénél tn. vegyes szdmrendszert
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haszndlunk: 1 hét = 7 nap; 1 nap = 24 6ra; 1 6ra = 60 perc, ebben az
esetben nem minden csoport kozott ugyanaz a véltészam.

— A csoportositds absztrakcids szintjei

~ Tetszbéleges szamu targyat csoportositunk példaul harmasaval.
Megallapodunk abban, hogy mindaddig végezziik a csoportositast,
ameddig a tirgyakb6l még 3-as csoport készithetd. A csoportok
csoportjat még nem képezziik. A csoportositds végeztével ,leltart”
készitiink: megallapitjuk, hogy hany csoport késziilt, hdny darab targy
maradt ki a csoportositdsbol, valamint azt, hogy hédny targyat
csoportositottunk 0Osszesen. Példaul hdrmasdval csoportositva 5 db
harmas csoportot készitettiink, €s kimarad a csoportositisbol 2 db
elem; 17 elemet csoportositottunk dsszesen. A tevékenységsor f6 célja
a csoportositds  technikdjdnak  elsajititdsa, a leltarkészités
technikdjanak elokészitése.

~ Megadott szdmu targyat csoportositunk az eldz6 modszerrel.
Megallapitjuk a csoportok, és a kimarad6 elemek szdmat.

~ Csoportok csoportjat is képezziik az el6zoekben alkalmazott szabaly
altalanositasaval. Harmas rendszerben (,,Harmasorszagban”) példaul 3
elem keriill egy csoportba, ezutdn az igy létrehozott csoportokat
csoportositjuk harmasaval tovdbb, aztdn a csoportositott csoportokat
harmasdval egy tjabb, nagyobb csoportba foglaljuk, ameddig lehet.

A tevékenységsor segit a szdmfogalom mélyitésében, egyuttal
elOkésziti a maradékos bennfoglald osztas miiveletét is. Amellett, hogy
a szamrendszerek egyik alapgondolatit szemlélteti, a tizes
szamrendszerbdl nem tizes alapti szdmrendszerek kozotti atvaltas
algoritmusainak megértéséhez is nyujt tapasztalati alapokat.

~ A leltarozas eredményét adjuk meg, ez alapjan allapitjuk meg, hogy
hany targyat csoportositottunk.

— Felvaltas, bevaltas fogalma

A csoportositas kifejezés mellett hasznaljuk az atvaltas kifejezést is.
Specidlisan: ha tobb kisebb egységet nagyobbakra valtunk at
(csoportositunk), akkor bevéltisrol, ha pedig nagyobb egységeket kisebb
egységekre valtunk 4t (a csoportokat elemeire bontjuk), akkor
felvaltasrol beszéliink; ugyanigy, ahogyan a pénziinket szoktuk be-,
illetve felvaltani.
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Csoportositds — enaktiv reprezentdciok

A fogalmak kialakitdsanak folyamatit — a fogalmak kialakuldsdhoz
sziikséges tapasztalatok gylijtését — mar az altalanos iskola els6
osztalydban el lehet kezdeni. A Kkorosztaly életkori sajitossdgainak
megfelelden jatékos, targyakkal valé manipulacidt igényld feladatokkal
alapozhatjuk meg a legfontosabb fogalmakat.

Kezdetben a csoportositdson van a hangsuly, a csoportositas eredményét
sajat szavaikkal fogalmazhatjdk meg a gyerekek; a lejegyzéssel még
nem foglalkozunk. Az, hogy hany elem alkot egy csoportot (mi lesz a
rendszer alapszdma), megéllapodas kérdése.

Legegyszerlibb a harmas ¢és a négyes rendszer atlatdsa, ezért a
fogalomalkotas kezdetén ezekkel célszer foglalkozni.

— Targyak csoportositdsa — csomagolas

A csomagolds az egyik legszemléletesebb elokészitdje a
szamrendszereknek. A csoportositds gondolatit eldszor valdsagos
tevékenységgel valdsitjuk meg. Csomagoljanak a gyerekek harmasaval
babszemeket, gemkapcsokat, gyufaszdlakat, korongokat, gyongyoket. A
csomagoldshoz hasznalhatunk szines papirokat.

A harmas csoportokat csomagoljuk pl. zold, a 3x3-as csoportokat piros,
a 3x3x3-as csoportokat kék szinli papirba. Kezdetben a szinek segitenek
abban is, hogy meg tudjuk nevezni az egyes csoportokat: 17 gyongyot
csomagoltunk, 1 zold, 2 kék csomagot készithettiink, kimaradt a
csomagolasbol 2 gyongy.

A csomagolads ,,modernebb” valtozata lehet, ha az apr6 targyakat pl.
kindertojas-dobozba teszik a gyerekek, ezeket aztin zacskdkba, majd
nagyobb dobozokba. A leltdr készitése sordn itt is jol hasznalhaté a
csoportok megnevezésére a csomagoldshoz felhaszndlt eszkdzok
elnevezése.

A csoportok kialakitdsara alkalmasak a szines gumigytirtik is, amikor
példaul palcikdkat csoportositunk (a pdlcikdk jelképezhetnek valds
targyakat — sz6l6oltvany, sargarépa — is).

A fogalom jobb megértését, elmélyitését segithetik eld a forditott
feladatok: ,,Négyesével csomagoltam. 1 piros csomagom lett, z6ld nem
maradt a piroson kiviil, és van még 3 gyongyom. Hany gyongyot
csomagolhattam?”
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— Csoportositds — taneszkdzok hasznélata

A csomagolds mellett sziikséges masféle tapasztalati alapot is biztositani
a fogalomalkotdshoz (t6bbszoros konkretizacio elve). Olyan eszk6zokrol
van sz6, amelyek biztositjak a cselekvO tapasztalatszerzés lehetdségét,
de absztrakci6 szempontjdbél mar 1) szintet képviselnek a
csomagoldshoz képest. Mig a csomagolds sordn a tanulonak kellett
elkésziteni az egyes helyi értékeket képviseld csoportokat, itt azok mar
rendelkezésre éllnak.

~ Dienes-készlet

A szamrendszerekkel Osszefiiggd ismeretek ©nalld megszerzésének
egyik legfontosabb segédeszkoze a Dienes-készlet. A gyerekek kettes,
harmas €s négyes készlettel dolgoznak. Minden készletben az elemeket
novekvd sorrendben igy nevezhetjiik: kocka, rud, réteg, nagykocka,
nagyrud, nagyréteg, Oridskocka stb. Az egyes készletek elemeit a
kisebbekbdl kirakva a gyerekek maguk is rdjonnek, hogy egy készletben
barmely szomszédos elem kozill a nagyobb a kisebbnek pl. a
rozsasziniieknél kétszerese, a kék készletben haromszorosa, a piros
elemeket tartalmazd készletben a négyszerese. Ennek megfeleléen
kettes, harmas, négyes készletrdl beszéliink.

Az alabbi abran a kettes Dienes-készlet elemei 1athatok:

orias kocka nagy réteg nagy rud
64 32 16
= O
7
nagy kocka réteg rud kis kocka
8 4 2 1

A Dienes-készlet haszndlatinak nagy elénye az atalakitdsoknal
mutatkozik meg. Készen vannak a kivant egységek, nem kell elébb
0sszekotni, kibontani, zart vonallal bekeriteni. Az atalakitasok két {6
modjat (felvaltdsok és beviltdsok) a készletek elemeinek segitségével
végezhetjiik el. A nehézségi fokozatok a kovetkezok:
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— Bevdltas (kisebb egységekkel adott mennyiség kifejezése nagyobb
egységekkel):
egynevi - egynevil: 18 kocka = 2 réteg
egynevi  —  tobbnevii: 23 kocka =2 réteg 1 rud 2 kocka
tobbnevit  —  tobbnevii: 5 rdd 2 kocka =1 réteg 2 rdd 2 kocka
— Felvéltds (nagyobb egységgel adott mennyiség kifejezése kisebb
egységekkel):
egyneviih - egynevil: 1 réteg =9 kocka
tobbnevih — egynevil: 1 nagykocka 2 réteg =15 réteg
tobbnevii. —  tobbnevii: 1 nagykocka2rid =3 réteg 2 rdd
A fenti atalakitdsok a hdrmas készlet elemeire vonatkoznak.

~ Szinesriud-készlet

A szinesrud-készlettel valé tevékenység sordn a szamrendszerek
alapfogalmainak egy masik konkretizacidjat haszndlhatjdk a tanuldk a
fogalmak konstrukcidjahoz. Az alabbi dbra a szinesrud-készlet elemeit
szemlélteti:

egység szin rajz
1| fehér | (7]
2 | roézsaszin @
3| vildgoskék | )
4 piros ]
5 sarga E
6| lila || )
7 fekete | Ij
8| bords || )
9  keék | /)
10 narancs | Ij
12 zld | )
16| bama || )

A szinesrud-készlet elemei



A készlet 12-féle hosszusagu és szinli rudat tartalmaz, mindegyikbdl
tobbet. 2-t és hatvdnyait a piros szin és drnyalatai, 3-at és hatvinyait a
kék szin drnyalatai képviselik. A legkisebb a fehér szinti ,,rud”,
speciadlisan ugyanolyan ,kiskocka”, amely a Dienes-készletben is
megtaldlhat6. Ebben a készletben (ha a fehér rudat tekintjiik egységnek)
a rudak hosszanak megfelelé alapszdml szamrendszerekben (2-es, 3-as,

16-0s) rakhatunk ki kétjegyli szamokat, a 3-as és 4-es
szamrendszerben hdarom-, a 2-esben Otjegylieket is. Példaul tizes
szamrendszerben a narancssarga rudak a tizesek, a fehérek az egyesek,
és igy a 23-at igy lehet kirakni:

1 ) @ a4
C U
A 2 narancssédrga rudat Osszesen 20 kis kockdval lehetne kirakni, a 2
narancssargit €s a 3 fehéret 23-mal. Ha a narancssargdk helyébe
pirosakat tesziink, akkor azt a szdmot raktuk ki, amelyet a négyes
szamrendszerben irunk 23-nak (olvasd: Kkett0-harom). A tizes

szamrendszerben ez 11. Ennyi kiskockdnyi mennyiség két piros és
harom fehér.

= 9 g
@ @ (Cervenakné et al. 1979)

Bar ez az eszkdz kitlinden alkalmas a 12-es és a 16-os szamrendszerbeli
kétjegyli szdmok szemléltetésére, a tanulmanyozott irodalmakban nem
taldlhaté utalds arra, hogy a tanulék tevékenykedhetnének 10-nél
nagyobb alapszamu rendszerekkel is. A 16-os szamrendszernek pedig
kiemelt szerepe van a szdmitdstechnikdban. A korai szakaszban ezzel
kapcsolatban szerzett tapasztalatok — pl. hogy a lejegyzésre nem
elegendd a tizes szdmrendszerben hasznalt 10 szamjegy, Ujabb
szamjegyre (szamjelre) van sziikség — megkonnyitenék a 10-nél nagyobb
alapszamu rendszerekre vonatkozé specidlis ismeretek elsajatitasat.
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~ Jatékpénz-készlet

A jatékpénz-készlettel val6 tevékenykedtetés nemcsak az elézdektol
kiilonb6z6 konkretizécidja a szdmrendszereknek, hanem a jatékossag, és
a hétkoznapi élettel vald kapcsolat elvét is megvaldsitja.

Az aldbbi lefrds a Nemzeti Tankonyvkiadé 2. osztilyosoknak sz4l6
matematika tankonyvében taldlhaté (C. Neményi, Sz. Oravecz, 1994).

1. Mintafeladat
Jatékpénz-készlet haszndlata a kettes szamrendszer szemléltetésére:
KETTESORSZAGBAN két pénzdarabot viltanak be egy nagyobbra:

&P =g [
- ol
—
— (16)

\; of

ey F Y

a) Mondd el, hogyan folytatndd! Milyen érméket kell még késziteni?

b) Vilts be 9, 10, 11, 12, 18, 19, 20, 21, 22, 29, 30, 31 fityinget! (Addig
valts, amig van valamibdl kettd!)

(C. Neményi, Sz. Oravecz, 1994).

A feladat masképpen is megfogalmazhatd: fizess ki 31 fityinget ugy,
hogy a lehetd legkevesebb pénzérmét (cimletet) hasznald!
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A jatékpénz-készlet az egyik legszemléletesebb, mindennapi élethez
kapcsolddo modellje a felvaltas miiveletének is.

Hasonléan képzelhetd el a négyes, 6t0s, stb. szdmrendszer pénzkészlete.
A fent emlitett tankonyv melléklete példdul tartalmaz kettes és harmas
szamrendszerhez tartozo, kartonpapirbol kivdghaté jatékpénzeket. Az
elnevezések is lehetnek véltozatosak. A tanulék olvasmdényaibdl ismert
nevek pl: petdk, fabatka, krajcar, vagy a szdmitégépes jatékokban
alkalmazott virtudlis fizetéeszkozok neve, pl. LOL, Mondoz,
(MondoZoo) CsengOpengd (Farmerama), stb. mind-mind egy-egy
nagyszerii modja a motivacionak.

~ LEGO-elemek

A tanul6khoz kozel all6, motivald, és nagyon szemléletes eszkoz lehet a
LEGO ¢épitdjaték, amelynek elemei konnyen Osszekapcsolhatok. Példa
az el6zd tankonyvbol, a tizes szdmrendszerben felirt kétjegyli szamok
szemléltetésére:

2. Mintafeladat
LEGO épitéelemek hasznalata a tizes szdmrendszer szemléltetésére:

Laci igy szamolja meg a LEGO-it: tizbdl épit egy tornyot, aztan mar
nem is szamolja, csak ugyanakkora tornyokat készit. Olvasd le, hany
elembdl all a készlete!

A tizes tornyok szimbolumma valnak: képviselik a benniik foglalt 10
egységet. A kétjegyll szamok bontdsa igy valik lathatd, megfoghatd
valosagga: az elsd szamjegy a tornyok szdmat, a masodik a kimaradd
elemeket irja le (C. Neményi - Sz. Oravecz, 1994).
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~ Szines korongok

Vegyiink bizonyos szdmu szines korongot, négy vagy ot szinben, és
allapodjunk meg abban, hogy példdul 5 sarga egy zoldet ér, 5 zold egy
pirosat, 5 piros egy kéket. A fel- és bevaltasokat a megdllapodas alapjén,
a szinkddok szerint végezziik. Itt a reprezentacié még targyi-cselekvéses,
de magasabb absztrakcids szintet jelent, hogy az egyes helyi értékeket
ugyanolyan méretli, bar mas-mas szinli elemek képviselik (Dienes,
1973).

~ Egyforma targyak csoportjai

Egyforma targyakat, példaul fém alatétkarikdkat hasznalunk egy-egy
mennyiség reprezentdldsara igy, hogy itt mar nincs sem méret-, sem
szinbeli megkiilonboztetés, csak a karikdk helyzete hatdrozza meg az
értékiiket. Példqul ** eee & *e* - 23124 (ha 4-es

rendszerben dolgozunk) (Dienes, 1973).

~ Csoportositds az interaktiv tdbla haszndlatdval

A kovetkezd feladattipus az enaktiv €s az ikonikus reprezentaciok kozé
is sorolhatd. A cselekvést nem konkrét targyakkal, hanem az interaktiv
tablan megjelend képekkel hajtjuk végre. Az interaktiv tabla, mint
eszkoz, motivalo hatasa.

3. Mintafeladat

Csoportosités jelképes csomagolassal, leltarkészités:

1. Tegyél a tdnyérrdl az asztalra 17 szem babot!
2. Csomagold hdrmasdvall
3. Készits leltdrt! A

B 5
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Megoldis:

q

1. Tegyél a tdnyérrél az asztalra 17 szem babot!
2. Csomagold hdrmasdvall
3. Készits leltdrt!

1 2

o) ¢

(Sitkuné, 2012)

Csoportositds — ikonikus reprezentdciok
— Képek, rajzok a csoportositdsban

A konkrét csomagoldsok utin a tdargyak helyett azok képét
csoportositjuk zart vonalakkal jelezve az egy csoportba tartozdkat. A
targyak képét késoébb egyszerii jelek (korok, pontok, csillagok, stb.)
véltjak fel.

Kezdetben itt is a csoportositds a 1ényeg, fokozatosan vezetjiik be a leltar
eredményének legcélszerlibb (pozicids) lejegyzési modjat (lasd a
szimbolikus reprezentacidkat targyalo rész).

A csoportokat megkiilonboztethetjiik szinekkel, vonalstilussal vagy a
keret alakjaval is.
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

Rajzos csoportositas:

4. Mintafeladat

Hény gyufaszdl van a rajzokon? Szdmlédld meg!
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Melyiket volt egyszerlibb megszamolni?

Feladatok csoportosités elkészitésére:

5. Mintafeladat

a) Csoportosits harmasaval!
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(C. Neményi et al. 1988)
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b) Csoportosits négyesével!
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d) Folytasd!



6. Mintafeladat

Leltar készitése kész csoportositds alapjdn (csoportok csoportjait még
nem képezziik):

Mibdl hany van? Ird a tablazatba!
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7. Mintafeladat

Csoportositds és leltdr készitése (csoportok csoportjait még nem
képezziik):

Csoportosits! Mibdl hany van?

ST AT ™5 ]
AL VA
[ART T P

(Cervenakné - Varga, 1982)
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

8. Mintafeladat

Problémafelvetés, csoportositds, leltarkészités ugyanabban a feladatban
(csoportok csoportjait is képezziik):

Hény labda ez?

e J o] i . ® po & -~ - g o ;;,-. &
QP in-f o a a? * Q.a

24

Ha valamibdl nagyon sok van, azt gy lehet kdnnyen megszdmolni, ha
egyforma csomagokat készitlink beldle.

Példaul 3 labdat egy haldba tesziink:

HEGEGEEE,

Ha még a kis csomagokbol is sok van, akkor ezekbdl is egyforma
nagyobb csomagokat készitiink.

Példaul 3 halot egy dobozba tesziink:

Végiil csak annyit kell feljegyezni, hogy milyen csomagbdl mennyi van,
és hany darab nem keriilt csomagba.

Példaul, hogy hény labda nem keriilt hal6ba,
hany hal6é maradt ki a dobozbdl,

€s hany doboz késziilt.

Qe

| 2 2

Leltar:

(C. Neményi - Sz. Oravecz, 1994)

A leltar készitése ezekben a feladatokban mar a szimbolikus
reprezentacids szintet késziti elo.
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9. Mintafeladat

Csoportositds, leltarkészités a tizes szamrendszerben:
Szédmolj ligyesen!

a) Mondd ki gyorsan a LEGO-k szdmat!

1]
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b) Ird le a kimondott szdmokat! Ird le, hogy hany tizes torony, hany
egyes elem!

o R e ) 34—_3|+4e

Ez a mintafeladat a LEGO-tornyok rajzos reprezentacidja: itt mar nem
kell megszamldlni a toronyban taldlhaté elemeket, jelképpé vélik a
torony, de a hossza még kifejezi, hogy 10 egységet ér. Késdbb még ez is
egyszertsodik: ,,t” fejezi ki a tornyot, a 110 elemet, ,,e” az egy elemet
(C. Neményi - Sz. Oravecz, 1994).
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

A csoportositds eredményének lejegyzése — szimbolikus reprezentdciok

A csoportositds oOtlete mellett a helyi értékes lejegyzési mod a
szamrendszerek mdésik 1ényeges alapgondolata, amely a szdmok irédsbeli,
szimbdélumokkal torténd megjelenitésének specialis megvaldsitasa.

A szamrendszerekkel kapcsolatos tapasztalatszerzés kezdetén, a
csoportositdsok eredményeként széban megéllapitjuk, hogy milyen
csoportok keletkeztek, és azt, hogy melyikbdl hdny darab. Lényeges
informdcié az is, hogy hényasaval csoportositottunk. Ezen eredmények
lejegyzésére tobbféle megolddst valaszthatunk.

,J0, ha a gyerekek eleinte olyan lejegyzési modot ismernek meg,
amelyben nincsenek eleve megadott megéllapoddsok. Azt, hogy érdemes
valamiféle megéllapodést tenni, maguk is kitaldljak hosszabb-rovidebb
id6 utan. Es ha majd 6k fogjak kivanni a megallapodasok kialakitasat,
természetes lesz, és konnyebben megjegyezhetd” (Cervenakné et al.
1988).

A pozicidés lejegyzési mod alkalmazdsa csak fokozatos absztrakcid
eredménye lehet. Lényegesnek tartjuk, hogy a lejegyzési mod
kapcsolddjon ahhoz az absztrakcids, illetve reprezenticids szinthez,
amellyel a tanul6 éppen dolgozik.

— Lejegyzés tetszoleges elrendezéssel

A rajzos csoportositds sordn haszndlt jelolési (pl. a vonal stilusa, a szine,
a bekeretezés maddja), illetve elnevezési (kis- kozepes- nagycsoport, V.
nagykocka, réteg, rid, kiskocka) modok akkor is megkiilonboztetnék a
helyi értékeket, ha mdés sorrendben, akdr Osszevissza irndnk le,
melyikbdl mennyi van.
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Kezdetben ilyenféle lejegyzéseket hasznédlhatunk:

Reteg

rl.'ld

(2

kiskocka
MR+ 1r+ 2K

@

O2 31

O2 !

Leltar lejegyzése tetszdleges elrendezésben (Cervenakné et al. 1979)

vagy szinessel irjak a szamokat:
2 0 1

fehér (fekete)  zald piros

» 2
3 0
3 .
2
1

4

| 23 Q| I
]

vagy: . |

1
| 2

A 11 harmas csoportositasanak lejegyzési lehetoségei
(Cervenakné et al. 1988)
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

4+ 1K + 2N 2 (5-5-06s
csoport)

1 (5-6s csoport)

(kis csoport: 5 — jele: K, nagy
4 (darab)

csoport: 5 - 5 —jele: N)

O‘ N‘ K‘ d‘ O = 6rids

(L csoport
darab GC)(:J 0

211 4

[(5-5)-5]

Az 59 6t0s csoportositasanak lejegyzési lehetdségei
(Cervenakné et al. 1988)

— Lejegyzés tablazatos elrendezésben; a pozicids irdsmdd bevezetése

A leltarkészitéskor mar eldre szoktuk vetiteni a helyi értékes frdsmddot
annyiban, hogy a legnagyobb csoportok szdmaét irjuk baloldalt, utdna a
kovetkezd, kisebb csoportok szamat és igy tovabb, a csoportositasbol
kimaradt targyakig vagy jelekig. Késébb a helyiérték-tdblazat
alkalmazdasaval, fokozatos absztrakcié eredményeképpen vezetjiik be a
pozicids {frasmodot.

A helyiérték-tablazat elsd sora — attol fiiggden, hogy milyen absztrakcios
szinten dolgozunk éppen — sokféle format oOlthet. Az aldbbiakban a
37 = 12015 példan keresztiil mutatjuk be a lehetséges fokozatokat:
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a) A tablazatban a konkrét eszkdz, majd annak képe/rajza jeloli a helyi
értékeket:

W

TP | 77|

nagykocka réteg rud kiskocka

1 2 0 1

37 kiskocka = 1 nagykocka + 2 réteg + 0 rud + 1 kiskocka = 12013

G A @
() A\ O

huszonhét- | kilenc- harom- egy-
petdkosok | petdkosok petdkosok | petdkosok

1 2 0 1

37 petdk = 1 huszonhétpetdkos + 2 kilencpetdkos + 0 harompetikos +
1 egypetakos = 12013

b) A rajzos csoportositds sordn kialakitott 4dbrak, majd azok képi
szimbdlumai jelolik a helyi értékeket:

BBy 3,
@ | -

1 2 0 1

Csoportositdsok rajza

78



7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

-

O

2

0

1

Csoportositasok képi szimbdéluma

¢) A csoportok eszkdzhoz, illetve rajzhoz kapcsolddé elnevezései, majd
az elnevezések kezddbetiii jelolik a helyi értékeket:

Orids nagy kis kimaradt
csoport | csoport | csoport | elemek
1 2 0 1
Csoportok elnevezése
0 N K E
1 2 0 1

Csoportok elnevezésének kezddbetiije

d) A helyi érték altal képviselt mennyiséghez kapcsolddo elnevezések,
majd azok kezddbettii jeldlik a hely1 értékeket:

Huszonhetesek

kilencesek

harmasok

egyesek

1

2

0

1

37 =1 Huszonhetes + 2 kilences + 0 harmas + 1 egyes = 12013

H

k

h

(&

1

2

37=1H+2k+0h+1e=1201;

79

0

1




e) A megfelel értékeket konkrét szamok jelolik, a felirds moddja a
szorzat- majd hatvdnyalak bevezetése utdn képlet formdjaban is
megjelenhet:

27 9 3 1
1 2 0 1
37=1-27+2-940-3+1-1=12013

3-3-3 3-3 3 1

1 2 0 1
37=1-3-3-3+2-3-34+0-3+1-1=12013

33 32 31 30

1 2 0 1
37=1-3+2-32+0-3'+1-3°=1201;

=3 r r2 r! P

1 2 0 1

37=1-r+2-?+0-r'+1-1°=1201;

Ha valahogyan jeloljiik, hogy hanyasaval végeztiikk a csoportositdst, a
tablazat elsd sorat el is hagyhatjuk, igy is egyértelmii, melyik szamot
jeldli a szdmsorozat:

37=‘1‘2‘0‘1‘®

A tablazat szegélyeit (magat a tablizatot) elhagyva pedig eljutottunk a
hétkdznapi életben is haszndlt pozicids irdsmdédhoz. A szdmjegyek

/////

alapszdmot — kivéve a tizes szamrendszerét — jeldlniink kell. A jelolési
modok a kovetkezdk lehetnek:

3
1201 1201g 1201 1201;.

A napjainkban hasznédlt szakkonyvek nagyrészt a negyedik jelolésmodot
alkalmazzak.
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

A helyiérték-tablazatot kiterjeszthetjiilk a tortrészek oszlopaival is. A
vesszos tortek fogalménak, és a negativ kitevdjii hatvany fogalmanak
bevezetése is torténhet a tdbldzat segitségével.

' ! [ 1] H H 0
8 4 2 1 1 1 1
2 4 8
1 1 1
2.2.2 2.2 2 1 - = | —
2 | 221222
1 1 1
3 2 1 0
2 2 2 2 o | =
23 22 2! 20 2! 22 23

Helyiérték-tablazatként a tanuldk eldre elkészitett , leltarsablonokat™ is
hasznalhatnak. A sor elején mindig jelzik, hogy hanyasaval
csoportositottak, a sor végén pedig beirjdk, hogy hdnyat csoportositottak.
A tabldzat els6 sora az adott absztrakcids szintnek megfeleléen
véltozhat:

(kelk) (piros) (zald)

b y b

Hanyasa- p——— Mennyit
val csopor- © O : : x csoporto-
. - LN P
tositaszy sitaszy

il - 1 2 1 25
3 2 0 0 18

(Cervenakné et al. 1988)

A téblazatsablon megtaldlhaté egyes tankonyvek mellékleteként is
(C. Neményi et al. 1994).

Az interaktiv tdblan is haszndlhatunk az adott reprezenticids szintnek
megfelelden eldére elkészitett tabldzatsablonokat.
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Osszefoglalé tablazat

A helyiérték-tablazat fejlécének absztrakcids szintjei

al | oz
) N
VAN
bl @‘
l-, ‘.‘ @
AP ‘6‘ ) %
N &
T Lo e |
cl | Orids csoport nagy csoport | kis csoport | kimaradt
elemek
c2 o} N K E
dl | Huszonhetesek kilencesek harmasok egyesek
d2 H k h e
el 27 9 3 1
e2 3.-3.3 3.3 3 1
e3 33 3? 3! 3°
e4 r r r! r°
1 2 0 1
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

A tablazat fejlécének absztrakcids szintjeihez kapcsolédé néhdny
lejegyzési mod:

37 kiskocka = 1 nagykocka + 2 réteg + O rdd + 1 kiskocka

37 petdk = 1 huszonhétpetdkos + 2 kilencpetdkos + O hdrompetdkos +
1 egypetdkos

37 = 1 Huszonhetes + 2 kilences + 0 hdrmas + 1 egyes
37=1H+2k+0h+1e
37=1-27+2-9+0-3+1-1
37=1-3-3-3+2-3-3+0-3+1-1
37=1-3+2-3"+0-3'+1-3°

Az als6 tagozat matematika tantervében szerepld egyik legfontosabb
kovetelmény az, hogy a tizes szdmrendszerben felirt szdmokat a tanul6
értelmezni tudja az adott évfolyamon hasznélt szdmkorben. Ennek
érdekében 1ényeges, hogy a matematikai tartalom tObbféle
konkretizacidjaval, tobbféle reprezenticids szinten taldlkozzanak a
tanulok, tobbféle alapszammal 1s végezzenek csoportositasokat,
lejegyzéseket, elOsegitve ezzel a szamfogalom elmélyitését, és a
— szintén a tantervi kovetelményekben megfogalmazott —
szamrendszeres gondolkodas fejlesztését is.
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7.2. AZ ATVALTASOK ALGORITMUSAI

A helyi értékes szdmrendszerek fogalmainak kialakitisa sordn az alsé
tagozatban tulajdonképpen a kiilonb6zé alapti szamrendszerek kozotti
atvéltasok sokasdgat végezziik, a tanuldk életkori sajatossdgainak, és az
adott fogalmak fejlettségi szintjének megfeleld reprezentacios, illetve
absztrakciés szinteken. A felsObb évfolyamokon az ezen tapasztalatok
alapjdn kialakitott szkémdra alapozva a megszerzett ismereteket
bdvitjiik, dj szitudcidkban alkalmazzuk. A reprezentaciok koziil eldtérbe
keriilnek a szimbolikus reprezentidciok. A tovdbbiakban példakat
mutatok be az atvaltasok algoritmusainak alkalmazédsiara. A matematika-
és informatika tankonyvek targyaldasmodjat kovetve foglalkozom a
kovetkezokkel: atvaltas tizes alapu szamrendszerbol nem tizes alapt
szamrendszerbe, atvaltds nem tizes alapu szdmrendszerbdl tizes alapd
szamrendszerbe, kapcsolat a kiilonb6zé alapszdmui szamrendszerek
kozott. A targyalds sordn kiemelem a kiillonb6z6 reprezentacids szintek
kozotti kapcsolatok megteremtésének lehetdségét.

Tizes  szdmrendszerben  megadott szdm  dtirdsa mds alapu
szamrendszerbe (Mintafeladatok)

Az ilyen tipusu feladatok megolddsa sordn maradékos (euklideszi)
osztasok sorozataval juthatunk a keresett szdmjegyekhez. Alapvetden
kétféle modszer szerint szamolhatunk. Az egyik modszerrel eldszor a
legkisebb helyi értékli jegyet allitjuk el6, majd rendre a tobbit a
4. fejezetben targyalt (3) Osszefiiggés alkalmazdsdval. A madsik
madszerrel el6szor a legmagasabb helyi értékil jegyet kapjuk meg, majd
rendre a tobbit a 4. fejezetben targyalt (4) Osszefiiggés alapjan.

1. modszer
10. Mintafeladat

A megoldds az algoritmus leirdsdra szoritkozik, nincs utalds a fogalom
kialakitdsa sordn hasznélt reprezenticiokra.

Valtsuk at a 234-et 5-0s szamrendszerbe!

Osszuk el a megadott szamot, a 234-et az Uj rendszer alapszamaval,
vagyis 5-tel.
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

Az igy kapott maradék adja az j szdm legalacsonyabb helyi értékii
jegyét. A hanyadost osszuk tovdbb az alapszdmmal. Ezt az eljarast
folytatjuk addig, amig 0 hdnyadost nem kapunk.

234 =546 + 4,
46=5-9+1,
9=5-1+4,
1=5-0+1.

Ezért 234=1-5+4-52+1-5"+4.5°= 14145 (Szendrei, é.n.).

11. Mintafeladat

A megoldas soran jol kdvethetd az elvégzendd osztasok sorozata. A
vizsgdlt tankonyvben a 2. mddszer (lasd késObb) bemutatdsa utdn
kovetkezik, amelyhez kapcsolva ezt a leirdst, még egyértelmiibb az
utalds a fogalom kialakitdsa soran hasznalt reprezentaciokra.

Irjuk fel a tizes szamrendszerben felirt 47-et harmas szdmrendszerben!
47:3 =15  ennyi harmasunk lett, ezeket nagyobbakra véltjuk be;
17

2 ennyi egyesiink lesz;

15:3=5 ennyi kilencesiink lett, ezeket nagyobbakra valtjuk be;

0 ennyi harmasunk lesz;
5:3=1 ennyl huszonhetesiink lesz, mar nem tudjuk nagyobbra
valtani;
2 ennyi kilencesiink lesz;
1:3=0 ennyi nyolcvanegyesiink lesz;
1 ennyi huszonhetesiink lesz.

huszonhetes | kilences | hirmas | egyes
1 2 ] o | 2
47 =1202;

(Englesz et al. 1978)
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12. Mintafeladat
Az algoritmus alkalmazdsa kozben taldlunk utaldst a csoportositds
elvének alkalmazdsara vonatkozoan.

Ird 4t 12-es szamrendszerbe: ¢ = 3489.
A t atirasanal idézzik fel a ,,leltarozast”.

3849-et 12-es csoportokra osztjuk. 3489 :12 =290
9 marad ki a 12-es csoportokbdl. 108
Az utolsé szamjegy a 9. 09

A 12-es csoportokat ujra 12-esével 290:12=24
csoportositjuk. A 12-es csoportokbél 2 50

marad ki. Az utolso el6tti szamjegy 2. 2

Tovébb csoportositunk 12-esével. 24:12=2
A kovetkez6 szamjegy 0. 0

Az els6 szamjegy 2. 2:12=0
t=2029, (Hzajdu, 1990)
2. modszer

13. Mintafeladat

A megoldds bemutatdsa kozben nem, de végiil, mintegy Osszegzésként
taldlhat6 utalas a targyi reprezentéciora.

Viltsuk 4t a 234-et 5-0s szdmrendszerbe!
frjuk fel elszor az 0j rendszer alapszdmanak hatvanyait!
=1 s'=5  5°=25 5°=125 5 =625
Latjuk, hogy
(5°=) 125 <234 <625 (= 5%
234-et elosztva (5° =) 125-tel, a hanyados megadja az 1j szam
legmagasabb helyi értékii jegyét, €s a maradék 109:
234 =1-125+ 109.
A kovetkezd helyen allo jegyet ugy kapjuk meg, hogy a maradékot
osztjuk a kovetkezd helyi értékkel, (5%) = 25-tel:
109 =4-25+09.
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

Az eljarast folytatva kapjuk
9=1-5+4,
4=4-1+0.
Tehat: 234=1-125+425+1-5+4-1=
=1-5+4.52+41-5"+4.5"= 14144
Az itt ismertetett eljaras szemléltethetd a Dienes-féle kockakkal is. Arrdl
van sz0, hogy melyik a legnagyobb értékli idom, amelyik megvan az

adott szdmban és hanyszor van meg, majd ezt ismételjiik a maradékra,
stb. (Szendrei, é.n.)

14. Mintafeladat

A megoldas sordn Osszekapcsolodik a targyi, a képi és a szimbolikus
reprezenticio is.

Figyeld meg, hogyan irjuk ol a 375-6t hatos szamrendszerben!
A hatos szdmrendszer helyi értékei:

6" | 6 | 6 | 6 | 1
1296 | 216 | 36 | 6 | 1

216-n4al nagyobb helyi értékre nem lesz sziikségiink.
375:216=1, vagyis 216-o0sbdl 1 lesz, marad 159.
159 Ebbdl 36-o0s csoportokat készitiink.

159 : 36 =4. 4 ilyen csoportunk lesz, marad 15.
15 Ebbdl 6-os csoportokat készitiink.

15:6=2. 2 ilyen csoport telik ki, marad 3 darab egyes.
3
Roviden:
375=1-216 +159=1-216 +4-36+15=1-216 +4-36 +2 - 6 + 3.
Rajzban:

"L WE. YL W
B O D O
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Foglaljuk tdblazatba!

206 | 36 | 6 | 1
o4 2

Eredményiink tehat: 375 =1423¢. (Englesz et al. 1978).

15. Mintafeladat

A vizsgdlt tankonyv hiarom kidolgozott feladata ugyannak az
algoritmusnak kiillonbozd lejegyzési modjait szemlélteti, 10-nél nagyobb
alapszdmi szdamrendszerre is kitér. Utal a targyi reprezenticiora,
alkalmazza a képi reprezentaciot.

a) [rjuk fel a 47-nek a kettes szamrendszerbeli alakjat!

Kiszamitjuk a kettes szamrendszer sziikséges helyi értékeit:

1; 2,2-2=4,2-2-2=8;2-2-2-2=16; 2-2-2-2-2=32;

(A kovetkezd helyi érték: 2 - 2 -2 -2 -2 -2 = 64, erre mar nincs
sziikségiink.)

47 :32 =1 15:16=0 15:8=1 7:4=1 3:2=1
15 15 7 3 1
47=1-32+0-16+1-8+1-4+1-2+1-1.

47=101111,.

b) Irjuk fel 47-nek a harmas szdmrendszerbeli alakijat!

Kiszamitjuk a harmas szamrendszer sziikséges helyi értékeit:

1; 3; 3-3=9;,3-3-3=27,

(A kovetkezd helyi érték: 3 - 3 - 3 - 3 =81, erre mdr nincs sziikségiink.)

47:27=1 1 db27-es csoportot kapunk.
20

20: 9=2 A maradék 20 egyesbdl 2 db 9-es csoport készitheto.

2:3=0 A maradék 2 egyesbdl 0 db harmas csoport lesz.
2 Végiil marad még 2 egyes.
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

Huszonhetes Kilences Hérmas Egyes
000 000 000 000|000
000 000 000 000|000
000 000 000 000|000 00
— —— %
1 dh 2db 0 dh 2dh
47=1-27+2-9+0-3+2-1.
47 = 12025.

¢) Irjuk fel 2001-nek tizenhatos szamrendszerbeli alakjat!

A 16-0s szamrendszerben 16 alaki értékre van sziikség.
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A=10,B=11,C=12,D=13,E=14,F=15.

A 16-0s szamrendszer sziikséges helyi értékei: 1, 16, 16 - 16 = 256.
(A kovetkez6 helyi érték: 16 - 16 - 16 = 4096.)

2001 : 256 =7, 209:16=13
209 1

2001=7-256+13-16+1-1
A 13-nak megfelel6 alaki érték: D.
2001 = 7D1e.

(Hajdu, 2001)
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16. Mintafeladat

Az informatikadrdkon haszndlt tankonyv az algoritmus formalis
bemutatdsdra szoritkozik. Nem utal a szdmrendszerek fogalméanak
Iényeges jellemzodire. A bemutatas €s az alkalmazas is kizarolag a
szimbolikus reprezentécidra épit.

Egy tizes szdmrendszerbeli egész szdm kettes szdmrendszerbe vald
atvaltasa az aldbbi algoritmus szerint torténik:

Az atvaltand6 decimalis egész szamot osztjuk kettdvel, mig nulla nem
lesz a hanyados, a keletkez6 maradékokat forditott sorrendben leirva
kapjuk a binaris szamokat.

Példa: 116:2=58 —> 0
58:2=29 —> 0
29:2=14 —> 1
14:2="7 — 0
7:2=3 — 1
3:2=1 — 1
1:2= 0 — 1

azaz 116 = 1110100

A tortszdmok bindrissa alakitdsa némileg eltérd. Kiilon kell valasztani az
egészrészt és a tortrészt. Az egészrésszel ugyanigy jarunk el, mint az
elébb, a tortrésszel a kovetkez6 modon. A tortet szorozzuk kettovel. Ha
tobb lesz az eredmény egynél vagy egyenld vele, akkor leirjuk az egyet,
majd egyet kivonunk a kapott szambdl. Ha a szorzat kisebb lesz egynél,
akkor nulldt frunk le. Ezutan 0jabb kettdvel vald szorzas kovetkezik.
Mindezt addig folytatjuk, mig nulldt nem kapunk, vagy el nem érjiik a
kivant pontossagot.

Példa: 25.35 25=11001¢
0.35-2=07 —> 0
07-2=14 —> 1
04-2=08 —» 0
08-2=16 — 1
06-2=12 — 1
02-2=04 —> O
04-2=08 — 0

Vegylik észre, hogy a jegyek mar ismétlddnek, a szam tehat:
1 1001, 0101 1001 1001 1001 1001 ...
(Rozgonyi-Borus, 2006)
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

17. Mintafeladat

Az informatika tankdnyvekben gyakran haszndlt lejegyzési mdd.

1132 0 |45 |2
561 4 0 |.90
28 (0 1|8
14| 0 1|6
7|0 )
3(0 0 |4
1|1 0o |8
0|1 1|6

v 1|2
0 |4
0o |8

113.45(10 =1100001.0111001100,

(Csernoch, 2012)
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Mds  szdmrendszerben  megadott  szam  dtirdsa  tizes  alapu
szdmrendszerbe (Mintafeladatok)

18. Mintafeladat
Irjuk 4t 231 564g-at tizes alapt szamrendszerbe!
2315645=2-8+3-8"+1-8+5-8°+6-8' +4.8"=
=2-32768+3-4096+1-512+5-64+6-8+4-1=
=65536+ 12288 +512+320+48 +4 =78 708.
Amint latjuk, az atszamitas tobbjegyli szdmok esetén a hatvanyozasok,
szorzéasok és 0sszeadas miatt eléggeé iddigényes.
Ugyanez a szamolds a Horner-féle elrendezés néven ismert eljarassal
lényegesen rovidebb.
Ez az eljaras a kovetkez6 algebrai 4talakitdson nyugszik:
a=ag +ang " 4. tag +ag+ag=
=((... (ang+an)g+... Tag+a)g+ao
Az elébbi példat ennek segitségével igy irhatjuk:
2315645=2-8+3-8"+1-8+5-8°+6-8' +4.8"=
=((((2-8+3)-8+1)-8+5)-8+6)-8+4.
A szamolas attekinthetdsége €s meggyorsitasa érdekében a kovetkezd
tablazatot is hasznalhatjuk. frjuk a tablazat elsé soraba a megadott szam
szamjegyeit. A masik sor elsd oszlopaba keriil az alapszdm, a masodik
oszlopba pedig a megadott szam els6 jegye.
(213 ]1]5]6]4
gf2] [ [ | |
Szorozzuk 6ssze a masodik sor elsd két szamat és adjuk hozza az elsd
sor masodik szdmjegyét. Vagyis
8:-2+3=16+3=109.
A kapott Osszeget irjuk a masodik szamjegy, a 3 ald. Folytatva az
eljarast, kapjuk:
8-19+1=152+1=153,
8-153+5=1224+5=1 229,
81229 +6=9832+ 6 =9 8§38,
8-9838 +4=78704 + 4 =78 708.

Az utols6 oszlopban megkapjuk a keresett szamot.

2 | 3 | 1 | 5 | 6 | 4
8 | 2 | 19 | 153 | 1229 | 9838 | 78708
(Szendrei, é.n.)
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

19. Mintafeladat

Elsdsorban kisebb szdmok esetén alkalmazott modszer: az atirando
szamjegyeket szorozzuk a  megfeleld0 helyi értékek tizes
szamrendszerbeli alakjdval, majd a tagokat 6sszeadjuk.

Példa:

1-2041-2%4+1-2°+1-2°+1-2°=
64+16+8+4+1=93

0101 1101

A bindris vagy hexadecimadlis szam visszairdsa tizes szdmrendszerbe is
gyakori feladat. Ez a Horner-elrendezés segitségével is torténhet.

A szédm elsé szamjegyét megszorozzuk a szdmrendszer alapjaval, a
kovetkezd jegyet hozzdadjuk, majd Gjra az alapszdmmal szorozzuk az
eredményt. Ezt folytatjuk, mig a szdmjegyek el nem fogynak. Az utols6
jegy hozzaaddsa utdn mar nem kell szoroznunk.

Példa: az 4tvéltando szam legyen: 0110 1101:

0 1 1 0 1 1 0 1 az eredeti szam

jegyei
1 3 6 13 | 27 | 54 | 109 |plusz a
+ 1 1 ! 2 L a P ”oa
S| I R kovetkezd jegy
) A e DR SzZorzas az
' 0 | 2] 6 | 12|26 54108 alappal

(Rozgonyi-Borus, 2006)

20. Mintafeladat

Az (asazajap), egész szam ((az p + az) p + a;) p + ap alakban is
felirhat6, amely segitségével zsebszamologép alkalmazdsaval az
atalakitds szorzdsi és Osszeaddsi feladatok ismételt alkalmazdsdval
gyorsan megoldhato részeredmények tarolasa nélkiil.

Példaul: (132);=(1 -4+ 3)-4+2=30
A tortrészre vonatkozodan:

(a.ja2a3), = ((az:p+az):p+aj):p,
tehat példaul

(0.12);=(2:4+1):4=15:4=0.375.
(Perge, 1993)
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7.3. KAPCSOLAT KULONBOZO ALAPSZAMU SZAMRENDSZEREK
KOZOTT

A kiilonb6z6 alapszamtl szdmrendszerek kozotti atvaltasok specidlis, az
informatikaban gyakran el6fordulé esete az, amikor az egyik
szamrendszer alapszdma a mdsik szdmrendszer alapszamdnak pozitiv
egész kitevos hatvanya.

21. Mintafeladat

A nyolcas szdamrendszer semmi egyéb, mint a kettes, ha annak harom-
harom jelét egy jelnek tekintjiik. Egy ilyenféle kod alapjén:

A 2. 3 k5 6 7
1T T DI T
nyolcas és ugyanakkor kettes szamrendszerben irhatjuk le a szdmokat és

még attél a terjengdsségtdl is megszabadulunk, ami a kettes
szamrendszer {raismaddjat jellemzi.

3 0 7

044 0004 14 (Varga, 1977)

22. Mintafeladat

Minden hexadecimdlis szdmjegy négy bittel leirhat6, és forditva. A
négyes csoportok mindegyikét megfeleltetve egy hexadecimalis
szamnak, megkapjuk az atkonvertalt szamot.

Példa:

11110 1000 1001 1011

E 8 9 B

azaz 1110 1000 1001 1011 = $SES 9B
Es a visszairas is hasonlo:

0 6 D 1
000 0110 1101 0001
azaz $06 D1 =000 0110 1101 0001 (Rozgonyi-Borus, 2006)
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23. Mintafeladat

Mivel a szdmok felirdsa kettes szamrendszerben viszonylag sok pozicién
valésul meg, ezért a szdmitdsi folyamatokndl alkalmazdst nyer a
kevesebb pozicion torténd 8-as és 16-os szamrendszerbeli irdsmodd is
(oktalis és hexadecimalis szamok).

Mivel a 2* =8, vagyis a tortponttdl jobbra és balra minden tridda (3 helyi
érték) a 2-es szadmrendszerben megfelel egy 8-as szadmrendszerbeli
szamjegynek, és forditva minden 8-as szdmrendszerbeli szdmjegy
megfelel a 2-es szdmrendszerben 3 helyi értéknek. Ezért a 2-es és 8-as
szamrendszerbeli szdmok kozotti  4tvaltds (konvertdlds konnyen
elvégezheté. Hasonloan 2* = 16 miatt minden 2-es szdmrendszerbeli
tetrdd (4 helyi érték) a tortponttdl jobbra is, balra is megfelel egy
tizenhatos szdmrendszerbeli szamjegynek és forditva.

KONVERZIO OKTALISROL BINARISRA,
HEXADECIMALISROL BINARISRA ES FORDITVA

Oktélis | Bindris Hexadec. | Binéris Hexadec. | Binaris
szamjegy | tridda szamjegy | tetrad szamjegy | tetrad
0 000 0 0000 8 1000
1 001 1 0001 9 1001
2 010 2 0010 A 1010
3 011 3 0011 B 1011
4 100 4 0100 C 1100
5 101 5 0101 D 1101
6 110 6 0110 E 1110
7 111 7 0111 F 1111
Példaul
(123.54=| 001 | o010 [ o1l |.[ 101 | 100

(1 2 3 . 5 4),
(Perge, 1993)

Tapasztalat, hogy a kiilonb6zd alapd szamrendszerek kozotti atvaltdsok
algoritmusainak tanuldsa soran a tanuldk|hallgatok jelentds része csupan
a szimbolumokkal valé miiveletek memorizalasat végzi (Sitkuné, 2008,
2009).
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7.4. A KETTES SZAMRENDSZER SPECIALIS KONKRETIZA CIOI

Kézjelek

Meddig lehet egy kézen elszdmolni?

Elsé osztalyban nagy érdeklddéssel ismerkednek a gyerekek a kettes
szamrendszer ujjakkal valé megjelenitésével.

Mutassuk fel a hiivelykujjunkat, és kérdezziikk meg, mennyit mutatunk!
(A gyerekek ugyanezt a maguk felé forditott jobb keziikon mutassak!)

—Ez 1 — dllapitjdk majd meg a gyerekek.
—Jo, ha ez 1, akkor ezt az ujjamat 2-nek fogom nevezni (mutassuk fel a
mutatéujjunkat!).

A kinyitott ujjak értéke osszeadodik

— Hogyan mutathatok akkor 3-at? — kérdezziik meg a gyerekeket. Sokan
fogjak felmutatni a kozépsoé ujjukat. De lesz, aki kitaldlja, hogy ha a
hiivelykujjunk 1-et, a mutatéujjunk 2-t ér, akkor a kettd egytitt éppen 3-
at fog jelenteni:

Ez 3

— Es a 4-et hogyan mutathatom? — kérdezziik meg ismét a gyerekeket.
Probadlkozasok utdn rajonnek, hogy az els6é két ujjukbdl mar sehogyan
sem tudnak kihozni 4-et, tehat a harmadik ujjunkat: a kdzépsot egyediil
nevezziik el 4-nek.
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Igy mutatunk 4-et:

A tobbit hasonldan ki fogjak taldlni:

fa4+1 5 L+21 6 L4241 7

\

Ezzel egyiitt mar igen sokdig el tudjdk mutogatni a szdmokat a gyerekek:

8+1 6 B+2 10 {B+2+1 1 B+412 {Jn\\
( )
B+a+1 13
) {mf Bretd “'gm‘b (B+L+241) 15&

A 16-hoz eld kell venniink a kisujjunkat — egyediil. Minthogy 1-t61 15-ig
minden szdmot tudunk mutatni a tobbi négy ujjunkkal, ezeket a figurdkat
kapcsolva a 16-hoz (a kisujjunkhoz), egészen 31-ig minden szamot
megjelenithetiink az 6t ujjunk segitségével. (Majd mdasodik osztdlyban
folytathatjuk a masik keziink ujjaival. A tiz ujjunk egyiitt 1023-at fog
érni, és ezzel a moédszerrel 1-t61 1023-ig minden szdmot eldallithatunk,
ha a képzést ugyanigy folytatjuk. Egészen addig nem vessziik el a
kovetkezd ujjunkat, ameddig az el6zéekkel mutatni tudjuk a szdmokat)
(Cervenakné et al. 1988:205).

Hasonlo leiras taldlhaté még: Varga, 1977., Varga, 1972.

Ez az ujj egyediil lesz a 8:
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Kettes szdamldlo (kettes szamologép)

A lapok két oldaldn a 0 és az 1 szdmjegy all. Ha 0-r6l egyre véltunk 4at,
nem torténik a szomszéd lappal semmi, de ha 1-r6l O-ra forditunk, a
szomszédos nagyobb helyi érték lapja automatikusan vele fordul. igy pl.
ha 5 lapunk van, az utolsé lap forgatdsdval a tobbi lap mozgédsa miatt
sorra megkapjuk 1-t61 31-ig a természetes szdmokat Kkettes
szamrendszerben felirva: 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, ... .

Pénzérmék

Egymas mellé tett pénzdarabokkal is kirakhatnak a gyerekek a kettes
szamrendszerben kiilonféle szamokat olyan médon, hogy némelyiknek a
fej oldala van foliil, némelyiknek az irds oldala. A fej lehet O, az iras

az 1. Egyeur6s érméken ugyanis ez van az iras oldalon. A pénzdarabokat
szines korongokkal potolhatjuk.

1101, =13

Pdilcikdk
Vizszintes és fiiggolegesen elhelyezett palcikakkal is megadhatjuk ezt az
informdciot:

::”
—
1404 hul‘ic': = 13 312

Dienes-készlet

A kéz ujjai, a felemelt kezek, a kettes szamldldé szdmjegyei mas-mds
szimbolumokkal fejezik ki egy-egy halmaz elemeit. Ha a Dienes-
készlettel dolgoznak a gyerekek, akkor a halmaz elemei 4lland6an ott

98
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vannak eléttiik: azok az egységek ezek, amelyekbdl az éppen kirakott

sor felépiil:
1 0 4

A rajzon l4that6 sor példaul 6t egységkockdbdl dll. De az is 14thatd, hogy
1 rétegbdl 0 rudbdl és 1 kis kockabol all.

Csoportositds rajzban

Sziikség esetén valamennyire pétolja, de inkdbb kiegészitheti a Dienes-
készlettel szerzett tapasztalatokat olyan rajzok készitése, ahol példaul
egy csomd csillagot kettesével bekarikdznak a gyerekek, a karikdkat
megint bekarikdzzdk kettesével, de mas szinnel, és igy tovabb.

Rajzunkon 1 vastag karika van, ezen kiviil nincs vékony (ami beliil van,
azt mar szamitottuk), de van még egy csillag.

Halmazrészek

Kettes szamrendszerbeli szdmokkal jellemezhetjiilk azokat a részeket,
amelyekre két vagy tobb halmaz egy alaphalmazt feloszt:

Az 110 jelzésti halmazrész benne van a Désa halmazban, de nincs
benne a /" -ban (Varga, 1977).
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Négyzet, kocka koordindtdi

(01) (1;1) 1,0;0) {LA 0)

(0;0) (1,0 V (0;0;0) (0;1;0) ¥

Igaz-hamis dllitdsok:

Az igaz éllitdsoknak az 1, a hamis dllitdsoknak a O értéket feleltetjiik
meg. igaz — 1; hamis — 0.

Szotagjdték

A szotagok lehetnek rovidek vagy hosszdak. A hosszi szétag jele: —, a
rovidé: U. Megéllapodunk abban, hogy minden hosszu szétag 1-et,
minden rovid szotag O-t jelent. Ezek egymdsutdnja 2-es csoportositdssal
felirt szamot jelenthet. Példak az els6 néhany szamra:

0= 0, U eb

1= 1, — lany

2= 10, — U béka

3= 11, — — 1épcso
Morse-abc

A rovid és a hosszu jelek viltakozds a kettes szamrendszer egyféle
reprezenticidja.

Képpontok szinezése két szinnel

Hogyan lehet az aldbbi képeket bindris jelekké alakitani?

Az abra fekete pontjait jeloljik 1-gyel, a fehéreket pedig O-val.
Soronként balrol jobbra haladva az els6 abra a kovetkezOképpen
alakithaté at: 10001 01010 00100 01010 10001. Alakitsd 4t hasonl6
jelsorozattd a masik két dbrat! (Fenyds, 2004)
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7.5. A GEPI SZAMABRAZOLAS ALAPFOGALMAINAK TANITASA

A szamitogép a kivondst, a szorzadst €s az osztast is Osszeaddsokkal
végzi. Hogy ez hogyan torténik, a legegyszeriibb a kivonas esetében
megmutatni. Ez egyuttal a komplemens fogalméhoz is elvezet minket.

Akomplemens fogalmdnak kialakitdasa

— A komplemens sz6 jelentése: (egymast) kiegészito.

— Tizes szamrendszerben: tizes komplemens, kilences komplemens
A fogalmak bevezetése mintafeladatok segitségével:

24. Mintafeladat

Vonjunk ki nyolcbdl kettét! A kivonds szokdsos moddszerével az
eredmény:

Hogyan tudunk a kivonds helyett Osszeaddst végezve ugyanerre az
eredményre jutni?

Tizes szdmrendszerben szdmolunk. Barmilyen szdmhoz tudok taldlni
egy masikat, amely 10 valamilyen hatvanyara (tehat 10-re, 10 - 10-re,
10 -10 - 10-re stb.) egésziti ki. Az ilyen kiegészitd szdmot tizes
komplemensnek hivjuk.

Példaul 2 komplemensei a 8, 98, 998 szamok, attol fliggden, hogy 10
melyik hatvanydra akarjuk a kettest kiegésziteni:

10 hatvanyai Komplemensek Igy egésziti ki:

10 8 2+8= 10

100 98 2+98= 100

1000 998 24+998= 1000
stb. stb. stb.

Valasszunk ki 10 hatvanyai koziil egyet, legyen ez példaul 100.

Képezem a kivonandé tizes komplemensét: ez 98, mert 2 + 98 = 100.
Hozz4adom a kisebbitend6éhoz: 8 + 98 = 106.

Az Osszeg (a 106) annyi szamjegybdl all, mint a valasztott hatvanyunk —
a 100 — ezért az elsd szamjegyet elhagyom: +06 marad a 06, vagyis az
eredmény 6.
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25. Mintafeladat

Vonjunk ki 16-ot 8-bol!

Valasszunk ki 10 hatvanyai koziil egyet, legyen ez az el6z6 példahoz
hasonléan példaul 100.

Képezziik a kivonando tizes komplemensét: ez 84, mert 16 + 84 = 100.
Hozz4adjuk a kisebbitend6hoz: 8 + 84 = 92.

Az most 0sszeg kevesebb szamjegybdl all, mint a hatvanyunk, a 100-as.
Ez azt jelenti, hogy az eredmény negativ lesz.

Hogyan kapjuk meg ilyenkor az eredményt? — Képezniink kell az 6sszeg
tizes komplemensét: az Osszeg 92, tizes komplemense pedig 8.

Az eredmény tehdt — 8 (Szikszai, 1985).

A kettes komplemens fogalom bevezetésére mddszertani szempontbol
jol felépitett példat taldlunk néhdny egyetemi-foiskolai jegyzetben.
Problémafelvetésbdl kiindulva, az eldzetes ismeretek rendszerébe épitve,
konkrét példdkon bemutatva valésul meg a fogalom kialakitdsa:

A negativ szamokat olyan formdban célszerli tarolni, hogy a gépi
kivonas miivelete Osszeadassal legyen helyettesithetd. Minthogy a
szorzas Osszeadasok sorozatara, az osztds kivonasok sorozatira
vezethet6 vissza; ha sikeriil a kivonast 0sszeadasra visszavezetni, akkor
a szamitogeépnek csak egyetlen aritmetikai miiveletet, az dsszeadast kell
tudnia elvégezni. Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogy a negativ
szamok specialis abrazolasaval hogyan vezethetd vissza a kivonas
Osszeadasra. Az egyszertiség kedvéeért térjlink at a tizes szamrendszerbe.
Tegyiik fel, hogy a szdmok dabrdzoldsiara hirom pozicié éll
rendelkezésiinkre (a legnagyobb 4brazolhat6 szam 10° —1=999 .

26. Mintafeladat

Vegyiink egy tetszéleges haromjegyli szamot, pl. a 234-et. Vonjuk ki
999-bél, az eredmény 765.
234

+765
999

A 765 az a szam, amely a 234-et csupa kilencesekbdl allo szémra
egésziti ki hdrom pozicion. Ezt a szamot a 234 kilences
komplemensének (kiegészit6jének) nevezziik. Altalaban beszélhetiink a
p alapi szdmrendszerben egy szdm p — [/-es komplemensérdl, amely a
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

szdmot olyan n poziciéjd szdmma egésziti ki, amelynek minden jegye p
— 1.

Adjunk hozz4d 765-hoz 1-et, az eredmény 766.
234
+766
1000

A 766-ot a 234 tizes komplemensének nevezziik. Altaldban, azt a
szamot, amely a p alapi szdmrendszerben egy n pozicion felirhato
szdmot p"-re egészit ki, a szdm p-s komplemensének nevezziik. Lattuk,
hogy a p — I-es komplemensbdl a p-s komplemenst 1 hozzdaddsival
kapjuk.

27. Mintafeladat

Végezziik el az aldbbi kivondst a harompozicidés decimalis szamok
korében:

723
-132

591
Ezt a kivonast az aldbbi egyenldség felhasznaldsdval masképp is
elvégezhetjiik:
723-132 =723+ (1000—-132)—-1000.
Lépésenként végrehajtva, eldszor képezziik a 132 tizes komplemensét

harom pozicion, ez 868. Ezt hozzdadjuk a 723-hoz, az eredmény:
723

+868
1591

A kapott szambol kivonunk ezret, azaz elhagyjuk az elsd szamjegyét —
amit a szdmitégép automatikusan le is vdgna, hiszen a szdm 4brazoldsira
csak harom pozicié all rendelkezésre.

fgy a kivonast két miiveletre, egy p-s komplemensképzésre és egy
Osszeadasra vezettilk vissza. Egyeldre ugy tlnik, csaltunk, hiszen a
komplemensképzés nem mds, mint kivonds. Ez val6jdban igy is van,
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kivéve a kettes szamrendszert, ahol ez a miivelet egy ,,trikkkel” masképp
is elvégezheto:

A kettes szdmrendszerben a p — /-es komplemens nem mads, mint az 1-es
komplemens (2 — 1 = 1), igy a komplemensképzéskor a nulldkhoz egyet,
az egyesekhez nulldkat kell adnunk, hogy minden pozicién 1-et kapjunk.

11001110 — nyolcpozicids bindris szam;

00110001 — a szam egyes komplemense;

11111111 — a kettd 0sszege.

A bindris szdmok korében tehdt egy szdm egyes komplemensét dgy
kapjuk meg, hogy a szdm minden egyesének helyére nullat, minden
nulldja helyére egyest irunk.

28. Mintafeladat

A kettes komplemens képzése meghatdrozds szerint egy egyes
hozzdadésdval valosul meg:
00110001 —egyes komplemens

+ 00000001
00110010 — kettes komplemens
11001110 —az eredetiszam
+00110010 —ketteskomplemens
100000000 —akett0 0sszege

A fentiekben leirt eljarassal a kettes szamrendszerben a kivonast akkor is
el tudjuk végezni, ha a gép csak az 6sszeadast ,,ismeri”. A szamitdogépek
tobbnyire a kettes komplemens képzésén alapul6 eljarast haszndljak
kivondsra, bar egyes géptipusok az egyes komplemensképzésbol
indulnak ki.

A kettes komplemens képzését egy 1épésben tgy is megoldhatjuk, hogy
a bitsorozatban a legkisebb helyi értéktdl kiindulva az elsd 1-essel
bezarolag valtozatlanul leirjuk a szamjegyeket, majd innentdl kezdve a
0-k helyett 1-eseket, az 1-esek helyett 0-kat irunk (Perge, 1993).
Példa: 110011110 az eredeti szém

001100110 kettes komplemens
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

29. Mintafeladat

Abrizoljuk 16 biten a —111, szamot kettes komplemens formaban:
0000000000000111  az eredeti szam

I111111111111000  egyes komplemens
I1111111111111001  kettes komplemens

Ha ezt a kettes komplemenst hozzdadjuk egy tetszdleges 16 bites
szamhoz, az eredmény ugyanaz, mintha 111-et kivontunk volna beldle,
ugyanis a legmagasabb helyi ¢értékii bit egyszerlien elvész. E
tulajdonsagok miatt a negativ szdmok helyett azok kettes komplemensét
taroljuk.

A tovédbbiakban még egy megkotést kell tenniink. Hogyan tudjuk
ugyanis eldonteni példdul azt, hogy az 1010101010101010 szam pozitiv-
e, vagy egy masik pozitiv szdm kettes komplemense? A felirds alapjan
sehogyan. Ezért megegyeziink abban, hogy a legnagyobb abrdzolhat6
pozitiv szam 2'° —1 legyen, vagyis a nemnegativ szamok csak a 15 alsé
helyi érték bitet foglaljak el, a negativ szamoknak megfeleld kettes
komplemensek elsd, legmagasabb helyi értékii bitje pedig 1 legyen.

A pozitiv szamok igy 0000000000000000 és 1111111111111111
kozott, mig a negativ szdmok komplemensei 1000000000000000 és
IT11111111111111 kozott helyezkednek el.

Atszdmolva  decimdlis szamokkd, a kétbdjtos egész értéke
—32768 <1 <32767 lehet.

Ebben a szamtartomanyban a pozitiv szimok legmagasabb helyi erteki
bitje mindig 0, a negativoké 1. Igy ezt a bitet eldjelbitnek nevezhetjiik.

Osszefoglalva, a fixpontos szdmdbrdzoldsndl 16 biten a -32768 és a
+32767 kozotti szdmokat abrazoljuk, a nemnegativ szdmokat binaris
alakban, a negativ szdmokat pedig bindris alakjuk kettes
komplemensével (Racsko,1989).
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Atobbletes kod fogalmdnak kialakitdsa

A tobbletes kéd fogalmat mar akdr az alsé tagozatos korosztdlyban
kezdhetjiik el6késziteni az Un. Caesar- kod vagy Caesar rejtjel
bemutatdsdval. A Caesar-kod vagy Caesar-rejtjel az egyik legegyszerlibb
és legelterjedtebb titkosirasi modszer. Ugynevezett helyettesitd rejtjel,
ami azt jelenti, hogy minden egyes betiit az abécében egy tble
meghatérozott tavolsagra 1év6 betiivel kell helyettesiteni. igy példaul, ha
az eltolodas 3, az angol dbécében az A-t a D-vel, a B-t a E-vel stb. kell
helyettesiteni. A magyar abécére vonatkoztatva ez az A beti helyett C-t,
az A betii helyett CS-t jelent. Az elnevezését Julius Caesarrdl kapta, aki
ennek a titkositasi (kédoldsi) mdodszernek a segitségével kommunikélt
tdbornokaival.

A fogalom eldkészitését enaktiv, ¢s ikonikus reprezentdciok is
segithetik. A targyi cselekvéses szinten a gyerekek maguk készithetnek
pl. a mellékelt képen lathatéhoz hasonlé kodtarcsat, amellyel nemcsak a
Caesar-rejtjel szerinti kodolt alak és megfejtése, hanem az eltolds elvét
altalanosan alkalmaz6 kodrendszer is eldallithatd. A tarcsalapok a
koncentrikus koérok kdzéppontja koriil tetszdleges egységgel, tetszdleges
irdnyba elforgathatok.

Kodtarcsa az angol abc betliivel

Az ikonikus szintet képviselheti, de targyi tevékenységre alkalmas
formaban is elkészithetd az abe-t sdvokban tartalmazé valtozat, amellyel
szintén az elv dltaldnositdsa is illusztralhat6, vagy konkrét tevékenység
soran megvaldsithato.
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

A|B|C|D|E|F

Savok (szalagok) az angol abc betlivel

A Caesar-kod alapelvéhez hasonlé a tobbletes (eltolt) kodolds elve. Itt a
szamokat egy masik, a szdmegyenesen megadott egységgel eltolt szdm
kettes szdmrendszerbeli alakjdval helyettesitjiik.

Ha a kddoléds soran a pozicidk szdmat nem valasztjuk tul nagyra (pl. a
pozicidk szdma 4), a gyerekek maguk is elkészithetik a két korlapbol
allo tarcsat.

A két, kdozéppontjanal A kozépso lapot
rogzitett korlap 8 egységgel elforgattuk
(Sitkuné,2012)
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A szamtarcsa késziilhet kartonbdl, a képi reprezentaci6 pedig valamelyik
rajzoloprogram hasznalataval is kialakithatd. A tarcsa milkodését
bemutatdé interaktiv dbra az interaktiv tabldk beépitett lehetdségeinek
felhasznalasaval megvaldsithat6. A tarcsa mitkkodését szimuldld program
elkészitése pedig a kozépiskolai, vagy a felsdoktatasban tanul6 hallgatok
feladata lehet.

A szamok tarcsdra irdsa sordn kitérhetiink a speciélis problémadkra is. A
problémak felvetése, és a megoldasok keresése az adott korosztily
tudasszintjének, életkori sajatossagainak megfelelden torténhet.

Néhany problémakor, amellyel foglalkozhatunk:

— A rendelkezésiinkre 4ll6 pozicidkon hanyféle kodot tudunk eldallitani
0-4k és 1-esek felhasznaldsdaval? (4 pozicion 16-félét — a legkisebb a
0000, a legnagyobb az 1111; ezek a kettes szdmrendszerbeli szdmok
lesznek a ,rejtjelek”™, a kodok.)

— Mely tizes szdmrendszerbeli szamokat jelentsék ezek a kddok? Milyen
szempontokat célszerli figyelembe venni az 4abrazolandé szédmok
kivalasztasa soran? (Legyen a kodolas kolcsondsen egyértelmil.
Legyenek az abrdzolandd szdmok kozott negativak és pozitivak is,
lehetdleg szimmetrikus elhelyezkedésben.)

— Milyen aritmetikai miveletek értelmezhetdk a megalkotott
kodrendszerrel? Hogyan értelmezziik ezeket a miiveleteket ugy, hogy az
eddig megismert szabalyok a kodokkal végzett miiveletek sordn is
érvényesek maradjanak?

A Caesar-kod alapelvének szemléltetését a szalagok (savok) eltolasaval
megvaldsité dbra némi modositassal a tobbletes kodok bemutatdséra is
alkalmas lehet:

A tobbletes kodok szemléltetése a szamokat tartalmazo6 savok (szalagok)
eltolasaval (Sitkuné, 2012)
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7. SZAKMODSZERTANI EREDMENYEK

A 7. fejezetben bemutattam a helyi értékes szdmrendszerek
alapfogalmainak, elemi algoritmusainak oktatdsdra  vonatkozo
moddszertani megolddsok komplex rendszerét. A struktdra kialakitdsdnak
kiindulépontként a Varga Tamds vezette matematikatanitasi kisérlet
tapasztalataira ¢épiild, 1978-ban bevezetett 4ltaldnos iskolai Uj
matematika tantervhez, valamint a tanterv 1987-es korrekcidjdhoz
késziilt segédanyagokat haszndltam. Ez az irodalom, sajnos, napjainkban
kereskedelmi forgalomban nem, konyvtarakban pedig alig érhetd el. A
feldolgozas sordn egyik célom az volt, hogy az emlitett segédletekben a
témakorh6z kapcesolodo, elszortan megtalalhatd anyagot Osszegyljtsem,
és a pedagodgiai, pszicholdgiai kutatdsok eredményeit figyelembe véve
rendszerezzem, masik célom pedig az, hogy a rendszerezett anyagot az
informatikai  ismeretekre = vonatkozo részletekkel, a  korszer(
informaciotechnologiai  eszk6zok nyujtotta lehetdségek, ¢€s jszerd
modszertani javaslatok bemutatdsaval kiegészitsem.

Ennek érdekében:

— Attekintettem a témakor oktatdsdval kapcsolatos matematika és
informatika szakmddszertani irodalmat az 1978-as matematika tanterv
bevezetésének idOpontjatdl napjainkig. A kdvetkezd forrasokat
haszndltam: tantervek, tantervi Utmutatdk, tandri, tanitéi kézikonyvek,
tovabbképzési anyagok, altalanos- és kozépiskolai tankdnyvek,
munkafiizetek, a tanar- és a tanitoképzésben hasznélt szakmddszertani
jegyzetek, elektronikusan elérheté szakmodszertani anyagok.

— A szakmddszertani forrasokbdl kiindulva, a kiemelt pedagdgiai,
pszicholdgiai elvek alapjan elvégeztem tobb szdz, helyi értékes
szamrendszerekkel kapcsolatos feladat pedagdgiai, pszicholdgiai és
szakmoddszertani szempontu elemzését, a fogalomkialakitas fokozatai és
a Bruner-féle reprezentacios szintek szerinti rendszerezését.

— Az el6z6 pontban kialakitott rendszerbe illesztve olyan sajat készitésti
feladatokat mutattam be, amelyek a cselekvd ismeretszerzés modszerét a
korszerli informaciotechnologiai eszkdzok (szamitogép, interaktiv tabla)
alkalmazdasaval biztositjak.

— Osszegylijtéttem a szdmabrazolds témakor alapjat képezd kettes
szamrendszer kiilonféle konkretiz4cidit.

— A kialakitott rendszerbe illeszkedd, a szamabrazolas témakorhoz
kapcsolddo feladatokat készitettem.
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— Osszegytijtottem, és a b). pontban kidolgozott rendszerbe illesztve
bemutattam a témakor oktatdsa folyamatdban haszndlhaté oktatési
segédeszkodzoket.

— A szamabrazolas témakor oktatdsa soran alkalmazhaté oktatasi
segédeszkozt készitettem.

A 1étrehozott struktira a fogalomkialakitas elsé 1épéseitdl kezdve az
informatikai alkalmazasokban torténd felhaszndlds szintjét is magéaban
foglal6, a matematika- és informatikaoktatdsban az oktatas kiilonb6zo
szintjein is alkalmazhatd, elméletileg megalapozott, tapasztalataink
szerint a gyakorlatban jol hasznalhato rendszert képvisel.
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8. OSSZEGZES

Jelen értekezésben olyan témdt dolgoztam fel, amely mind a
matematika, mind az informatika tudomdénya, illetve oktatdsdnak
modszertana szempontjabol alapvetd. A helyi értékes szamrendszerek
fogalma a matematikdban a szdmfogalom, az informatikdban a
szamdbrazolas témakorének elemi fogalma.

A témakorrel kapcsolatos kutatdsokat az a tény inspirdlta, hogy —
féiskolai oktatdsban szerzett tapasztalataim szerint — a hallgaték nem
képesek az emlitett fogalomra ¢épiild tuddsanyag elfogadhatd szintli
elsajatitisara, feladatokban valé magabiztos alkalmazaséra.

A dolgozat els6 részében bemutattam a helyi értékes szamrendszerek
fogalmara ¢épiil6 informatikai ismeretek alkalmazéasa soran tapasztalt
gyenge hallgatéi teljesitmények okait feltar6 kutatds eredményeit. Arra a
kovetkeztetésre jutottam, hogy bar a vizsgdlt teriileteken (elemi
szamolasi készség, induktiv gondolkodas) hallgatéink eredményei
minimélis mértékben gyengébbek az orszdgos mérések mutatdindl, az
okok nem kizéarolagosan ezeken a teriileteken keresenddk.

A hallgaték feladatmegolddsainak elemzése sordn megdllapitottam, hogy
a gyenge eredmények a matematikai ismeretek hidnyossdgaira
vezethetdk vissza, konkrétan arra, hogy hallgatoink nem rendelkeznek a
helyi értékes szamrendszerek dltaldnos fogalméval. A fogalom alkot6
alkalmazdsa helyett mechanikusan haszndlnak bemagolt, betanult
definiciokat, algoritmusokat, nagyon sokszor nem a megfeleld
kontextusban €s nem a megfelelo formaban (2. fejezet). A tovabbiakban
arra kerestem a vélaszt, hogy ez a tény milyen okokra vezethetd vissza.

A helyi értékes szdmrendszerek fogalmdhoz kapcsoloddan eldszor
roviden attekintettem a fogalom torténeti fejlédésének matematika és
informatika szakmddszertani szempontbdl relevéans dllomdsait, majd a
matematikai és informatikai hattér bemutatdsdval a témakor elemi
fogalmainak, alapvetd algoritmusainak daltaldnos, egységes, formalis
targyalasat adtam (3-4. fejezet).

Az 5. fejezetben a kozoktatds tartalmat szabdlyozé dokumentumok
(alaptantervek, kerettantervek) elemzése sordn arra a kérdésre kerestem a
valaszt, hogy jogosan vdrhaté-e el a hallgatoktél a szadmrendszer-
fogalom alkalmazoképes tuddsa, vagy a fogalom kialakitdsa is a
felsdoktatas feladata kellene, hogy legyen. Arra a megallapitasra
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jutottam, hogy az alaptantervek el6irdsai szerint a felsGoktatasba keriil6
hallgatéknak rendelkezniiik kellene a helyi értékes szadmrendszerek
altalanos fogalmaval.

Megéllapithaté viszont, hogy bar a matematika alaptantervek -—
minimdlis mértékben ugyan, de — tartalmaznak konkrét eldirasokat a
helyi értékes szadmrendszerekre vonatkozdan, a kerettantervekben
nagyon eltérd hangsullyal szerepel ez a témakor. Az informatika
tantervek pedig a fogalom kialakitdsidt nem tartalmazzak fejlesztési
feladatként, ugyanakkor a fogalom alkalmazdsat mar feltételezik a ra
¢épiild informatikai fogalmak kialakitdsahoz. A leglijabb tantervek (NAT
2012 ¢és kerettantervei) az elézéektdl eltérden részletesebben
tartalmazzék ugyan a tanitand6 tananyagot, am az el6z0 tanterveknél is
kevésbé hangsilyozzdk ezt a témakort. Az elemzés eredményeképpen
megdllapitottam, hogy a tartalmi szabalyozds — jelenlegi formdjdban —
lehetséges oka annak, hogy a foiskolai oktatasban résztvevd hallgatok
jelentds része nem rendelkezik a helyi értékes szdmrendszerek altaldnos
fogalmdval. Van olyan kerettanterv, amelynek alkalmazasa révén
eléfordulhat, hogy az alaptantervben eldirt szdmrendszeres gondolkodds
fejlesztését kizardlag a tizes szdmrendszert haszndlva kisérlik
megvalositani a szaktanarok (erre utalnak az altalanos iskolai 3. és 5.
évfolyamos tanuldk dltal megoldott, szdmrendszerekre vonatkoz6
feladatok eredményességi mutato6i is). Ez a gyakorlat viszont ellentétes a
korszerli pedagogiai-pszicholdgiai elméletekkel, melyek szerint egy
fogalom altaldnositdsa csak tobbféle kontextusban haszndlva, tobbféle
konkretizaci6 megismerése soran mehet végbe.

A 6. fejezetben a pedagogiai, pszicholdgiai vonatkozédsok targyaldsaval a
szakmddszertani javaslatok rendszerének kialakitdsdban leginkdbb hat6
elméletek legfontosabb jellemzdit mutattam be. A matematika ¢és
informatikaoktatds napi gyakorlatdnak helyzetét bemutaté kutatdsok
eredményei, és a gyakorld6 pedagégusok beszdmoloi alapjan is
megéllapithatd, hogy az tin. mdédszertani szabadsdg elve sok esetben a
hagyomanyos, ismeretkdzld modszerhez valo visszatérést eredményezi.
Ez ellentétes a korszerli pedagdgiai-pszicholdgiai eredményekkel,
amelyek a fogalomkialakitds folyamataban hangsulyozzak a cselekvés, a
tobbféle érzékszerv bevondsanak jelentdségét, a fogalom fejlodése,
pontositdsa sordn pedig a kiilonféle reprezentaciok szerepét.

A 7. fejezetben a helyi értékes szdmrendszerek alapfogalmainak, elemi
algoritmusainak oktatdsara vonatkozé mdédszertani megoldasok komplex
rendszerét mutattam be. A struktira kialakitdsdnak kiindulépontként a
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8. OSSZEGZES

Varga Tamas vezette matematikatanitasi kisérlet tapasztalataira épiilo,
1978-ban bevezetett altaldnos iskolai i) matematika tantervhez, valamint
a tanterv 1987-es korrekcidjadhoz késziilt segédanyagokat (tantervek,
tantervi dtmutatok, tandri kézikonyvek, tankonyvek, munkafiizetek,
tovdbbképzési anyagok) haszndltam. Ez az irodalom, sajnos,
napjainkban kereskedelmi forgalomban nem, konyvtarakban pedig alig
érhetd el. A feldolgozas sordan egyik célom az volt, hogy az emlitett
segédletekben a témakorhoz kapcsolddo, elszortan megtaldlhaté anyagot
Osszegyljtsem, €s a Bruner-féle reprezentacids szinteknek megfeleltetve
rendszerezzem, masik célom pedig az, hogy a rendszerezett anyagot az
informatikai  ismeretekre = vonatkozo  részletekkel, a  korszer(
informaciotechnologiai  eszkozok nyujtotta lehetdségek, ¢€s jszerd
modszertani javaslatok bemutatdsdval kiegészitsem. A létrehozott
struktira a fogalomkialakitds els6 1épéseitél kezdve az informatikai
alkalmazasokban torténd felhasznéalds szintjét is magéban foglald, a
matematika- és informatikaoktatdsban az oktatas kiilonboz0 szintjein is
alkalmazhatd, elméletileg megalapozott, tapasztalataink szerint a
gyakorlatban j6l haszndlhat6 rendszert képvisel.
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9. SUMMARY

This thesis focuses on a topic that is fundamental in the fields of
mathematics, information science and the methodology of their teaching
alike. In mathematics, the concept of positional number systems is an
elementary term of numeral notion, similarly to the topic of number
representation in information science.

The researches in this field of studies have been inspired by the fact that
— in the light of my experience earned in college education — a
considerable proportion of students are not able to attain the knowledge
based on the above-mentioned notion on an acceptable level and use this
knowledge in exercises with confidence.

In the first part of my thesis I presented the research results revealing the
causes of the students’ poor performance that have been witnessed in the
course of the application of the information science knowledge based on
the concept of positional number systems. I have concluded that
although the results of our students in the studied areas (elementary
computational skills, inductive thinking) were just minimally poorer
than the indicators of nation-wide assessments, the underlying reasons
should not be found solely in the given fields.

During the analysis of the problem solutions performed by students, it
could be ascertained that the poor results could be attributed to the
inadequacies of mathematical knowledge, i.e. the fact that our students
lacked the general notion of positional number systems. Instead of the
creative application of the notion the students rather mechanically used
memorized definitions, algorithms, very frequently in inappropriate
context and form (Chapter 2). Thereafter, I was trying to find out the
underlying reasons of this phenomenon.

In association with the concept of positional number systems, first I had
a brief overview on the distinct stages of the historic development of the
concept as relevant to the specialized methodology of mathematics and
information science. Then I gave a standardized, formal discussion of
the elementary concepts and fundamental algorithms of the topic
(Chapter 3—4). by presenting the mathematical and information science
background.

When analyzing the documents regulating the contents and substances of
public education (core curricula, framework curricula) in Chapter 5, I
wanted to find the answer to the question whether it was justified to
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expect students to have usable knowledge of the concept of number
systems, or the conveyance of this notion should be the responsibility of
higher education. I have come to the conclusion that according to the
requirements of the core curricula students admitted to higher education
have to have a general notion of positional number systems.

It can be determined that while the core curricula on mathematics —
though to a minimum extent — do have concrete requirements in relation
to positional number systems, the same topic has a very different
emphasis in the framework curricula. On the other hand, the curricula on
information science do not set the establishment of the notion as a
development task, but the application of the concept is taken as a
condition of shaping the further, associated concepts of information
science. The most recent curricula (National Core Curriculum 2012 and
its framework curricula) are different from their predecessors in
specifying the knowledge to be taught in more details, yet the topic itself
has become even less emphasized than in the earlier curricula.

As a result of the analysis, it can be ascertained that the substantial
regulations — in its current form — is a possible reason for a considerable
proportion of the students of college education not being in possession
of the general notion of positional number systems. For instance, there
are framework curricula whose application suggests that in their efforts
to implement the development of the number system thinking prescribed
in the core curriculum the teachers of the subject should solely rely on
the decimal number system (this is indicated by the efficiency indicators
of the problems solved by the 3™ and 5™ year pupils of the primary
school in connection with number systems). Nevertheless, this practice
is in conflict with the modern theories of pedagogy and psychology
according to which any concept can be generalized only in multiple
contexts, after offering varied ways of concretization.

In Chapter 6, by discussing the pedagogical, psychological implications,
we presented the key properties of the theories that deeply influenced the
set of specialized methodological proposals. The results of the
researches describing the situation of the everyday practices of
mathematics and information science education, as well as the reports of
practicing teachers suggest that in many cases the principle of the so-
called methodological freedom results in the re-occurrence of
conventional, instructive method. It is in contradiction with the modern
results of pedagogy and psychology where the significance of activeness
and the involvement of various sensory organs are emphasized in the
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9. SUMMARY

view of the process of the development of notions, similarly to the role
of diverse representations during the further development and refinement
of the concept.

Chapter 7 presented a complex system of methodological solutions
relating to teaching the basic concepts and elementary algorithms of
positional number systems. I originated the establishment of this
structure from the educational aids (curricula, curricular guidelines,
handbooks for teachers, schoolbooks, exercise books, further training
materials) that were created for the new mathematical curriculum of
primary school introduced in 1978 on the basis of the experience that
were derived from the experiment on mathematics education led by
Tamads Varga, as well as the educational aids made for the purpose of the
1987 correction of the curriculum.

Unfortunately nowadays this literature is commercially not available at
all, and it can hardly be found in libraries. One of my goals with the
processing of these materials was to collect the documents that
sporadically available in the above-mentioned aids in relation to the
given topic, and systemize them according to Bruner’s stages of
representation. My other objective was to complete the systemized
materials together with the details associated with information science
knowledge, with reliance on the modern means of information
technology, by offering novel methodological proposals. The established
structure represents a theoretically well-grounded, practically applicable
system that covers the levels of the usage in the information science
applications from the first steps of the development of the notion, and is
conducive to teaching mathematics and information science on various
levels of education.
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