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BEVEZETES

A fiiggvényegyenletek elmélete a nagy matematikai diszciplindkon
beliil az analizishez tartozik, de alkalmazasa kiterjed a matematika mas
teriileteire is, pl. geometridra (pl. [Acz66], [Ben01], [Ben03], [Ger92]),
jatékelméletre (pl.[CanJualnd97], [KuzNat70]), valészintiségelméletre
(pl. [Bak94], [RaoSha94]), informdaciéelméletre (pl.[AD75], [Dar70],
[DM79], [Mak87]). Az utébbi években a kézgazdasdgtanban (pl.[Acz89],
[AD89], [Eic78], [Szé88]) és a pszichologidban (pl.[Acz95], [AD89]) is
egyre nagyobb teret nyer alkalmazasa.

A kozépértékekkel kapcesolatos kutatasok régebbiek, mint a fliggvény-
egyenletekkel kapcsolatosak. A szamtani és a mértani kozép kozot-
ti egyenlGtlenség kétvaltozos valtozatat mar az okorban is ismerték.
A kozépértékeket tartalmazoé fiiggvényegyenletek problémakor viszont
nem szamit réginek a matematikan belil. Valészintileg az egyik legré-
gebbi ilyen témaju dolgozatok Jensen dan és Suto japan matematikusok
nevéhez fiizédnek (ldsd. [Jen05], [Jen06], [Sutl4al, [Sut14b]).

A mult szazad masodik felében felélénkiiltek a kozépértékekkel kapc-
solatos kutatasok, tobb 1j kozépérték osztalyt fedeztek fel (pl. [BajPall,
[DP06al,[DP06al, [Gin38], [Los00], [Los02a], [MakoPal],
[Sto75]), 1j kutatasi irdanyok indultak el. Az egyik ilyen a Matkowski-
Suto egyenletek problémakore. A debreceni fiiggvényegyenletes iskola-
hoz kapcsolodik sok 1j, jelentos eredmény felfedezése, vagy probléma
felvetése a targykorben (pl. [BajPal], [Dar99], [Dar00], [Dar04], [Dar05],
[DHO5], [DHNO3], [DLL*07], [DM99], [DMP00], [DMP04], [DMP06],
[DP02al, [DP01], [DP02b], [DP03b], [DP03c|, [Haj02], [Hajo3], [Los99],
[Los00], [Los02b], [Los03], [Los06], [MakoPal]). A jelen dolgozatban
talalhaté eredmények kapcsolodnak az itt folytatott munkahoz. A
felvetett problémak jelenleg is intenziven kutatottak. Tobb hazai és
kiilfoldi matematikus publikél ebben a témakérben (pl. [DMO06], [Jar07],
[Haj02], [IM06], [KM96], [KMI7], [KMO3], [Mat99], [Mat04], [Mat06]).

A disszertacié a bevezetésen kiviil harom fejezetet tartalmaz. Az
elso: Kozépértékek és Gauss kompozicidjuk. Ebben a felhasznalt fogal-
makat, jeloléseket rogzitjiik. Definidljuk azon kozépérték osztalyokat,
melyek a késobbi fejezetekben dolgozunk. Szerepel néhany- a beveze-
tett fogalmakkal és kozepekkel kapcsolatos- alapveto tétel, melyeket
szintén késébb hasznalunk. Ebben a fejezetben taldlhatéo még néhany
torténeti megjegyzés is.

A masokik: Matkowski-Suto egyenletek. Ez a rész egy rovid torténeti
bevezetovel kezdodik, mely az ilyen tipustu egyenletekkel kapcsolatos
els6 kutatasokat mutatja be. Ez utan harom Matkowski-Suto tipusi
egyenlettel kapcsolatos kiilonféle eredményeket mutatunk be.
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A harmadik: Kozépértékeket tartalmazé fliggvényegyenletek ekviva-
lencidgja. Ebben a fejezetben [Dar02]-ben és [DMPO06]-ban a szerzk
altal felvetett problémakort targyaljuk. Bemutatjuk az eddig ismert
eredményeket. A fejezetet egy alkalmazas zarja.

1. KOZEPERTEKEK ES GAUSS KOMPOZICIOJUK

Ebben az fejezetben a legfontosabb fogalmakat és jeloléseket ismertet-
juk.

A szokasoknak megfeleléen R jeloli a valds, R, pedig a pozitiv valds
szamok halmazat. I C R mindig egy pozitiv hosszisagu, nyilt inter-
vallumot jelent, ha mast nem mondunk.

Az M . I x I — I folytonos fliggvényt kozépnek nevezziikk I-n, ha
teljesiil rd az un. kozepeld tulajdonsdg:

(KT) min{z,y} < M(x,y) < max{z,y},

minden z,y € I-re. Az I-n adott M kozepet szimmetrikusnak nevezzik,
ha M(xz,y) = M(y,z) teljesil minden I-beli x,y-ra. Ha (KT)-ben
szigoru egyenlOtlenségek allnak fenn minden x # y, x,y € I esetén,
akkor M-et szigori kozépnek nevezziik.

Hasznalni fogjuk a kovetkez6 egyparaméteres fliggvénycsaladot:

r ha p=0
Xp(x) := rel.
eP” ha p#0

1.1. Példak kozépértékekre. CM(I)-vel jeloli az I intervallumon
értelmezett valos értéki, szigorian monoton, folytonos fiiggvények osz-

talyat. Az I-n adott M kozepet kvdzi-aritmetikainak nevezziik, ha
létezik p € CM(I), hogy

M(z,y) = ! <M) =: Ay(z,y), x,y€l.

Az I-n adott M kozepet sulyozott kvazi-aritmetikainak nevezzik, ha
létezik p € CM(I) és a0 €]0, 1], hogy

M(z,y) = ¢~ (ap(@) + (1 - a)p(y)) = Ay(z.y:0),  wyel.
Az I-n adott M kozepet szimmetrizalt kvazi-aritmetikainak nevezziik,
ha létezik ¢ € CM(I) és a €]0, 1], hogy
Ay(z,y;0) + Ap(z,y;1 — )

2
Ekkor ¢-t az M kvazi-aritmetikai/silyozott kvézi-aritmetikai/szim-
metrizalt kvazi-aritmetikai kozép generdtorfiggvényének, a-t (csak a

stulyozott kvézi-aritmetikai és szimmetrizalt kvazi-aritmetikai kozepek
2
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esetében) pedig sulynak nevezzik. Az I-n adott M kozepet iden-
tikus sulyfiggvénnyel sulyozott kvazi-aritmetikai kézépnek nevezziik, ha

létezik p € CM(I), hogy

My(z,y) =" (xw(xiiz@(y)> , x,y€ 1.

Ekkor ¢-t az identikus sulyfliggvénnyel stlyozott kvazi-aritmetikai ko-
zép generdtorfigguényének nevezzik.

Az elobbiekben definidlt kézepek mind szigoruak, a sulyozott kvazi-
aritmetiakat kivéve pedig szimmetrikusak is.

1.2. Gauss kompozicié. Tekintsiink két ugyanazon az I intervallu-
mon adott kozépértéket, Mi-et és Ms-t. Ekkor elkészithetjiik a kovet-
kez6 un. Gauss-féle iteracios sorozatokat tetszoleges z,y € I elemek
esetén:

I =, n =y, Tn41 = Ml(x’ruyn) ) Yn+1 = MQ(xn7y’rL) .

Ha a fenti sorozatok minden z,y € I esetén konvergensek és hatarér-
tékeik egyenloek, akkor a kozos hatarértéket az adott kozepek Gauss
kompozicidjanak nevezzik I-n és My ® My(z,y)-nal jeloljiik.

1.1. Tétel. Legyenek My, My I-n adott kézepek. Ha legaldbb az eqyik
szigori, akkor létezik a Gauss kompoziciojuk My @ My, mely maga is
kozép I-n.

1.2. Tétel. Legyenek M, My I-n adott kozepek, melyeknek létezik az
My ® My Gauss kompozicioja. Ha eqy F': I x I — I folytonos fligguény
megolddsa az

(IE) F(Mi(z,9), Mo, 9)) = Fla,y),  wyel

egyenletnek, és F(x,x) = x minden I-beli x esetén, akkor F(x,y) =
My ® My(z,y) minden I-beli x ésy esetén.

Megforditva, a Gauss kompozicio, amennyiben létezik, megolddsa az
(IE) fiiggvényegyenletnek. Azaz, ha My @ My létezik 1-n, akkor

(IE’) Ml ® M2 (M1<l’,y),M2(I’,y)> - Ml & M2<x>y) ) T,y € I.

2. MATKOWSKI-SUTO TiPUSI EGYENLETEK

2.1. Az eredeti Matkowski-Suto egyenlet. 1995-ben vetette fel a

kovetkezd probléméat Janusz Matkowski lengyel matematikus: Mikor

lesz két kvazi-aritmetikai kozép Osszege egyenlé az aritmetikai kozép
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kétszeresével? Mas szavakkal, adjuk meg az aldbbi fiiggvényegyenlet
Osszes megoldasat:

(MS) Ag(z,y) + Aplx,y) =x +y, rye I,

ahol ¢, 1 € CM(I). [Mat99]-ben Matkowski megadta a kétszer folyto-
nosan differencidlhaté megoldésait az (MS) fiiggvényegyenletnek. Ké-
sobb kideriilt, hogy Suto, japan matematikus, 1914-ben szintén foglalko-
zott ezzel a fliggvényegyenlettel és [Sutl4a]-ban megadta az analitikus
megoldasokat. A probléma 1995-6s ujrafelfedezése utan toébb dolgo-
zat is sziiletett a témadval kapcsolatban pl. [DM99], [DMP00], [DPO1].
Végiil Daréezy és Péles [DP02a)-ban minden regularitasi feltétel nélkiil
megoldottak a problémat.

2.1. Tétel (Daréezy-Pdles). Ha a (p,1) € CM(I)? pdr megolddsa az
(MS) egyenletnek, akkor létezik olyan p valds szam, hogy

PN fs U X,.
2.2. Matkowski-Suto probléma stilyozott
kvazi-aritmetikai kozepekre. Az Matkowski-Suto probléma min-
tajara vetette fel Dardczy Zoltan a kovetkezo, vele rokon problémat:
Adjuk meg az Osszes megoldasat a kovetkezé Matkowski-Suto tipusi
egyenletnek:

() ¢ (ap(@) + (1= a)p(y)) + 67 (1= )u(e) +av(y)) =z +y,

ha x,y € I, ahol I C R tovabbra is egy pozitiv hosszisagu, nyilt
intervallum, ¢, € CM(I) és a €0, 1[. F6é eredményiink a kdvetkezo:

1. Tétel. Legyen I C R pozitiv hosszusdgu, nyilt intervallum. Tegytik
fel, hogy o, - I — R szigoriian monoton, folytonos fiigguények megol-
dasai a (x) fliggvényegyenletnek. Ha o ésv [-nek egy pozitiv hosszusdgu,
nyilt intervallumdn folytonosan differencidlhatoak, akkor létezik olyan
p valos konstans, hogy

I , I
e~Xp €5 X
A bizonyitasban fontos szerepet jatszik a kovetkezo kiterjesztési tétel:
2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (p,v) € CM(I)? pdr megolddsa a (x)

eqyenletnek. Ha létezik olyan I C I pozitiv hosszisdgi, nyilt interval-
lum és p € R konstans, hogy

©~ Xp és Y~ X,
akkor
©~ Xp és v~ Xy



2.3. Matkowski-Suto probléma identikus

sulyfiiggvénnyel sulyozott

kvazi-aritmetikai kozepekre. Ebben a részben egy Matkowski altal
felvetett

(1) My(z,y) + My(z,y) =x+y, a,y€el
Matkowski-Suto tipusi egyenletre bizonyitunk kiterjesztési tételt.

2.3. Tétel. Legyen a (p,v) € CM(I)? pdr megolddsa a (1) z,y €
I egyenletnek. Tegyik fel, hogy létezik olyan J C I nemiires nyilt
intervallum, hogy

J 1 , J 1
pla) & = é v(w) L -,
ekkor
I 1 . I 1
p(x) ~ o és Y(x) g

Ezzel altalanositjuk Domsta és Matkowski [DMO6]-ban megjelent
eredményét:

2.4. Tétel (Domsta-Matkowski). Legyen I C R, nemiires, nyilt inter-
vallum. Ha a (p,) € CM(I)? pdr megolddsa a (1) egyenletnek, és
vagy @ vagy Y négyszer folytonosan differencidlhato I-n, akkor

S B C)

2.5. Tétel. Legyenek ¢ ,1p € CM(I) megolddsai a (1) egyenletnek. Ha
© és Y kozul legaldbb az egyik négyszer folytonosan differencidlhato I-
nek egy nemares részintervalluman, akkor

, 7l
- és () -

71 71

p(z)

p(z) ~ !

2.4. Matkowski-Suto egyenlet szimmetrizalt
kvazi-aritmetikai kozepekre. Ebben a fejezeben a

(2) A (z,y;0) + AY(r,y; ) = 2444, (2, y),  wy€ 1.
Matkowski-Suto tipusi egyenletet oldjuk meg kozepes erdsségi regu-
laritast feltételezve.

2.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (p,v) € CM(I)* pdr négyszer dif-
ferencidlhaté megolddsa a (2) egyenletnek, ¢'(x) # 0, ¢'(x) # 0, ha
v € 1. Tovibhd, o ¢ {121+ 32

% — T } Ekkor létezik olyan p valds
szdm, hogy
I . I

©~ Xp és v~ Xy



Az el8bbi tételben kapott megolddsok tetszdleges o €]0, 1] paraméter
esetén is megoldasok (ez visszahelyettesitéssel konnyen ellenérizhetd),
de jelenleg nem tudjuk, hogy léteznek-e mas négyszer differencialhaté

megoldasok o € {% — \{—?, % + \{—?} esetén.
3. KOZEPERTEKEKET TARTALMAZO FUGGVENYEGYENLETEK
EKVIVALENCIAJA

Ebben a fejezetben egy [Dar02]-ben és [DMP06]-ban a szerzék altal
felvetett probléméval foglalkozunk. A témaval kapcsolatban jé atte-
kintést taldlhatunk [Mak]-ban.

Legyenek M, My ugyanazon az [ intervallumon adott szigori ko-
zepek. Milyen tovabbi, a kozepekre kirétt feltételek esetén egyenlo a
kovetkezo két fliggvényegyenlet megoldashalmaza?

(3)  f(Mi(x,y) + f(Ma(z,y) = f(z) + fly), wxyel,

(4) 2f(My ® My(z,y)) = f(x) + fly), wyel.

3.1. Eddig ismert eredmények. [DMPO06]|-ban a szerzék harom jdl
elkiilénithetd esetben vizsgaljak a (3) és (4) egyenletek ekvivalencidjat.
Elscként az egyik kozép egyenlé a mértani a masik a szamtani kozéppel.
A mésodik esetben a kézepek és a Gauss-kompozicidjuk is kvazi-aritme-
tikai. A harmadik esetben pedig mindkét kozép stlyozott aritmetikai,
az egyik p €]0,1[-gyel a masik (1 — p)-vel. A felsorolt esetekben a
kovetkez6 eredményeket kaptak:

3.1. Tétel (Dardczy-Maksa-Péles). Tegyiik fel, hogy f : R, — R
megolddsa az

F(55Y) + 1 Wan = 1)+ 1),

fuggvényegyenletnek minden x,y € Ry esetén. FEkkor f konstans a
pozitiv valos szamok halmazdn.

3.2. Tétel (Daréczy-Maksa-Péles). Tegyiik fel, hogy M, M, és
My ® My kvdzi aritmetikai kézepek az I intervallumon, ekkor (3) és
(4) megolddshalmazai megegyeznek.

3.3. Tétel (Dardczy-Maksa-Pales). Legyen My(z,y) = px + (1 —p)y,
My (z,y) = (1 —p)x+py, ahol p €]0,1]. Ha p transzcendens vagy pedig
olyan algebrai szdm, hogy 3 = 2;;—1 algebrar konjugaltja p-nak, akkor
(3) megolddshalmaza bévebb, mint (4) megolddshalmaza.

[DLL*07] els6 részében sziikséges és elegend6 feltételt adnak az ek-
vivalencia eldontésére p fiiggvényében.
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3.4. Tétel (Dardezy-Lajko-Lovas-Maksa-Péles). Legyen p €]0,1]. Ekkor
kovetkezo két eset lehetséges:

(a) Ha % algebrai és —% nem algebrai kongugdltja, akkor a (3)

egyenlet megolddshalmaza megegyezik a (4) egyenlet megolddshal-
mazaval.

(b) Ha % transzcendens vagy olyan algebrai szdm, hogy —1;71” alge-
brai konjugdltja, akkor a (3) egyenlet megolddshalmaza bévebb a
(4) egyenlet megolddshalmazdndl.

3.2. Sajat eredmények. A tovabbiakban I C R, . Vizsgéljuk a
(3) és (4) egyenletek ekvivalencidjat, ha M; egyenlé az p-vel silyozott
szamtani kozéppel, M, pedig egyenlé az (1—p)-vel silyozott harmoénikus
kozéppel. Tehat a kovetkezd két egyenlet megoldashalmazaival foglal-
kozunk:

(1-p); +p;

(5) f(px+(1—p)y)+f< ) = f(z) + f(y),

(6) 2f(Vry) = flo) + fy)

ahol z,y € I.

3.5. Tétel. Az (5) figgvényegyenlet megolddshalmaza megegyezik az
(6) fiiggvényegyenlet megolddshalmazdval.

Az elébbi tétel specidlis esetét (p = 3) Ebanks bizonyitotta [Eba02]-
ben.

3.3. Egy alkalmazas. Legyenek M;, My, Ms; ugynazon az [ inter-
vallumon értelmezett sulyozott kvazi-aritmetikai kozepek ugy, hogy
M; a Gauss kompoziciéja Mi-nek és My-nek I-n. Az (M;, My, M)
rendezett harmast kivételes esetnek nevezziikk [-n, ha létezik azonos
generatorfiiggvényiik és 0 < p < 1 valds szam, hogy M; p-vel My (1—p)-
vel Mj pedig %-del van stulyozva, ahol p vagy transzcendens, vagy olyan
algebrai szam, hogy % és —% algebrai konjugaltak.

A kévetkez6 tételt Dardezy bizonyitotta [Dar07]-ben. A bizonyitdsban
felhasznalja tobbek kozott a 3.5 Tételt is.

3.6. Tétel (Dardczy). Legyenek My, My, Ms ugynazon az I interval-
lumon értelmezett sulyozott kvdzi-aritmetikai kozepek gy, hogy M3 a
Gauss kompozicioja My-nek és My-nek I-n.

e Haaz (M, My, Ms) rendezett harmas nem kivételes eset, akkor
a (3) és (4) egyenletek ekvivalensek.
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e Ha az (My, My, Ms) rendezett harmas kivételes eset, akkor a
(3) egyenletnek létzik olyan megolddsa, amely (4)-nek nem meg-
olddsa.
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