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Bevezetés

A függvényegyenletek elmélete a nagy matematikai diszcipĺınákon
belül az anaĺızishez tartozik, de alkalmazása kiterjed a matematika más
területeire is, pl. geometriára (pl. [Acz66], [Ben01], [Ben03], [Ger92]),
játékelméletre (pl.[CanJuaInd97], [KuzNat70]), valósźınűségelméletre
(pl. [Bak94], [RaoSha94]), információelméletre (pl.[AD75], [Dar70],
[DM79], [Mak87]). Az utóbbi években a közgazdaságtanban (pl.[Acz89],
[AD89], [Eic78], [Szé88]) és a pszichológiában (pl.[Acz95], [AD89]) is
egyre nagyobb teret nyer alkalmazása.

A középértékekkel kapcsolatos kutatások régebbiek, mint a függvény-
egyenletekkel kapcsolatosak. A számtani és a mértani közép közöt-
ti egyenlőtlenség kétváltozós változatát már az ókorban is ismerték.
A középértékeket tartalmazó függvényegyenletek problémakör viszont
nem számı́t réginek a matematikán belül. Valósźınűleg az egyik legré-
gebbi ilyen témájú dolgozatok Jensen dán és Sutô japán matematikusok
nevéhez fűződnek (lásd. [Jen05], [Jen06], [Sut14a], [Sut14b]).

A múlt század második felében felélénkültek a középértékekkel kapc-
solatos kutatások, több új középérték osztályt fedeztek fel (pl. [BajPal],
[DP06a],[DP06a], [Gin38], [Los00], [Los02a], [MakoPal],
[Sto75]), új kutatási irányok indultak el. Az egyik ilyen a Matkowski-
Sutô egyenletek problémaköre. A debreceni függvényegyenletes iskolá-
hoz kapcsolódik sok új, jelentős eredmény felfedezése, vagy probléma
felvetése a tárgykörben (pl. [BajPal], [Dar99], [Dar00], [Dar04], [Dar05],
[DH05], [DHN03], [DLL+07], [DM99], [DMP00], [DMP04], [DMP06],
[DP02a], [DP01], [DP02b], [DP03b], [DP03c], [Haj02], [Haj03], [Los99],
[Los00], [Los02b], [Los03], [Los06], [MakoPal]). A jelen dolgozatban
található eredmények kapcsolódnak az itt folytatott munkához. A
felvetett problémák jelenleg is intenźıven kutatottak. Több hazai és
külföldi matematikus publikál ebben a témakörben (pl. [DM06], [Jar07],
[Haj02], [JM06], [KM96], [KM97], [KM03], [Mat99], [Mat04], [Mat06]).

A disszertáció a bevezetésen ḱıvűl három fejezetet tartalmaz. Az
első: Középértékek és Gauss kompoźıciójuk. Ebben a felhasznált fogal-
makat, jelöléseket rögźıtjük. Definiáljuk azon középérték osztályokat,
melyek a későbbi fejezetekben dolgozunk. Szerepel néhány- a beveze-
tett fogalmakkal és közepekkel kapcsolatos- alapvető tétel, melyeket
szintén később használunk. Ebben a fejezetben található még néhány
történeti megjegyzés is.

A másokik: Matkowski-Sutô egyenletek. Ez a rész egy rövid történeti
bevezetővel kezdődik, mely az ilyen t́ıpusú egyenletekkel kapcsolatos
első kutatásokat mutatja be. Ez után három Matkowski-Sutô t́ıpusú
egyenlettel kapcsolatos különféle eredményeket mutatunk be.
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A harmadik: Középértékeket tartalmazó függvényegyenletek ekviva-
lenciája. Ebben a fejezetben [Dar02]-ben és [DMP06]-ban a szerzők
által felvetett problémakört tárgyaljuk. Bemutatjuk az eddig ismert
eredményeket. A fejezetet egy alkalmazás zárja.

1. Középértékek és Gauss kompoźıciójuk

Ebben az fejezetben a legfontosabb fogalmakat és jelöléseket ismertet-
jük.

A szokásoknak megfelelően R jelöli a valós, R+ pedig a pozit́ıv valós
számok halmazát. I ⊂ R mindig egy pozit́ıv hosszúságú, nýılt inter-
vallumot jelent, ha mást nem mondunk.

Az M : I × I → I folytonos függvényt középnek nevezzük I-n, ha
teljesül rá az un. közepelő tulajdonság :

(KT) min{x, y} ≤ M(x, y) ≤ max{x, y} ,

minden x, y ∈ I-re. Az I-n adott M közepet szimmetrikusnak nevezzük,
ha M(x, y) = M(y, x) teljesül minden I-beli x, y-ra. Ha (KT)-ben
szigorú egyenlőtlenségek állnak fenn minden x 6= y , x, y ∈ I esetén,
akkor M -et szigorú középnek nevezzük.

Használni fogjuk a következő egyparaméteres függvénycsaládot:

χp(x) :=





x ha p = 0
x ∈ I .

epx ha p 6= 0
.

1.1. Példák középértékekre. CM(I)-vel jelöli az I intervallumon
értelmezett valós értékű, szigorúan monoton, folytonos függvények osz-
tályát. Az I-n adott M közepet kvázi-aritmetikainak nevezzük, ha
létezik ϕ ∈ CM(I), hogy

M(x, y) = ϕ−1

(
ϕ(x) + ϕ(y)

2

)
=: Aϕ(x, y) , x, y ∈ I .

Az I-n adott M közepet súlyozott kvázi-aritmetikainak nevezzük, ha
létezik ϕ ∈ CM(I) és α ∈]0, 1[, hogy

M(x, y) = ϕ−1 (αϕ(x) + (1− α)ϕ(y)) =: Aϕ(x, y; α) , x, y ∈ I .

Az I-n adott M közepet szimmetrizált kvázi-aritmetikainak nevezzük,
ha létezik ϕ ∈ CM(I) és α ∈]0, 1[, hogy

M(x, y) =
Aϕ(x, y; α) + Aϕ(x, y; 1− α)

2
=: A∗

ϕ(x, y; α) , x, y ∈ I .

Ekkor ϕ-t az M kvázi-aritmetikai/súlyozott kvázi-aritmetikai/szim-
metrizált kvázi-aritmetikai közép generátorfüggvény ének, α-t (csak a
súlyozott kvázi-aritmetikai és szimmetrizált kvázi-aritmetikai közepek
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esetében) pedig súlynak nevezzük. Az I-n adott M közepet iden-
tikus súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai középnek nevezzük, ha
létezik ϕ ∈ CM(I), hogy

Mϕ(x, y) := ϕ−1

(
xϕ(x) + yϕ(y)

x + y

)
, x, y ∈ I .

Ekkor ϕ-t az identikus súlyfüggvénnyel súlyozott kvázi-aritmetikai kö-
zép generátorfüggvényének nevezzük.

Az előbbiekben definiált közepek mind szigorúak, a súlyozott kvázi-
aritmetiakat kivéve pedig szimmetrikusak is.

1.2. Gauss kompoźıció. Tekintsünk két ugyanazon az I intervallu-
mon adott középértéket, M1-et és M2-t. Ekkor elkésźıthetjük a követ-
kező un. Gauss-féle iterációs sorozatokat tetszőleges x, y ∈ I elemek
esetén:

x1 := x , y1 := y , xn+1 := M1(xn, yn) , yn+1 := M2(xn, yn) .

Ha a fenti sorozatok minden x, y ∈ I esetén konvergensek és határér-
tékeik egyenlőek, akkor a közös határértéket az adott közepek Gauss
kompoźıciójának nevezzük I-n és M1 ⊗M2(x, y)-nal jelöljük.

1.1. Tétel. Legyenek M1 , M2 I-n adott közepek. Ha legalább az egyik
szigorú, akkor létezik a Gauss kompoźıciójuk M1 ⊗M2, mely maga is
közép I-n.

1.2. Tétel. Legyenek M1 , M2 I-n adott közepek, melyeknek létezik az
M1⊗M2 Gauss kompoźıciója. Ha egy F : I×I → I folytonos függvény
megoldása az

(IE) F
(
M1(x, y),M2(x, y)

)
= F (x, y) , x, y ∈ I

egyenletnek, és F (x, x) = x minden I-beli x esetén, akkor F (x, y) =
M1 ⊗M2(x, y) minden I-beli x és y esetén.

Megford́ıtva, a Gauss kompoźıció, amennyiben létezik, megoldása az
(IE) függvényegyenletnek. Azaz, ha M1 ⊗M2 létezik I-n, akkor

(IE’) M1 ⊗M2

(
M1(x, y),M2(x, y)

)
= M1 ⊗M2(x, y) , x, y ∈ I .

2. Matkowski-Sutô t́ıpuśı egyenletek

2.1. Az eredeti Matkowski-Sutô egyenlet. 1995-ben vetette fel a
következő problémát Janusz Matkowski lengyel matematikus: Mikor
lesz két kvázi-aritmetikai közép összege egyenlő az aritmetikai közép
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kétszeresével? Más szavakkal, adjuk meg az alábbi függvényegyenlet
összes megoldását:

(MS) Aϕ(x, y) + Aψ(x, y) = x + y , x, y ∈ I ,

ahol ϕ , ψ ∈ CM(I). [Mat99]-ben Matkowski megadta a kétszer folyto-
nosan differenciálható megoldásait az (MS) függvényegyenletnek. Ké-
sőbb kiderült, hogy Sutô, japán matematikus, 1914-ben szintén foglalko-
zott ezzel a függvényegyenlettel és [Sut14a]-ban megadta az analitikus
megoldásokat. A probléma 1995-ös újrafelfedezése után több dolgo-
zat is született a témával kapcsolatban pl. [DM99], [DMP00], [DP01].
Végül Daróczy és Páles [DP02a]-ban minden regularitási feltétel nélkül
megoldották a problémát.

2.1. Tétel (Daróczy-Páles). Ha a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása az
(MS) egyenletnek, akkor létezik olyan p valós szám, hogy

ϕ
I∼ χp , és ψ

I∼ χ−p .

2.2. Matkowski-Sutô probléma súlyozott
kvázi-aritmetikai közepekre. Az Matkowski-Sutô probléma min-
tájára vetette fel Daróczy Zoltán a következő, vele rokon problémát:
Adjuk meg az összes megoldását a következő Matkowski-Sutô t́ıpusú
egyenletnek:

(∗) ϕ−1
(
αϕ(x)+ (1−α)ϕ(y)

)
+ψ−1

(
(1−α)ψ(x)+αψ(y)

)
= x+ y ,

ha x, y ∈ I , ahol I ⊂ R továbbra is egy pozit́ıv hosszúságú, nýılt
intervallum, ϕ, ψ ∈ CM(I) és α ∈]0, 1[. Fő eredményünk a következő:

1. Tétel. Legyen I ⊂ R pozit́ıv hosszúságú, nýılt intervallum. Tegyük
fel, hogy ϕ, ψ : I → R szigorúan monoton, folytonos függvények megol-
dásai a (∗) függvényegyenletnek. Ha ϕ és ψ I-nek egy pozit́ıv hosszúságú,
nýılt intervallumán folytonosan differenciálhatóak, akkor létezik olyan
p valós konstans, hogy

ϕ
I∼ χp és ψ

I∼ χ−p .

A bizonýıtásban fontos szerepet játszik a következő kiterjesztési tétel:

2.2. Tétel. Tegyük fel, hogy a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása a (∗)
egyenletnek. Ha létezik olyan I

′ ⊂ I pozit́ıv hosszúságú, nýılt interval-
lum és p ∈ R konstans, hogy

ϕ
I
′
∼ χp és ψ

I
′
∼ χ−p ,

akkor
ϕ

I∼ χp és ψ
I∼ χ−p .
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2.3. Matkowski-Sutô probléma identikus
súlyfüggvénnyel súlyozott
kvázi-aritmetikai közepekre. Ebben a részben egy Matkowski által
felvetett

(1) Mϕ(x, y) + Mψ(x, y) = x + y , x, y ∈ I

Matkowski-Sutô t́ıpusú egyenletre bizonýıtunk kiterjesztési tételt.

2.3. Tétel. Legyen a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása a (1) x, y ∈
I egyenletnek. Tegyük fel, hogy létezik olyan J ⊂ I nemüres nýılt
intervallum, hogy

ϕ(x)
J∼ 1

x
és ψ(x)

J∼ 1

x
,

ekkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.

Ezzel általánośıtjuk Domsta és Matkowski [DM06]-ban megjelent
eredményét:

2.4. Tétel (Domsta-Matkowski). Legyen I ⊂ R+ nemüres, nýılt inter-
vallum. Ha a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár megoldása a (1) egyenletnek, és
vagy ϕ vagy ψ négyszer folytonosan differenciálható I-n, akkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.

2.5. Tétel. Legyenek ϕ , ψ ∈ CM(I) megoldásai a (1) egyenletnek. Ha
ϕ és ψ közül legalább az egyik négyszer folytonosan differenciálható I-
nek egy nemüres részintervallumán, akkor

ϕ(x)
I∼ 1

x
és ψ(x)

I∼ 1

x
.

2.4. Matkowski-Sutô egyenlet szimmetrizált
kvázi-aritmetikai közepekre. Ebben a fejezeben a

(2) A∗
ϕ(x, y; α) + A∗

ψ(x, y; α) = 2AidI
(x, y) , x, y ∈ I .

Matkowski-Sutô t́ıpusú egyenletet oldjuk meg közepes erősségű regu-
laritást feltételezve.

2.6. Tétel. Tegyük fel, hogy a (ϕ, ψ) ∈ CM(I)2 pár négyszer dif-
ferenciálható megoldása a (2) egyenletnek, ϕ′(x) 6= 0 , ψ′(x) 6= 0, ha

x ∈ I. Továbbá, α 6∈
{

1
2
−

√
21

14
, 1

2
+

√
21

14

}
. Ekkor létezik olyan p valós

szám, hogy

ϕ
I∼ χp és ψ

I∼ χ−p .
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Az előbbi tételben kapott megoldások tetszőleges α ∈]0, 1[ paraméter
esetén is megoldások (ez visszahelyetteśıtéssel könnyen ellenőŕızhető),
de jelenleg nem tudjuk, hogy léteznek-e más négyszer differenciálható

megoldások α ∈
{

1
2
−

√
21

14
, 1

2
+

√
21

14

}
esetén.

3. Középértékeket tartalmazó függvényegyenletek
ekvivalenciája

Ebben a fejezetben egy [Dar02]-ben és [DMP06]-ban a szerzők által
felvetett problémával foglalkozunk. A témával kapcsolatban jó átte-
kintést találhatunk [Mak]-ban.

Legyenek M1 ,M2 ugyanazon az I intervallumon adott szigorú kö-
zepek. Milyen további, a közepekre kirótt feltételek esetén egyenlő a
következő két függvényegyenlet megoldáshalmaza?

(3) f(M1(x, y)) + f(M2(x, y)) = f(x) + f(y) , x, y ∈ I ,

(4) 2f
(
M1 ⊗M2(x, y)

)
= f(x) + f(y) , x, y ∈ I .

3.1. Eddig ismert eredmények. [DMP06]-ban a szerzők három jól
elkülöńıthető esetben vizsgálják a (3) és (4) egyenletek ekvivalenciáját.
Elsőként az egyik közép egyenlő a mértani a másik a számtani középpel.
A második esetben a közepek és a Gauss-kompoźıciójuk is kvázi-aritme-
tikai. A harmadik esetben pedig mindkét közép súlyozott aritmetikai,
az egyik p ∈]0, 1[-gyel a másik (1 − p)-vel. A felsorolt esetekben a
következő eredményeket kapták:

3.1. Tétel (Daróczy-Maksa-Páles). Tegyük fel, hogy f : R+ → R
megoldása az

f

(
x + y

2

)
+ f (

√
xy) = f(x) + f(y) ,

függvényegyenletnek minden x, y ∈ R+ esetén. Ekkor f konstans a
pozit́ıv valós számok halmazán.

3.2. Tétel (Daróczy-Maksa-Páles). Tegyük fel, hogy M1 ,M2 és
M1 ⊗ M2 kvázi aritmetikai közepek az I intervallumon, ekkor (3) és
(4) megoldáshalmazai megegyeznek.

3.3. Tétel (Daróczy-Maksa-Páles). Legyen M1(x, y) = px + (1 − p)y ,
M2(x, y) = (1− p)x+ py, ahol p ∈]0, 1[. Ha p transzcendens vagy pedig
olyan algebrai szám, hogy β = p

2p−1
algebrai konjugáltja p-nak, akkor

(3) megoldáshalmaza bővebb, mint (4) megoldáshalmaza.

[DLL+07] első részében szükséges és elegendő feltételt adnak az ek-
vivalencia eldöntésére p függvényében.
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3.4. Tétel (Daróczy-Lajkó-Lovas-Maksa-Páles). Legyen p ∈]0, 1[. Ekkor
következő két eset lehetséges:

(a) Ha 1−p
p

algebrai és −1−p
p

nem algebrai konjugáltja, akkor a (3)

egyenlet megoldáshalmaza megegyezik a (4) egyenlet megoldáshal-
mazával.

(b) Ha 1−p
p

transzcendens vagy olyan algebrai szám, hogy −1−p
p

alge-

brai konjugáltja, akkor a (3) egyenlet megoldáshalmaza bővebb a
(4) egyenlet megoldáshalmazánál.

3.2. Saját eredmények. A továbbiakban I ⊂ R+ . Vizsgáljuk a
(3) és (4) egyenletek ekvivalenciáját, ha M1 egyenlő az p-vel súlyozott
számtani középpel, M2 pedig egyenlő az (1−p)-vel súlyozott harmónikus
középpel. Tehát a következő két egyenlet megoldáshalmazaival foglal-
kozunk:

(5) f(px + (1− p)y) + f

(
1

(1− p) 1
x

+ p 1
y

)
= f(x) + f(y) ,

(6) 2f(
√

xy) = f(x) + f(y) ,

ahol x, y ∈ I.

3.5. Tétel. Az (5) függvényegyenlet megoldáshalmaza megegyezik az
(6) függvényegyenlet megoldáshalmazával.

Az előbbi tétel speciális esetét (p = 1
2
) Ebanks bizonýıtotta [Eba02]-

ben.

3.3. Egy alkalmazás. Legyenek M1 , M2 , M3 ugynazon az I inter-
vallumon értelmezett súlyozott kvázi-aritmetikai közepek úgy, hogy
M3 a Gauss kompoźıciója M1-nek és M2-nek I-n. Az (M1 , M2 , M3)
rendezett hármast kivételes esetnek nevezzük I-n, ha létezik azonos
generátorfüggvényük és 0 < p < 1 valós szám, hogy M1 p-vel M2 (1−p)-
vel M3 pedig 1

2
-del van súlyozva, ahol p vagy transzcendens, vagy olyan

algebrai szám, hogy 1−p
p

és −1−p
p

algebrai konjugáltak.

A következő tételt Daróczy bizonýıtotta [Dar07]-ben. A bizonýıtásban
felhasználja többek között a 3.5 Tételt is.

3.6. Tétel (Daróczy). Legyenek M1 , M2 , M3 ugynazon az I interval-
lumon értelmezett súlyozott kvázi-aritmetikai közepek úgy, hogy M3 a
Gauss kompoźıciója M1-nek és M2-nek I-n.

• Ha az (M1 , M2 , M3) rendezett hármas nem kivételes eset, akkor
a (3) és (4) egyenletek ekvivalensek.
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• Ha az (M1 , M2 , M3) rendezett hármas kivételes eset, akkor a
(3) egyenletnek létzik olyan megoldása, amely (4)-nek nem meg-
oldása.
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a problem of Daróczy, accepted, Aequationes Math..

[CanJuaInd97] Candeal, Juan C. and De Miguel, Juan R. and Induráin, Func-
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[DP02b] , A Matkowski-Sutô type problem for quasi-arithmetic means of
order α, Functional Equations — Results and Advances (Z. Daróczy
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[MakoPal] Makó, Z. and Páles, Zs., On the equaility of generalized quasi-arithmetic
means, submitted to Publ.Math. Debrecen.

[Mak87] Gy. Maksa, The general solution of a functional equation arising in in-
formation theory, Acta Math. Hungar. 49 (1987), no. 1-2, 213–217.
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(1914), 1–15.

[Sut14b] , Studies on some functional equations II, Tôhoku Math. J. 6
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• Szabolcs Baják and Zsolt Páles, Invariance for generalized

quasi-arithmetic means, submitted
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