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1. Bevezetés

Magyarorszagon a tehetséggondozés és versenyeztetés igen komoly miltra tekint-
het vissza, mindkét teriileten jelentGs hagyomanyokkal rendelkeziink. Szamos kivalo
matematikai alkotomiihely talalhato szerte az orszagban, mind a hazai versenyeink
szama, mind pedig ezek szinvonala kiemelkedének tekinthets. Az eddigi tanari palya-
futasom soran magam is vezettem az iskoldnkban szakkoroket, kiilonféle versenyekre
torténd felkészitést. Foként ezeknek a foglalkozésoknak a tapasztalataibol meritettem
ezen disszertacit elkészitésének legf6bb motivacidjat is. Az egyik célom az volt, hogy
a kozépiskolai versenyeknek, a — szdmomra talan legkedvesebb — diofantikus egyen-
letek témakorben kitiizott feladatait t6bb szempontbol megvizsgéljam, és néhany
valogatott feladat kapcsan bemutassam, hogyan alkalmazhatoak a fels6bb matemati-
kdban megismert modszerek, illetve milyen médon hasznosithatoak ezek a tehetség-
gondozéasban, szakkori munkaban. A feladatok megoldasai, a feladatsorok felépitése,
valamint ezeknek a probléméknak a didaktikai vizsgéalata teljesen 6nalldé munkam
eredménye. Az ismert versenyfeladatokat szamos sajat feladattal is kiegészitettem.
Személyes meggy6zédésem, hogy az ilyen tipust feladatok alkalmasak arra, hogy
felkeltsék a didkok érdeklédését, betekintést nydjtsanak egy-egy probléma mélyebb
gyokereihez, illetve fejlesszék az altalanos problémamegoldé képességet. Mindemellett
természetesen a tanaroknak is jelentGs segitséget adhat tehetséggondozé munkajuk-
hoz. Fontos feladatomnak tekintettem tovabbé, hogy a kiilénb6z6 megoldasoknak
megadjam az Osszehasonlitasat, értékeljem azokat, megvizsgaljam a kinalkoz6 alta-
lanositasi lehetdségeket is. Ennek a kivanalomnak igyekeztem a disszerticid Osszes
fejezetében eleget tenni. A dolgozat masodik, harmadik és negyedik fejezete t&bbsé-
gében az 6nallo problémafelvetéseimbdl szarmazik, amelyek rendre az |R1|, [R2] és
[R3| cikkekben keriiltek publikalasra.



2. Binomilis egyiitthatdk kiilonféle kozepeivel kapcsolatos
diofantikus egyenletek

A 2. fejezetben a cél elsGsorban az volt, hogy elemi mddszerekkel megmutassam,
hogy két kiilonb6z6 (Z) alakt binomialis egyiitthat6 szamtani, mértani és harmoni-
kus kozepe végtelen sokszor lehet ismét ilyen alaka binomidlis egyiitthatd. Egyelére
nyitott kérdés, hogy mit mondhatunk a négyzetes kozép esetén. A szamtani kozép
kapcsan az ¢sszes megoldast sikeriilt megadnom, valamint harom tag esetén sikeriilt
bizonyos tipusu binomidlis egyiitthatokra végtelen sok nem-trividlis megoldast felir-
ni. Itt taldn érdemes kiilon is kiemelnem az alabbi feladatot azzal a megjegyzéssel,
hogy a kénnyebb azonositas érdekében a tovabbiakban a tézisfiizetben szerepld fel-
adatok, tételek és lemmak szdmozasa a disszertaciobeli megfelels feladatok, tételek
és lemmék szamozasat koveti.

2.0.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
olyan megolddsa létezik, ahol x > d > 0.

("5 + G+ (39 _ B

3 o

A bizonyitas soran felhasznéltam a kovetkezd lemmat, amelynek megoldasi Gtlete

egy szép koordinata-geometriai észrevételen alapult.

2.0.3. Lemma. Az 2? + 6y? — 22 = 0 egyenletnek végtelen sok megolddsa van az

egész szamok korében, amelyek megkaphatoak az

6u? — 24uv — v?

T = 5
—12u? — 2uv + 202
Y= -1
)
30u? + 502
= T ¢

)
alakban, ahol u,v egész szamok, v > 0 és (u,v) =1,
§ = (6u? — 24uv — v? —12u? — 2uv + 202, 30u? + 50?%), valamint t tetszdleges egész
szdm. Az x = M,y = M,z = w megolddsokat primitiv
megolddsoknak nevezziik, melyek paronként kilonbézdk, és ezen alapmegolddsok tobb-

szoroserként kapjuk az eqyenlet 6sszes megolddsdt az egész szdmok kérében.

Gyakorlo kozépiskolai tanarként fontos megjegyeznem, hogy a levezetések soran

végig igyekeztem olyan elemi modszereket hasznalni, melyek tilnyomo tobbsége tar-
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gyalhato a kozépiskolai matematika oktatas keretei kozott is, természetesen elss-
sorban szakkori ordkon. Szinte kivétel nélkiil mindegyik altalam vizsgalt nevezetes
kozép bizonyitasa egy-egy tovabbi érdekes kitekintési lehetdséggel, felfedeznivaloval
kecsegtet méas matematikai teriiletek iranyaba. Igy példaul a szamtani kézép a pi-
tagoraszi szdmharmasokkal, a harmonikus k6zép a Pell-egyenlettel, mig a mértani
kozép a rekurziokkal hozhato Osszefiiggésbe. Megitélésem szerint ezek a problémak
kivaloan alkalmasak lehetnek modszertani szempontbol arra, hogy az adott részek
tanftasakor ezeket — mint az igazan komoly fejtorést jelenté nehezebb feladatokat — a
tanuloknak ,kutatasi” célbol kittzziik. Ugyanakkor ténylegesen szamolnunk kell az-
zal az eshetGséggel is, hogy — a problémak jellegébdl adoddan — akar mér viszonylag
korén lekiizdhetetlennek 1atszé nehézségekbe iitkozhetnek. Tulajdonképpen ez az oka
annak, hogy a nevezetes kozepeket altalaban csak két tagra és a binomidlis egyiitt-
hatok 2-es also értékére vizsgaltam, hiszen a tovabbi altalanositasok mar lényegesen

mélyebb matematikai eszkozoket igényelnének.

3. Binomidlis egyiitthatékkal kapcsolatos diofantikus
egyenletek megoldasa elemi tton és fels6bb matematikai mod-
szerek segitségével a kozépiskolai matematika szakkoron

A 3. fejezet az el6z6 folytatasanak tekinthetd abban az értelemben, hogy ismét
binomialis egyiitthatokat tartalmaz6 diofantikus egyenletekkel foglalkoztam. Itt is
nagyon lényeges szempont volt, hogy lehet&ség szerint olyan egyenleteket targyaljak,
melyeket ha nem is teljes mélységben, de legalabbis részben feldolgozhatunk kiemel-
ked6en tehetséges gyerekekkel kozépiskolai szakkori 6rédk keretében. Tobb példan
keresztiil igyekeztem bemutatni azokat a valtozatos matematikai modszereket, ame-
lyek segitségével tobb, elsGsorban matematikaversenyeken szerepld példat is sikerrel

oldhatunk meg. A fejezet egyik kézponti részét képezi az alabbi feladat vizsgalata.

3.0.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
olyan megolddsa létezik, ahol x # vy és x,y > 2, x,y,z € 7.
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A probléma megoldasa soran elékeriil az A% + B? = C? + 2 diofantikus egyenlet,
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amelynek elGszor tisztan elemi tton végtelen sok egész megoldasat, majd — a kvad-
ratikus alak felhasznalasaval — az 6sszes egész megoldasat sikeriilt felirnom. Lathato,
hogy itt egy apro kitérdt tettem a tényleges egyetemi tananyag felé, az itt leirtak méar

semmiképpen sem tekinthet&ek kozépiskolainak.

A feladatok kidolgozasanal a fokozatossag elvét is probaltam szem elGtt tarta-
ni, vagyis a kdnnyebb, esetleg elemi titon is kezelhets feladatok utdn kovetkeznek a
nehezebb, tobbnyire fels6bb matematikai apparatust kivino problémék. A kovetkezs
feladat megoldésa mutatja ezt a legjobban, ahol négy kiilonb6z6 megoldast is sikeriilt
talalnom, amelyek koziil az utolsé — a problémafelvetést altalanositva — az egyenlet

Osszes egész megoldasahoz is elvezet.

3.0.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek végtelen sok
olyan megolddsa létezik, aholy > x > 2, x,y,z € Z.

() (0)-

A feladat négyféle megoldasa jol érzékelteti, hogy a témakor egy-egy probléméja-
nak eltérd feldolgozasa alkalmas lehet arra, hogy a didkok onalldan probalkozzanak,
tovabbi kérdéseket tegyenek fel és tjabb problémak megoldéasat tiizzék ki célul. Nyil-
vanvalova valhat szamukra, hogy a feltételeket kicsit megvéltoztatva a konnytbél
a nehézen at, esetenként csak mély modszerekkel kezelheté probléméakon keresztiil
egészen a megoldatlanig, az egyszertien megfogalmazhato problémak o6ridsi tarhazat
kapjuk. Az els§ megoldashoz ennek megfelelGen egy gyakran alkalmazott algebrai
atalakitas vezet, amelyben egy viszonylag kénnyen adodo helyettesités lesz a segitsé-
giinkre. Ez a megoldés kevéshé nivos csoportokban is elmondhato, szerencsés esetben
a tanulok maguk allnak el a megoldassal. A masodik és harmadik megoldés is hason-
16 6tleten alapul, bar a harmadikban a paronként kiillonb6z6 megoldas megtalaldsahoz
némi tanari ravezetés mindenképpen ajanlatos. A negyedikben az Gsszes egész meg-
oldas felirdsa a cél, amelynek kapcsan beszélhetiink a tanuldokkal a négyszam-tételrol,
illetve a jelen disszertacidban is tobbszor alkalmazott modulo m maradéktablézatrol.
A didkok tovabbi rokon feladatokat — ilyen példaul a 3.0.13. Feladat — és alkalmaza-
sokat kereshetnek, megvizsgalhatjak ezek nehézségi fokat, vagy akar egy-egy — teljes
altalanossdgban — bonyolultabbnak igérkez6 kérdésfelvetés utan megprobalkozhatnak

a probléma néhany egyszeriibb specialis esetének megoldasaval.
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A 3.0.11. Feladatban a Pell-egyenletnek egy, a kordbbiaktdl eltérd targyalasat
adom, valamint a 3.0.13. Feladat kapcsan az Z[y/—2| gyfirtinek néhany szamelmé-
leti tulajdonsagat hasznalom fel, ezzel is mintegy elGkészitve, felvezetve a késGbbi
Gauss-egészekrdl sz6lo részt. A fejezet megirdsa kdzben végig torekedtem a szerepel-
tetett modszerek sokszintiségének érzékeltetésére, mely méddszerek sokszor egészen 1]
tavlatokba helyezték egy-egy problémanak a vizsgalatat. A 3. fejezet zarasaként egy
hosszabb, didaktikai megjegyzésekkel is gazdagon fiiszerezett rész talalhatd. Az egyes
feladatokat modszertani szempontboél ismételten attekintem, részletesen kibontva —
a felmeriil6 nehézségek mellett — a diofantikus témakor tanitdsanak szamos pozitiv
hozadékat. Véleményem szerint a diofantikus témakor tanitdsa kimondottan alkal-
mas lehet arra, hogy ravezesse a tanulokat, hogy bizonyos problémakat hogyan lehet
Osszekapcsolni, a kiilonféle modszereket {igyesen kombinalni, Altalanositani, 4j problé-
méakat felvetni, akar olyanokat is, amelyek szamukra talan most még megoldhatatlan
akadalyokat jelentenek. FEgy-egy ilyen feladatsor tanitasa kdzben maga az oktatoé is
rengeteget tanul, folyamatosan fejlesztheti a sajat eszkoztéarat is, ami elengedhetetlen

minden tehetséggondozasban szerepet vallalo matematikatanir szamara.

4. Diofantikus egyenletek megoldasa elemi titon és Gauss-egészek
segitségével a kozépiskolai szakkoron

A 4. fejezetben ismételten diofantikus egyenletek megoldasan keresztiil mutatom
be, hogy milyen jellegii szadmelméleti problémak esetén alkalmazhatoak sikerrel a
Gauss-egészek a kozépiskolai matematika szakkoron, vagy akar egy matematikaver-
senyen [R3]. Az altalanos tantervii gimnéziumi torzsanyagban méar a komplex szamok
sem szerepelnek, igy természetesen a Gauss-egészekrsl sem esik sz6. Ha azonban el-
tekintiink az egyetemen megszokott preciz felépitéstél, és a nehezebb tételekre csak
bizonyitas nélkiil hivatkozunk, akkor mar viszonylag kevés elGismeret birtokdban is
szép és érdekes szamelméleti feladatokat oldhatunk meg. A fejezet els6 részében sze-
replé feladatoknak elGszor megadtam a ,szokasos” elemi megoldasat, és itt a levezeté-
sek soran lehetdség szerint igyekeztem ismét tobbféle elemi modszert és ltalanositast
is mutatni. Ezek egyrészt segithetnek egy-egy probléma mélyebb megértésében, mas-
részt a szakkoron vald szerepeltetésiik motivalhatja a legtehetségesebb, a matematika
irdnt leginkabb elkotelezett tanulokat arra, hogy batran kisérletezzenek. Minden ver-

senyfeladatnal szerepeltetek egy Gauss-egészekkel torténd megoldast is. Mindezek
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illusztralasara szeretném kiilon is kiemelni az alabbi problémat, amely az egyik leg-

rangosabb hazai versenyen, az Arany Daniel Matematikaversenyen keriilt kittizésre.

4.0.6. Feladat. Legyenek p,q olyan primszdamok, melyekre 3 < p < q, tovdabbd p+ 1,
q + 1 egyardnt oszthato 4-gyel. Mutassuk meg, hogy q*> — p? nem lehet négyzetszam!

A versenyfeladatra harom lényegesen kiilénb6z6 megoldast adtam. Az els§ akar
egy emelt 6raszamu fakultacios csoportban is szerepeltethetd, mivel lényegében végig
csak elemi szamelméleti fogalmakkal operalunk, igymint a legnagyobb k6z6s 0szto,
az egyértelmi primfaktorizacio, illetve azon egyszerti észrevétel, hogy a 4k — 1 alaka
szadmok nem &llnak el6 két négyzetszam Osszegeként. Véleményem szerint a feladat-
nak ezen megoldéasa egyszertisége ellenére igen jol hasznalhaté a tanitasban, hiszen
sok, kiilon-kiilén talan egyszertibbnek szamito technikai fogas targyalhatd és gyako-
roltathato egyidGben. A levezetés soran alkalmazott fogalmakat és tételeket is jobban
megerdsithetik és elmélyithetik a tanuldink. A méasodik megoldasban a pitagoraszi
szamharmasokat hivom segitségiil, amely témakor sajnalatos médon nem szerepel
még az emelt 6raszamu érettségi kovetelmények kozott sem, mégis tigy tapasztaltam
a napi tanftasi gyakorlatban, hogy szerepeltetésiik igen motivaléan hat a diakokra. A
tanorakat helyenként matematikatorténeti érdekességekkel is szinesebbé tehetjiik, és
erre a pitagoraszi szamhéarmasok kivalo terepet biztosit, példaul a probléma természe-
tes dltalanositasaként, akar a hires és sokaig megoldatlan Fermat-sejtésrél is bGvebben
szolhatunk. Erdemes hangsilyozni, hogy a pitagoraszi szamharmasok képlettel tor-
ténd megadasa utan szamos kapcsolodo problémat is megvizsgalhatunk a tanulokkal.
A harmadik megoldas mar kifejezetten ezen irdnyba mutat, hiszen a Gauss-egészek
felhasznalasaval kinyilik a lehetdségek széles spektruma, természetesen csak az erre
kiemelked&en fogékony, és nagyfoku el6zetes matematikai tudassal rendelkezé tago-

zatos tanulocsoportok szamara.

A feladat harom kiilonb6z§ megoldasanak felirdsa utan, annak egy érdekes va-
riansat (4.0.8. Feladat a disszertacioban) vizsgaltam meg, amely végiil természetes
modon vezetett el a diofantikus egyenletek egy specialis osztalyahoz, az z2 + k = 1°
alakt an. Mordell-egyenletekhez. Ezeknek az egyenleteknek jellemzGen elemi dton
igen bonyolult megadni a megoldasat, sokkal hatékonyabb Gauss-egészek, vagy mas
alaptételes gytiri segitségével dolgozni. Egy érdekes alkalmazéasként megadom néhany
k értékre a Mordell-egyenlet megoldasait. A k = —7 (4.0.10. Feladat) esetben ismer-



tetek egy szép elemi megoldast, mig k = 1 (4.0.11. Feladat) esetén a problémara két
lényegesen kiilonb6zé megoldast adok, melyek koziil az els6 meglehetGsen Osszetett
welemi”, mig a masik, a Gauss-egészeket felhasznalo egyszertibb bizonyités. Az elemi
megoldés kozben a végtelen leszallas modszerével — mintegy ,melléktermékként” — az
n* —6m?n? — 3m* = 1 egyenletnek a nemnegativ egész megoldasai is adédnak. Bat-
ran allithatom, hogy az egész dolgozat elkészitése soran a k = 1 eset ,elemivé tétele”
jelentette szamomra a legnagyobb szellemi kihivast, egyszersmind talan itt izlelhet-
tem meg legjobban a val6di matematikai alkotomunka 6romét, a problémamegoldés

sokszor buktatokkal teli, mégis izgalmas folyamatat.

A fejezet végén egy, a Fibonacci-sorozattal kapcsolatos érdekes allitas egyik speci-
alis esetét bizonyitom, mely igy kozépiskolaban is elmondhatova valik. Kimondottan
nehéz és sokat vizsgalt szamelméleti kérdés volt az utobbi idében, hogy a Fibonacci-
sorozat elemei kézott melyek lesznek teljes hatvanyok. Ennek az altalanos tételnek
egy specidlis (ti. a négyzetszaimokra vonatkozd) esetére valojaban méar az 1950-es
években ismert volt a vélasz. Lényegében egyméstol fiiggetleniil mutatta meg Cohn,
Ljunggren és Wyler [2], hogy ha n > 1, akkor a Fibonacci-sorozatban f; =1, f, =1
és fio = 144 az Osszes négyzetszam. A tételnek paros indexekre torténd igazolasat
szerettem volna — a szerzék altal adott meglehetGsen komplikalt gondolatmenettél
eltér6 modon — a kozépiskolasok szaméra emészthetGbb formaba Onteni. Ehhez a
Fibonacci-szamok kozotti jo néhany, a kézépiskolaban onmagaban is érdekes Gssze-

fiiggést, a 4.1.5. Lemmaét [4], de mindenekel6tt az alabbi allitast hasznaltam fel.

4.1.6. Allitas. Az z*—5y* = 1 diofantikus eqyenletnek a pozitiv egész szdmok kirében

csak az x = 3 és y = 2 megolddsa.

Ugy vélem, hogy az itt szerepld bizonyitas legfébb erénye talan — a 4.0.11. Feladat-
hoz hasonloan — az, hogy lényegében mindvégig csak elemi modszerekre tamaszkodik.
Ezuttal is igyekeztem megfelelni annak az egész disszertacion ativels kivanalomnak,
hogy egy-egy nehezebb allitas indoklasa is jol kovethets legyen egy megfelels el6kép-
zettséggel rendelkezé kozépiskolds didk szaméra. A levezetés soran ismételten felhasz-
nalom a pitagoraszi szamharmasokrol tanultakat, illetve a 4.1.5. Lemmét, amelynek
apropéja okén akir egy masik irdnyba is elindithatjuk a diofantikus egyenletek vizs-

galataval kapcsolatos szakkori munkéankat.



5. Versenyfeladatok szakkori feldolgozasa

Az 5. fejezet harom kisebb, de egymassal szervesen Osszefiiggs egységet képez. Az
elsG részben olyan versenyfeladatok keriilnek teritékre, amelyek kapcsan szamos prob-
léma sajat kérdésfelvetésbdl sziiletett. Az itt szerepld feladatkavalkad célja, hogy a
kiilénféle megoldasokon, altaldnositasokon keresztiil bemutassa a diofantikus egyenle-
teknél alkalmazott modszerek sokszintiségét, minél szélesebb korbdél vilasztva a szam-
elméleti Otleteket, fogasokat. Személyes tapasztalatom, hogy a matematika szakko-
ron résztvevok dontd tobbsége csak akkor szereti igazdn az egyenletmegoldast, ha az
kihivast jelent, vagy kell6en valtozatos, és tobbféle megkozelitésben is targyalhato.
Reményeim szerint a fejezet nyitd problémaja teljes mértékben megfelel a fentebb

megfogalmazott célkitiizéseknek.

5.1.1. Feladat. (Matematika Tanitdsa 2010, 5. szdm)
Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2 egész szdm esetén léteznek olyan x,y,z pozitiv
egész szamok, amelyekre 13 + y3 + 23 = 3xyz + 27,

Négy kiilonb6z6 bizonyitast is sikeriilt adnom, amelyek koziil az utols6 kett6 egy-
uttal altalanositasat jelenti a folyoiratban kittizott feladatnak. Megvizsgaltam a prob-
lémahoz szervesen kapcsoldodo o™ +y™ 42" = nayz alakd egyenleteket néhany pozitiv
egész n értékre, kiilonos tekintettel az n = 2 esetre, ahol ismételten tobbféle megoldasi
modszert, fogast igyekeztem felvonultatni. A kovetkezd feladatok is ezen szempontok

mentén keriiltek goress ala.

5.1.14. Feladat. (OKTYV 2004) Adja meg az dsszes olyan n természetes szdmot,

amelyre a 3™ + 63 kifejezés értéke négyzetszam!

Ez a versenyfeladat — a Mordell-egyenletekhez hasonléan — jol mutatja, hogy lat-
szolag apré valtoztatas mellett (ha példaul ¢ = 63 helyett mas konstanst irunk) is
kaphatunk merében mas jellegt, helyenként igen valtozatos nehézségi problémat.
Példaul ha ¢ = —1 (5.1.16. Feladat), akkor négyzetszamok helyett akar mar teljes
hatvanyokkal is sikerrel jarhatunk, mig ¢ = —2 (5.1.17. Feladat) esetén ismételten
talalkozhatunk a Pell-egyenlet, illetve a modulo m maradéktablazat egy ujabb alkal-
mazasaval. S6t, egy masik tton elindulva — az 5.1.19. Lemma bizonyitasan keresztiil

— az Z[\/—2] gytrtiben dolgozva is megadhatjuk a megoldast.
5.1.22. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az x° — y* = 4 egyenlet nem oldhaté meqg az

egész szamok korében. (Szerb versenyfeladat)
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Megitélésem szerint ez a versenypélda kimondottan alkalmas arra, hogy szakkori
orak keretében dolgozzuk fel a kiilénb6z6 megoldasokat. Az els6é megoldasi modszer,
hogy a modulo m szdmolunk ,tipikus” megoldéasi stratégia lehet akkor, amikor azt
kell igazolnunk, hogy egy egyenletnek nincs megoldasa az egész szdmok korében.
VélhetGen erre a megoldésra gondolhattak a feladat kit(iz6i. A masodik megoldés
mutatja, hogy egy alkalmas modulus megtalalasa utédn, a Legendre-szimbolum fel-
hasznalasaval altalanosithatjuk is a problémat. A harmadik megoldasra egyaltalan
nem koénnyt rajonni, az ismertetése el6tt — akar csak érintélegesen is — érdemes egy
rovid kitekintést tenni specialis alakd szamok lehetséges primosztoinak vizsgalata-
ban. A negyedik, Gauss-egészekkel torténd megoldas igazi ,nagyagyn”. Alkalmazasa
ugyan némileg mesterkéltnek hat, de kétségtelen, hogy &ltala egy gydkeresen més

megvilagitasba helyezhetjiik az eredeti problémat.

A korabban leirtaknak megfelelGen erre a fejezetre is érvényes az a megallapitas,
hogy még az ismert feladatokhoz is igyekeztem tjabb megoldasokat keresni, illetve, ha
erre lehetGség kinalkozott, tovabbi altalanositasokkal, kapcsolodasi pontokkal azokat
kiegésziteni.

Az alabbi feladatok még ezen torekvéseimen is tilmutatnak, azaz tobbnyire sajat
készitést feladatok. A felsoroltak koziil az 5.1.30. Feladat kiilondsen kozel all hozzéam,
hiszen a kozépiskolai matematika csiicsanak tekinthetd nemzetkdzi didkolimpidnak

egyik feladatabol meritettem a f6 inspiraciot.

5.1.21. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egész szdmok kdrében az aldbbi egyenletrend-

szert.
r—1= y2
2% =22+1.

5.1.26. Feladat. Tekintsiik az 1,2,...,n pozitiv egész szamokbol képzett dsszes per-
mutdciot. Milyen n > 2 egész esetén lesz a permuldciokban az 6sszes inverziok szama

négyzetszam?

5.1.27. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi diofantikus egyenletnek nincs megol-

ddsa a természetes szdamok korében.
x!+32=32(z+1)".
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5.1.30. Feladat. (A 2006. évi IMO 4. feladata alapjin)

Legyen adva az ag = 4, ay = 11, ay = 37 kezddelemekkel és az
Gpyo = Tap1 — 14a, + 8a,—1

rekurzidval definidlt sorozat. Keressiik meg az 0sszes olyan n > 3 egész szamot, amely-

re a,, négyzetszim.

5.1.31. Feladat. Oldjuk meg a természetes szdmok kérében az aldbbi diofantikus

egyenletet
2"5Y —1=177.

Az 5. fejezet mésodik és harmadik része versenyfeladatokat dolgoz fel. Ezzel a té-
makor egy lehetséges bévitését mutatom be azzal a feltett szandékkal, hogy a jov6ben
a sajat tanitvanyaimmal kozosen, az itteni felépitésben dolgozzuk fel a matematika-

nak ezen fejezetét (lasd 6. fejezet).

A targyalast végig didaktikai elemzések kisérik, ezek részben a feladatok megolda-
sa kozben, részben utana, néhol egyes részek végén kiilon is szerepelnek, de mindvégig
kézponti szerepet jatszanak az egész disszertdcioban. Egyes visszatéré modszereket,
példaul a Pell-egyenlet alkalmazasat tobb szempontbdl is alaposan korbejartam. A
kiilonféle megoldasok, megkozelitési modok lefrasénal minden esetben igyekeztem
kiilonos tekintettel lenni arra, hogy amennyire csak lehetséges, tamaszkodjam a dia-
koktol varhatd gondolatmeneti sémékra, illetve tobbféle megoldas bemutatéisa altal
mélyitsem, és gazdagitsam a mar meglévs séméak kozotti kapcsolatot. Bizom benne,
hogy a szakkori feldolgozas tapasztalatait felhasznalva a késébbiekben a diakok ered-
ményesebben szerepelhetnek majd a kiilonféle orszagos versenyeken, valamint meg-
felel6 alapokkal, mélyebb matematikai hattérrel felvértezve jelentkezhetnek majdan

a felsGoktatasi intézményekbe.

Az 5. fejezet harmadik részében egy olyan feladatsort allitottam Gssze, amelynek
feladatait kiilonféle nemzetkozi matematikaversenyekrdl vilogattam. A valogatasban
az interneten taldlhato anyagok (IMO) mellett az [1], [3] és [6] monografidk voltak
segitségemre. Az Osszedllitas soran igyekeztem a fokozatossag elvét szigortian betar-

tani, vagyis elGszor az altalam egyszertibbnek gondolt, késébb pedig a nehezebbnek
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itélt problémékat gyiijtottem csokorba. A masodik résztdl eltérd modon itt elsGsorban
nem az egyes problémakra adhato tobbféle megoldasi stratégia lehetGségét szerettem
volna hangstlyozni, hanem a megoldasi moédszereknek azt a sokszintiségét, amellyel
altaldban a hagyoményos tanoérai keretek kozott aligha talalkozhatunk. A feladatsor
utan megoldasi atmutato is szerepel, amelyekben a megoldasok mellett azok f6bb
gondolatait, a bizonyitasok lényeges részeit emelem ki. A feladatok megoldésait a
disszertacioban kordbban bemutatott eljarasok és fogasok egyfajta esszencidjaként

szerettem volna megjeleniteni.

6. A témakor egy lehetséges feldolgozasa szakkori 6rak kereté-
ben

A 6. fejezet arrdl a — hét foglalkozashol allo — szakkori tevékenységrdl szol, amelyet
2018. november kozepétdsl kezdGdGen két honapon keresztiil végeztem az iskolamban,
a budapesti Baar-Madas Reformatus Gimnéaziumban. A szakkoron altalaban kivalo
képességii, a kiilonféle matematikai probléméak irant kiilonosen fogékony, érdekléds
tanulok vettek részt. A foglalkozasok anyagat igyekeztem tgy megvélasztani, hogy
az (kiilonosen a szakkor kezdetén) szorosan illeszkedjen a tanulok korabbi ismeretei-
hez, annak értelemszeri kib6vitését tartalmazza. Masrészrél egy tehetséggondozasra
irdnyuld szakkornek feltétleniil olyan 1j anyagrészek és modszerek elsajatitasara is
kell fokuszalnia, ami altal gazdagodik a problémamegoldasi repertoar, amelyek bir-
tokdban a tanulok eredményesen szerepelhetnek az orszagos versenyeken, illetve a
legkiilonfélébb megmérettetéseken. Ezen irdnyelvek mentén valogattam és allitottam
Ossze az oOrai feladatsorokat, amelyek a disszertacio szinte mindegyik fejezetébdl bo-
ségesen tartalmazott érdekes, feldolgozasra varo problémékat (lasd 9.3.). Helyenkeént,
— példaul a pitagoraszi szamhéarmasok és a Pell-egyenlet targyaldsa kapcsan — a ta-
nulok még némi izelit6t is kaphattak az egyetemi ,magasabb” matematikabol, amely
egyuttal a szakkor tehetséggondozo, versenyel6készits jellegét is nagymértékben erd-

sitette.

A szakkori foglalkozasok egy-egy nagyobb, egymassal szorosan Osszefliggd egy-
ségekre torténd bontésban keriiltek bemutatasra. Az els6 két foglalkozason a ,szor-

zat=szam”, illetve a ,szorzat=hatvany” tipusu egyenletek keriiltek a vizsgalat kozép-
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pontjaba, mig a harmadik és negyedik alkalommal a modulo m maradékosztalyok,
a kiilonféle becslések segitségével megoldhato diofantikus egyenletek, és a végtelen
leszallas modszere keriilt goresG ald. A pitagoraszi szdmharmasok, valamint a Pell-
egyenletek vizsgalata képezte az 6todik és hatodik, illetve a hetedik szakkori ora
anyagét, utobbi igazi egyetemi kitekintéként, a latokor kibgvitéseként szolgalt. A fel-
adatmegoldas egyes fazisaiban a modszertani szempontbol (is) lényegesnek gondolt

tanuloi és tanari reakciokra igyekeztem a leiras soréan végig kell hangsilyt forditani.

Az egyes foglalkozasok feladatsorai, a beadhaté hazi feladatokra adott tanuléi
megoldasok a Fiiggelékben szerepelnek, de ugyanitt talalhato a 9.3. alfejezet is, amely
a targyalasra keriilt problémak disszertaciobeli elhelyezkedésének visszakeresését se-
githeti.

A 6.3. alfejezetben Gsszegzem azokat a tapasztalatokat, amelyeket a témakor tani-
tasa soran szereztem. Reményeim szerint 6sszességében sikeriilt 6tletekben és modsze-
rekben gazdag, a matematika ezen teriiletének szépségét és sokszintiségét jol vissza-
tiikroz6 — kozépiskolasok szamaéra is érthetd és érdekes — problémakat kivalogatni, és
kozosen a didkokkal mindezeket eredményesen feldolgozni. Meggy6z&désem, hogy a
szakkori foglalkozasok tanulségait felhasznalva, a késébbiekben a tanitvanyaim még
sikeresebben szerepelhetnek majd a kiilonféle orszdgos versenyeken, és megfelels ala-
pokkal, sokkal mélyebb matematikai hattérrel felvértezve jelentkezhetnek majdan a

felsGoktatési intézményekbe.
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Unconventional Diophantine
equations and their discussion in
study group sessions

1. Introduction

In Hungary, talent management and competitions go back to a long way, with a
significant heritage in both areas. The country is home to several outstanding ma-
thematical workshops. Domestic competitions excel both in quantity and standards.
During my career, I also had the honor to lead study group and preparation sessions
for various competitions. This dissertation was mostly inspired by the experiences
of these classes. One of my objectives was the manifold examination of Diophantine
equation problems in high school competitions (which topic is my personal favorite)
and to demonstrate the applicability of higher mathematical methods through a few
selected problems, and how these can be used in talent management and study group
sessions. I solved and structured the problems and performed their didactic analysis
completely by myself. The well-known competition challenges are supplemented by
many of my own assignments. [ strongly believe that such problems are suitable to
wake students’ interest, to provide a deeper insight, and to develop problem solving
skills in general. Additionally, it supports teachers in their talent management ende-
avors, as well. One of my priorities is to compare and evaluate various solutions and
to examine generalizations. I have attempted to meet this requirement throughout
the dissertation. Most problems in Chapters 2, 3, and 4 are created by myself, and
the results were published in papers [R1], [R2], and [R3], respectively.
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2. Diophantine equations concerning various means of binomial
coefficients

The primary aim of Chapter 2 was to demonstrate with elementary methods that
the arithmetic, geometric, and harmonic means of two distinct binomial coefficients
(3) are of the same form infinitely often. However, the solution for square means is
unknown for the time being. For arithmetic means, I managed to provide all solu-
tions. Also, for the case of three terms, I found infinitely many nontrivial solutions
for certain types of binomial coefficients, as stated below. (Note that for easier iden-
tification, all problems, theorems, and lemmas are numbered as in the dissertation.)
Problem 2.0.2. Show that the Diophantine equation

() + 6+ (3 )

3 2

has infinitely many solutions, where x > d > 0.

In the proof, I used the following lemma which is based on a beautiful coordinate-

geometric observation.
Lemma 2.0.3. All integer solutions of equation x* + 6y? — 22 = 0 are given by

6u? — 24uv — v?

r = 5
—12u® — 2uv + 202
y pry 't
)
30u? + 5v?
z = —— -t

J

where u and v are integers, v > 0, ged(u,v) = 1,

§ = ged(6u? — 24uv —v?, —12u? — 2uv + 202, 30u* + 5v?), and t is an arbitrary integer.
The solutions ©x = M,y = M,z = w are called primitive
solutions which are pairuise distinct, and all integer solutions are obtained as the

multiples of the primitive solutions.

As a practising high school teacher, I emphasize that I strived to use elemen-
tary methods most of which can be discussed within the framework of high school
mathematics education, dominantly in study group sessions, of course. Most proofs
opened up a further, interesting outlook to other fields in mathematics. For example,

the arithmetic mean can be associated with the Pythagorean triples, the harmonic
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mean with Pell’s equation, while the geometric mean can lead to recursions. In my
opinion, these problems may be methodically suitable for “research” projects for stu-
dents looking for truly serious, challenging assignments. At the same time, we also
have to count on the possibility that — due to the nature of the problems — they may
feel challenged by seemingly unsolvable puzzles even in an early stage. Actually, this
is the reason why I examined the means only for two terms and only for the lower
value number 2 of the binomial coefficients. Further generalizations would require

significantly more complex mathematical tools.

3. Solving Diophantine equations with binomial coefficients in
study group sessions using both elementary and higher mathe-
matical methods

Chapter 3 can be regarded as the continuation of the previous chapter in the sense
that it carries on the discussion of Diophantine equations containing binomial coeffi-
cients. I maintain the importance of discussing equations which — at least partially —
can be treated by especially talented students in high school study group sessions. I
attempted to show the diversity of mathematical methods through several examples,
which can be used to solve many problems, mainly of mathematical competitions.

One of the focal points of the chapter is the solution of the following problem:
Problem 3.0.3. Show that the Diophantine equation

50 _
2
has infinitely many solutions, where v #y and x,y > 2, x,y,z2 € 7.

During the solution of the problem, the Diophantine equation A? + B? = C? + 2
pops up, to which I managed to provide an infinite number of integer solutions, at
first with pure elementary methods, while later, by using quadratic forms, I provided
all integer solutions. It is apparent, that in this case I made a little detour towards

university material. These methods can by no means be taught in high school.

During the creation of the problems I also tried to follow the principle of gradual-
ness, i.e. to start with easier assignments that can possibly be solved by elementary
methods and to continue with more complex problems, mostly requiring higher ma-

thematical structures. This is illustrated nicely with the following problem, where I
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managed to find four different solutions, the last of which — posing a more general

problem — will lead to all integer solutions of the equation.

Problem 3.0.10. Show that the Diophantine equation

() ()=

has infinitely many solutions, where y >x > 2, x,y,2 € 7.

The four methods show that different procedures can be suitable to motivate
students to try their own ways, to ask further questions, and to work on solving
new problems. Thus they can understand that a little twist in the conditions will
result in a vast array of problems, ranging from easier to difficult ones, sometimes
requiring deep methods or can remain even unsolved. Accordingly, the first solution is
provided by a well-known algebraic transformation, where we use a relatively simple
substitution. This solution may be discussed in groups with lower skill levels, where
students possibly discover the solution independently. The second and third solutions
are based on a similar idea, though the third one will most probably require the
teacher’s help. In the fourth one, the goal is to provide all integer solutions, which
may lead the discussion towards the four number theorem or the modulo m remainder
table. Students can explore further similar problems — for example Problem 3.0.13 —
and applications, they can examine the difficulty level, or after presenting a general

complex problem, they can attempt to solve its easier special cases.

In Problem 3.0.11 I present another handling of Pell’s equation, while in Problem
3.0.13 T use a few arithmetical features of the ring Z[\/—2] to prepare the later
discussion of Gaussian integers. While writing this chapter, I strived to show the
diversity of methods, which often opened up new horizons in the examination of a

given problem.

To close Chapter 3, I included a longer part with didactic notes, wherein I reite-
rate the methodology of each problem, going into the details of positive yields and
possible difficulties of teaching Diophantine topics. In my opinion, teaching this field
can be especially suitable to make students understand the links between certain
problems, to combine various methods, to generalize, or to pose new problems, even

ones they can’t solve with their current skills. While teaching this stuff, the instruc-
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tor himself/herself learns a lot, continuously expanding his/her own range of tools,

which is essential for every mathematics teacher engaged in talent management.

4. Solving Diophantine equations with elementary methods and
with the help of Gaussian integers in high school mathematics
study group sessions

In Chapter 4, I continue to use Diophantine equations to show to what type of
number theory problems can Gaussian integers be applied in high school study gro-
ups or at a mathematics competition [R3]. The basic high school material doesn’t
even contain complex numbers, therefore, Gaussian integers are not mentioned, eit-
her. However, if we forgo the detailed structure used at universities, and refer to more
difficult theorems without proofs, we will be able to solve beautiful and interesting
problems in number theory, even with a relatively scarce background knowledge. For
the problems in the first part of the chapter, I provided first the “usual” elementary
solutions, then I went on to demonstrate various elementary methods and generaliza-
tions. These, on the one hand, may help the deeper understanding of a given problem,
and on the other hand, can motivate the most talented and keen students to experi-
ment freely.To every competition problem, I also present a solution using Gaussian
integers. To illustrate this, I display the following problem of the high ranking Arany

Déniel Mathematics Competition.

Problem 4.0.6. Let p and q be prime numbers where 3 < p < q and both p+ 1 and

q + 1 are divisible by 4. Show, that ¢*> — p* cannot be a square number!

I give three essentially different solutions to the problem. The first one may be
discussed in an elective course since we operate only with elementary number theory
tools, such as greatest common divisor, prime factorization and the simple observation
that numbers of the form 4k — 1 cannot be written as the sum of two squares. Despite
of the simplicity of the solution of this problem, it can support teaching to a great
extent, as it gives way to the discussion and practice of several basic technical methods
at the same time. Students can acquire and internalize the terms and theorems used
during the solution. In the second solution, I use the Pythagorean triples, which
topic unfortunately doesn’t form part of the high school requirements, not even for

advanced level classes. However, in my everyday experience, discussing them has a
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motivating effect for students. Classes can be made more interesting with stories
from mathematical history, and Pythagorean triples are a great example of this.
To generalize the problem in a natural way, we can mention the famous and for a
long time unsolved Fermat’s Last Theorem. It is also worth emphasizing that after
deducing the formula for Pythagorean triples, we can examine several other related
problems with the students. The third solution definitely leads towards this direction.
Using Gaussian integers will open up a wide spectrum of applications for especially

motivated students with an advanced level of mathematical knowledge.

After the presentation of the three different solutions of the problem, I examined
an interesting variant (Problem 4.0.8. in the dissertation), which finally led to a
special class of Diophantine equations of the form z? + k& = %3, called Mordell’s
equations. Solutions of these equations with elementary methods are generally quite
difficult. Using Gaussian integers or any other unique factorization domain is more
efficient. To present an interesting application, I solve Mordell’s equation for a few
values of k. I describe a beautiful elementary solution for k = —7 (Problem 4.0.10.),
while for & = 1 (Problem 4.0.11.), I show two significantly different solutions: a
very complex elementary one and a simpler proof using Gaussian integers. As a “side
product”, the infinite descent in the elementary proof yielded also the non-negative
integer solutions of equation n* — 6m?n? — 3m* = 1. I believe that “elementarization”
of the case k = 1 represented the greatest intellectual challenge of this research and
offered the most joy of true mathematical creativity at the same time. It was a process

full of setbacks, which I found very intriguing.

At the end of the chapter I offer a proof of a special case of an interesting state-
ment about Fibonacci sequences, making it presentable for high school curricula. An
extremely difficult and widely examined number theory problem of the recent period
is to establish the perfect power elements in the Fibonacci sequence. The special case
for square numbers was answered already in the 1950’s: Cohn, Ljunggren and Wyler
(see [2]) showed independently that f; = 1, fo = 1, and fi» = 144 are the only
squares in the Fibonacci sequence. My goal was to present a proof of this theorem
for even indices in a more suitable form for high school students in contrast with
the very sophisticated train of thoughts by the authors. To do this, I used several

connections between Fibonacci numbers of independent interest, Lemma 4.1.5. [4],
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and last but not least, the following statement:

Statement 4.1.6. The only solution of the Diophantine equation x* — 5y* = 1 is

(3,2) among the positive integers.

I think, the main advantage of this proof — similarly to Problem 4.0.11. — is
that it is based only on elementary methods. I tried to meet the requirement of
clear presentation and easy-to-follow justification even of more difficult statements to
make them accessible for high school students with adequate background knowledge.
I made a repeated use of Pythagorean triples and of Lemma 4.1.5, which may even
lead to another direction of the work of the study group session about Diophantine

equations.

5. Discussion of competition problems in study group sessions

Chapter 5 comprises three shorter, but strongly intertwined entities. The first
part discusses competition problems most of which were generalized by me. The
aim of this rich set of problems is to demonstrate the diversity of tools used for
Diophantine equations by presenting different methods, generalizations, ideas, and
useful “tricks”. In my experience, most students in the study groups are interested
in solving equations only if these problems are challenging, or if they can be solved
using different approaches. Hopefully, the opening problem of the chapter fully meets

the above objectives.

Problem 5.1.1. (Teaching of Mathematics, vol. 5 of 2010)
Prove that for all integers n > 2 there exist positive integers x,y, and z such that
o3 43 + 23 = 3xyz + 2"

I provided four different proofs, where the last two are also generalizations of
the original problem. I examined the related equations x™ + y™ + 2" = nzyz for a
few positive integer values of n, especially for n = 2, showing again several different

solutions. I analysed the following problems accordingly, as well.
Problem 5.1.14. (OKTV 2004) Find all n € N, where 3" + 63 is a perfect square!

Similarly to Mordell’s equations, this competition problem is an excellent de-
monstration of how seemingly minor changes (for example substituting ¢ = 63 with

another constant) can result in completely different problems of varying difficulties.
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For example, for ¢ = —1 (Problem 5.1.16.) we can even handle the problem for all
perfect powers instead of squares, whereas for ¢ = —2 (Problem 5.1.17.) a new appli-
cation of Pell’s equation and the remainder table modulo m will come up. Moreover,
via Lemma 5.1.19., the solution can be provided using the ring Z[v/—2].

Problem 5.1.22. Prove that the equation x° — y> = 4 has no integer solution.

(Serbian competition problem)

I think, this competition problem is especially suitable for discussing different
solutions in study group sessions. The first method involves a modulo m consideration
as a typical solution strategy for proving that an equation has no integer solution.
Presumably, the creators had this idea in mind. The second solution shows that after
finding a suitable modulus, the problem can be generalized by using the Legendre
symbol. The third solution doesn’t come easy at all. It’s worth to prepare it by making
a brief detour towards the examination of the possible prime divisors of numbers of
a special form. The fourth solution using Gaussian integers is a true ace. Though its
application seems a little artificial, but it undoubtedly makes us see the problem in
a different light.

My aim of finding new solutions even for already known problems is still valid for
this chapter. Therefore, where it was possible, I supplemented known solutions with

further generalizations and connecting points.

The following problems surpass even these endeavors, i.e. they are mostly own
creations. Problem 5.1.30. is especially close to my heart, as it was mainly inspired
by a problem of the International Mathematical Olympiad which can be considered

as the very top of high school mathematics.

Problem 5.1.21. Solve the following system of equations in integers!

r—1 = y
2% = 224+1.

Problem 5.1.26. Consider all permutations of 1,2,...,n. Find all n € N where

n > 2 and the number of all inversions is a perfect square.
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Problem 5.1.27. Show that the following Diophantine equation has no nonnegative
integer solution:
! +32=32(z+1)Y.

Problem 5.1.30. (Based on Problem 4 of IMO 2006)
Let ag =4, ay = 11, ay = 37, and consider the sequence defined by

Qpio = Tapy1 — 14a, + 8a,_1 .

Find all integers n, where n > 3 and a,, is a perfect square.

Problem 5.1.31. Solve the following Diophantine equation in natural numbers:

275 — 1 =177,

Each of the second and third parts of Chapter 5 elaborates a set of selected compe-
tition problems. This is a possible extension of the topic to explore this mathematical
field together with my students (see Chapter 6).

The discussion is supplemented with didactic analysis throughout. These are at
times placed within the solution of the problems, at times they follow those, and
at times you can read them separately, at the end of the given section. They have
one thing in common: they play a focal role in the entire dissertation. Some recur-
ring methods, for example, applications of Pell’s equation were presented in several

different approaches.

I tried to write the various solutions and approaches according to the train of
thoughts expected from students. I also strove to deepen and enrich links between
already existing schemes by presenting several solutions. I hope that the experiences
of such study group sessions will improve students’ results at various national com-
petitions, and will enhance and deepen their mathematical knowledge to qualify well

for higher education.

In the third part of Chapter 5, I compiled a series of problems from various inter-
national mathematical competitions using online materials (IMO) and monographes

[1], [3], and [6]. During the selection, I strictly followed gradualness, i.e. I started with
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simpler problems progressing towards more complex ones. Contrary to the multitude
of solutions emphasized in the second part, in this section I rather focused on the
diversity of methods generally not included in conventional curricula. T also added
a solution guide, featuring the main ideas and crucial points of the proofs, as well.

This is intended to be an essence of the techniques presented earlier.

6. An option for the introduction of the topic during study
group sessions

Chapter 6 explores a study group activity of seven sessions I conducted for two
months in my school, Badr-Madas Reformed Comprehensive Secondary School, start-
ing in mid-November 2018. The study group is usually attended by students with
excellent abilities, who are especially interested in solving mathematical problems. I
tried to choose session materials that (especially for the early sessions) are linked to
students’ already existing knowledge and entail a self-explanatory extension thereof.
At the same time, a talent-management study group should also aim for focusing
on the acquisition of new material and methods enhancing students’ problem-solving
“toolkits”, forming the foundation of their success in nationwide competitions and
various contests. The session worksheets are comprised of interesting, challenging

problems from all chapters of my dissertation (see 9.3.).

Here and there, for example when discussing Pythagorean triples and Pell’s equa-
tion, students even got a glimpse of university material, which significantly reinforces

the study group’s talent management- and competition-preparation nature.

The study group sessions are presented in larger units. In the first two sessions, we
discuss the equation types “product=number” and “product=power”, while during the
third and fourth sessions, we deal with the residue classes modulo m, Diophantine
equations that can be solved by using various estimations, and proof by infinite
descent. Pythagorean triples and Pell’s equation were the subjects matter of our
fifth, sixth, and seventh sessions, the latter rather served explicitly to extend students’
horizon towards university material. In the individual phases of problem solutions, I
attempted to place adequate emphasis on students’ and teachers’ reactions I deemed
important from the methodology point of view (amongst others) throughout the

description.
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The worksheets of individual sessions, students’ solutions of home projects are
listed in the Appendix, along with sub-chapter 9.3. which may help tracking the

discussed problems’ location within the thesis.

Sub-chapter 6.3. is a summary of the experiences gained during teaching this to-
pic. I hope that all in all, I managed to cherry-pick and process interesting problems
abundant in ideas and methods, reflecting the beauty and diversity of this mathema-
tical field, yet understandable at a middle-school level. I strongly believe that using
the lessons learned from study group sessions, my students will become even more
successful at various nationwide competitions allowing them to apply for admittance
to higher education institutes with an adequate underlying knowledge and a strong

mathematical background.
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