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BEVEZETES

A figgvényegyenletek és fiiggvényegyenlOtlenségek témakore napjaink egyik
olyan kutatési irdnyzata, amelyben szamos matematikus végez vizsgédlatokat.
Az els6 nagyszabdsu atfogé munkat Aczél Janos 1961-ben megjelent konyvében
(lasd [Acz61], [Acz66]) taldlhatjuk, amely az addig elért legfontosabb
eredmények Osszefoglaldsa. Egy masik jelentos, 6sszefoglalé mi Marek Kuczma
munkdja (ldsd [Kuc85]), melyben mar szdmos eredmény taldlhaté a fiiggvény-
egyenletek stabilitdsara vonatkozodan is, amely a disszertacié témaéja.

A fiiggvényegyenletek stabilitaselmélete azt a problémdt targyalja, hogy
egy adott egyenletet "kis hibaval megoldd” fliggvény vajon kozelithetG-e a
fiiggvényegyenlet egy megolddsaval. A Cauchy-egyenletre vonatkozdan ezt a
kérdést elészor Pélya Gyodrgy és Szegd Gabor tette fel (és vdlaszolta meg)
1925-ben (ldsd [PSz25]), de nagyobb érdeklédést valtott ki S. M. Ulam 1940-
ben megfogalmazott, dltaldnosabb alaki probléméja (ldsd [Ula60], [Ula64]). A
megolddst D. H. Hyers adta meg 1941-ben (ldsd [Hye4l]). A késébbiekben
szamos modositasa, altalanositasa késziilt ezeknek az eredményeknek a Cauchy-
egyenlettel, illetve egyéb fiiggvényegyenletekkel kapcsolatban, melyekrdl djabb
Gsszefoglalé irédsok taldlhatéak tobbek kozott a [Ger94], [For95], [HIR9S],
[Szék00] dolgozatokban. Az értekezés célja hasonlé eredmények igazoldsa ed-
dig nem targyalt vagy az eddigieknél altalanosabb struktirdkon értelmezett
fliggvények korében.

A disszertacié két fejezetbdl all, amelyek tovabbi 6t-0t részre tagolédnak. Az
egyes fejezetek és alfejezetek 6ndllé bevezet&vel rendelkeznek, most tartalmuk
rovid ismertetése kovetkezik.

A dolgozat els6 fejezetében értékelt testek feletti normalt terek kozott
értelmezett fliggvények esetén vizsgaljuk kiilonbozo fliggvényegyenletek illetve
fliggvényegyenlet-rendszerek stabilitasat. A fejezet els6 részében a késébbiekben
hasznalt fogalmakat és jeloléseket vezetjiik be, és izelitét adunk az értékelt testek
elméletébdl. A tovabbi alfejezetek az adott részben targyalt fliggvényegyenlet
stabilitdsaval kapcsolatos torténelmi attekintéssel és a vizsgalatokhoz sziikséges
eredményekkel kezd6édnek, majd a sajit eredmények kovetik Eket. A mésodik
alfejezetben a Cauchy-egyenlettel foglalkozunk. Megfogalmazzuk az egyen-
let egy altalanos stabilitdsi tételét nulla karakterisztikaju értékelt test feletti
normalt teret nulla karakterisztikaju értékelt test feletti Banach-térbe képezo
fliggvényeket tekintve. A Cauchy-egyenletet "kis hibdaval megoldd” fiiggvény
egy gyenge regularitasi tulajdonsagabdl kovetkeztetiink a kozelitdé fliggvény li-



2 BEVEZETES

nearitdsara is. A tétel az els6 fejezet negyedik részében targyalt monom egyen-
letre vonatkozd eredményekbdl kovetkezik, igy a bizonyitast nem kozoljik. Sta-
bilitasi tételiink néhany specidlis esetét részletesebben megvizsgaljuk, a kozelito
fliggvény és az eredeti fiiggvény tavolsdgbecslését javitjuk, tovabba a tétel meg-
forditasat is kimondjuk, melyet példakkal is alatdmasztunk. Alkalmazasként
levezetjiik a Jensen-egyenlet hasonlo értelemben vett stabilitasat is. A fejezet
harmadik részében ugyancsak a Cauchy-egyenletre vonatkozd stabilitasi tétel
segitségével latjuk be a két fiiggvényegyenletet is teljesitd gytirtt homomorfizmu-
sok stabilitasat. Azt is megmutatjuk, hogy bizonyos feltételek teljesiilése esetén
egy olyan fiiggvény, amely “kis hibaval” oldja meg a gylirii homomorfia két
egyenletét, sziikségképpen megolddsa is az egyenleteknek, azaz gylirti homomor-
fizmus. A negyedik alfejezetben a monom egyenlettel foglalkozunk. Igazoljuk
az egyenlet stabilitasi tételét, tovabba n-additiv illetve monom fliggvények
regularitasi tulajdonsagainak kiterjesztése segitségével megfogalmazunk olyan
feltételeket, amelyekkel biztosithatjuk a "majdnem monom” fiiggvényt kozelitd
monom fliggvény n-homogenitasat. A fejezet utolsé alfejezetében a Fréchet-
egyenletet vizsgaljuk. Fontos megjegyezni, hogy az itt szerepld stabilitdsi tétel
a valos esetre vonatkozoan is 1j eredmény.

A masodik fejezetben egyszerii struktirdk kozott értelmezett fliggvények
esetén vizsgaljuk egyvaltozos, illetve tobbvaltozds fliggvényegyenletek sta-
bilitasat. Csakigy, mint az elsé fejezetben, el6szor definidljuk a késébb
hasznalt fogalmakat és jeloléseket. A maésodik alfejezetben egyvéltozos
fliggvényegyenletek stabilitdsaval foglalkozunk olyan fliggvényeket tekintve,
melyek egy nem iires halmazt képeznek metrikus térbe. Vizsgdljuk az ere-
deti fliggvénytinket kozelité megoldéasfiiggvény egyértelmiiségét, tovabbé a két
fliggvény pontonkénti tavolsagat felillr6l becslé kifejezéseket. Megadunk egy
olyan fiiggvényegyenlétlenséget, amelynek minden megoldasa megfeleld becslést
ad az elobb emlitett tavolsigra, és példat adunk olyan fiiggvényegyenletre,
amelynél ezek a becslések élesebbek, mint a szokdsos technikaval kapot-
tak. A fejezet harmadik alfejezetében a Cauchy-egyenletre vonatkozé sta-
bilitast vizsgaljuk kétvaltozés miivelettel ellatott halmazok, azaz grupoidok
kozott értelmezett fliggvényekre vonatkozdan. Specidlisan, igazoljuk a Cauchy-
egyenlet stabilitasat [-hatvanyszimmetrikus grupoidokon. Az eredmények bi-
zonyitasat az egyvaltozos fiiggvényegyenletekre vonatkozd tételekre vissza-
vezetve végezzilk. A negyedik alfejezetben megfogalmazunk egy éltaldnos sta-
bilitasi tételt, melynek egy alkalmazdsaként levezetiink egy Gilanyi Attila &ltal
1999-ben igazolt (1dsd [Gil99]), a monom egyenletre vonatkozé stabilitdsi tételt.

A fenti eredményekben nagy szerepet jatszik D. H. Hyers mar emlitett
[Hye41] munkdjadban haszndlt iterdcids eljards, amelyb6l kialakult technikét



Hyers-médszernek vagy direkt modszernek neveziink. A masodik fejezet utolso,
otodik alfejezetében olyan grupoidokra adunk példat, amelyek kozott értelmezve
a Cauchy-egyenletet, a stabilitds teljesiil, de ez nem lathaté be a direkt
modszerrel. A stabilitds igazoldsahoz egy specidlis technikat haszndlunk, amely
kiilonbozik a Cauchy-egyenletnél eddig alkalmazott harom mddszertdl, melyek
az elobb emlitett direkt médszer, a Székelyhidi Laszl6 altal bevezetett invarians
kozép technika (14sd [Szék86]) tovabba a Péles Zsolt altal hasznalt szendvics
tételekre éplilé eljaras (ldsd [P4l9g)]).

A disszertacidban az egyes alfejezetek, illetve fejezetek elején fel van sorolva,
hogy a sajat eredmények melyik dolgozatbdl szarmaznak, és mely tarsszerzokkel
késziiltek. A mas dolgozatokbol szarmazé eredményeknél szintén fel van
tiintetve a szerzd, amennyiben kiléte ismert.






1 STABILITAS ERTEKELT TESTEK FELETTI NORMALT
TEREKEN

Ebben a fejezetben nulla karakterisztikdju értékelt testek feletti normalt
tereken vizsgaljuk a Cauchy-egyenlet, monom egyenlet, Fréchet-egyenlet és a
gyurd homomorfizmusok stabilitdsat. Ezen normalt terek kiilonlegessége tobbek
kozott az, hogy a legtobb esetben norméajukbdl nem emelhetdek ki a nem negativ
racionalis szamok, tehat a klasszikus értelemben nem nevezhetéek norménak.
Eppen ezért a szokasos bizonyitasi technikdk vagy nem miikddnek, vagy csak
valamilyen médositott verzigjuk hasznalhato.

1.1 JELOLESEK, TERMINOLOGIA

A disszertaciéban az N, Z,Q és R szimbd6lumok a szokdsoknak megfeleléen
rendre a természetes (pozitiv egész), egész, raciondlis, illetve valds szdmokat
jelolik. A szamitdsok egyszertisitése érdekében a 00 =1 és XA # 0 esetén 0* = 0
értelmezést fogjuk hasznalni.

Legyen X vektortér az F' test felett, m € Nésa e R. A H: X" —» X
fliggvényt a-homogénnek nevezzik, ha tetszéleges t € F és x € X™ esetén
teljesiil a H(tx) = t*H(z) egyenldség. « = 1 esetén egyszerilien a homogén
elnevezést hasznaljuk.

Legyen F' tetszOleges test, v : FF — R fiiggvény. Azt mondjuk, hogy v
értékelés F-en, ha

1. v(z) > 0 és v(x) = 0 pontosan akkor, ha x = 0 (pozitiv definitség),
2. v(zy) = v(x)v(y) (multiplikativités),
3. v(z+y) <wv(x)+v(y) (szubadditivitds).

Ha adott F-en egy v értékelés, akkor F-et értékelt testnek nevezziik. Ameny-
nyiben tetszéleges x,y € F esetén teljesiil a

v(z +y) < max{u(z),v(y)}

egyenlGtlenség is, akkor azt mondjuk, hogy v egy nem archimédeszi értékelés, el-
lenkez6 esetben archimédeszi értékelésrdl beszéliink. Az elnevezés indokldsahoz
megemlitjik az archimédeszi tulajdonsig fogalmét: Azt mondjuk, hogy az
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F testen adott v értékelés rendelkezik az archimédeszi tulajdonsdggal, ha
tetszOleges x,y € F, x # 0 esetén létezik egy n természetes szdm, melyre
v(nz) > v(y). Konnyen igazolhaté (ldsd példdul [Nar90, Proposition 1.10])
hogy a v értékelés pontosan akkor rendelkezik az archimédeszi tulajdonsaggal,
ha archimédeszi értékelés.

Egyszertien ellenérizhetd, hogy ha adott egy | | értékelés az F testen, akkor
a d(z,y) = |x — y|r médon definidlt fliggvény egy metrika. Ha még to € F és
0 < p € R, akkor a u sugard és tg kozépponti nyilt gomb alatt a

(1.1) 'Bu(to):{tEFi ‘t_tolF <u}

halmazt, u sugard és ty kozépponti zdrt gomb alatt pedig a

(1.2) Bﬂ(to):{teFi ‘t—t0|F S,u}

halmazt értjiik (zart gomb esetén megengedhetd a p = 0 sugdr is).
F'-enad(z,y) = max { |z — yil F | i=1,... ,n} metrikat fogjuk hasznalni, ahol
z=(21,...,2,) €EF"ésy = (y1,...,yn) € F".

Ertékelt test feletti vektorterekben, illetve algebrdakban értelmezheté a
norma fogalma, amely annyiban tér el a klasszikus értelemben vett norma
definiciéjatol, hogy egy adott skalarnak nem az abszolut értékét, hanem az
értékelését tudjuk kiemelni a normdbdl. Azt mondjuk tehdt, hogy az (X, || ||)
par normalt tér az | | értékeléssel ellatott F' test felett, ha X egy vektortér F'
felett, tovabba a || || : X — R figgvény pozitiv definit, szubadditiv és teljesiil a

[Az]| = |Ale[l|

egyenloség tetszoleges A € F és © € X esetén. Ezenfeliil, ha tetszoleges x,y € X
elemekre fennéll az
lz +yll < max{lz]| , [lyl}

egyenl6tlenség is, akkor nem archimédeszi normélt térrél beszélink. Ha az
(X, ]|') (nem archimédeszi) normélt tér teljes a norma &ltal generdlt metrikara
nézve, akkor (nem archimédeszi) Banach-térnek nevezziikk. Ha még az X linedris
tér algebra, és a || || fiiggvény szubmultiplikativ is, azaz tetszéleges z,y € X
esetén fenndll az |zy| < |lz||||ly]] egyenlStlenség, akkor (nem archimédeszi)
normdlt algebrdrdl, illetve (nem archimédeszi) Banach-algebrdrdl beszéliink.

Ha egy test nulla karakterisztikdji, akkor tartalmazza a raciondlis szamokat.
fgy ha adott rajta egy értékelés, az indukal egy értékelést Q-n is. A. Ostrowski
[Ost17] eredményei alapjan a raciondlis szdmok teste feletti értékeléseket pon-
tosan ismerjik. Amennyiben | |g egy értékelés Q-n, akkor a kévetkez6 4llitdsok
valamelyike teljesiil:
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1. Létezik egy 3 € (0, 1] szam, amelyre | |g = | |?, ahol | | a szokdsos abszoltit
érték fiiggvény.

2. |0]g = 0 és 1étezik olyan p primszdm és g € (2, 1], melyekre z € Q\{0} és

x=p"2 (p Jn, p fm,k € Z) esetén |z]g = oF.
Ha az | |g értékelésre az els6 allitds igaz, akkor | |g archimédeszi értékelés.
Ha a madsodik eset teljesiil, akkor fenndll az |z + ylo < max{|z|o , |ylo}
egyenlbtlenség is, igy | |g egy nem archimédeszi értékelés. A o = 1 esetet
trividlis értékelésnek nevezziik, ekkor tetszéleges x € Q, x # 0 esetén |z|g = 1.
Amennyiben ¢ = 1/p, akkor az | |g értékelést p-adikus értékelésnek nevezziik és
a | |p szimbSlummal jeloljiik. Nyilvanvald, hogy barmely o € (0, 1] el8éllithat6
az 1/p valamely nem negativ hatvdnyaként, igy a mdsodik eset a kdvetkezd
alakban is frhaté:

2*. Létezik egy p primszam és egy 3 > 0 val6s szam, melyekre | |g = | [5.

Legyen adott a raciondlis szdmok halmazin a | |g értékelés. Ha | |g
archimédeszi értékelés, akkor Q ezen értékelésbol szarmazd metrikara vonatkozéd
teljes metrikus burka a valés szdmok halmaza. Ha valamely 8 > 0 és p
primszam esetén teljesiil a | |g = | |5 azonosség, azaz | | egy nem archimédeszi
értékelés, akkor Q-nak az értékelésbdl szdrmazoé metrikara vonatkozd teljes
metrikus burkdt a p-adikus szdmok halmazdnak nevezziik és Q,-vel jeloljik.
Az értékelt testek és ezen beliil a p-adikus szamok elméletében szamos érdekes
és értékes eredmény sziiletett, ezekrol Osszefoglalé irasokat taldlhatunk az
[NBB71], [Mah81], [Gou93|, [VVZ94] konyvekben, illetve az alapvetd tulaj-
donsédgokrdl egy kisebb Osszefoglalé megtaldlhaté a [Kai00] diplomamunkdban
is. Izelitiil megemlitjik a p-adikus szamok topoldgidjanak par érdekes tulaj-
donsagat, melyek tetszdleges nem archimédeszi normalt térben is teljesiilnek.

1.1.1. AvLiTAs. Q,-ben
1. minden hdromszog egyenldszdri.
barmely nyilt gomb zdrt is.

barmely nem nulla sugard zdrt gomb nyilt is.

e

barmely két gomb esetén a metszetik vagy ures, vagy az eqyik tartalmazza
a mdsikat.

5. minden nem nulla sugari gémb nem 6sszefiiggd.
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Végezetiill megemlitjiikk a p-adikus analizis egyik alapvetd tételét, amely
ravilagit arra, hogy bizonyos dolgok egyszertibben miikédnek Qp,-ben, mint a
valds szamok halmazan.

1.1.2. ArLitds. A4 p-adikus szamok egy (x,) sorozata akkor és csak akkor
Cauchy-sorozat, ha

lim d(xpy1,2,) =0,
n—oo

ahol a d: Q, x Q, — [0, 00[ fiiggvény a Q,-beli metrikdt jeloli.
Az 4llitds azonnali kovetkezménye a konvergens p-adikus sorok egyszerii

o0

karakterizdcidja: A > x, p-adikus sor pontosan akkor konvergens, ha
n=0

lim z, = 0.

n—oo

1.2 CAUCHY-EGYENLET

Legyen (X,+) és (Y,+) két csoport. Az f : X — Y fluggvény Cauchy-
differencidjanak vagy additiv differencidjinak nevezzik az

(1.3) flety) — flx) - fly) (r,y€X)

kifejezést. Az Y csoporton egy metrikat feltételezve, a fiiggvényegyenletek
stabilitaselméletének alapproblémdja azt kérdezi, hogy egy korlatos Cauchy-
differencidval rendelkezd fiiggvény kozel van-e a

(1.4) glr+y) =g(®)+gy) (r,y€X)

ugynevezett Cauchy-egyenlet egy megolddsahoz (ezen megolddsokat szokds ad-
dittv fiiggvénynek nevezni). Ezt a problémé&jat eldszor Pélya Gyorgy és Szegd
Gébor fogalmazta és oldotta meg (14sd [PSz25], Teil I, Aufgabe 99) pozitiv
egész szamokon értelmezett fliggvényekre. S. Ulam (ldsd [Ula60], [Ula64])
altalanosabb esetben tette fel az emlitett kérdést. D. H. Hyers a koévetkez6
megoldast adta a problémara:

1.2.1. TETEL. [Hye41] Ha X ésY walds Banach-terek, € egy nem negativ valds
szam és az f : X =Y fiugguény teljesiti az

(1.5) [f@+y) = flz)-fWl<e  (z,yeX)

ugynevezett stabilitdsi egyenldtlenséget, akkor egyértelmiien létezik egy olyan
g: X — Y megolddsa a Cauchy-egyenletnek, amelyre || f(z) — g(z)|| < e.



1.2 CAUCHY-EGYENLET 9

1951-ben D. G. Bourgin [Bou51] bizonyitds nélkiil megfogalmazta Hyers
tételének egy altaldnositdsét, ahol az (1.5) egyenlStlenség jobb oldaldn az e
konstans helyett a ®(||z|], ||y||) kifejezést hasznélta, ahol & mindkét valtozdjaban
monoton névekvo, szimmetrikus fiiggvény, tovabba feltételezte a

(1.6) > 22 e, 2 )
i=1

sor konvergencigjat minden x € X esetén. Ez a fajta feltétel mar megengedi azt
is, hogy a Cauchy-differencia ne legyen korlatos.

1978-ban Th. M. Rassias igazolta Hyers tételének egy masik altaldnositdsat,
melyben bizonyos feltételek mellett a kozelito fiiggvény egy regularitasi tulaj-
donsagat is megmutatja:

1.2.2. TETEL. [Ras78] Legyenek E1, Ey valds Banach-terek és f : By — FEs
egy olyan fiigguény, melyre minden rogzitett x € Ey esetén a t — f(tx) tran-
szformdcio folytonos R-en. Tegyiik fel tovabbd, hogy léteznek olyan € > 0 és
a € [0,1] szdmok, melyekre

1f(x+y) = F(@) = I < el +Mlyl*)

minden x,y € Ey esetén. Ekkor egyértelmien létezik eqy olyan T : Fhn — Es
linedris leképezés, amelyre

(L.7) If(2) =T ()] < dll=*

2e

minden x € Ey esetén, ahol § = 55 .

A tétel bizonyitdsban szereplé moddszer minden tovabbi nélkil miikodik
a < 0 esetén is, tovdbbd a t — f(tx) transzformdcick folytonossdgi feltételét
elhagyva is biztositott egy T additiv fliggvény létezése, melyre (1.7) teljesiil
(ilyen formdban a tétel tulajdonképpen Bourgin tételének specidlis esete). Meg-
jegyzendd, hogy a tétel jelentése o = 0 esetén a Hyers-féle stabilitds, a < 0
esetén egyfajta aszimptotikus stabilitas a végtelenben, o > 0 esetén pedig lokalis
stabilitds az origéban. A tétel § = 2(,2%2 valasztasaval a > 1 esetén is tel-
jesiil, melyet Z. Gajda [Gaj9l] bizonyitott be 1991-ben. Megmutatta tovabba,
hogy az allitds nem igaz a = 1 esetén. Th. M. Rassias és P. Semr] 1993-ban
megjelent [RS93] munkéjukban megfogalmaztdk az 1.2.2. Tételt abban az eset-
ben, ha az (1.5) egyenlStlenség jobb oldalan a H(||x||, |ly||) figgvény 4ll, ahol H

egy szimmetrikus, mindkét véaltozéjaban monoton névekvd, tovabba valamely
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a € [0,00[\{1} esetén a-rendben homogén fiiggvény, azaz tetszdleges A, t1,ts
nem negativ valds szamok esetén teljesiil a

H(M1, M) = ANOH(t, )

egyenl6ség. Megjegyzendd, hogy tételitkk a H fliggvény monotonitdsat és szim-
metridjat elhagyva is igaz. A szimmetria feltételezése egyébként nem jelenti a
tétel gyengitését, ugyanis ha teljestl az

[f(z+y) = fl@) = fOI <Rl vl (2 € X)

egyenl6tlenség, akkor teljestl az

egyenlStlenség is, és a jobb oldalon &ll6 tag H alakjatdl fuggetleniil az ||z és
|ly|| kifejezések szimmetrikus fliggvénye.

Az utébbi évtizedekben rengeteg hasonlé eredmény sziiletett a Cauchy-
egyenlet stabilitdsara vonatkozdéan szamos kutatotol, melyek a tekintett
fiiggvények értelmezési tartomdnyat és értékkészletét, illetve az (1.5) sta-
bilitasi egyenlotlenség jobb oldalat valtoztattak, altaldnositottak. Ezek kozil
kiemelkedd G. L. Forti 1980-ban megjelent eredménye [For80], melynek rengeteg,
kés6bb publikdlt dolgozatban szerepld tétel speciilis esete. Ezen dolgozatok
szerzOinek mentségére szoélhat, hogy a Forti tételében szerepld feltételek tel-
jestilésének leellenorzése nem egyszerti. Ennek a tételnek az altaldnositdsa a
disszertacié masodik fejezetében talalhato, a késébbiekben még targyalunk rola.

A most kévetkez6kben olyan stabilitdsi tételt fogalmazunk meg, amely a
fent emlitett eredmények tobbségének édltaldnositdsa. A bizonyitds technikija
moédositott Hyers-iteracid segitségével torténik, melyet szokas direkt modszernek
nevezni. A médszer 1lényegérél bévebben szintén a disszertacié masodik részében
lesz sz6 (14sd még [For04]). Az ebben a részben targyalt eredmények a [Kai04]
dolgozatban lettek publikilva a

(z,y € X)

H(t1,t2) = emax{ty, t5} (t1,t2 € [0,00[)
fliggvény hasznalataval, ahol € > 0 konstans.

EREDMENYEK

Legyen « egy rogzitett valds szdm és H : [0,00[x[0,00[— [0,00[ egy
a-rendben homogén fiiggvény a tovabbiakban. Az alabbi lemma kulcsfontossagu
szerepet vallal a Cauchy-egyenletre vonatkozé stabilitasi tétel igazolasaban.
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1.2.3. LEMMA. Legyen (X, || ||1) normdlt tér az | |p értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikdji F test felett és (Y, || ||2) egy normdlt tér egy tetszéleges értékelt
test felett. Ha tetszdleges x,y € X esetén az f : X — Y fligguvényre fenndll az

(1.8) 1f(@+y) = flz) = fFWl2 < Kzl lyll)

egyenldtlenség, akkor

(1.9) [fUx) = Lf @)z < o (D|]IF
minden l € N és x € X esetén, ahol o(1) =0 és

-1

(1.10) o)=Y H(lklr,1) (I€N1>2)

k=1

A lemma Dbizonyitdsa teljes indukciéval konnyen elvégezhet6. A most
kovetkezd tételben a Cauchy-egyenletre teljesiilo stabilitdst fogalmazzuk meg. A
tétel specidlis esete a kés6bbiekben targyalt monom egyenletre vonatkozé 1.4.8.
és 1.4.13. tételeknek, igy a bizonyitdsat nem részletezziik.

1.2.4. TETEL. Legyen (X, || ||1) egy normdlt tér az | | értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikdju F test felett és (Y, || ||2) egy Banach-tér az | |k értékeléssel
elldtott nulla karakterisztikdji K test felett. Ha az f : X —'Y fligguény teljesiti
az (1.8) egyenlbtlenséget és létezik egy | pozitiv egész szam, melyre |l|% # ||k,
akkor egyértelmiien létezik eqy g : X — Y additiv fiigguény, melyre tetszdleges
x € X esetén

-1
o() 2 e
(1.11) 1f(x) = g(@)|l2 < o7 12lIY = 75— 2ll7
“l|K—|l|F‘ ||”K_|”F’
tovabbd

1
g(z) = lim —f(r"z)  (zeX),
n—oo 1’
aholr € {1, 1} olyan raciondlis szdm, melyre |r|% < |r|x. Ha még K = F, | |p
nem trivialis értékelés, melyre nézve Q mindenditt siird F-ben, tovabbd minden
x € X esetén az f, 1t — f(tx) (t € F) fiiggvény korldtos valamely B,,, (t;) nem
nulla kozéppontiu, pozitiv sugard nyilt gémbon, akkor g linedris.
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1.2.5. MEGJEGYZES. Abban az esetben, ha fenndll a 2% < 2|k
egyenl6tlenség, a tétel allitasa | = 2 valasztasaval kovetkezik G. L. Forti

glF (z,y)] = H[g(x),9(y)]

fiiggvényegyenletre vonatkozé stabilitdsi tételébdl (lasd [For80]), melyet az alfe-
jezet bevezetd részében mar emlitettiink. Ez az eredmény tulajdonképpen
négyzetszimmetrikus grupoidokon értelmezett Cauchy-egyenletre vonatkozik,
melyrdl a dolgozat masodik részében targyalunk.

1.2.6. MEGJEGQYZES. A Rassias [Ras78] és Gajda [Gaj9l] altal vizsgdlt esetet
H(ty,t2) = e(t¢ +t3) vélasztdssal kapjuk. Ebben az esetben az (1.10)-ben
definidlt o fiiggvény alakja

-1
(1.12) d0501+§:mﬁ> (1 e N).

k=0

Természetesen o explicit alakja barmely konkrét H fliggvény esetén pon-
tosan megadhaté. Ha az 1.2.3. Lemmat az F' testen 1évo értékelések tipusatol,
illetve a eléjelétol fliggben tobb esetre bontva igazoljuk, akkor o értéke javithatd
is. Példaként tekintsik a H(t1,t2) = emax{t{, t3} (t1,t2 > 0) fiiggvényre
vonatkozd esetet, ahol € valamely nem negativ valés szam.

1.2.7. LEMMA. Egy adott x pozitiv valds szdm esetén jelolje ©,(x) azt a legna-
gyobb egész kitevds hatvanydt p-nek, amely nem nagyobb, mint x. Legyen € egy
nem negativ valds szam, tovdbbd

(0%
‘@p (pl'*‘ﬂ) ‘F ha o < 0 és barmely r € Q vdlasztdsdval

Irlp = |r|5 valamely p prim és B > 0 esetén
[1—1]% ha o >0 és | |p archimédeszi,

1 eqyébként.

Az 1.2.3. Lemma feltételei mellett, ha H(t1,t2) = e max{t{, t5} (t1,t2 > 0),
akkor a

(1.13) o) =e(l —1o(l) (l€N)

fligguény vdlasztdsdval teljesil az (1.9) egyenlbtlenséy.
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Bizonyitas. A lemmat [ szerinti teljes indukciéval igazoljuk. [ =1
esetén az allitds nyilvanvaldan teljesiil. Tegyiik fel, hogy | > 1 és

1[0 =1)a] = (1 = 1) f(2)]|, < el = 2)o(l = )|}
Ekkor

£ > @)1z
= [/ = £[( = V2] = f(@) + F [ = D] = (= Df @),
< [|£02) = £[0 = Da] = f@)[|, + [[F[ = De] = (= DS @],

gemax{n(zfl)xn? s llalls} + 2= 2)0t = 1)l

A tovdbbiakban négy esetet kiillonboztetliink meg « el6jelétdl és az | |p értékelés
tipusatol fiiggden.

1. | | nem archimédeszi és o < 0. Ekkor létezik egy olyan p primszdm,
melyre az | |p értékelés Q-ra valé megszoritdsa az | |g (6 > 0) értékelés.
Felhasznaljuk, hogy barmely [ € N esetén

(1.14) I—1<ptVt

(nyilvdnvaléan elegend6 az egyenl6tlenséget p = 2-re leellendrizni, amely
rovid szémoldssal végrehajthatd). Most ||[(I—1)z||y = [I—1|p||lz|1 < ||z|1,
fgy

(1.15) 1= Dzll¥ = [l

Maésrészt

@p( 1+VI— )<@ ( 1+ﬂ)7
tovabba mindkét szam p-nek hatvanya, ezért

‘@p (p1+m) ) > ’@p (p1+ﬂ)

foy ‘@p (pH‘/Fl) ‘F > ‘@p (p1+ﬂ) ’F, melybél kivetkezik, hogy

p

(1.16) 0 (¢ ) = [en (),
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Az (1.14) egyenlétlenségbdl kapjuk, hogy |l — 1|7 > }@p (pl'*“ﬁ) ‘F, igy
(1.17) =1z <o, ()] .

Sorrendben az (1.15), (1.16) és az (1.17) egyenlStlenséget haszndlva

1)~ i@l < el = Dallg + - 2) [, (9T s

IN

el = 12§+ —2) |6, (p)] lally

=1 |8y ()| lalls.

IN

2. | | archimédeszi és a > 0. Ekkor
1= Dalli = [ = 1zl > [T,
melybdl kapjuk, hogy

[fUz) =1f(@)l2 < ell = gzl +e( = 2)10 = 2/% [T
< el =Dl =gt

3. | | nem archimédeszi és o > 0. Ekkor ||(I — 1)z||1 < ||=|1, gy
[fUz) = 1f(@)l2 < ellellf +e( =2)[=]]7 = = DT
4. | | archimédeszi és a < 0. Ekkor
1= Dal|f = [ = 1z l=(7 < [l]T,
tehét
1f(lx) = 1f (@)]l2 < elle]|¥ + e = 2|27 < el = D|lT

Mind a négy esetben a kivant eredményt kaptuk, tehat az allitas teljesiil I-re is,
mellyel a bizonyitasunk készen van. (]

Mivel tetszéleges t1,ts € [0, 00 esetén
max{t{ , t9} <t +t§ < 2max{t{ , t5},

az 1.2.7. Lemma és az 1.2.4. Tétel alkalmazasdval a kovetkez6t mondhatjuk:
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1.2.8. TETEL. Legyen (X, ||1) egy normdlt tér az | |p értékeléssel elldtott
nulla karakterisztikaji F test felett, (Y, || ||2) egy Banach-tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikdju K test felett, f : X — Y és € egy nem negativ
valds szdm. Ha létezik egy | pozitiv egész szdm gy, hogy |l|% # |l|k és az
f: X =Y figguény kielégiti az

(1.18) [f(z+y) = f(2) = fWllz <e(llzl¥ +wlT) (2,9 € X)

egyenldtlenséget, akkor egyértelmiien létezik eqy g : X — Y additiv figgvény,
melyre

20(1)

[0l — 1

(1.19) [f(z) —g(@)]2 < ‘ [z]lf (= € X)),

ahol o(l) az (1.13) formuldval definidlt.

Ebbél a tételbdl | = 2 valasztasdval azonnal adédik Rassias (1dsd [Ras78])
és Gajda tétele (lasd [Gaj91]), amikor F' és K a valds abszolit értékkel elldtott.

Most tekintsitk azon kivételes eseteket, amikor teljesiil az |l|% = |l|k
egyenlGség tetszoleges | € N esetén. Ekkor nyilvanvaléan minden w # 0
raciondlis szdmra fenndll az |w|% = |w|x egyenldség. Természetesen az F és
K nulla karakterisztikdju testeken adott | | és | |k értékelések megszoritasa Q-
n egy értékelés lesz. A fejezet els6 alfejezetében tdrgyalt lehet&ségeket szem el6tt
tartva azt kapjuk, hogy ha tetszbleges w € Q szédmra teljesil az |w|% = |w|k
egyenlGség, akkor az alabbi esetek egyike teljestil:

1. a =046s | |k a trividlis értékelés Q-n.

2.a#0, | |r =] é ||k =] | valamely 81,32 € (0,1] esetén, ahol
afy = fa.
3. a # 0 és létezik egy p primszdm 1gy, hogy | [p = | 5" és | [k = | [

valamely (1, 82 > 0 esetén, ahol af8; = (5.

Gajda [Gaj9l] konstrudlt egy valdés normélt terek kozott értelmezett
fliggvényt, amire fenndll az

1f(@+y) = flz) = fO <elllzll+ vl (2,9 € X)

egyenl6tlenség, de nem létezik olyan additiv g fliggvény, amelyre az

1f () = g(@)[| < o]
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feltétel teljesiilne valamely § > 0 esetén. Ugyanezen esetre egy masik, a sta-
bilités teljesiilését cafolé példa talalhaté az [RS92] dolgozatban is. A Gajda féle
példdhoz hasonlé fiiggvény a 2. esetre (a H(t1,t2) = e(t +15) fiiggvény esetén)
altaldnosan is megadhatd, tehat a stabilitds ekkor nem teljesiil. Azonban ez a
példa nem miikodik a masik két esetben, igy egyenlére nem tudni, hogy fennall-e
a stabilités.

1.2.9. MEGJEGYZES. Bizonyos esetekben az 1.2.8. Tétel megfordithato.
Ugyanis a tétel feltételei mellett, ha g : X — Y additiv fliggvény, o > 0 és
ap: X — Y fliggvény teljesiti a [|o(x)|l2 < &|«||$ egyenlbtlenséget valamely
d € R esetén, akkor az f : X — Y, f(x) = g(x) + p(z) fliggvény teljesiti az
(1.18) stabilitdsi egyenlétlenséget az ¢ = (2% + 1)d konstanssal, hiszen

If(x+y)— flx) = fW)llz = lle(@+y) — o) — o)l

<oz +y)ll2 + lle@)ll2 + lle@ll2 < 6llz+ ylIF + 6l|z]|S + 6[|yllT
< S(llzll + [lyll)* + ol + 6llyllT

< 2% max{||z[|¥ , [lyllT}+dllzll¥ +ollyllT <

%+ D6 ()T + llylly) -

Tekintsiink két példat olyan, a |e(x)|la < dljz||§ feltételt teljesitd
fliggvényekre, melyeknél az értelmezési tartomanyok és értékkészletek kiillonb6z6
értékelésekkel vannak ellatva.

1.2.10. PELDA. Legyen p egy primszam, (Y, || ||2) egy valds normélt tér, o > 0,
yeYiésp:Qp—Y, p(x) = |27y Ekkor [[o(z)[l2 = [z|3]|yll2 minden z € Q,
esetén, azaz a 0 = ||y||2 és ||z||1 = |z|, jelolésekkel |p(x)||2 = dx|{.

1.2.11. PELDA. Legyen p egy primszam, (Y, |2) normdlt tér Q, felett, o

pozitiv egész és y € Y. Ekkor legyen ¢ : R — Y, »(0) = 0 és ¢(x) = Wﬁl
» (|

minden z € R\ {0} esetén, ahol ©), (z) az 1.2.7. Lemméban mar haszndlt azon

fliggvény, amelyik az = > 0 valds szdmhoz az z-nél nem nagyobb legnagyobb

= 6, (Ja)” < |2[* kapjuk,

p-hatvanyt rendeli. Felhasznélva, hogy ‘W
p
hogy [¢(z)|l2 < 8||z§, ahol § = [|y||2 és ||| = |z|.

Most bemutatjuk az 1.2.4. Tétel egy alkalmazasat. Sziikségiink lesz a
kévetkez, jol ismert tételre (1dsd példaul [Kuc85]).

1.2.12. TETEL. Legyen X és Y linedris terek Q felett és f : X — Y eqy
figguény. Az f fligguény akkor és csak akkor megolddsa az

w20 ; (x;y) SPICLY (VRS
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Jensen-egyenletnek, ha létezik eqy g : X — Y additiv fiigguény és ¢ € Y,
melyekre f(z) = g(z) + ¢ minden x € X esetén.

A kovetkez6 tételben a Jensen-egyenlet stabilitasaval foglalkozunk ugyanolyan
értelemben, mint ahogyan azt tettitk a Cauchy-egyenletnél.

1.2.13. TETEL. Legyen (X, || ||1) egy normdlt tér az | | értékeléssel elldtott
nulla karakterisztikdji F test felett és (Y,| |l2) egy Banach-tér az | |k
értékeléssel elldtott nulla karakterisztikdju K test felett. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy a H : [0, 00[x[0, 00o[— [0, 00[ a-homogén fiigguvény a mdsodik vdltozdjdban
monoton novekvd. Ekkor, ha az f: X — Y fiigguény teljesiti az

(1.21) Hf(x);f(y) _f<x;Ly>

< H(llll lyll) - (zy € X)
2

egyenldtlenséget és létezik egy | pozitiv egész szam, melyre |l|% # ||k, akkor
létezik egy olyan h : X — 'Y megolddsa az (1.20) Jensen-egyenletnek, amelyre

-1
>, H(|k[r, 1)

If(z) = h@)2 < 2- [2p o[zl (v € X).
[[e]rc — 1]

Bizonyitds. A bizonyitdsban a Jacek Tabor és Jézef Tabor [TT97] éltal
hasznalt médszert kovetjiilk. Legyen f : X — Y egy olyan fiiggvény, melyre
teljesiil az (1.21) stabilitési egyenlStlenség és legyen fi(x) = f(z) — f(0). Ekkor

Hfl (w+y> _ L@+ [

- Hf (%y) - f(0>2_ /(@) ff(g) ~2/(0)
-l (552) - 2522 < atate ol

gy fi-re szintén teljesiil az (1.21) egyenl6tlenség, tovabba f1(0) = 0. Az y =0
valasztassal kapjuk, hogy

‘fl (g) _ hi(@)

SH(||:L‘||1,0)7

2 2 ||,

tehét

:

) 21 (5) - @), < MOl 0).
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fey N
|2 (5) - @), < 121Hil.0),
kovetkezésképpen
[filz+y) = filz) = fi(®)]2
= |[filz+y)—2f1 (m—;—y) +2f <x—2|—y> —2%(f1(9€)+f1(y))
2
< f1(m+y)2f1< +y> HQfl (x+y)2f1($)—2kf1(y)
2
_ oy, (x;—y)—h(xﬁ—y) w20 | (:c;-y>_f1(x);f1(y)
2 2
< 2[rH(lzll1, 0) + 2[rH(l2l1, [[yll) < 22[pH( |zl [yll)-

Alkalmazhatjuk a Cauchy-egyenlet stabilitdsidra vonatkozd 1.2.4. Tételt a
H(t1,t2) = 2 |2|pH(t1,t2) a-homogén fliggvény esetén, melybdl adédik, hogy
egyértelmiien 1étezik egy g : X — Y additiv fiiggvény, melyre tetszéleges x € X
valasztasaval teljestl az

1f1(x) = g(@)ll2 < 2-[2]p "

z H(k]r)1)
=) Jallz
1S

— 1%
egyenlGtlenség. fgy

-1

Z H(|k|p,1)
WII%II? (z € X),

ahol a h(z) = g(x) + f(0) fiiggvény megoldédsa az (1.20) Jensen-egyenletnek. O

17 @) = (g(@) + FO)]l, <2 [2]r*

1.3 GYURU HOMOMORFIA

Legyen (X, +,-) és (Y, +, ) két gylirli. Az f: X — Y fliggvény multiplikativ
differencidja az

fley) = flx) - fly)  (z,y€X)
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kifejezés. Ha egy fiiggvény multiplikativ differencidja azonosan nulla, akkor
multiplikativnak nevezziik. Azt mondjuk, hogy a g : X — Y fiiggvény gydrd
homomorfizmus X és Y kozott, ha g egyarant additiv és multiplikativ. Ezen-
feliil, ha X és Y egyarant algebrak egy F test felett és a g gy{irti homomorfizmus
homogén is, akkor g-t algebra homomorfizmusnak nevezziik.

D. H. Hyers [Hye41] Cauchy-egyenletre vonatkozé stabilitdsi eredményétél
(ldsd 1.2.1. Tétel) motivalva, D. G. Bourgin [Bou49] 1949-ben bebizonyitotta
egységelemes Banach-algebrak gyirti homomorfizmusainak stabilitdsat. Ez
az eredmény tulajdonképpen a gyliri homomorfizmusok szuperstabilitasa
(pontosabban hiperstabilitdsa, ldsd [MPO1]), ugyanis azt allitja, hogy egy
sziirjektiv fliggvény, amelynek korlatos az additiv és multiplikativ differenciaja,
sziikségképpen gylirt homomorfizmus. 2002-ben R. Badora [Bad02] bebi-
zonyitotta Bourgin tételének egy altaldnositdsat olyan modon, hogy nem
tételezte fel az egységelemek létezését tovabba a fiiggvények sziirjektivitasat.
Th. M. Rassias [Ras78] (lasd 1.2.2. Tétel) és Z. Gajda [Gaj91] megkozelitéen ad-
ditiv fiiggvényekre vonatkozé eredményeit alkalmazva Badora kimutatta a gytir
vagy algebra homomorfizmusok aszimptotikus stabilitasat normadlt algebrat
Banach-algebrédba képezd fliggvényekre. Az elézé alfejezetben targyaltuk az
elébb emlitett Rassias és Gajda féle tételek altalanositdasat olyan fiiggvényekre,
melyek értékelt test feletti normalt teret képeznek értékelt test feletti Banach-
térbe.  Tételiinkben a stabilitasi egyenl6tlenség jobb oldaldn a-homogén
fliggvényt szerepeltettiink. Ezt az eredményt felhasznalva ebben a részben be-
bizonyitjuk Badora tételének egy altalanositdsat értékelt test feletti normalt
algebrat értékelt test feletti Banach-algebraba képezd fiiggvényekre. Ezeket
az eredményeket Boros Zoltdnnal kézosen készitettiik és a [BK04] dolgozatban
publikaltuk.

EREDMENYEK

Kovetkez6 tételiink a gyliri homomorfizmusok stabilitasat fogalmazza meg.

1.3.1. TETEL. Legyen (X,| ||1) normdit algebra az | |p értékeléssel elldtott
nulla karakterisztikdji F test felett, (Y, | ||2) Banach-algebra az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikdju K test felett, e > 0, a és 3 rogzitett valos szamok
tovabbd H : [0, 00[x[0, 00[— [0,00[ egy a-homogén figguény. Tegyik fel, hogy
létezik egy olyan r € Q\ {0}, melyre |r|% > ||k, |7"|?J > |r|x vagy |r|% < |rlk,
|r|§ <|rlg. Haaz f : X =Y figguény tetszbleges x,y € X esetén teljesiti az

(1.22) 1z +y) = f(2) = fW)ll2 < Hlz]1 [yll)
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)

€s

(1.23) 1f(zy) — f@) FW)ll2 < ell|flly]l?

egyenldtlenségeket, akkor egyértelmien létezik eqy g : X — Y gydrd homomor-
fizmus, melyre tetszdleges x,y € X wvdlasztdsdval

(1.24) 1f(2) = g()ll2 < 8l=[[Y

valamely 6 € R esetén. Tovdabbd
(1.25) 9(x)(f(y) = 9(y)) = (f(z) — g(2))g(y) =0 (z,y € X).

Bizonyit4ds. Megjegyezziik, hogy elegendd csak az |r|% < |r|k
és |r|§ < |r|k esettel foglalkoznunk. Ugyanis, ha a forditott egyenl&tlenségek
teljesiilnek, kicserélhetjiik r-t 1/r-re.

Az (1.22) egyenlétlenség éppen a Cauchy-egyenletre vonatkozé stabilitdsi
egyenlbtlenség. Az r raciondlis szdm |r|% # |r|x tulajdonsdgdbdl azonnal
adédik, hogy 1étezik olyan ! pozitiv egész szam, melyre |I|% # |I|x. Alkalmazva
az 1.2.4. Tételt kapjuk, hogy egyértelmiien 1étezik egy g : X — Y additiv
fliggvény, melyre

1f(x) = g(x)ll2 < dllz)Y  (z € X),

ahol
-1
> H(lklr, 1)
g=tt
s — 11|
Tehat
[f(r"z) — g(r"z)|l2 < 6[lr"z[|Y (z € X, n€N),
ezért

L H67) — g()

<4 ('TF> lz|® (z € X, neN),
2 |T|K

amely azt jelenti, hogy

g(z) = lim if(r"z) (x € X).

n—oo 17’
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Legyen h(z,y) = f(zy) — f(x)f(y). Az (1.23) egyenlétlenséget felhasznélva
kapjuk, hogy

= (F6may) — 1) 1)

n— 00 r

1
lim Hrnh(r"x, )

2 2

. 1
= lim ——
n—oo |r[f

Tﬂ "
£ ay) — £G2) ()], < lim (f';) el = o,

1
fgy lim —h(r"z,y) = 0. Ebbdl adédik, hogy
n—oo 7T

oley) = dim L fGmay) = tm (£ f) + F0rey) — ") )

= tim - (F0M )+ B y)) = Tim ) ()
= 9@)fW).

Felhasznalva g additivitasat kapjuk, hogy
9(@)f(r"y) = g(z(r"y)) = g((r"2)y) = g(r"=) f(y) = r"g(x) [ (y),

ezért
o) 5 Fr7) = 9(2) 1 ().

Kovetkezésképpen az n — oo hatérértéket véve adédik, hogy

(1.26) 9(x)g(y) = 9(x)f(y) = g(xy)  (z,y € X),

tehat g multiplikativ fliggvény.
Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy

(1.27) 9@)g(y) = f(x)g(y) = g(zy)  (z,y € X).
Az (1.26) és (1.27) egyenletekbdl adédik (1.25). O

1.3.2. MEGJEGYZES. Az (1.25) képletben szerepld egyenléségekbdl adédik,
hogy ha létezik olyan x € X, melyre g(x) nem nulloszté Y-ban, akkor f = g,
azaz [ gylr homomorfizmus. Specidlisan, ha Y nulloszté-mentes, akkor g = 0
vagy f =g, azaz

1 (@)ll2 < éllz[lY (= € X)
vagy f gylrli homomorfizmus. Ez a gyliri homomorfia egyenletének egyfajta
szuperstabilitasat jelenti.
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Az 1.2.4. Tételben talalhatd, az approximalé additiv fliggvény linearitasara
vonatkozo &llitas alapjan a kovetkezo tételt is megfogalmazhatjuk:

1.3.3. TETEL. Legyen F eqy nulla karakterisztikdji test eqy mem trividlis
| |7 értékeléssel, melyre vonatkozéan Q mindeniitt siri F-ben. Legyen tovdbbd
(X, 1) egy normdlt algebra F felett, (Y,|| ||2) egy Banach-algebra F felett,
e >0, a és ( rogzitett valds szamok tovdbbd H : [0, 00[x [0, 00[— [0, 00[ egy
a-homogén fiigguény. Tegyik fel, hogy létezik r € Q\ {0} dgy, hogy |r|% > |r|F,
|7‘|§ > |r|lp vagy |r|% < |r|F, \r|§ < |r|p. Ha az f : X — Y figguény tel-
jesiti az (1.22) és (1.23) feltételeket minden x,y € X esetén, tovdbbd tetszbleges
x € X wdlasztdsaval az fr - t — f(tz) (t € F) fiiggvény korldtos eqy B, (tz)
nem nulla kézépponti, pozitiv sugard nyilt gombon, akkor egyértelmiien létezik
eqy g : X — 'Y algebra homomorfizmus, melyre (1.24) és (1.25) teljesil minden
z,y € X esetén.

1.3.4. MEGJEGYZES. Az 1.3.1. Tétel bizonyitdsdbdl 1dthatd, hogy az (1.24)
egyenl6tlenségben szerepld § konstans nem fiigg sem e-t6l, sem [(-t6l.

1.3.5. MEGJEGYZES. Az |r|% = |r|k (r € Q) esetben a stabilitds nem all fenn.
Egy ellenpélda az FF = K = R, a = 1 esetre megtaldlhaté R. Badora [Bad02]
dolgozataban.

1.4 MONOM EGYENLET

Legyen X és Y két linedris tér a raciondlis szamok halmaza felett. y € X
esetén definidljuk a A, differencia operdtort a kovetkezéképpen: Egy f : X — Y
fliggvény és = € X esetén legyen

(1.28) Ayf(z) = flz+y) - flz)
és tetszoleges n > 2 egész szam esetén
(1.29) Ay rynrn f(2) = By iy (By, [ ().

Koénnyen lathat6, hogy barmely yi,y2 € X esetén Ay . f(x) = Ay, 4 f(2),
tehdt a differencia operatorok egymassal felcserélhetdk, tovabba teljesiil a

(130) Ay1+yzf(x) - Ay1f(‘r) - Any(I) = Ayuygf(ﬁ) (yl,wa’C € X)

egyenléség. Ha adott egy h : X — Y fliggvény is, akkor nyilvanvaléan teljesiil
a Ay (f(z) + h(z)) = Ayf(z) + Ayh(x) egyenléség is minden z,y € X esetén.
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Amennyiben y1 = ya = -+ =y, = y, A, ,f(x) helyett a A} f(z) jelolést
fogjuk hasznalni. Egyszeriien igazolhatd, hogy tetszoleges n € N esetén

(1.31) Al f(z) = Z(—l)"‘k<2)f(x+ky).

k=0

Ha valamilyen n természetes szam esetén a g : X — Y fliggvényre tetszoleges
xz,y € X vélasztasival teljesiil a

(1.32) Ayg(z) = nlg(y)

ugynevezett monom egyenlet, akkor azt mondjuk, hogy g n-edfokid monom
fiigguény. n = 1 esetén a monom-egyenlet éppen a Cauchy-egyenletet, n = 2-re
pedig a norma-négyzet egyenlet:

(1.33) g(r+y)+g(r—y) =29(x) +29(y) (z,y€X).

Ha n egy pozitiv egész és az n valtozés G : X™ — Y fliggvény minden
valtozéjaban additiv, akkor G-t n-additivnak nevezzilk. A 0-additiv kifejezést
a konstans fliggvényekre hasznaljuk. Nyilvanvald, hogy egy n-additiv fiiggvény
értéke 0, ha valamely valtozéjanak értéke 0.

Ha adott egy G : X" — Y n-additiv fiiggvény, akkor diagonalizdltja vagy
polarizdltja azon G* : X — Y fliggvény, amely a

G*(z) =G(x,...,x) (x e X)

formuldval definidlt (0-additiv fiiggvény diagonalizéltja 6nmaga). A kovetkezd
tételek fontos szerepet jatszanak a monom egyenleten végzett vizsgalatokban
és egyben karakterizdljdk az egyenlet megolddsait (ldsd pl. [MO34], [McK67],
[Kuc85], dltaldnosabb struktirdkra [Djo70], [Szék82b], [Sz6k88], [SzEk91]).

1.4.1. TETEL. Ha G : X" — Y szimmetrikus és n-additiv, akkor minden
T, Y1, ..,y € X esetén

n!G(y1, .- Yn) ha k = n,
1.34 Ay A, G () =
(139) Ay 8,67() {0 o
1.4.2. TETEL. A g : X — Y figgvény pontosan akkor megolddsa az (1.32)
monom egyenletnek, ha létezik eqy G : X" — Y szimmetrikus, n-additiv
figguény, melyre g = G*.
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1.4.3. KOVETKEZMENY. Ha g: X — Y megolddsa az (1.32) monom egyenlet-
nek, akkor bdarmely ¢ € Q és x € X esetén g(qx) = q"g(x), azaz g n-homogén
Q felett.

1.4.4. MEGJEGYZES. Az 1.4.1. Tétel alapjdn vildgos, hogy az 1.4.2. Tételben
szereplo G fliggvény éppen a

1
G(yla cee 7yn) = EAyl,...,yng(m) (xaylw -y Yn S X)

fliggvény, amely fiiggetlen x megvalasztasatol.

A Cauchy-egyenletnél bevezetett fogalmaknak megfeleléen, az f fiiggvény
n-edrendd monom-differencidjinak nevezzik a

(1.35) Ayf(z) =nlfly)  (z,yeX)

kifejezést. Y normélt tér esetén a monom egyenlet klasszikus értelemben vett
stabilitasi probléméja azt kérdezi, hogy a

(1.36) [Agf(z) —nlf(y)ll <e

stabilitdsi egyenlGtlenséget kielégité f fliggvényhez taldlhaté-e olyan g monom
fiiggvény, melyre f — g korlatos. A norma-négyzet egyenlet stabilitasat St. Cz-
erwik [Cze92] vizsgalta 1992-ben, amelyben a stabilitdsi egyenlétlenség jobb
oldaldn a Rassias (ldsd 1.2.2. Tétel) altal hasznalt e(||z||* + ||y||¢) figgvényt
haszndlta. Gildnyi Attila 2000-ben megjelent [Gil00] cikkében ugyanilyen
értelemben véve igazolta a monom egyenlet stabilitdsat valés normalt tereken. A
stabilitasi egyenl6tlenségben jobb oldalon konstanst szerepeltetve J. Schwaiger
[Sch94] belatta a monom egyenlet stabilitdsit olyan fiiggvényekre, melyek
értékkészlete egy Banach-tér a Q, p-adikus szamtest felett.

Ebben a részben a fenti eredményeknek, tovabba az 1.2. részben megfo-
galmazott, a Cauchy-egyenletre vonatkozé eredményeknek egy altaldnositasat
igazoljuk értékelt testek feletti normalt tereken értelmezett fiiggvények esetén,
a stabilitasi egyenlétlenség jobb oldalan H(||z||, ||ly||) figgvényt haszndlva, ahol
H : [0, 00[%[0, 00[— [0, 0] a-homogén fiiggvény. Bizonyitdsunkban nagy szere-
pe lesz a kovetkezo, Gilanyi Attilatol szarmazé lemmaéanak:

1.4.5. LEMMA. [Gil97a]; [Gil97b] Legyen n, A € N, A > 2 esetén

a(()o) a(()An)

A:

(0) Com
Ao-nn 0 Y-
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aholi=0,...,(A=1)n ésj=—i,...,\n—i-re

St _JEDT(G) fosj<m,
! 0 eqyébként.

Jelolje i € {0,...,(A = 1)n} esetén az A mdtriz i-edik sordt a;, tovdbbd legyen

b= (B ...55M) ahol

. —)nx (" ha \|j, _
50 = {é "3 () e (j=0,....An).

Ekkor léteznek olyan Zy, ..., Z(x_1)n pozitiv egész szamok, melyekre

Zoag + -+ + Z(x—1)n(r—1)n = b

Zo+ -+ Zn-nyn = A"

Az ebben a részben szereplé eredmények a [Kai] dolgozatban lettek kézolve
H(ty,t2) = e (¢ + t§) fiiggvénnyel, ahol € > 0 konstans.

EREDMENYEK

A most kdvetkezdkben « egy rogzitett valds szamot, n pedig egy rogzitett
természetes szdmot jelol, tovabba H : [0, 00[x[0, co[— [0,00[ egy a-rendben
homogén fiiggvényt.

Els§ lemménk Gildnyi Attila lemmadjdnak (ldsd [Gil00, Lemma 2.] ) &tirata
a megfelelo struktirara és a jobb oldalon szereplo korlatozé fiiggvényre azzal a
kiegészitéssel, hogy a mi esetiinkben a lemmaban szerepld r szdm nem csak egész
szam lehet, hanem egy egész szam reciproka is, amellyel a késobbi stabilitédsi
tételiink bizonyitasat jelentosen le tudjuk réviditeni.

1.4.6. LEMMA. Legyen (X, |l1) egy normdlt tér az | |p értékeléssel elldtott
nulla karakterisztikdji F test felett, (Y, | ||2) egy normdlt tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaju K test felett, f : X — Y tovdbbd r egy pozitiv
egész vagy eqy pozitiv egész reciproka. Ha tetszdleges x,y € X esetén fenndll a

(1.37) 1Ay f () = nlf ()2 < H([zll, [[yl2)

egyenldtlenség, akkor létezik egy k(r) valds szdm, amelyre

[f(re) —r" f(@)]l2 < w(r)ll]f

minden v € X esetén.
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Bizonyitas. Tegyiik fel elészor, hogy r egy pozitiv egész szam.
Definidljuk az F; : X — Y (i =0,1,...,n(r — 1)) fliggvényeket az aldbbi médon:

Fi(z) := A f(iz) —nlf(z) (z€ X, i=0,1,..,n(r—1)),
tovéabba legyen G : X — Y,
G(z) .= AL f(0) = nlf(rz) (xe X).

Az (1.37) egyenlStlenséget felhasznédlva kapjuk, hogy tetszéleges z € X és
i€{0,1,...,n(r — 1)} esetén

(1.38)  [[Fi(@)[l2 < H(llizll1, [z]l1) = H(lilrllzll1, [[z]l1) = H(i#, Dz
és
(1.39)  [[G(@)ll2 < H(O[1, [[rz([1) = H(O - |21, [r[llz]1) = H(O, [r|r)[z]T

Vegyiik észre, hogy felhaszndlva az (1.31) formulat, az 1.4.5. Lemma jel6léseivel

tetszOleges © € X és i € {0,1,...,n(r — 1)} esetén
B = ) (Z)f((i +k)z) - nlf(a)
k=0
n+1
_ G- T z) — nl o z)—n
> (," )10 - st Z F(ia) — nf (@),
tovabba . .
Gla) =Y (1" flhra) = 3 _ BV f(jz) = nlf (rz).
k=0 =0

Tehat az 1.4.5. Lemmat A = r-rel alkalmazva kapjuk, hogy léteznek olyan
20, -y Zn(r—1) POZitiv egész szdmok, melyekre

G(z) = ZoFo(x) + ... + Zpr—1) Frr—1y () +r"nlf(x) — nlf(rz).

Kovetkezésképpen (1.38) és (1.39) felhaszndldsdval adddik, hogy

n(r—1)
1
7" f(z) = flra)llz < Tlle IG@)le+ Y 1ZilxlFi@)ll2
’ =0
1 n(r—1)
S Tole HO,|rle) + D 1ZilkH (i, 1) ) 25

=0
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Most legyen r = %, ahol | egy pozitiv egész szam. Felhaszndlva az el6z6

egyenlétlenséget = helyett %x-et és r helyett [-t alkalmazva addédik, hogy

I 5(0) = 1)l = | (7) 7@ - (3)

/() (o)

n(l—1)

1
mn i 1
< £ H(O,|l|F) + Zilk H(|i|r, 1 —r
rir GACURE SR i

[f(re) —r" f(@)]2

2

1
|U% 2

1
[ 315 "
HELE 10, 1F) + > | ZilkH(lile, 1) | 2]

\n'\K =0
Ezért a
L n(r—1) ‘
e | HO, [r[p) + ZO | Zi| k H(|il 7, 1) ) [Jf|7 ha r € N,
=

H(T) = N o n %—1

EEE\ RO R+ X1zl ile D) | el ha feN
valasztassal a tétel allitasa teljesiil. O

A kovetkezo lemma segitségével a késObbi stabilitédsi tételiink egyértelmiisé-
gére vonatkozd részt fogjuk bebizonyitani.

1.4.7. LEMMA. Legyen (X,| |l1) normdlt tér az | | értékeléssel ellatott nulla
karakterisztikdji F test felett, (Y,|| |l2) egy normdlt tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaju K test felett és f : X — Y egy adott n-edfoki
monom fligguény. Ha valamely § € R és tetszéleges © € X esetén fenndll az
£ (@)|l2 < d||x||$ egyenldtlenség, tovabbd létezik egy l pozitiv egész szdm, melyre
1|5 # |l| %, akkor f(z) =0 minden x € X esetén.

Bizonyitds. Mivellétezik egy ! € N, melyre |I|% # ||, ezért 1étezik egy
r raciondlis szém (r € {I, 7}), melyre [r|% < |r|%. Mivel egy n-edfoki monom
fiiggvény n-homogén a raciondlis szdmok felett (ldsd 1.4.3. Kovetkezmény), igy
tetszoleges x € X és m € N esetén

PR L @)l = (1 (r™ )]z < ollr™]|T = ofr|7*[lz]l7
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Tehdt a ¢ := |r|%/|r|% €]0,1] jelolést bevezetve adddik, hogy

1 (@)ll2 < o™ [l[I7,

amelybdl az m — oo hatarértéket véve kapjuk az allitast. (I

Most mar megfogalmazhaté a monom egyenlet stabilitdsara vonatkozd
tételiink.

1.4.8. TETEL. Legyen (X, | ||1) egy normdlt tér az | |p értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikdji F test felett és (Y, | |l2) egy Banach-tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikdaji K test felett. Ha az f : X — 'Y fiigguény teljesiti
az (1.37) egyenlbtlenséget és létezik eqy | pozitiv egész szam, melyre |l|% # |1k,
akkor egyértelmiien létezik eqy g : X — Y monom fiiggvény, melyre

(1.40) 1f (@) —g(@)]2 < dllzllT  (z € X)
valamely (1-t6l figgd) 6 € R esetén.

Bizonyitas. 1 Eloszor a tétel egzisztencidlis részét latjuk be. Legyen
r e {l, 3} olyan, hogy |r|% < |r|f. Tekintsiik a

(1.41) gm(x) = —f(r z) (xeX,meN)

fiiggvényeket. Beldtjuk, hogy (g, (z)) Cauchy-sorozat minden x € X esetén.
Az 1.4.6. Lemma&bdl kovetkezik, hogy tetszoleges m € N és © € X esetén

1£) — gm (@)l = mz (2 70%0) — e 0410
m—1 1 = ’
< ,; T [ (k) — F )|,
1 = 1 g k n k K — |7“|%’ g a
=0 (||K> I64) st < e 3 (vwz) Jals

A

ko= [ |r]% b K
< (F) L -
Irl% =0 % rl% = Irlg
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valamely « = k(r) valés szdmra. FEzt felhaszndlva, amennyiben m,k € N
olyanok, hogy k > m, akkor

|gm () — gr(2)]l2 =

= ;nm Hf(rmx) Tn(k m)f( k meQ?) i
1

= 7 I 072) =~ g (),
K

L x HMH%(V%)’” w ol
i il =l T i) Bl = TR

kovetkezésképpen (g, (z)) Cauchy-sorozat minden z € X esetén, igy Y tel-
jessége miatt a g(z) = lm gn(x) (z € X) definicié6 korrekt. Tovabba,
m—0o0

tetszoleges x,y € X esetén

0 < [|ayg(x) —nlg(y)llz = Tim [|Aygm () —nlgm(y)ll2

Z(—n"’f( ) 07 a4 k) =l )

k=

= lim
m—0oQ0

2

= lim an HArm f(r™x) —nlf(r™y H2

m—00
< dim —H(r ] [ yll) < lim il mH(HwII lyll) =0
O oo| PR 1 1) = o EP LY

igy g egy monom filiggvény. Végiil kapjuk, hogy

K
1.42 — =1 - < e |z||$
(1.42) 1f(x) = g(@)ll2 = lim_[|f(x) = gm(z)]2 < B I,

‘T‘|K—‘T‘|F

II. Az egyértelmiiség belatdsahoz legyenek g,h : X — Y olyan monom
fliggvények, melyekre

1f(2) —g(@)lla < duflz]y (2 € X)

véalasztasival teljesiil az (1.40) egyenlStlenség.

és

[f(2) = h@)lla < Gzl (2 € X).
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Ekkor

lg(x) = h(z)ll2 < [If () —g(@)ll2 + [ (2) = h(@)ll2 < (01 +0) l2[[T  (z € X).

Nyilvanvaléan a g — h fliggvény monom fiiggvény, igy az 1.4.7. Lemma fel-
hasznalasaval adédik, hogy g — h = 0, azaz g = h. O

1.4.9. MEGJEGYZES. Konkrét H fiiggvény esetén a ¢ kifejezés explicit forméjat
ki lehet szamolni. Tekintsiik a H(t1,t2) = ¢ (£ +t3) esetet. Legyen

L% ha arhimédeszi,
(D) = {| P |1

1 ha | |k nem arhimédeszi,
tovabba

«

‘@p(pH' ”(l_l)"’l)‘ +1 ha o < 0 és 1étezik egy p prim és
F

ol) = B >0, hogy |r|r = |r|) (r€Q),
n(l—1)|%+1 ha a > 0 és | |p arhimédeszi,
2 egyébként,

ahol ©,(z) jeldli a legnagyobb olyan p-hatvanyt, amely nem nagyobb, mint x
(x € RT). Az 1.2.7. Lemméban alkalmazott esetszétvélasztést haszndlva az
1.4.6. Lemma bizonyitasaban igazolhatd, hogy a

_ 1 (m=1)+2)en()
Itz {05 — U1z

valasztas megfeleld.

1.4.10. MEGJEGYZES. Bizonyos esetekben az 1.4.8. Tétel megfordithatd.
Legyen ugyanis g : X — Y egy n-edfoki monom fliggvény, o > 0 és tegyiik fel,
hogy a ¢ : X — Y fliggvény kielégiti a ||p(z)||2 < d||z||§ egyenletet valamely
d € Resetén. Ekkor az f: X =Y, f(z) = g(z) + p(z) fliggvény teljesiti a

15 f@) =nlf )|, < e el +lylD)

n
egyenlStlenséget az ¢ = 4§ <20‘ > ‘(Z)’Kmax{l . kIR + |n!|K) konstanssal,
k=0
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ugyanis

I83F) — nf@)l = 856 — o)l
(1 (ot k) ety

=

2

Mﬁl

IN
(]

e N
> 3

”) otz + ka2 + Inko(v) 2

b

Il

=]
™

) Sl + kyllg + Il xcollyll3
K

b
Il
o

3

NE

> dmax{|[z]v, [k[rllylli})® + [nHxdllylT

k) lk

%

A Je(@)]l2 < d||lz||¢ feltételnek eleget tevd fliggvényeket az 1.2.10. és 1.2.11.
példédkban taldlhatunk.

i
o

IA

( )‘ max{l, [k} + n!IK> (s + lyl).

A most kovetkezOkben megvizsgaljuk a kozelité monom fiiggvény ho-
mogenitdsat. Elészor a monom fiiggvények egy, a valds esetben jol ismert tulaj-
donsagat igazoljuk értékelt testek folotti normalt terekre. Hasonl6é eredmények
taldlhatéak Székelyhidi Lészlé [Szék85] dolgozatdban (ldsd még [Szék91])
altalanos strukturdkra vonatkozoan, azonban ezekben az eredményekben a
képtér lokdlisan konvex, viszont nem archimédeszi esetben a konvexitasrdl nincs
is értelme beszélni.

A kés6bbiekben haszndlni fogjuk a kovetkezé lemmat, mely n-additiv
fliggvények regularitasi tulajdonsagairdl szol. A lemmat meg lehetne fogalmazni
altalanosabb forméban is, azonban célunk eléréséhez ez nem sziikséges.

1.4.11. LEMMA. Legyen F' egy nulla karakterisztikdju test valamely nem trividlis
| |7 értékeléssel, melyre vonatkozdan a raciondlis szamok halmaza mindenitt
stri F-ben és legyen (Y, || ||) egy normdlt tér F felett. Ha o G : F* — Y
n-additiv figgvény folytonos a (0,...,0) pontban, akkor minden i € {1,...,n}
és minden rogzitett t1,...,ti—1,tiy1,...,tn € F esetén a

Gi(t) == G(tr, ... tic1,ttiyr, ..o 1) (teF)

fiigguény folytonos.
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Bizonyitas. A G, figgvény folytonossagat latjuk be. Legyenek
to,...,t, € F rogzitettek és ¢ > 0 tetszlleges. A G fiiggvény folytonos a
(0,...,0) pontban, igy létezik egy u, > 0, melyre

|G (21, x2,...,2,)] < e,

ha |z;|F < pn, minden i € {1,...,n} esetén. Legyen q € Q \ {0} olyan, hogy

— 1
F - IQIF’
ezért feltehetd, hogy |g|r > 1. Nyilvdnvaléan létezik olyan m € N, melyre
minden ¢ € {2,...,n} esetén fenndll a

lg| 7 # 1 (ilyen g létezik, hiszen az értékelésiink nem trividlis). Mivel ‘%‘

= lr <

— | = omltklE < W

|y ol "

egyenl6tlenség.  Legyen p Hwil(ﬁ Felhasznalva, hogy az additiv
dF

fiiggvények homogének Q felett és G minden véltozdjdban additiv, ha |t|F < u,
akkor

t tn
1G1(t)]| = |G(t,t2, .. tn) ]| = HG (q”“"”t q%, o qm) H <&

tehat Gy folytonos a 0-ban. A G1(t) — G1(s) = G1(t — s) egyenléségbél pedig
azonnal adédik, hogy G1 mindeniitt folytonos. O

1.4.12. TETEL. Legyen F eqy nulla karakterisztikdji test valamely nem trividlis
| | értékeléssel, melyre vonatkozéan a raciondlis szdmok halmaza mindenditt
strt F-ben és legyen (Y, || ||) egy normdlt tér F felett. Tegytik fel tovdbbd, hogy
g: F =Y egy n-edfoki monom figgvény. Ha g korldtos valamely B, (to) nyilt
gombén (> 0), akkor g(t) = t"g(1).

Bizonyitds  Elszor belatjuk, hogy amennyiben g korldtos a B, (to)
nyilt gémbon, akkor g szintén korlatos a B,/ (0) gémbén is, ahol

1 .y .
= {Inp'“ ha | | arhimédeszi,

I ha | | nem arhimédeszi.

Legyen ugyanis t € B,,/(0). Ekkor t = (t +tg) —to =t' — tg, ahol t =t + 1ty €
B (to). to+it € Bu(to) minden i € {0,...,n} esetén, mivel

o — (to +it)|r = |it|r = |t|p|t" —to|lr < |t|pp’ < p.
to — (to +it)|r = lit|r = |i|p[t' —tolr < li|pp’ <
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Ezért 1étezik olyan M € R, melyre [|g(to + it)|| < M bdrmely i € {0,...,n}
valasztasaval. Igy

Inlg@ll = [1AFg(to)ll =

(5

Kovetkezésképpen |t|p < p’ esetén

>0 (M)atto +i

wemn=ars|()

n

D

=0

n
lg(to +it)| < M
F i=0

n
)
tehdt g valéban korlatos a B,/ (0) gémbon.
Legyen g € Q \ {0} olyan, hogy |g|r > 1. Legyen tovdbbd k € N olyan,
melyre |g|p < k és t # 0 tetszbleges. Ekkor nyilvanvaléan létezik olyan m € Z,
melyre

IN

F
n

1
lg(®)] < WMZ

=0

F

)

!
t
< % =g "t <4
lq| %
Tehat |q™ | < (k/)|t]. ezért [g™|p < (k/u')"|t[3, tovabba ¢~™t € B, (0),
igy alkalmazva az 1.4.3. Kovetkezményt

lg~™" gl = llg(g~™t)|| < M.
A fentiekbdl adédik, hogy

k n
lg(t)]| < M'|g™™ | < M’ (u) = M7,

melybol kovetkezik, hogy g a 0-ban folytonos.

AG:F" =Y, Gty,... ty) = %Atl,m’tng(O) (t1,...,t, € F) fuggvény
az 1.4.4. Megjegyzés alapjan szimmetrikus, n-additiv és G*(¢) = ¢(¢) minden
t € F-re. Mivel

1 —
Gt otn) = o > (=)™ gty + iy + o+ 1),

T 1<k<n,1<i1 <ig < <ip<n

fgy G szintén folytonos a (0,...,0) pontban. Ezért alkalmazva az
1.4.11. Lemmé&t kapjuk, hogy minden i € {1,...,n} és minden rogzitett
t1,. ..y ti—1,bi41, ..., tn € F esetén a

Gi(t):G(tl,...,ti_l,t,ti+1,...,tn) (tEF)
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additiv fliggvény folytonos. Mivel egy additiv fliggvény homogén Q felett és a
racionalis szdmok halmaza sirtt F-ben, ezért a G; folytonos fiiggvény mindentitt
homogén, azaz

(;(tl,...,ti_l,t,t¢+1,...,tn) :?t(;(tl,...,ti_l,l,ti+1,...,tn) (t c IF)

Ebbdl kapjuk, hogy

melyet bizonyitani akartunk. |

Ennek az eredménynek a segitségével az 1.4.8. Tételt megfogalmazhatjuk
agy is, hogy az approximdlé fiiggvény n-homogenitasat is biztositjuk.

1.4.13. TETEL. Legyen F egy nulla karakterisztikdji test egy nem trividlis | |p
értékeléssel, melyben Q mindendtt sird. Legyen (X, | |l1) normdlt tér F felett
és (Y, || |l2) Banach-tér F felett. Ha az f : X — 'Y fiigguény kielégiti az (1.37)
egyenldtlenséget, minden © € X esetén az fp : t — f(tx) (t € F) figguény
korldtos egy nem nulla kézépponti B, (t;) nydt gombon (ug, > 0), tovdbbd
létezik egy olyan | pozitiv egész szdm, melyre |l|% # ||, akkor egyértelmien
létezik egy g : X — Y m-homogén monom fiigguény, melyre

(1.43) 1f(2) = g(@)ll2 <6llzllf  (z € X)

valamely (1-t6l figgd) 6 € R esetén.

Bizonyitas. A g fiiggvény létezését és egyértelmiiségét az 1.4.8. Té-
telben belattuk, tehat csak az n-homogenitast kell igazolnunk. Legyen x € X
tetszOleges és tekintsiik a g, : F — Y, ¢.(t) = g(tz) fiiggvényt. Ekkor

lgz(@)ll2 < [[f(t2) = g(t2)ll2 + | f2(Oll2 < Milt]E + [ f2()]]2

minden t € B,(t,) esetén, ahol t, # 0, tovdbba M; = §||z||T" konstans. Ha
pty = min { S |ts|F, pa}, akkor tetszéleges ¢ € B, (t,) esetén

1 3
0< §|ta:|F < |t|F < §|tw|F7

1\ 3\
|L‘I%<M2=maX{<2> ; (2> }|tm%“

azaz
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Tovabba, ha s,t € F, akkor

n

A0 = nlgn(s) = 0" () galt - hs) ()

k=0

= Z(—l)"‘k (Z)g(tm + ksz) — nlg(sx)
k=0

tehdt a B, (t,) nyilt gémbén korldtos g, : F — Y fiiggvény egy monom
fiiggvény, igy alkalmazva az 1.4.12. Tételt kapjuk, hogy g(tz) = g¢.(t) =
t"g;(1) = t"g(z) minden ¢ € F-re, amit bizonyitani akartunk. O

Csakigy mint a Cauchy-egyenletnél, tekintsiik azon kivételes eseteket,
amikor nem létezik olyan ! pozitiv egész szdm, amelyre |[|% # |l|%, azaz ha
a stabilitdsi tételeink feltételei nem teljesiilnek. Ekkor az aldbbi 3 eset valame-
lyike teljesiil:

1. a« =04és | |k a trividlis értékelés Q-n.

2.a#0, | |p =] é ||k =] | valamely 8,3 € (0,1] esetén, ahol
afi =nfs.
3. a # 0 és létezik egy p primszéam, hogy | |7 = | \gl és| |k =| |52 valamely
051, B2 > 0 esetén, ahol af; = nfs.
Természetesen a Cauchy-egyenletre (n = 1 eset) mar emlitett ellenpélddk
céfoljak a stabilitds fenndlldsdt a 2. esetben. Gildnyi Attila (lasd [Gil00]) az
| |[F =] |k =] | esetben tetszéleges n € N és o = n fennalldsdval is konstrudlt

egy ellenpéldat (a H(t1,t2) = e(t§ + t§) fiiggvény esetén), melyhez hasonld
példa megadhaté a 2. esetre altaldnosan is. Azonban a mésik két esetben ez a
példa nem miikodik, igy egyenlére nem tudjuk megmondani, hogy teljesiil-e a
stabilitds.

1.5 FRECHET-EGYENLET

Legyen X és Y két linedris tér a raciondlis szamok halmaza felett, n € N
és g : X — Y adott fliggvény. Az (1.28)-ban definidlt differencia operator
hasznélataval, a

(1.44) Ay yzyn9(x) =0 (Y1, Yn, 2 € X)
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Fréchet-egyenlet stabilitdsaval foglalkozunk a kévetkezékben.
Azt mondjuk, hogy a g : X — Y fliggvény egy legfeljebb n — 1-edfoki
altaldnositott polinom, ha teljesiti a

(1.45) Ajg(z) =0

ugynevezett polinom egyenletet minden x,y € X esetén. Azonban egy g
fiiggvény pontosan akkor megolddsa az (1.44) egyenletnek, ha megolddsa az
(1.45) egyenletek (lasd [Djo70], [Szék79]), igy az altaldnositott polinomokat
definidlhattuk volna az (1.44) egyenlettel is.

A most kovetkez§ tétel karakterizélja az dltalanositott polinomokat (14sd pl.
[MO34], [Hos64], [McK67], [Djo70], [Szék79], [Kuc85], [SzEk91]).

1.5.1. TETEL. Az f : X — Y fiigguény eqy legfeljebb n — 1-edfoki polinom
pontosan akkor, ha elédll

n—1

f@) =) Gi(x) (zeX)
k=0

alakban, ahol Gy : X* — Y szimmetrikus, k-additiv figgvény minden
ke{0,1,...,n—1} esetén.

Legyen a tovabbiakban Y normadlt tér. A Fréchet-egyenletre vonatkozd sta-
bilitasi probléma a kovetkez6: Ha az f : X — Y fiiggvény n-edik differencidi
korlatosak, azaz

(1.46) 1Ay, f@) <e (Y15 ym,w € X)

valamely € > 0 esetén, akkor 1étezik-e egy g legfeljebb n— 1-edfoku altalanositott
polinom, melyre f — g korldtos? A problémét szamos kutaté vizsgédlta. Az elso,
tetsz6leges pozitiv egész n esetén érvényes pozitiv vdlaszt H. Whitney [Whi57],
[Whi59] adta, ahol feltételezte az f fliggvény korldtossdgdt, viszont az (1.46)
egyenl6tlenség helyett a gyengébb

(1.47) [Ayf)l<e  (yzeX)

feltételt hasznalta.
1961-ben Hyers az f fliggvényre vonatkozo regularitési feltételek nélkiil iga-
zolta a kovetkezOt:
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1.5.2. TETEL. [Hye61] Legyen S egy kip a raciondlis szdmok feletti T wvek-
tortérben, azaz egy olyan halmaz, melyre bdrmely x,y € S esetén x +y € S
és ax € S tetszdleges a > 0 esetén. Legyen tovdbbd B egy Banach-tér. Ha az
f 8 — B figgvényre teljesil az (1.46) egyenlétlenség valamely € > 0 esetén,
akkor létezik egy P,,—1(x) legfeljebb n — 1-edfoki polinom, melyre

|f(x) = Pooi(x)|| <€ (xes).

1980-ban M. Albert és J. A. Baker [AB83] a fenti eredményt dltaldnosabb
forméban fogalmaztak meg, és a Hyers altal adott bizonyitasndl jéval révidebb
modon igazoltak tételitket. 1982-ben Székelyhidi Laszlé [Szék82a] (lasd még
[Sz¢ék88]) invaridns kozepeket haszndlva egy 1j, rovid bizonyitdst adott a sta-
bilitas teljesiilésére kommutativ, egységelemes csoporton értelmezett komplex
értéki fiiggvényeket tekintve. J. Schwaiger 1994-ben igazolta a Fréchet-egyenlet
stabilitasét Q,, feletti Banach-térre képezd fiiggvények esetén.

Természetesen a Fréchet-egyenlettel kapcsolatosan is felmertil a kérdés, hogy
mit mondhatunk, ha (1.46) jobb oldalédn az ¢ konstans helyett egy a-homogén
fliggvényt szerepeltetiink. Ilyen tipusu vizsgalédast végzett 1999-ben C. Borelli
és C. Invernizzi, és az alabbi tételt fogalmaztak meg:

1.5.3. TETEL. [BI99] Legyen S egy valds normdlt tér, B egy valés Banach-tér
és tegyiik fel, hogy az f : S — B fligguény teljesiti a

(1.48) 181y f(@)] < Hogr (2l 192 lls - - ynl])

egyenlétlenséget minden x,y1, ..., yn € S esetén, ahol Hy11 : [0, 00[" 1= [0, 00|
eqy n + 1 wvdltozds, szimmetrikus, minden vdltozdjdban monoton novekvd a-
homogén fiigguény valamely o € [0, 1] esetén. Ekkor létezik eqy P,—1 : S — B
legfeljebb n — 1-edfoku dltalanositott polinom, melyre

[f(2) = Paa(@)| <6z (z€S)
valamely § = §(a) valds szdm esetén.

A tétel bizonyitdsdban a szerzk a Hyers [Hye61] altal hasznélt mddszert
kovették, azonban elkdvettek egy hibat. Nem vették figyelembe, hogy egy
n-valtozds a-homogén fliiggvényben egy valtozot rogzitve, a kapott n—1 véaltozos
fiiggvény nem feltétleniil (s6t, dltaldban nem) lesz S-homogén fliggvény semmi-
lyen 3 € R esetén. A bizonyitasuk csak a

Hn+1 (tl,tz, - ,tn+1) = E(tltg .. .tn+1)a (tl,tg,. .. ,tn+1 S [0,00[)
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szimmetrikus, minden véltozéjdban monoton névekvd, (n + 1)a-homogén
fliggvényre miikodne, kisebb moddositasokkal. Ezek alapjan azt mondhatjuk,
hogy még nem eldontott, vajon ez a fajta stabilitds érvényes-e a Fréchet-
egyenletre. Ebben a fejezetben pozitiv valaszt adunk erre a kérdésre, amikor
(1.48) jobb oldalan a

(1.49) Hop1(t b, ... ty) = etPt§r 49 (t,ty,...,t, € [0,00()

B-ay ...ay-homogén fiiggvényt szerepeltetjiik, és a fliggvényeket értékelt testek
feletti normalt terek kozott értelmezziik. Ilyen tipust korlatozd figgvény
hasznélata nem tjdonsag, J. M. Rassias a Cauchy-egyenlet stabilitdasat hasonld
értelemben vizsgdlta a [Ras82] és [Ras84] dolgozatdban. Az ebben a részben
targyalt eredmények még nem publikéltak.

EREDMENYEK

A tovébbiakban legyen n > 2 egy pozitiv egész szdm, (X, | ||1) egy normélt
tér az | | értékeléssel elldtott nulla karakterisztikdju F test felett és (Y, ] [|2)
egy Banach-tér az | |k értékeléssel elldtott nulla karakterisztikaju K test felett.

A kovetkezo allitds alapjdn a stabilitdsi egyenlétlenségiink jobb oldaldn ele-
gendd az olyan, az (1.49) formuldban definidlt H,, 1 fliggvényeket tekinteniink,
ahol a1 = a9 = -+ = apy.

1.5.4. ALLITAS. Tegyiik fel, hogy az f: X — Y fiigguényre teljesiil a
(150) ([ A, p f(@)l2 < ellzlTIhallS o hallf™ (@ b1,y € X)

egyenldtlenséget, ahol B, a1, ..., o, valamely rogzitett valds szamok. Ekkor tel-
jestl a

(1.51) (| An,, o f @2 < ellally (Ihall - hall)® (@b By € X)
egyenldtlenség is, ahol a az a, ...,y szamok szdamtani kozepe.

Bizonyitds A differencia operdtorok felcserélhetéségébdl és (1.50)-bél
kovetkezik, hogy a
(e}
1Ak, f@)2 < el [[all7
egyenldtlenség fenndll az «,...,a, elemek tetszdleges a,(1),...,Qy(n) PEI-
mutécidja esetén. Az igy kapott n! darab egyenldtlenséget dsszeszorozva kapjuk,
hogy tetszéleges x, hy,...,h, € X esetén

O ST (ke e € X)

n—1)!Y a;
i=1

n n! ( v
1801 F@IE < (<) bl o) :
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melyb6l mindkét oldalnak n!-adik gyokét véve kapjuk az allitast. O

A képletek leroviditése céljabol tetszéleges k pozitiv egész szam esetén legyen
a tovabbiakban a k valtozés & : X* — Y fiiggvény az alabbi formuldval
definialt:

§k(x1,...7xk) = ||.’131H1 ||(Ek;||1 (.’L’l,...ﬂfk S X)

Azonnal ldthatd, hogy barmely a € R esetén a £y fliggvény szimmetrikus, ko-
homogén, tovabba minden valtozdjadban a-homogén, azaz

EX (X1, ety xp) = [HFER (21, o Ty, Xg) (1,...xp € X,t € F).

A kovetkez6 lemma az n-additiv fiiggvények egyfajta stabilitdsat fogalmazza
meg, mely az Albert és Baker altal igazolt [AB83, Theorem 2.] eredmény
altalanositéasa.

1.5.5. LEMMA. Legyen « egy riogzitett valos szdm. Tegyik fel, hogy létezik

olyan | egész szdm, melyre |I|% > |l|x, I3 > |l|x vagy [1|% < |lx, 1|3 < |l|x-
Ekkor, ha az f: X™ =Y figgvényre teljesiilnek az

If(z1+ys-oszn) = f(@1,mn) = fy, @)l < 51§3+1(y,371,---,$n)

||f($1,...,l’n+y)*f(l?l,...,xn)*f(xl,...7y)||2 S €n€g+1(y7xla"'axn)

egyenldtlenségek tetszdleges y,x1,...,x, € X esetén, akkor létezik egy olyan
G: X" =Y n-additiv figguény, melyre

(1, @n) = Gz, o)l < €16 @)l |75 (21, ),
-1

2 |kIF

k=1

It = U]
Ezenfeliil, ha f szimmetrikus és

ahol 6(1, ) =

113 # |l g, akkor G is szimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen r; € {l, %} olyan raciondlis szam, melyre
Ir1]% < |rilx és |r1]2% < |ri|k. Az xq,. .., 2, valtozdk rogzitésével, bevezetve a

H : [0,00[x[0,00[— [0,00[, H(t1,t2) =e1t{ts - &n_1(z2, ..., Tp)

n—1



40 1 STABILITAS ERTEKELT TESTEK FELETTI NORMALT TEREKEN

2a-homogén fiiggvényt, az els6 egyenlet alakja

”f(xl +y,...,xn) - f(xlw"vxn) - f(va%'n)”? < H(Hlelv ||y||1)7

mely éppen a Cauchy-egyenletre vonatkozé (1.8) stabilitdsi egyenlétlenség a
h(z) := f(x,29,...,z,) egyvaltozds fliggvényt tekintve. Igy alkalmazhatjuk az
1.2.4. Tételt minden zo,...,z, € X esetén, melybodl adédik, hogy a

r{’x1, T2, ..., X
Glor,.o ) = i LTI 0) o e )
1
fliggvény additiv az els6 véltozdjaban és tetszleges z1, . .., x, € X valasztasdval
-1
> H(lklr )
(152)  f(zr,. 20) = Glan,. . 2n)ll2 < o[l [
(Ut
1-1
er ) |klE
k=1
T e e o) = 1) e o)
F
Mivel barmely y, z1,...,2, € X esetén
f(rgn$17l’2+y,...,$n) _ f(TinI'l,LEQ,...,l’n) _ f(Tin‘Tlayv"'axn)
T T T 2
e m e\ o
< WngnJrl(yvrl xla“'v‘rn) < |T1|K €2§n+1(y,$17...,$n),
K

ezért az m — oo hatdrértéket véve adddik, hogy G additiv a mdsodik
valtozdjaban is és ugyanigy kapjuk, hogy G additiv a tobbi valtozdjdban is.

A lemma szimmetridra vonatkozé allitdsa igazoldsidhoz tegyiik fel, hogy f
szimmetrikus és |I]3¢ # |l|x. Ekkor (1.52)-bdl kovetkezik, hogy tetsz8leges
T1,...,T, €setén

||G(,13175L‘27 ey an) - G($2,$1, o 756'”)”2
<erd(la) (o flf + lz2ll) & (1, - ).

Legyen ro € {l,1} olyan, melyre |ra|3® < |ra|x. Mivel G additiv az elsé
valtozdjaban, igy a raciondlis szamok felett homogén az els6 véltozéjaban. Ezt
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felhasznalva adédik, hogy barmely z1,...,z, € X esetén
|G(x1, 22, ..., 20n) — G(x2, 21, .., Zn)||2
1
= ‘ TimG (Ténxl? L2y ,l’n) - rimG (T;an; Tiy... 7xn)
2 2 9
1
< 7|r2|m5(1,04) (lrozo 1T + [lrom2l|T) &5 (rey, row2, 23, . .., 20)
K
raf3\™ o o ca
< (L) s0.0) (ol + laal) €3 .0,

melybdl az m — oo hatarértéket véve kapjuk, hogy G-ben az elsé két valtozo
felcserélhet6. Hasonléan kapjuk, hogy az elsé véltozé felcserélheté a tobbi
valtozoval is, melybél adédik, hogy barmely két valtozé felcserélheté G-ben,
tehdt G szimmetrikus. O

A kovetkezd tételben a Fréchet-egyenlet stabilitdsat fogalmazzuk meg.
Amint azt l4tni fogjuk, bizonyos esetekben nem csak a stabilitds, hanem a hiper-
stabilitds (14sd [MPO1]) is teljesiil, azaz a stabilitdsi egyenlStlenséget teljesitd
fliggvények megoldasai is a Fréchet-egyenletnek.

1.5.6. TETEL. Tegyiik fel, hogy az f : X — 'Y fiigguényre teljesiil a
(1.53) 1AL ., f(@)l2 < 5||ac|\f§2‘(h17 vy hy) (z,h1y...,hy € X)

egyenldtlenség valamely o és B valds szamok esetén. Ekkor, ha létezik eqy [
pozitiv egész szdm, melyre

(1.54) % > U, "> vagy  [lE < [Uk, U <k,

akkor léteznek olyan szimmetrikus, k-additiv Gy : X* —Y (1 <k <n—1)
fiiggvények, melyekre B # 0 esetén

n—1
fl@)=f0)+ ) Gilz)  (zveX),
k=1
azaz [ eqy legfeljebb n — 1-edfoki dltaldnositott polinom, B = 0 esetén pedig

<edn(l,a)lzfli* (z € X),

2
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ahol

és n > 2 esetén

u(l,a) = 8s(1, ) 1:[1 5 (l, T;a> .

=2

Bizonyitas. Az allitast n szerinti teljes indukciéval igazoljuk.
Legyen n = 2 és tegyiik fel, hogy teljesiilnek a tétel feltételei, azaz létezik
egy [ pozitiv egész szam, melyre

(1.55) e > U UF >l vagy S < ik, F <k,
tovdbba az f: X — Y fiiggvényre teljesiil a

1A o f(@)l2 < el|2]|768 (ha,ha) (@B, hs € X)
egyenlStlenség. Legyen tovabba g(z) = f(x) — f(0). Ekkor nyilvdn g(0) = 0 és

180, g(@)ll2 < elll7€5 (e, ha) - (2 ha ha € X),
azaz tetszOleges x, hi, hy € X-re

lg(@ + b1 + h2) = g(a + hn) = g(x + ha) + g(@) |2 < el|z|| €5 (hn, ha).
Ebbél x = 0, hy = x és he = y helyettesitésével kapjuk, hogy
gz +y) —g(z) —g(y)ll2 < - 0% (x,y)  (z,y € X).
A B # 0 esetben kapjuk, hogy g additiv, igy a G; = g valasztassal
f(@) = Gi(x) + f(0) = Gi(z) + f(0),

amit igazolni akartunk.
Ha 3 = 0, akkor a 0° = 1 értelmezés alapjan, bevezetve a

H:RY =R, H(t,t2) =etity (t1,t2 € [0,00])
2a-homogén fiiggvényt teljesiil a

lg(z +y) —g(x) —g@W)ll2 < H(llzll1, lyllh) (2,9 € X)
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egyenlétlenség. Az (1.55) feltételekbdl azonnal adédik, hogy |12 # |l|k, igy
alkalmazhatjuk az 1.2.4. Tételt. Ezért 1étezik egy G additiv fiiggvény, melyre

lg(z) = Gi(@)]2 < eda(l o) 2]i*  (z € X),

-1 o
ahol 6,(1,a) = 3. —*E__ Ebbsl azonnal adédik, hogy

k=1 |‘l|K_|”%‘a‘ ’

If (@) = £(0) = Gi(2)]2 < eda(l, @) 2]}*  (x € X),

tehat a tétel allitdsa igaz, ha n = 2.
Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil n = m > 2 esetén és tekintsiik az n = m+1
esetet. Tegyiik fel, hogy létezik egy [ pozitiv egész szdm, melyre

(L56) WU > i, [0 >l vagy P < flaes HE < i,
tovabba f : X — Y olyan, hogy teljestil a

1AL Ay, f(@)]]2 < 5||x||f§%+1(h, hi, .. hm) (x,hyhyy .. hy € X)
egyenl6tlenség. Ekkor tetszéleges rogzitett hq, ..., hy, valasztasaval fenndll a
(L57) Ay f @+ 1) = By oy, f(@)]l2 < el TIRNTER (R )

egyenl6tlenség barmely z,h € X esetén. Masrészt, felhaszndlva a differencia
operédtorokra vonatkozé (1.30) egyenléséget, tetszéleges x,y,hi,...,hym € X
esetén

ARy ha b J () = Dby by b f(T) = Dy g b [(2) |2
= 1Ay hs st £(@) 2 < 2l F€0 11 (g, s B,

tehat minden rogzitett x € X-re a

\Ijaf(hla h2a ey hm) = Ah1,h2,...,hmf(x)

fliggvény elsé valtozéra vonatkozé Cauchy-differencidja majordlhaté az

ellz]|Pex 1y, he, oo i) kifejezéssel. A differencia operdtorok egyméssal
felcserélhet6ségébdl adddik, hogy a fent definidlt ¥, leképezés szimmetrikus,
igy az 5||x||f£ﬁ1+1(y, hi,...,hny) kifejezéssel tetszOleges valtozéra vonatkozd

Cauchy-differencidja is korldtozhaté. Az (1.56) feltételekbdl azonnal adédik,
hogy [Ig > [k, 7 > [lx és [ > |llx vagy [l < Il [UF < |k
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és |1]3* < |l|k, ezért alkalmazhatjuk az 1.5.5. Lemmét, melyb6l kapjuk, hogy
létezik egy G, : X™ — Y m-additiv, szimmetrikus fliggvény, melyre
(1.58)

HAh1,h2 ----- hmf(l.) - Gm(hlv RN hm)”Q < 552(Z’ a)||x||?||h1\|?§%(h1» ERE hm)

tetszoleges hi, ..., h,, esetén. Ebbol az egyenl6tlenségbél és (1.57)-bol kapjuk,
hogy tetszéleges hq, ..., h,, valasztdsaval

||Ah1,h2,~.,hmf(x + h) - Ga:(hh ceey hm)||2
<ellzTURlS + 620, @) B 1§)Em (P - - ).

A fenti egyenlétlenségben elészor « helyébe x + y-t, majd h helyébe h + y-t irva
az alabbi két egyenlotlenség adodik:

[Ans hsycshn [ (@ + Y+ h) = Gopy (R, oo ) |2

<elle+yllL RIS + 02l @) [P $)E% (s - - ),
”Ahhhz ,,,,, hmf(x+y+h)_Gm(hlvu‘vhm)HQ

<ellz|(h+ yl§ + 020, @) [ha[§)Em (P - - ).

Legyen r € {l, 1} olyan raciondlis szam, melyre |r|% < |r|x. Bevezetve a
D(x,y,hha, L) = ellz+yl (B + 620, @) [ha][)
+ el PR+ ylI§ + 2l )llhallf)
jelolést kapjuk, hogy barmely hq, ..., h,, valasztdsaval

|Gy (B hm) =GBy )l

1
= WHGHy(hl, o hy) = Golha, .. 78R |2
K

an k
S <|T|F> ‘D(xvyvhahlalva)ggy,(hlr"7h’m);
Irlk

melyb6l £ — oo hatarértéket véve kapjuk, hogy G, = Guqy, azaz G, = Gy
minden z,y € X esetén. Bevezetve a G,,, = %GI fiiggvényt (1.58)-bdl kapjuk,
hogy

1Ak i f (@) = MG (1, |2 < €6a(1, @) |2 [P 1§50 (R o)
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minden x, hy, ..., hy € X esetén. Legyen fi1 = f — G,. Ekkor, felhasznalva az
1.4.1. Tételt adodik, hogy

AR ..k f1(2) ]2 ARk f(2) = Apy o h, G (@) 2
AR, ko f(@) = MG (B, ... B2

eda(l )|z I 1§ €5 (R, ).

IN

Mivel a differencia operdtorok egymaéssal felcserélhetdk, teljesiil a kovetkezo
egyenl6tlenségrendszer:

IN

1A%k, f1(2) 2 eda(l, )|z 1P IS €S (s o P
1A, @)z < ea(l@)ll) Rl €5 (P, - . - o)

A

1A o fr(@) 2 < 22l @)@ 1A 1§05, (s o)

Az egyenl6tlenségeket egymadssal Osszeszorozva, majd mindkét oldalbdl m-edik
gyokot vonva kapjuk, hogy

m+1
m
m

1Ahs, o 1(@)]2 < €021, @)l {€m™ (B him).

Kénnyen ellenérizhetd, hogy a helyére ™tla-t, e helyébe pedig az ed(l, )

kifejezést irva teljesiilnek a tétel feltételei n = m esetén, tehat alkalmazhatjuk
az indukcios feltevésiinket.

A B # 0 esetben kapjuk, hogy léteznek olyan szimmetrikus és k-additiv
Gr: X¥ — Y fiiggvények (1 < k < m — 1), melyekre

fil) = Y Gl + £0)  (zeX),

k=1

igy az f1(0) = f(0) egyenléség felhaszndldsdval kapjuk, hogy
fla) =) Gi(x)+ f(0)  (z€X).
k=1

A 3 = 0 esetben adddik, hogy léteznek szimmetrikus, k-additiv Gy, : X* — Y
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fiiggvények (1 < k < m — 1), melyekre

m—1
< b, )i (1. La ) a5

fi(x ZG )

=1 2

m+1 m m+1 (m+1)a
= eda(l, a)d 1)
52(,a)2<, m )H 2( )|5C||1

m

m—+1 m
:m@®H@Q7)mN“
j=2

melybdl f1(0) = f(0) felhasznéldséval kapjuk, hogy

Hf(w) — f(0) = Gi(x)
k=1

mely éppen az igazoland6 volt n = m + 1 esetén. Ezzel a tétel bizonyitasa
teljes. O

< €mp (1, @) [l {0,

1.5.7. MEGJEGYZES. A Fréchet-egyenletre vonatkozé stabilitdsi probléméat
tekinthetjiik az n = 1 esetben is, azaz amikor stabilitdsi egyenletiink alakja

1Ay f @)z <ellzlTlylls  (x,y € X).
Ekkor x = 0, y = x vélasztasaval adodik, hogy

£ (@) = fO)2 < e0’flzllf (2 € X),

melybdl kapjuk, hogy 8 # 0 esetén f(xz) = f(0) azaz f konstans, illetve 8 = 0
esetén ||f(z) — f(0)||2 < el|z||§. Tehdt az 1.5.6. Tétel n = 1 esetén is érvényes.

1.5.8. MEGJEGYZES. FEgyenlére nem ismert, hogy mit mondhatunk abban az
esetben, ha az 1.5.6. Tételben az (1.53) egyenlStlenség helyett a

1Ay f@)e < ellllylls  (z,y € X)

egyenl6tlenség teljesiilését feltételezziik, azaz amikor a polinom egyenlet sta-
bilitdsat tekintjiik. Amikor a stabilitasi egyenlStlenség jobb oldaldn konstans
all, a Ay, . p, differencia A¥ tipust differencidkkal valé el6allitdsdval (1asd
pl. [Kuc85, Theorem 15.2.1]) és a Fréchet-egyenletre vonatkozé stabilitdsi tétel
segitségével konnyen igazolhaté a polinom egyenlet stabilitdsa, azonban nem
konstans jobb oldal esetén ez a mddszer nem miikodik.
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1.5.9. MEGJEGYZES. Ahogy a Cauchy- és a monom egyenletnél, iigy most
is felmeriilhet a kérdés, hogy mikor nem létezik olyan [ pozitiv egész szam,
melyre teljesiilnek az (1.54) feltételek (egy adott n € N esetén). A kordbbiakhoz
hasonléan felirhaté az a harom eset, amikor ez torténik:

1. a =0¢s | |k a trividlis értékelés Q-n.
2. a#0, | |p=1%és| |k =% valamely 31,2 € (0,1] esetén, és
min {af , naf} < B < max{af, napi},

amely a (31, B2 és n szamok pozitivitasa miatt leredukalodik az

afy < B <nafy

esetre, ahol a > 0.

3. a > 0 és létezik egy p primszdm, hogy | |r = | \gl és | |k = | |§2 valamely
b1, B2 > 0 esetén és csak gy, mint az el6zd esetben,

afi < B2 < nafh,

Példaul, ha | |r és | |k egyardnt a standard abszolit érték, azaz amikor a 2.
eset all fenn a 5 = (B2 = 1 konstansokkal, akkor minden kritikus « érték az
[%, 1] intervallumban van. Tehat az o > 1 vagy « < 0 esetben a stabilitas biz-
tosan teljesiil. Megjegyzendd, hogy a Cauchy- és a monom egyenletre vonatkozé
eredményektdl eltéréen o most nem egyezik meg a stabilitdsi egyenlétlenségben
szereplo fliggvény homogenitdsanak rendjével, a 0 + na értékkel.
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2 STABILITAS GRUPOIDOKON

Ebben a fejezetben egy-, illetve tobbvaltozés fliggvényegyenletek stabilitdsat
vizsgaljuk egyszerii halmazokon és grupoidokon, azaz binaris miivelettel ellatott
nem lres halmazokon.

Legyenek (X,¢) és (Y, %) grupoidok. A kovetkezékben szdmos eredmény
a Cauchy-egyenlettel lesz kapcsolatos, amely ezekre az altaldnos struktirakra
vonatkozodan a

(2.1) glxoy)=g(x)xgly)  (v,y€X)

fliggvényegyenlet, ahol g : X — Y az ismeretlen fliggvény. Ezt az egyenletet
szokas homomorfia egyenletnek is nevezni, hiszen megoldasai természetesen az
(X,0) és (Y, *) struktirdk kozotti homomorfizmusok.

Feltételezve hogy Y metrikus tér a d metrikdval, vizsgalhatjuk azokat az
f+ X — Y fluggvényeket, amelyek a (2.1) egyenletet kis hibdval oldjak meg,
azaz teljesitik a

(2.2) d(f(zoy), f(z)* fy) <elx,y)  (z,y€X)

dgynevezett stabilitasi egyenlGtlenséget valamely ¢ : X x X — R fiiggvény
esetén. Ahogy azt mar az el6z6 fejezetben targyaltuk, arra a kérdésre keressiik
a vélaszt, vajon léteznek-e olyan g megolddsai (2.1)-nek, amelyek az eredeti f
fliggvényhez kozel vannak.

1980-ban J. Rétz [R4t80] és G. L. Forti [For80] nem asszociativ, illetve
nem kommutativ strukturdkon értelmezett fliggvények esetén vizsgaltdk a
Cauchy-egyenlet stabilitasat. Ujabb eredmények talalhatéak a [BV02], [P4l01],
[P4199], [PVLIS8], [Vol9g], [Vol99] publikdcidkban. Hatvanyasszociativ és
hatvanyszimmetrikus struktirdkon értelmezett fiiggvényekre a [R&t80] dolgo-
zatban, négyzetszimmetrikus grupoidokon értelmezett fiiggvényekre a [For80],
[PVLI8] és [Vol98] cikkekben, tovabba azon figgvényekre, melyek négyzetszim-
metrikus grupoidot képeznek négyzetszimmetrikus grupoidba, a [BV02], [P4l01]
és [P4199] publikdcidkban sziilettek eredmények. Egyvéltozds fliggvényegyen-
letek stabilitasaval kapcsolatos eredmények, melyek a késébb részletezett di-
rekt médszer (ldsd 2.5 fejezet) alkalmazhatdsdgdra vonatkoznak, P. Volkmann
[Vol01] dolgozatéban illetve G. L. Forti nemrégiben megjelent [For04] pub-
likaciéjaban talalhatoak.

Ezek a kutatdsok kutatdsok motivaltak a fejezetben taldlhato vizsgdlatainkat,
melyekben el6szor halmazt metrikus térbe képezé fiiggvények esetén igazoljuk
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egyvaltozds fliggvényegyenletek stabilitasat, vizsgdljuk az eredeti fiiggvény
és az approximalé fiiggvény egymdstél valé pontonkénti tévolsagdat. A
kapott eredményeink alkalmazasaként levezetjiik a Cauchy-egyenlet néhany sta-
bilitasi tételét hatvanyasszociativ grupoidokra vonatkozéan. Targyaljuk olyan
altalanosabb fiiggvényegyenletek stabilitasat is, melyek tobbek kozott a monom
egyenletet is magukba foglaljak. Ezeket az eredményeket a Gilanyi Attilaval és
Pales Zsolttal kozos [GKP] dolgozatban publikéltuk, és a fejezet 2.—4. részében
beszéliink réluk. Stabilitdsi eredményeink csakigy, mint az elézé fejezetben,
iteraciés eljardasokon alapulnak. A haszndlt technikat Hyers-moédszernek vagy
direkt mddszernek neveziink. A fejezet utolsé részében egy olyan grupoidokon
értelmezett Cauchy-egyenletre mutatunk példat, melyre a stabilitds teljesiil,
azonban az iteracios eljarassal a stabilitds nem igazolhaté. Ezek az eredmények
a Pales Zsolttal kozos [KP05] dolgozatban jelentek meg.

2.1 JELOLESEK, TERMINOLOGIA

Legyen (X,¢) egy grupoid. X egy tetszlleges x elemének hatvdnyait
rekurzivan definidljuk a kovetkezOképpen: legyen x' = x tovabbd zFt! = z¥ oz
(k € N). A formuldk koénnyebb atlathatésdga céljdbol vezessiik be a kovetkezd

zarojelezési szabalyt: k > 3 és x1,...,xr € X esetén legyen
X10L0230 - 0Zpp1 0%, = (-..(x10x2) 0m3) -+ -0 Tp—1) © Tk

Azt mondjuk, hogy az (X,¢) grupoid (és a ¢ operator) hatvdnyasszociativ,
ha minden n, m pozitiv egész szam és x € X esetén fenndll az

VT = g o g™

egyenlet. Teljes indukciéval konnyen ellenérizhetd, hogy ekkor
(z™)™ = g"™ = (z™)" (n,m e Nz € X).

Egy | > 2 adott egész szdm esetén azt mondjuk, hogy az (X, o) grupoid (és
a o operator) l-lel egyértelmien oszthatd, ha barmely x € X-hez egyértelmiien
létezik olyan y € X, melyre y' = z teljesiil.

Azt mondjuk, hogy az (X, ¢) grupoid (és a ¢ operétor) I-hatvdnyszimmetrikus
valamely [ > 2 adott egészre, ha (x ¢ y)! = 2! o y' minden z,y € X esetén.
Amennyiben [ = 2, akkor hasznaljuk a négyzetszimmetrikus elnevezést is. Meg-
jegyzendd, hogy (X, <) akkor és csak akkor I-hatvdnyszimmetrikus, ha az  +— !
fiiggvény endomorfizmusa (X, ¢)-nak. Tovabba (X, <) pontosan akkor egyszerre
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l-hatvanyszimmetrikus és I-lel egyértelmiien oszthaté, ha az  — z! fiiggvény
automorfizmusa (X, ¢)-nak.

Nyilvanvaléan azok az operatorok, amelyek egyarant kommutativak és asszo-
ciativak, [-hatvanyszimmetrikusak is. Viszont a hatvanyszimmetridbél nem
kovetkezik sem a kommutativitds, sem az asszociativitds. Példaul egy le-
galdbb két elemii X alaphalmazon az x ¢ y := y operator asszociativ, min-
den [ > 2 egész esetén [-hatvanyszimmetrikus, de nem kommutativ. Masrészt
az © oy := |r — y| operdtor X = [0, 00[-en kommutativ, minden [ > 2 egész
esetén [-hatvanyszimmetrikus, de nem asszociativ. S6t, az utolsé operator nem
is biszimmetrikus. (Az ¢ operdtort biszimmetrikusnak nevezzilkk, ha minden
x,Z,y,7J € X esetén (zoT) o (yoy) = (xoy)o(Toy).) Mivel a biszimmetrikus
grupoidok nyilvanvaléan négyzetszimmetrikusak is, azt mondhatjuk, hogy az
[-hatvanyszimmetria gyengébb feltétel, mint a biszimmetria.

A kovetkezd, Gilanyi Attilatol és Pales Zsolttdl szarmazd tétel ravildgit az
[-hatvanyszimmetrikus miiveletek széles skaldjara.

2.1.1. TETEL. [GKP] Legyen (G,-) egy grupoid jobb (vagy bal) oldali
egységelemmel. Tegyik fel, hogy F' : G x G — G egy homogén figgvény, azaz

minden x,y,z € G esetén. Ekkor ao: G x G — G
voy=F(y  (z,yeq)

operdtor l-hatvdnyszimmetrikus minden | > 2 egész szam esetén.

A tétel alapjan példaul az %ﬂ/’ Va2 4 bry + 2, /23 — 3zy? miiveletek
[-hatvanyszimmetrikusak a nem negativ valés szamok halmazan minden [
pozitiv egész szam esetén.

Egy tetszOleges H halmaz esetén jeloljik a ¢ : H — H fiiggvény n-
edik iterdltjat ¢"-nel, és legyen ©° az identikus leképezés. Amennyiben ¢ in-
vertalhaté, jeloljiik ¢! n-edik iteraltjat ¢~ "-nel.

Definidljuk az [-edik hatvanyfiiggvényeket az aldbbi médon:

(2.3) You: X = X, @ou(x) =2 (r € X,l €eN).

Amennyiben X [-lel egyértelmiien oszthaté, akkor ¢, ; invertalhato.

Ha az (X, ¢) grupoidon adott egy d metrika, tovdbb4 a ¢ operator folytonos
az (X, d)-beli topoldgidra nézve, akkor azt mondjuk, hogy (X, ¢, d) egy metrikus
grupoid.
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Amennyiben adott egy (X,d) metrikus tér és egy ¢ : X — X fiiggvény,
akkor a ¢ fliggvény egyenletes folytonossagi modulusa alatt az

(24) wy :[0,00[= [0,00[,  wy(t) :=sup {d(¢(z), p(y))|z,y € X, d(z,y) <t}

fliggvényt értjuk, Lipschitz-modulusa alatt pedig a

(2.5) Lip ¢ := sup {

x,yeX,:v#y}

kifejezést. Konnyen l4thaté, hogy w.,(t) < Lip ¢ -t tetszleges t € [0, oo esetén,
w, egy nem negativ, monoton névekvé fiiggvény, tovabbd

(26) d(e(x),0(y) S we(d(z,y)  (z,y € X).
Az egyenletes folytonossdgi modulus rendelkezik az aldbbi tulajdonsigokkal is:

2.1.2. ALLiTAS. Legyen (X,d) metrikus tér, ¢ : X — X, ¢ : X — X adott
figguények. Ekkor tetszdleges t > 0 valds szam esetén

(2.7) Wypop () < wy 0 we(t).
Specialisan
(2.8) wen (t) <wg(t) (n € N).

Bizonyitas. Legyent > 0 tetszoleges,

A= {d(gop(x), vopy)|zy e X, dx,y) <t}

tovdbba
B :={d(¢(u),¥(v)) [u,v € X,d(u,v) < wy(t)}.

Ha a € A, akkor 3z,y € X, melyekre d(z,y) <t és d(vop(z), o (y)) = a.
Mivel d(z,y) < t, az w, egyenletes folytonossagi modulus monotonitdsabdl
adddik, hogy wy(d(z,y)) < wy(t). Ebbdl (2.6) felhasznaldséval kapjuk a
d(e(z),o(y)) < wy(t) egyenlStlenséget, melybél az u = p(x) és v = @(y)
jeloléseket bevezetve azonnal lathatd, hogy a € B. Tehat belattuk, hogy A C B,
igy

Wyop(t) =sup A < sup B = wy, 0 wy(t),

amit bizonyitani akartunk.
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Az &llitds maésodik része m szerinti teljes indukcidval adédik a (2.7)
egyenlétlenséghbdl, v = ¢ valasztdsaval. O

A kés6bbiekben haszndlni fogjuk a Lim z,, jelolést, amely az (X, d) metrikus

térbeli (x,,) sorozat torléddsi pontjainak halmazat jeloli, azaz

(2.9) Lim z,, := {z € X| Ing : z,, — z}.

n—oo

2.2 EGYVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK

Ebben a részben legyen X egy nemiires halmaz, (Y,d) egy metrikus tér,
tovébbd ¢ : X — X, ¢ 1Y — Y és vy : X — [0,00] adott fiiggvények. A
tovabbiakban a

(2.10) g(@) =v¢ogop(x) (reX)

egyvaltozds fliggvényegyenlet stabilitasat fogjuk vizsgélni.
Legyen f: X — Y egy fliggvény, melyre teljestil a

(2.11) d(f(z), o fop(a)) <v(z)  (ze€X)
egyenlGtlenség. Legyen
(212) 9o :f7 In+1 :wognow (W/EN)

A kovetkezd kérdések meriilhetnek fel a (2.11) fiiggvényegyenlet stabilitdsanak
vizsgalata soran:

1. Mikor konvergens a (2.12) iterdci6?

2. Mely 6 : X — [0, co[ fuggvények esetén teljesiil a

a(f(@), lim ga(@)) <8(@) (v € X)
egyenlétlenség?
3. Mikor lesz a g(z) = lim g,(x) fiiggvény megolddsa a (2.10) fliggvény-
egyenletnek?

4. Van-e mésik h : X — Y megolddsa (2.10)-nek, amelyre a d(f(z), h(x))
tavolsdg d(z)-szel feliilr8l becsiilhetd?
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A kovetkezékben ezekre a kérdésekre adjuk meg a valaszt. Az aldbbi lemma a
masodik kérdést vizsgalja meg egy dltalanosabb forméaban.

2.2.1. LEMMA. Legyen f megolddsa a (2.11) egyenlbtlenségnek. Ha létezik egy
d: X — [0, 00[ fiiggvény, melyre

(2.13) 0(z) > y(x) + wy 0§ o p(x) (z € X),
akkor o
gﬂ%lo 9n (@) C By (f()) (x € X),
ahol Bsy (f(x)) az f(x) kézépponti, 6(x) sugard zdrt gombit jeldli.

Bizonyitas. Jeloljiikk F-fel az X halmazon értelmezett nem negativ
valds értékii fliggvények halmazat. ElGszor bevezetiink F-en egy T operatort.
Ha adott egy ¢ : X — [0, oo[ fiiggvény, akkor legyen

(2.14) (T9)(z) == y(x) + wy 0V o p(z) (z € X).
Ezen T operétor segitségével az (2.13) egyenlStlenség a
(2.15) §(z) > (T9)(x) (z € X)

alakban frhaté. Legyen tehdt § egy megolddsa a (2.15) egyenl&tlenségnek. Az
wy egyenletes folytonossdgi modulus nem negativ, igy v(z) < (Tv)(x) tovdbba
v(z) < §(x) tetszleges x € X esetén. Felhasznilva w, monotonitdsdt teljes
indukciéval adédik, hogy tetszéleges n,m € N, n > m szamokra

V(@) < (T")(z) < (T")(2) < (T9)(x) < (T"0)(2) <d(z) (2 € X).

Tehdt tetszéleges x € X esetén a ((T"v)(z)) feliilrél korlatos sorozat monoton
névekvé, a ((Tm0)(x)) alulrdl korlatos sorozat pedig monoton csokkend, tehét
konvergensek és

(2.16) lim (7" ') (z) < lim (T7"716)(z) (x € X).

n—oo n—oo

A kovetkezokben bebizonyitjuk teljes indukciéval, hogy
(2.17) d(f(x),ga(2)) < (T"7'9)(2)  (z € X).

Az allitds n = 1 esetén nyilvdnvaléan teljesiil a (2.11) egyenlStlenség miatt.
Tegytik fel, hogy (2.17) teljesiil valamely n > 2 esetén n — 1-re, azaz

d(f(2), gn-1(2)) < (T"*9)(x) (2 € X).
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Ekkor

d(f (), g1(z)) + d(g1 (), gn(z))
V(@) +wy o d(fop(x),y" "o fop(z))
V() + wy o (T ?y) 0 p(x) = (T 1) (x)

minden x € X esetén, amit bizonyitani akartunk.
Most legyen y € Lim g,(z). Ekkor y = klim gn, (z) valamely (gn, (z))
n—oo — 00

d(f(x), gn(x))

IN A

részsorozatara (g, (x))-nek. Igy, felhasznélva a (2.16) és (2.17) egyenlétlenségeket
kapjuk az allitast:

Af(@)y) = d(f@), lim go, (@) < lim (T 7))
< nlLIEO(TLk_16)(x) < o(x).

O

2.2.2. ALLiTAS. A 2.2.1. Lemmdval eqyenértéki dllitdst kapunk, ha benne a
(2.13) egyenlbtlenség megoldhatésdiga helyett a

(2.18) d(z) = v(x) + wy 0§ 0 p(x) (x € X)
egyenlet megoldhatdsdgat tételezzik fel.

Bizonyitas. A Tarski-féle fixponttétel szerint, ha (X, <) egy teljes
féligrendezett halmaz, f : X — X monoton novekvé és léteznek xg,z; € X,
melyekre xg < f(xo) = f(z1) < x1, akkor f-nek létezik zq és x1 kozott fixpontja
(lasd példgul [GDO3]).

Az X-en értelmezett nem negativ valds fliggvények F halmaza ellatva a
szokdsos pontonkénti rendezéssel egy teljes féligrendezett halmaz. A (2.14) for-
mulaval definidlt T : F — F operdator monoton novekvd, tovabba 0 < J0.
Amennyiben (2.13) megoldhaté, 1étezik olyan § € F, melyre T6 < 4. Ekkor
alkalmazhaté Tarski tétele, tehdt létezik olyan 9 € F, melyre T¢ = .

fgy beldttuk, hogy a (2.13) egyenlétlenségnek akkor és csak akkor van
megolddsa, ha (2.18) megoldhatd, melybdl az &llitds kovetkezik. O

2.2.3. MEGJEGYZES. A (2.18) egyenléség megoldhatésdgdra konnyebben
tudunk elégséges feltételeket megadni, mint a (2.13) egyenl8tlenség megold-
hatdsdgéra. Példaul tekintsiik a B = {0 € F|J korldtos} halmazt. Ha Y egy
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teljes metrikus tér, akkor T bizonyos feltételek mellett altaldnositott kontrakcid
lesz a D(01,02) = sup d(01(x), d2(z)) metrikdval elldtott B halmazon. Ugyanis
zeX

tetszbleges x € X esetén kapjuk, hogy

d(T1(x), Toa(x)) d(wy 061 0 p(x),wy 0 02 © p(x))

<

< (d(6r o p(2). 520 () < it (D61, 5).
fgy

D(T(Sh ‘I(SQ) < Wwy, (D((;l? 62)))

ezért felhasznélva a Banach-féle fixpont tétel egy dltaldnositdsat (lasd [GDO03))
kapjuk, hogy ha w,, (t) <t és lim (www)" (t) — 0 minden ¢ € [0, 00| esetén,

akkor (2.18) egyértelmiien megoldhato.

Alkalmazva a 2.2.1. Lemmat megfogalmazhatjuk a kovetkezo stabilitasi
tételt a (2.10) egyvéltozds fiiggvényegyenletre vonatkozdan:

2.2.4. TETEL. Tegyiik fel, hogy a 1 fligguény folytonos és f : X — Y eqy
megolddsa a (2.11) egyenlétlenségnek. Ha a (2.12)-ben definidlt iterdcio konver-
gens minden x € X esetén, akkor a

(2.19) g(z) = lim Y™ o fo"™(x) (x e X)
fiigguény megolddsa (2.10)-nek és

(2.20) d(g(z), f(z)) < 6(z) (zr e X)

a (2.13) egyenldtlenség minden § megolddsa esetén.

Bizonyitds. Felhaszndlva a 2.2.1. Lemmadt kapjuk, hogy a (2.12)
formuldban definidlt g fliggvény teljesiti a (2.20) egyenlStlenséget tetszéleges §
megolddsara (2.13)-nak. A tétel igazoldsdhoz azt kell még beldtnunk, hogy g
teljesiti az egyvéltozds (2.10) egyenletet, amely kovetkezik 1 folytonossagabdl
és g definicigjabdl. O

A kovetkez6 lemma egy elégséges feltételt ad meg a (2.13) egyenlétlenség
megoldhatdsdgara, tovabbd megadja egy megolddsat is.

2.2.5. LEMMA. Ha létezik egy o-szubadditiv k : [0, 0o[— [0, 0o fiigguény, melyre
K(t) > wy(t) (t>0) és

(2.21) 6(z) := Z K ool (x)
7=0
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konvergens minden x € X esetén, akkor 6(x) egy megolddsa (2.13)-nak.

Bizonyitas. A 2.2.1. Lemma jel6léseit hasznilva, tetszbleges x € X
esetén

V(@) +wpodop(e) < Ax)+rodop(e)

w00y l(@) + 3 Kt oy o gl (x) = 3(a),
§=0

IN

amit bizonyitani akartunk. (I

Megjegyzendd, hogy sok esetben az w, fliggvény maga is o-szubadditiv.
Példaul teljesiil ez a tulajdonsag abban az esetben is, ha Y egy normalt tér és a
d metrika a normabdl szarmazik. Ezenfelill, ha YV teljes, akkor a (2.21) sor kon-
vergencidja a k = wy, valasztdssal garantélja a (2.12) iterdcié konvergencidjat.
A kovetkezd lemma alapjan azt mondhatjuk, hogy gyengébb feltételek is ele-
genddek, ugyanis (2.21)-ben az wfp fliggvények helyett hasznalhatjuk a kisebb

wy: fliggvényeket is. A lemma a d(f(z), lim g, (z)) kifejezés egy tjabb felss
n—oo
korlatjat is megadja.

2.2.6. LEMMA. Legyen Y teljes metrikus tér. Ha az f : X — Y flgguény
megolddsa a (2.11) egyenlbtlenségnek és

(2.22) X@) =S wgeyodi(@) <o (veX),
§=0

akkor a (2.12) sorozat minden x € X esetén konvergens. Ezenfeliil

d(f(@), im gu(2)) <x(@) (¢ € X).

Bizonyitas. Legyen n > m. Ekkor tetszéleges x € X esetén

Agm(@), (@) £ 3 dlg2),97:1(2)

2

J=m

n—1
A7 o fog!(z), M o fo™ (@) <Y wyoyo ! (x),
j=m
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és x(x) kovergencidjabdl kovetkezik, hogy a (g, (x)) sorozat Cauchy-sorozat
minden z € X esetén, amely Y teljessége miatt azt jelenti, hogy a sorozat
konvergens. Masrészt, tetszoleges x € X vélasztasaval

n—1

lim d(f(2), gn(x)) = lim d(go(x), gn(x)) < lim Y " wys 0y o0 (z) = x(x),

n—od
=0

azaz a x(z) fiiggvény valéban felsé korldtja a d(f(a:), lim gn(x)) kife-

jezésnek. 0

Az el6z6 eredményeket alkalmazva azonnal adddik a kovetkezd stabilitasi
tétel:

2.2.7. TETEL. Tegyiik fel, hogy Y egqy teljes metrikus tér és i folytonos. Ha
az f + X — Y figguény megolddsa a (2.11) egyenlbtlenségnek és a (2.22)-
ben definidlt x(z) figgvény véges minden © € X esetén, akkor létezik egy g
megolddsa (2.10)-nek, melyre

(2.23) d(f(z),9(x)) <x(z)  (ze€X)

és g a (2.19) formuldval definidlt. Ezenfelil

d(f(z),9(x)) <o(x) (v e€X)

minden 6 : X — [0, 00[ megolddsdra (2.13)-nak.

Az Y tér teljessége és (2.22) konvergencidja nem sziikséges ahhoz, hogy a
(2.12) iterédcié konvergens legyen, {gy a 2.2.4. Tétel tétel feltételei gyengébbek,
mint a 2.2.7. Tétel feltételei. Tovabba létezhet olyan megolddsa a (2.13)
egyenldtlenségnek, amely kisebb felsd korldtja a d( f(x),nlirlgo gn(m)) kife-

jezésnek, mint x. A kovetkezd példa ezeket a tulajdonsdgokat tdmasztja ald.

2.2.8. PELDA. Legyene >0, X =[0,1], Y =]0,00[, ¢ : X — X, p(z) =z és
Yv:Y =Y, ¥(r) =z Legyen f: X — Y egy fliggvény, melyre teljesiil az

f@) - Vi@ <e  (@eX).

egyenlGtlenség. Ekkor adddik, hogy

V@) = @) Yo fop) = |f@) = VI@| e (e X).
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Esetiinkben
wyn (t) =sup{| V2 — 2yl jz—y| <t} =Vt (t>0)
és f(x) # 1 esetén v(x) > 0, igy
o0 ) oo )
X(@) =Y wyioyopl (@) =) R/v(r) = oc.
§=0 §=0

Miésrészt, tetszoleges © € X valasztdsaval

lim g,(z) = lim *\/f(z) =1,

n—00 n— oo

tehat, bar Y nem teljes és x(x) nem véges, a (2.12) iterdcié konvergens.
Vegytik észre, hogy a 0(x) = 1 + 2¢ fiiggvény teljesiti a

d(x) > e+ o(x) > () +wyodop(x) (z e X)
egyenlGtlenséget, igy alkalmazva a 2.2.1. Lemmat kapjuk, hogy
(2.24) |f(z) —1] <1+ 2e.

Megjegyzendd, hogy a konstans 1 fliggvény megoldasa az

fa) =V fx)  (z,y€X)

fiiggvényegyenletnek, igy egyfajta stabilitdsi tulajdonsigot is kaptunk. A (2.24)
egyenlétlenség jobb oldala nem csokkenthetd jelentésen, ugyanis f(x) kozel
lehet a nulldhoz is. A példaban szerepld fiiggvényegyenlettel részletesebben
foglalkozunk a fejezet utolsé részében.

Bizonyos feltételekkel az f fiiggvényt kozelité g megoldas egyértelmiisége is
biztosithaté.

2.2.9. TETEL. A 2.2.7. Tétel feltételei mellett, ha létezik egy olyan o-szubadditiv
Kk : [0,00[— [0,00[ fiiggvény, amelyre k(t) > wy(t) (t > 0) és a (2.21)-ben
definidlt sor konvergens minden v € X esetén, akkor a (2.19)-ben definidlt
g figguény az egyetlen olyan megolddsa (2.10)-nek, amelyre teljesil a (2.23)
tdvolsdgbecslés.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy g : X — Y egy olyan megoldasa
(2.10)-nek, melyre fenndll a d(f(z),g(z)) < x(z) egyenlétlenség minden z € X
esetén. Ekkor

d(gn(2),g(x))

d(¥"™ o fop™(z),y" og(x) o " (x))

< wyn od(fo™(x),g(z) 09" (x)) < wyn o x (" (7))

= Wyn Zij ovo <p"+j(x) < g" Z P ~yo (p"+j(x)
j=0 j=0

<

o0
> K oyol(x),
Jj=n

igy g(x) = nlLH;O gn(z) (z € X), azaz § = g, melyet bizonyitani akartunk. O

A kovetkezo tételben megvizsgdljuk a stabilitdst abban az esetben, amikor
a (2.11) stabilitdsi egyenlétlenség jobb oldaldn szerepld fliggvény konstans.

2.2.10. TETEL. Legyen Y teljes metrikus tér, € > 0 egy valds szdm és tegyiik
fel, hogy a 'Y =Y figguényre fenndll az

o0
(2.25) L= Lipy" < oo

n=0
tulajdonsdg. Ha az f : X — Y filigguényre teljesil a

d(f(z),vofop(x))<e  (ze€X)

egyenldtlenséyg, akkor a (2.19) iterdcid dltal definidlt g : X — Y fliggvény minden
x € X esetén értelmezve van, megolddsa a (2.10) figgvényegyenletnek, tovdbbd
teljesiti a

(2.26) d(f(z),9(x)) < Le  (z€X)

egyenldtlenséget. Ezenfelil g az egyetlen olyan megolddsa (2.10)-nek, melyre
(2.26) bal oldala korldtos.

Bizonyitds. A tétel elsé részének igazolasahoz belatjuk, hogy teljesiilnek a
2.2.7. Tétel feltételei. A ¢ fiiggvény folytonossdga kovetkezik a (2.25) feltételbél.



2.3 CAUCHY-EGYENLET 61

Felhasznélva, hogy bérmely ¢ € [0, 00] esetén wy(t) < Lipe - ¢, esetiinkben a
(2.22) formula a

x(x) = wan(e) < ZLipz/)” ce=Le <o
n=0

n=0

egyenl6tlenséget jelenti, igy a 2.2.7. Tétel tétel feltételei teljestilnek.
Miésrészt, a k(t) := Lip ¢-t fiiggvény linedris, igy az egyértelmiiség kovetkezik
a 2.2.9. Tételbél. O

2.3 CAUCHY-EGYENLET

Ebben a részben (ha mést nem mondunk) legyen I > 2 egy egész szdm, (X, ©)
I-hatvdnyszimmetrikus grupoid, (Y, *,d) l-hatvanyszimmetrikus teljes metrikus
grupoid, melyre fennall a

(2.27) dzxy,zxy) <d(z,2) (x,y,2€Y)
egyenlStlenség és legyen € : X x X — [0, 00[ egy adott fiiggvény. Vezessiik be a
-1

(2.28) Ax) =) e(@l,z) (zeX)

j=1

jelolést. A kovetkez6kben megvizsgéljuk a

(2.29) glxoy)=g(x)*xgy) (r,ye€X)

Cauchy-egyenlet stabilitasat az egyvaltozds fiiggvényegyenletekre vonatkozo
eredmények felhasznaldsaval.
Legyen f: X — Y egy olyan fiiggvény, amelyre fenndll a

(2.30) d(f(zoy), f(z) = f(y)) <elzy)  (v,y € X)

stabilitdsi egyenlOtlenség. Az egyvaltozés esetnek megfeleléen 4 kérdést
vizsgalunk:

1. Mikor konvergens a (2.12)-ben definidlt g,, iterdcié?
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2. Mely ¢ : X — [0, 00| fiiggvények esetén telkesiil a

d (f(x), lim gn(x)) < 0(x) (x € X)

n— oo

egyenl6tlenség?

3. Mikor lesz a g(z) = lim g,(x) fliggvény megolddsa a (2.29) egyenletnek?
n—oo

4. Létezik-e mésik h : X — Y megolddsa (2.29)-nek, amelyre d(f(z), h(zx))
feliilrsl becsiilhetd a §(z) figgvénnyel?

A kovetkez6kben a (2.3)-ban bevezetett ¢ és . ; I-edik hatvényfliggvényeket
fogjuk hasznalni.

2.3.1. TETEL. Legyen X l-lel egyértelmien oszthaté. Legyen f : X — Y egy
fligguény, melyre teljesiil a (2.30) egyenlbtlenség. A (2.28) jelolést haszndlva, ha

@)=Y w, ohop @) <o (rEX)
j=0

)

€s

(2.31) lim w,r, oe(es) (@), 05p () =0 (z,y€X),

n—oo

akkor létezik egy g megolddsa a (2.29) egyenletnek, melyre

(2.32) d(g(z), f(z)) <8°(x)  (z€X)
(2.33) g(x) = lim @0 fop ()  (zv€X).

Tovabbd, ha a § figguény rendelkezik a
(2.34) () 2 Aoygi(z) +wp,, 000957 (z)  (z€X)
tulajdonsdggal, akkor a

(2.35) d(g(x). f(x) < 3(x)  (x € X)
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egyenldtlenség is fenndll.  Ezenfelil, ha Iétezik egy olyan o-szubadditiv
K+ [0,00[— [0, 00[ fiigguény, melyre k(t) > w,, ,(t) (t >0) és

anvogp;‘g_l(x)<oo (z e X),
=0

akkor a (2.33)-ban definidlt g figgvény az egyetlen olyan megolddsa a (2.29)
Cauchy-egyenletnek, amelyre a (2.32) egyenldtlenség teljesiil.

Bizonyitds. Felhaszndlva a (2.27) és (2.30) egyenlétlenségeket, minden
x € X esetén

d(f © Soo,l(x)a Px,1 O f(x))

IN
U
—
=
H{N
=
H{N
L
~—
*
=
8
S~—"
~

+d(f(2?) * f(a) - f(2), f(@) - f(z))

1—2 darab 1 darab

< d(f(ah), f'7h) * f ()
Hd(f(2h), f(2'72) % f(2)
+d(f(2?), f(z) * f(x))
-1

< 4 e(z?,z) = A().

fgy az f figgvényre teljesiil a

d(f(x), pepo fow, (x) <Aop, (x)  (z€X)

egyvaltozds fiiggvényegyenlet.  Konnyen ellendrizhetd, hogy a 2.2.7. Té-
tel feltételei teljesiilnek a ¥ = ¢.;, ¢ = gagll és v(x) = Ao gogll(:c)
fiiggvényekkel, igy a (2.33)-ban definidlt g fiiggvény teljesiti (2.32)-t és (2.35)-6t
a (2.34) egyenlétlenség minden ¢ megolddsira. Kovetkezésképpen csak azt kell
beldtnunk, hogy g megolddsa a (2.29) Cauchy-egyenletnek. Felhasznélva, hogy
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©x,1 €8 <p<:ll homomorfizmusok kapjuk, hogy

0 < d(glzoy).g(x)*g(y))
= lim d(el; 0 fopg(zoy), ¢l o (fopsi (@)« fop,i(v))

< limower 0 d(fp, ] (2) 005 (W), fles) () * fle, ] (1))
< lm wen o e(egy (@), 057 (1)) =0

minden z € X esetén, tehdt g valéban megolddsa (2.29)-nek.

A g fliggvény egyértelmiiségére vonatkozdé allitas kovetkezik a 2.2.9. Tételbél,
ugyanis ha g megolddsa (2.29)-nek, akkor ¢ = ¢, és ¢ = apgll valasztasaval
megolddsa a (2.10) egyvéltozds fliggvényegyenletnek is, és az égyértelmﬁségre
vonatkozo 2.2.9. Tétel feltételei teljestilnek. O

A kovetkez8 tételben azt az esetet tdrgyaljuk, amikor a (2.30) stabilitdsi
egyenlétlenségben a jobb oldalon 4ll6 e(z, y) fliggvény konstans.

2.3.2. TETEL. Legyen X l-lel eqyértelmien oszthatd és tegyiik fel, hogy
L=> Lipyl, <.
j=0
Hae>0ésaz f: X =Y figguény kielégiti a
(2.36) d(f(xoy),f(m)*f(y)) <e (z,y € X)

egyenldtlenséget, akkor létezik eqy g : X — Y megolddsa a (2.29) Cauchy-
egyenletnek, amelyre

(2.37) d(g(@), f@@)) SLU-1)= (v € X)

és g a (2.33) formuldval definidlt. Tovdbbd g az egyetlen olyan megolddsa (2.29)-
nek, amelyre a (2.36) egyenldtlenség bal oldala korldtos.

Bizonyitas. Belétjuk, hogy teljesiilnek a 2.3.1. Tétel feltételei az
g(x,y) = ¢ esetben. Mivel

0< lim wer, (6(@;7(1”), w;?(y))) < lim Lippl;-e=0 (2,9 € X),

n—oo
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gy a (2.31) feltétel teljesiil. Esetiinkben A(z) = (I — 1)e minden x € X esetén,
fgy

50(33):ZWLPJZOAO§0;Z ZLlpgp*l (Il—-De=L{l-1e<
j=0 j=0

tetszOleges © € X valasztasaval, igy az approximalé g fiiggvény létezését
belattuk, melynek egyértelmiisége a k(t) = Lip ¢, - t vélasztasbdl adédik. O

Hasonl6 tételeket igazolhatunk, ha az I-lel val6 oszthatésagot a * miiveletnél
tételezziik fel. Ekkor a ¢, ; fliggvény invertdlhatoé.

2.3.3. TETEL. Legyen Y l-lel egyértelmien oszthatd és tegyiik fel, hogy az
f X — Y figgvényre fenndll a (2.30) egyenldtlenség. A (2.28) jelolés
haszndlatdaval, ha

0" (z) == wa—gu oAo @iyl(x) < 0 (x € X)
=0

lim w—n 0e(efi(2),90,() =0 (v,y € X),

n—00 *

akkor létezik egy g : X — Y megolddsa a (2.29) Cauchy-egyenletnek, melyre
teljestil

(2:38) dg(z). (@) < 5°(2)  (zeX)
(2:30) g@) = lm g, ofopl(x) (r€X),

Tovabbd, ha a d figguény rendelkezik a
d(z) > Wyt © Alz) + Wy-1 0 d oo (x) (x e X)
tulajdonsdggal, akkor

d(g(x), f(z)) <d(x) (2 € X).

Ezenfeliil, ha létezik egy o-szubadditiv k : [0,00[— [0,00[ figgvény, melyre
k(z) > ws@’}(x) (x € X) és

ZKjOAogoi’_ll(x)<oo (x € X),
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akkor a (2.39)-ben definidlt g figgvény az egyetlen olyan megolddsa (2.29)-nek,
melyre a (2.38) egyenldtlenség fenndll.

Bizonyitas. A 23.1. Tétel tétel bizonyitdsdnak els6 1épésével analdg
médon kapjuk, hogy

(2.40) d(f © Po1(2), pup 0 f(2)) < A2)

minden x € X esetén, igy fennall a

d(f(x), o1 0 fowou(x) = d(rgopero f(a), 0] 0 fopei(r))
< wgo:j o d(f o (,007[(37), Px,1 O f(l‘)) < w(p;} © A($)

egyvéltozds fliggvényegyenlotlenség tetszlleges x € X vélasztasdval. A
2.3.1. Tétel bizonyitdsaban haszndalt lépéseket haszndlva belathatd, hogy a
2.2.7. Tétel és a 2.2.9. Tétel feltételei teljestilnek a ¢ = <p;ll, © = Yo, és
y(x) = W10 A(x) fiiggvényekkel, melybdl az &llitds kovetkezik. O

Most megfogalmazzuk a 2.3.2. Tétel megfelel&jét.
2.3.4. TETEL. Legyen Y l-lel eqyértelmiien oszthatd és tegyiik fel, hogy

L= ZLipa <p*_§ < oo.
j=0
Hae>0¢ésaz f: X — Y figgvény teljesiti a (2.36) egyenldtlenséget, akkor
létezik egy g : X — Y megolddsa a (2.29) Cauchy-egyenletnek, melyre teljesil a
(2.37) tdvolsdgbecslés és g a (2.39) formuldval definidlt. Tovdbbd g az egyetlen
olyan megolddsa a (2.29) egyenletnek, amelyre (2.37) bal oldala korldtos.

Bizonyitas. A bizonyitds 1épései megegyeznek a 2.3.2. Tételnél
hasznaltakkal. (]

A 23.1. és 2.3.3. Tételek szdmos, a Cauchy-egyenletre vonatkozo sta-
bilitasi eredménynek altaldnositasai. A vizsgdlt fiiggvények értelmezési tar-
tomanya és értékkészlete a Cauchy-egyenlet stabilitasat mivelettel ellatott hal-
mazokon targyalé eredmények kozott a legéltaldnosabb (vannak eredmények
hagyomanyos értelemben vett miivelettel nem rendelkezd, tigynevezett hipercso-
portokra vonatkozdan is, 14sd [Szék03]), tovabb4 a jobb oldalon szerepld e(z, y)
fliggvényre vonatkozé feltételrendszernek eleget tevo fiiggvények sora is igen
széleskori.
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2.3.5. PELDA. Vizsgdljuk meg mit mondhatunk, ha X valés normdlt tér és Y
valés Banach-tér. Ebben az esetben a Cauchy-egyenletre vonatkozé stabilitasi
egyenl6tlenség az

(2.41) f(z+y) = @) = FWll <elz,y) (2, € X)

alakot olti. Nyilvanvaléan X és Y [-hatvanyszimmetrikusak tetszOleges [ > 2
egész szam esetén, tovabbd a tdvolsig eltolds invariancidja miatt teljesiil a (2.27)
egyenl6tlenség is. Tehat tetszbleges | > 2 egész szam esetén megfogalmazhaté az
e(x,y) fiiggvényre vonatkozé olyan feltételrendszer, mely biztositja a stabilitds
teljestilését.

Nézziik meg az [ = 2 esetet. Ekkor a (2.3)-ban definidlt hatvényfiiggvények
0u2(r) = popo(r) = 22 alakdak, igy w,, ,(t) = we,,(t) = 2t. A 2.3.1. és
2.3.3. Tételek alapjan, ha a '

Sy 11 11
VI s lim 2% [ — o —
(2.42) ;2 € (ij, 2jx> < 00 és nlirgOQ € (an, 2ny> < o0
vagy
o~ 1 o SR E .
(2.43) 25-5(2%,2]1:) <o00és lim 2—n~5(2 z,2"y) < oo
j=1

feltételrendszerek valamelyike teljesiil minden z,y € X esetén, akkor létezik
egy olyan g : X — Y additiv fiiggvény, amelyre az ||f(z) — g(x)| kife-
jezés majoralhaté a (2.42)-ben, illetve a (2.43)-ban definidlt konvergens sor
Osszegfliggvényével.

Konnyen lathatd, hogy példdul az e(x,y) = H(||x||, ||y]|) tipusi fuggvények
teljesitik ezen feltételek valamelyikét, ha a H : [0, 0o[x [0, co[— [0, oo[ fiiggvény
a-rendben homogén, ahol « # 1.

2.3.6. PELDA. Legyen (X, || ||1) normdlt tér az | |p értékeléssel elldtott F' test
felett, (Y, | |k) egy Banach-tér a | |x értékeléssel ellitott K test felett, I > 2
egész szam és f : X — Y pedig egy olyan fliggvény, melyre teljesiil

1z +y) = f(@) = fy)ll2 < Kzl i),

ahol H : [0,00[x[0,00[— [0,00] egy a-rendben homogén fiiggvény. Ekkor a
(2.3)-ban definidlt hatvanyfiiggvények ¢, ;(x) = @, (x) = lz alakiak, igy

wour(t) =sup{llie —lyly | 2y € Vile —ylh <t} =t (>0,
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tovdbbd w,, , () = |l|xt. A (2.28)-ban definidlt A fiiggvényre kapjuk, hogy

-1 -1
M) = H(llGzls =) =Y H(lile, Dl2ll§ = o (@),
j=1 j=1

ahol o (1) éppen az (1.10) formula altal definidlt fiiggvény. A 2.3.1. és 2.3.3. Té-
telek alapjan, ha az

LB e o (HUEN"
@) o> (GE) el <oo s i (GE) s llels o) < o

e = \llx —oo \ |l x

vagy
Lo (e Y (e o o (U

(245) oo e ) lzlE <ooes lim [ ) H (s, lyll) < oo
|13 =0 1% n—oo \ [l

feltételrendszerek valamelyike teljestil minden z,y € X esetén, akkor létezik
egy olyan ¢ : X — Y additiv fiiggvény, amelyre az |f(z) — g(z)|2 kife-
jezés majoralhatd a (2.44)-ben, illetve a (2.45)-ben definidlt konvergens sor
Osszegfliggvényével. Nyilvanvaléan ezen feltételek valamelyike teljesiil, ha
létezik olyan | egész szdm, melyre |I|% # |l|x. Ekkor a fenti sorok

l
Osszegfliggvénye ‘ o)

WHQ@H% tehdt éppen az 1.2.4. Tételben megfogalma-
K —I'F

zottakat kaptuk.

Amint azt lattuk az eloz6ekben, a kétvaltozés Cauchy-egyenlet sta-
bilitdsdnak vizsgalatat visszavezettik egyvaltozds fliggvényekre vonatkozo
eredményekre. Sok esetben nem konnyiu leellendrizni, hogy teljesiilnek az
egyvaltozds stabilitasi tételek feltételei. Azonban egyszeriien meg tudunk fogal-
mazni a Cauchy-egyenlettel kapcsolatosan altaldnos stabilitédsi tételeket az el6z6
alfejezetben leirtaknak megfeleléen. A kovetkezd tétel a 2.2.4. Tétel atirata a
Cauchy-egyenlete, melydl lathatd, hogy a Cauchy-egyenlet stabilitdsanak egy
elégséges feltétele két olyan ¢ és ¢ homomorfizmus létezése, melyekre a (2.12)
iterdcié konvergens, ¥ folytonos, (2.13) megoldhat6 és teljesiil a

(2.46) lim wyn oe(p™(x), " (y)) =0 (z,y € X)

n—oo

feltétel.
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2.3.7. TETEL. Legyen (X,©) grupoid, (Y,*,d) teljes metrikus grupoid és f egy
olyan figguény, melyre teljesil a (2.30) egyenlétlenség. Tegyiik fel, hogy léteznek
p: X = X ésy: Y — Y homomorfizmusok, melyekre a (2.12)-ben definidlt
(gn(:c)) sorozat konvergens minden x € X esetén, a ¥ figguény folytonos és
teljestl a (2.46) feltétel. A

(2.47) V(z) =d(f(x), g1(x))  (z € X),

jeldlést bevezetve, létezik egy g megolddsa a (2.29) Cauchy-egyenletnek, melyre
(2.48) d(g(z), f(x)) <d(z)  (z€X)

a

(2.49) 5(z) > y(x) +wyodop(z)  (x€X)

minden & megolddsa esetén. Tovdbbd g a (2.19) formuldval definidlt.

Bizonyitds. Alkalmazva a 2.2.1. Lemmdt kapjuk, hogy a (2.19)
iterdcidval definidlt g fliggvény teljesiti (2.48)-at minden § megolddsira (2.49)-
nek. Felhaszndlva 1 folytonossigat tovdbba azt, hogy ¢ és ¥ homorfizmusok, a
2.3.1. Tétel bizonyitdsdban lathaté médon igazolhatd, hogy g megoldésa (2.29)-
nek is. ([l

Az eléz6 tételbdl és a 2.2.6. Lemmébdl azonnal kapjuk a kovetkezé tételt,
mely a 2.2.7. Tétel megfelel6je:

2.3.8. TETEL. Legyen (X,o) grupoid, (Y,*,d) teljes metrikus grupoid és
f egy megolddsa a (2.30) egyenlétienségnek. Ha léteznek ¢ : X — X és
Y Y — Y homomorfizmusok, melyekre (2.46) teljesil, v folytonos és a
(2.47) formuldban definidlt v figgvény haszndlatdval, a (2.22)-ben definidlt x(x)
fligguény véges minden x € X esetén, akkor létezik egy g megolddsa a (2.29)
Cauchy-egyenletnek, melyre

d(g(x), f(2)) < x(2)
és g a (2.19) formuldval definidlt. Tovabbd fenndll a

d(g(x), f()) < d(x)

egyenldtlenség is (2.49) minden ¢ : X — [0, 00| megolddsa esetén.
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2.4 TOVABBI TOBBVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK

Ebben a részben egy altalanos stabilitasi tételt fogalmazunk meg az
egyvaltozds fliggvényegyenletre vonatkozé eredményeink alapjan. A tétel egy
alkalmazasaként levezetiink egy stabilitdsi tételt a

250 (0@ + 30 (T o) = mif) e X)

altalanositott monom egyenletre vonatkozdan, ahol (X, ¢) egy grupoid.

2.4.1. TETEL. Legyen X egy nemiires halmaz a o1, . .., oy bindris operdtorokkal,
(Y,d) egy teljes metrikus tér és € > 0 valds szdm. FEzenfelil tegyiik fel, hogy
0: X=X, vY:Y =Y, f: X =Y éF:Y*k [0, 00] olyan fiiggvények, hogy

@ endomorfizmus a ©1,...,o operdtorokra nézve, F folytonos, tovdbbd az
o0

(2.51) L= Lipy" < oo,
n=0

d(f(x),pofop(x)) <e  (reX),

(2.52)

F(@p”(yl),’w”(yk)) < Llpq/}nF(yla’yk) (n € Na Y1, Yk € Y)
€s
(2.53) sup F(f(zor1y),...,f(xory)) < oo

z,yeX
feltételek teljestilnek. Ekkor létezik eqy g : X — Y fligguény, mely megolddsa az
(2.54) F(g(xo1y),...,g(xory)) =0  (z,y € X)
fligguényegyenletnek és kielégiti a
(2.55) d(f(@),g(@) < Le  (weX)
egyenldtlenséget.

Bizonyitas. Definidljuk a g, : X — Y fiiggvényeket a kovetkezoképpen:

(@)= 4" o fop"(®) (nEN, z € X).
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Legyeng: X — Y,
g(z) = lim gn(z) (v € X).

n—oo

A 2.2.10. Tétel alapjan a g fliggvény értelmezve van minden z € X esetén és
teljesiil rd a (2.55) tulajdonsdg. Tovébba, a (2.52) egyenlétlenségbdl adodik,

hogy

F(gn(ac o1 y)7 s 7971('1: Ok y))
=F@"ofop"(@ory),....¢" o fop™(z o y))
< Lipy"F(fop™(@o1y),...,[fop"(zory))
< Lipg"F(fop™(@) o1 ¢"(y), .-, foe™(@)or ¢" (1)),
gy (2.51)-bél, (2.53)-bdl és F folytonossagabdl adddik (2.54). |
A (2.54) fliggvényegyenlet szémos jol ismert fliggvényegyenletet magéba

foglal. Legyen példdul (X, o) egy grupoid, Y egy valdés Banach-tér és m € N.
Ha z,y € X, legyen

ro1y:=x, xoiy:=xoyt (i=23....om+1) é Tomiay:i=uy.

Legyen F : Y™2 — [0, 0],

1

m
i(m
F(yi, . Ymyo) = ’|(—1)my1 + E (=™ ( )yi-i-l — M!Ymyo
=1

tetszbleges Y1, ..., Ym+2 € Y esetén. Ekkor (2.54) alakja

m

> () e ossa ) - mis(s)

=0

=0 (z,y€X),

amely ekvivalens a (2.50) m-edrendii monom egyenlettel. Tegyiik fel tovabba,
hogy X hatvanyasszociativ és [-hatvanyszimmetrikus grupoid. Esetiinkben a
0: X — X, o(x) = 2 fiiggvény endomorfizmus a o1,...,0,,42 operatorokra

1
nézve. Ay :Y =Y, ¢Yx) = s fuggvényre teljesiilnek a (2.51) és (2.52)
feltételek, tovabba

oo

1\" 1
L: —_— = = .
S () =~ =me
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Ahhoz, hogy alkalmazhassuk a 2.4.1. Tételt és a (2.50) monom egyen-
let stabilitasi tételét megfogalmazhassuk mar csak azt kell belatnunk, hogy a
d(f(x),1 o f o p(x)) tavolsig felillr6l becsiilhetd egy valds szammal, ha az f
fiiggvény kielégiti a (2.53) egyenlStlenséget. Ehhez felhasznaljuk a kévetkezd,
Gilanyi Attila altal igazolt Lemmat.

2.4.2. LEMMA. [Gil99] Legyen (X,o) egy hatvdnyasszociativ grupoid, Y egy
normdlt tér, m egy pozitiv egész és f : X — Y egy adott fiigguény. Ha valamely
nem negativ € valds szamra fenndll a

(2.56) |AYf(z) =nlf(y)|| <e  (z,y€X)
egyenldtlenség, akkor bdrmely | pozitiv egész szdm esetén

1 ™41
m

A0 1 00(0) = | 10) - 10" ¢ ex)

E

A fenti gondolatmenetet Osszefoglalva, igazoltuk a kovetkezd stabilitasi
tételt:

2.4.3. TETEL. [Gil99] Legyen m > 1 és 1 > 2 adott egész szdmok, (X,0) egy
hatvanyasszociativ, l-hatvanyszimmetrikus grupoid, ¥ Banach-tér és € > 0 egy
valds szam. Ha az f : X —'Y fugguény kielégiti a (2.56) egyenlétlenséget, akkor
létezik egy g megolddsa a (2.50) monom egyenletnek, melyre

1 Im+1

2.5 EGY PELDA, AMIKOR A HYERS-MODSZER NEM MUKODIK

A most kovetkezd részben olyan grupoidok felett értelmezett Cauchy-
egyenletre latunk példat, amelyre a 2.3 alfejezet eredményei nem miikddnek,
viszont a stabilitas fenndall. Ezzel a példaval ramutatunk arra, hogy a Hyers-féle
iteracids eljaras, amellyel szamos kutatoé igazolta kiilonféle koriilmények kozott
a Cauchy-egyenlet stabilitasat, nem mindig vezet eredményre.

Legyenek (X,¢), (Y,*) grupoidok. A Cauchy-egyenlet Hyers-Ulam
értelemben vett stabilitdsa alatt a kovetkezot értjiik:

Azt mondjuk, hogy a

(2.1) glxoy)=g(x)xgly)  (v,y€X)
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Cauchy-egyenlet Hyers-Ulam értelemben stabil, ha minden pozitiv § esetén
létezik egy € > 0 tgy, hogy a

(2.57) d(f(zoy), f(@)«f(y)) <e  (v,y€X)

egyenlitlenség tetszéleges f megoldésa esetén taldlhaté olyan g megolddsa (2.1)-
nek, melyre d(f(x), g(z)) < 6 minden z € X esetén.

A (2.3)-ban bevezetett jelolést haszndlva, ha a Cauchy-egyenletben és (2.57)-
ben y helyére z-et irunk, a kovetkezo egyvaltozds fliggvényegyenletet és egyen-
16tlenséget kapjuk:

(2.58) gowae(r) =pa.og(z) (ve€X)
(2.59) d(f o pa0(x), pax0 f(x) <e  (zeX).

A Cauchy-egyenlet azon g megolddsai megkonstrudldsiahoz, amelyek a (2.59)
stabilitdsi egyenlétlenségnek eleget tevo f fliggvényeket kozelitik, a Hyers-
mddszer, vagy mas néven direkt maodszer a kovetkez6képpen hajthatd végre:
A s 4 és pa, fliggvények valamelyikének invertalhatésagat feltételezve, a

(2.60) Gi=1f Gni1=9s.00n0P20 (nEN),

(2'61) g1 = fv In+1 = P2,« 0 Gn © <p2_7i (n € N)

iterdciék egyikér8l megmutatjuk, hogy a (2.59) egyenl8tlenség tetszdleges f
megolddsa esetén konvergdl egy olyan ¢ fiiggvényhez, amely megolddsa (2.58)-
nak és a Cauchy-egyenletnek, tovabbd d(f(z), g(x)) < ce valamely ¢ € R esetén.

A kovetkezékben olyan négyzetszimmetrikus grupoidokon értelmezett
fliggvényekre vonatkozéan igazoljuk a Cauchy-egyenlet stabilitdsat, ahol
a megfelel6 Hyers-sorozatok hatarfiiggvényei vagy nem is léteznek, vagy
megolddsai ugyan az egyvaltozds (2.58) fiiggvényegyenletnek, de a (2.59)
egyenl6tlenség Osszes megolddsa esetén nem teljesitik a Cauchy-egyenletet.
Ezenfelill, a hatarfliggvények nem kozelithetik meg tetszOlegesen az eredeti
fliggvényt.

EREDMENYEK

A tovabbiakban X egy raciondlis szamok feletti vektorteret jelol. A

(2.62) o(55Y) = Vo@gl) (e )
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fliggvényegyenlet stabilitdsaval fogunk foglalkozni, ahol H C X egy
ty
€ H.

., ” ;T
kézéppontosan konvexr halmaz, azaz tetszbleges =,y € H esetén

Az
xoy::x;y és Txy = Yy

jeloléseket bevezetve konnyen lathatd, hogy (H,©) és ([0, oo[, *) négyzetszimmet-
rikus grupoidok, a (2.62) fiiggvényegyenlet specidlis esete a Cauchy-egyenletnek,
a ré vonatkozo stabilitasi egyenlGtlenség pedig az

(2.63) () - VF@w)| <e @yem

alakot Olti.
(2.62)-ben és (2.63)-ban az y = =z helyettesitést elvégezve a kiovetkezd
egyvaltozds egyenletet és egyenlétlenséget kapjuk:

(2.64) g() = Vy(x)  (z€H)
(2.65) |f(x) =/ fz)] <e (x € H).

A (2.60) iterdcié alakja most

(@) = (f@)* (weX,neN),

amely nem konvergens mindazon x € X pontokban, amelyekre f(x) > 1. Ha
f(z) <1 minden z € X esetén, akkor

0 ha f(z) < 1,
1 ha f(z) =1,

g(w) = lim g, (z) = {
amely nyilvdnvaléan megolddsa (2.64)-nek. A most kovetkezdkben azonban
olyan fiiggvényeket konstrudlunk, melyekre g(x) nem lesz megolddsa a Cauchy-
egyenletnek. Ehhez tegytik fel, hogy 0 < € < 1 tovabba H-nak van legalabb két
eleme. Legyen xg € H rogzitett. Legyen f; : H — [0, o0],

1 ha =z = xo,
filz) = ’
1+¢€ ha x # xg,
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és fo: H — [0, 00],

1 ha z = o,
210 O

Konnyen ellendrizhetd, hogy f1 és fa egyarant teljesitik a (2.63) egyenl8tlensé-
get. Természetesen az fi-re vonatkozé (2.60) iterdcié az x # x¢ pontokban nem
konvergens, hiszen ott f(z) > 1. Az fa-re vonatkozé (2.60) iteracié konvergens

és konvergal a
1 ha =z = x,
g(x) =
0 ha = # xg,
fiiggvényhez, amely megolddsa (2.64)-nek, azonban, ahogy azt kés6bb litni
fogjuk, nem feltétleniil teljesiti a (2.62) egyenletet. Nyilvanval6 az is, hogy nem
létezik olyan ¢ € R, amelyre tetsz6leges € esetén teljesiil a d(fa2(x), g(z)) < ce

egyenlStlenség. S6t, ha e = 0, akkor x # xg esetén d(f2(z),g(z)) =~ 1.
Teljesen hasonléan, a (2.61) iterdciéra kapjuk, hogy

gu(@) = (f(2))7 T  (z€X,neN),

tehat
0 ha f(z) =0,
1 ha f(n) £0,

amely megolddsa (2.64)-nek. Tegytik fel, hogy H-nak van legaldbb két eleme és
0 <e<1. Legyen f3: H— [0,00],

(2.67) Jala) = {02 o

g(@) == lim g, () = {

€ ha x # x,

ahol xg € H rogzitett. Egyszeriien belathatd, hogy az f3 fliggvény kielégiti
(2.63)-at, azonban a Hyers iterdcié a

0 ha z = x,
g(x) =
1 ha = # xg

fiiggvényhez tart, amely teljesiti ugyan (2.64)-et, de csakigy, mint az el6z6
esetben, nem feltétleniil megolddsa (2.62)-nek. Tovdbbd nem létezik olyan ¢ € R
szdm, amelyre tetsz6leges e esetén teljesiil a d(f3(z), g(x)) < ce egyenlStlenség,
hiszen ha e kozelitéleg 0, akkor a d(f3(x), g(x)) kifejezés értéke kozelitbleg 1, ha
T # xg.
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2.5.1. MEGJEGYZES. Kénnyen ellenérizhetd, hogy ha a (2.60) és (2.61)
iterdciékban valamely | > 2 egész szam esetén a ;. és ¢ . fiiggvényekkel
dolgozunk a @2 . és ¢, fiiggvények helyett, ugyanezekre az eredményekre ju-
tottunk.

A kovetkez6kben bebizonyitjuk a (2.64) és (2.62) fiiggvényegyenletek sta-
bilitdsat. Azonnal lathat6, hogy a (2.64) egyenlet megolddsai 0-1 értékii
fliggvények, azaz H valamely részhalmazanak karakterisztikus fiiggvényei. Az
aldbbi eredmény azt mutatja, hogy ha f egy megoldasa (2.65)-nek, akkor kozel
van egy karakterisztikus fiiggvényhez is, tehét a (2.64) fliggvényegyenlet Hyers-
Ulam értelemben stabil.

2.5.2. TETEL. Legyen H C X egy nem iires halmaz és legyen f : H — [0, 00]
egy megolddsa a (2.65) figgvényegyenlétienségnek valamely 0 < e < gg := 4/25
esetén. Ekkor tetszdleges x € H wdlasztdasdval

- 25¢2
— 16
Bizonyitas  Legyen

vagy —9—€§f(x)—1§2€.

(@) :

A::{:z:GH: —%egf(x)—lg%}

és
- 25¢2 }
— 16
Megmutatjuk, hogy az A és B halmazok H-nak egy osztalyozasat alkotjdk.
Legyen x € H tetsz6leges. A (2.65) egyenlet ekvivalens a

B::{xEH:f(x)

(2.68) e < ( f(:c))2 @) <e

mésodfoki egyenlétlenségekkel. Mivel e < g9 = 4/25, a kovetkezd becslést
kapjuk:

1—v1—4e 4e < 2e _ 2e
2 2(14+vV1—4e) ~ 1+V1—-4e0  1+4./9/25

Felhasznélva (2.69)-et, (2.68)-bdl kapjuk, hogy vagy

_ — 4e 2 62
0 < f(z) = ( f(w>)2<<1 F) §2f6

(2.69)

5
S 15.
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azaz x € B, vagy
14++1—4e —— _1++1+4+4e
kovetkezésképpen, (2.69) és
vit+de—1 4e
2 C2(VItde+1

felhasznaldsaval kapjuk, hogy

9e 1—\/1—45_

(2.70) ] <e

(1+\/21—745>2

1-— < 1- =
4 = 2
< fla)
2
1++v1+4 VvV1+4e —1
S <+2+E) :1++++5§1+25)

amely éppen azt jelenti, hogy x € A.
Megmutattuk tehdt, hogy AU B = H. Mésrészt, mivel ¢ < gy = 4/25,
azonnal lathat6, hogy AN B = 0. O

Ahhoz, hogy megvizsgdljuk a kétvéltozds (2.62) fiiggvényegyenlet sta-
bilitasat, bevezetjiik a kozéppontosan konvex halmazok idedljanak fogalmét.
Azt mondjuk, hogy az I C H halmaz a kézéppontosan konvex H halmaznak a
kozéppont operdtorra vonatkozo idedlja, ha

T+y
2

reHéyel = el.
Nyilvdnvaléan () és H mindig idedlok H-ban, de dltaldban léteznek més idedlok
is. Példdul, ha H = [0,1] C R, akkor a 0, 1[, [0,1[, és ]0,1] halmazok szintén
idedlok H-ban. Ahogy azt latni fogjuk, bizonyos feltételek teljesiilésével biz-
tosithatd, hogy H-nak csak trividlis idedljai legyenek.

Azt mondjuk, hogy a H halmaz Q-algebrailag nyilt, ha minden p € H pont
és minden v € X vektor esetén létezik egy 7 pozitiv szam tgy, hogy p+tv € H
minden ¢ € [0,7] N Q esetén. Nyilvanvalé, hogy minden nyilt halmaz (egy
topolégikus vektortérben) Q-algebrailag nyilt, de a forditott allitds nem igaz.

2.5.3. LEMMA. Legyen H C X egy Q-algebrailag nyilt kdozéppontosan kon-
vex halmaz. Ekkor H-nak csak trividlis idedljai vannak a kozéppont operdtorra
vonatkozoan.
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Bizonyitas. Tegytk fel, hogy I C H egy nem iires ideal és legyen y € I
rogzitett. Indukcidval igazolhatd, hogy tetszoleges x € H esetén
2" —1 1

on T+ 272/ el.
Legyen = € H tetszOleges. Mivel H Q-algebrailag nyilt, elég nagy n € N esetén
teljesiil, hogy

(2.71)

1
n: - H.
x x+2n71(a: y) €
Tehat
2n 1 1
T T Y=

amely (2.71) miatt azt jelenti, hogy = € I. Igy beldttuk, hogy H minden eleme
benne van I-ben, azaz H = I, amelybdl mar kovetkezik a lemma allitasa. ([l
A kovetkezd tétel, mint az késébb latni fogjuk, a (2.62) egyenlet stabilitdsat
fogalmazza meg.

2.5.4. TETEL. Legyen H C X egy Q-algebrailag nyilt kézéppontosan konvex hal-
maz és legyen f : H — [0, 00 egy megolddsa a (2.63) fliggvényegyenldtlenségnek
valamely 0 < e < g :=4/25 esetén. Ekkor

25¢2 9
flz) < 12 (x € H) vagy —Zggf(x)—lg% (x € H).
Bizonyitas. Definidljuk az A és B halmazokat a 2.5.2. Tétel bi-

zonyitasaban leirtak szerint. Ezek a halmazok H egy osztilyozasat alkotjak,

igy a bizonyitas teljességéhez csak azt kell igazolnunk, hogy valamelyikiik tires.

Ehhez belatjuk, hogy B egy ideédlja H-nak a kozéppont operatorra vonatkozéan.

Legyen x € H és y € B. Elegendd igazolnunk, hogy :ET—’_y ¢ A, hiszen ekkor

r+y
2

€ H\ A= B. A (2.63) egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy

f<x+y) < et VVI@VIFW) <e+ [ Vit2e

2
bey 4 V33 16 9e, 9¢
< JVIF 250250 = = L S
s Gt T Tt s <35 L =T

amely valéban azt jelenti, hogy xTHJ Z A. A 2.5.3. Lemma alapjan B trividlis

idedl, tehdt B = H vagy B = (), amelybdl adédik, hogy A = H. Ezzel a bi-
zonyitas készen van. O
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Nyilvdnvalé, hogy a g = 0 és g = 1 fliggvények megolddsai a (2.62)
fliggvényegyenletnek. A 2.5.4. Tételb6l ¢ = 0 valasztdsdval azonnal kapjuk,
hogy a forditott allitéds is igaz, igy a kovetkezo eredményt fogalmazhatjuk meg:

2.5.5. KOVETKEZMENY. Legyen X egy linedris tér, H C X egy Q-algebrailag
nydlt kézéppontosan konvex halmaz. A g : H — [0,00] figgvény akkor és csak
akkor megolddsa a (2.62) egyenletnek, ha g =0 vagy g = 1.

Most médr a 2.5.4. Tétel a (2.62) fiiggvényegyenlet stabilitdsi tételeként
értelmezhetd, hiszen azt &llitja, hogy ha f megolddsa a (2.63) stabilitasi
egyenlStlenségnek, akkor kozel van a (2.62) fliggvényegyenlet egy megoldédsihoz,
azaz a (2.62) fiiggvényegyenlet Hyers-Ulam értelemben stabil.

Mésrészt a 2.5.5. Kovetkezmény mutatja, hogy ha a (2.62) egyenletet egy
Q-algebrailag nyilt kézéppontosan konvex halmazon tekintjiik, akkor a (2.66)
és (2.67) formuldkkal definidlt fo és f3 fliggvényekre vonatkozé Hyers-iteraciok
hatérértékei nem megolddsai (2.62)-nek, igy a stabilitds nem ldthaté be a direkt
modszerrel.
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A disszertaciéban fiiggvényegyenletek stabilitasi problémaival foglalkozunk
kiilonféle struktirak kozott értelmezett fliggvényeket tekintve.

Az elsé fejezetben olyan nulla karakterisztikdju testeken dolgozunk, melyeken
adott egy értékelés, azaz egy valos értékili, pozitiv definit, multiplikativ, szubad-
ditiv figgvény. Ilyen értékelt test példdul a valés szamok halmaza a standard
abszolut értékkel, illetve valamely p primszam esetén a p-adikus szdmok halmaza
a p-adikus értékeléssel. Az értékelt testek feletti linedris tereken bevezetjiik
a norma fogalm&at. A klasszikus norma fogalomhoz képest fontos kiilénbség,
hogy a normabdl egy raciondlis szdmnak az értékelése emelhetd ki, amely
nem feltétleniil az abszolut érték. Természetesnek mondhatd, hogy el6szor
a fliggvényegyenletek stabilitdselméletének alapvetd problémajat, a Cauchy-
egyenlet stabilitasat vizsgaljuk, és a kovetkezé eredményt fogalmazzuk meg
(1.2.4. Tétel):

TETEL. Legyen (X, || ||1) egy normdlt tér az | | értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikdji F test felett és (Y, || ||2) egy Banach-tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaju K test felett. Legyen o eqy régzitett valos szdm és
H : [0,00[%[0,00[— [0, 00[ egy a-rendben homogén figguény. Ha az f : X — Y
figguény teljesiti az

1f (2 +y) = ) = f)lla < H([l llyl)

egyenldtlenséget és létezik egy 1 pozitiv egész szdm, melyre |l|% # ||k, akkor
egyértelmien létezik egy g : X — Y additiv figguény, melyre tetszdleges x € X
esetén

-1
>, H(|k|r, 1)

£ () = g(@)]l2 < e |||$,
[lilx = [11%]

tovabbd )
g(x) = lim —f (r'z) (x € X),

n—oo T
aholr € {l,}} olyan raciondlis szdm, melyre |r|% < |r|x. Hamég K =F, | |p
nem trividlis értékelés, melyre nézve Q mindeniitt siiri F-ben, tovabbd minden
x € X esetén az f, : t — f(tx) (t € F) figgvény korldtos valamely nem nulla
kozépponti, pozitiv sugard nyilt gombon, akkor g linedris.
A H(ty,ta) = e (t¢ +t3) esetben javitjuk az eredeti f fliggvény és az ap-
proximélé g fiiggvény tavolsdgbecslését (1.2.8. Tétel), igazoljuk a tétel bizonyos
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értelemben vett megforditdsat (1.2.9. Megjegyzés) és példdkkal is illusztraljuk
azt (1.2.10. Példa, 1.2.11. Példa).

Megvizsgaljuk azokat a kivételes eseteket, amikor nem talalhato olyan [ € N,
melyre |I|% # |l| k teljesiilne. Az értékelések tipusatdl fliggéen harom kiilonboz6
esetet kapunk, melyek koziil az egyik esetben ismert eredmények alapjan arra
kovetkeztetiink, hogy a stabilitds nem teljesiil, a masik ketté esetben azonban
eldontetlen a kérdés.

A tétel alkalmazdsaként igazoljuk a Jensen-egyenlet stabilitdsat (1.2.13. Té-
tel), majd megmutatjuk a gylirli homomorfizmusok stabilitdsat is (1.3.1. Tétel):

TETEL. Legyen (X, || ||1) normdlt algebra az | | értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikdju F test felett, (Y,|| ||2) Banach-algebra az | |k értékeléssel
elldtott nulla karakterisztikdji K test felett, a és B rogzitett valds szamok, € > 0
tovdbbd H : [0, 00[x[0, 00[— [0,00[ egy a-homogén figgvény. Tegyiik fel, hogy
létezik egy olyan r € Q \ {0}, melyre |r|% > ||k, |7“|€7 > |r|k vagy |r|% < |rlk,
|r|’g <|rlg. Haaz f : X =Y figgvény tetszdleges x,y € X esetén teljesiti az

1f (2 +y) = @) = F)ll2 < H([]l llyl)

If(@y) = F@) f W)l < ellll? yl?

egyenldtlenségeket, akkor egyértelmiien létezik eqy g : X — Y gytird homomor-
fizmus, melyre tetszdleges x,y € X wvdlasztdsdval

1/ (2) = g(2)lla < dl=[]7

valamely 6 € R esetén. Tovdbbd

9(@)(fy) —9(y) = (f(z) —g(2))g9(y) =0  (z,y € X).

Erdemes megjegyezni, hogy ha létezik olyan z € X, melyre g(x) nem null-
oszté Y-ban, akkor f = g, azaz f gylrti homomorfizmus. Specidlisan, ha Y
nulloszté-mentes, akkor g = 0 vagy f = g, azaz

1f(@)ll2 < éll=[lT (= € X)

vagy f gyliri homomorfizmus. Ez a gy(liri homomorfia egyenletének egyfajta
szuperstabilitasat jelenti. Tovabbi feltételek teljesiilése esetén igazoljuk azt is,
hogy a g fliggvény algebra homomorfizmus (1.3.3. Tétel).
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Ezt kovetben a
Ayg(x) = nlg(y)

n-edfokd monom egyenlettel foglalkozunk (n € N), amely n = 1 esetén éppen
a Cauchy-egyenlet, n = 2 esetén pedig a norma-négyzet egyenlet. Igazolunk
két lemmat, melyek kozill az elsé (1.4.6. Lemma) a késGbbi stabilitdsi tételiink
egzisztencidlis, a masodik (1.4.7. Lemma) pedig az unicitédsi részének beldtésara
szolgal. Majd megfogalmazzuk a monom egyenletre vonatkozo stabilitdsi tételt
(1.4.8. Tétel):

TETEL. Legyen (X, || ||1) egy normdlt tér az | |p értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikdji F test felett, (Y, | |l2) egy Banach-tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaju K test felett, o eqy régzitett valds szam tovdbbd
H : [0, 00[x[0, 0o[— [0, 0] egy a-homogén fiigguény. Ha az f : X — 'Y fiigguény
teljesiti a

1Ay f (@) = nlf()ll2 < Kl llyll)
egyenldtlenséget és létezik egqy 1 pozitiv egész szdm, melyre |l|% # |l|%, akkor
egyértelmiien létezik eqgy g : X — Y monom figguény, melyre

1f(2) = g(@)[l2 < Sll=[[y (v € X)

valamely (1-t6l figgd) 6 € R esetén.

Csakigy, mint a Cauchy-egyenletnél, a H(t1,t2) = € (t¢ +t3) esettel kiilon
foglalkozunk.

Ezt kovetoen megvizsgaljuk a tételben szerepl6 g fliggvény homogenitdsat,
melyhez el8szor igazolunk egy &llitdst (1.4.11. Lemma), amely az n-additiv
fliggvények regularitasi tulajdonsidganak egyfajta kiterjesztésérdl szol, majd
beldtjuk az aldbbi tételt (1.4.12. Tétel):

TETEL. Legyen F egy nulla karakterisztikdji test valamely nem trividlis
| |7 értékeléssel, melyre vonatkozdan a raciondlis szamok halmaza mindenitt
strt F-ben és legyen (Y, || ||) egy normdlt tér F felett. Tegyiik fel tovdbbd, hogy
g: F =Y egyn-edfoki monom fiigguény. Ha g korldtos valamely pozitiv sugari
nydlt gombon, akkor g(t) = t"g(1).

Most méar a monom egyenletre vonatkozo stabilitdsi tételiinket meg
tudjuk fogalmazni olyan feltételekkel, amelyekkel biztosithatjuk az approximald
fiiggvény n-homogenitasat (1.4.13. Tétel).

A fejezet utolso részében a

Ay17y27~~-,yn9(1) =0

Fréchet-egyenlet stabilitdsdt vizsgaljuk (n € N, n > 2). Egy technikai eredmény
(1.5.4. Allitds) és egy, az n-additiv fiiggvények stabilitdsdra vonatkozé allitds
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(1.5.5. Lemma) igazoldsa utdn megfogalmazzuk az alfejezet f6 eredményét
(1.5.6. Tétel):

TETEL. Legyen (X, || ||1) egy normdlt tér az | | értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikdji F test felett és (Y, || ||2) egy Banach-tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaji K test felett. Tegyik fel, hogy az f : X — Y
fiigguényre teljestil a

18k, f @)z < el IRl ally (@ Py By € X)

egyenldtlenség valamely o és B valds szdmok esetén. FEkkor, ha létezik egy 1
pozitiv egész szam, melyre

% > U, [ >l vagy g <|lx, [HF <k,
akkor léteznek olyan szimmetrikus, k-additiv Gy : X* — Y (1 <k <n—1)
fiigguények, melyekre B # 0 esetén

f@) = f0)+ Y Giw) (e X),
k=1

ahol Gi(z) = Gy(z,...,z) (x € X,k =1,...,n—1), azaz f egy legfeljebb
n — l-edfoku dltaldnositott polinom, B = 0 esetén pedig

<ebn(la)llzl7* (z € X),

n—1
Hf(x) —f(0) =) Gilx)
k=1

2

ahol

= lte — i3

és n > 2 esetén

Su(l, @) = 85(1, ) nl:[laz (l, ;‘a> .

=2

Ez az eredmény valds normélt tereket tekintve is teljesen 1j, bar ismeretes
hidnyos (vagy hibdsnak t{in8) prébalkozds hasonlé allitds igazolasara (bdvebben
lasd az 1.5 alfejezet bevezetjét).

A stabilitasi egyenlétlenség jobb oldalan szerepld korldtozo fliggvény alakja
nem olyan altaldnos, mint a kordbbi eredményekben. A stabilitds altalanos
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a-homogén fiiggvény haszndlatdval vald igazolasa nyilt probléma. Szintén a
tovabbi kutatasok targyat képezheti a

A f(z) =0

polinom egyenlet hasonlé értelemben vett stabilitdsdnak vizsgalata.

A masodik fejezetben egyszerii halmazokon, illetve grupoidokon, azaz binaris
miivelettel ellatott halmazokon értelmezett fliggvényekkel dolgozunk. El6szor
egy nem tires X halmazrdl egy (Y, d) metrikus térbe képezd fliggvények esetén
vizsgaljuk az egyvaltozos

(1) g(x) =togop(x)  (reX)

fliggvényegyenletet, ahol ¢ : X — X és ¢ : Y — Y rogzitettek.
Egy f: X — Y fiiggvényt tekintve, amelyre teljesiil a

(2) d(f(z), o fop(x)) <v(z)  (z€X)

stabilitdsi egyenl6tlenség valamely v : X — [0,00[ esetén, a kovetkezd
kérdésekre keressiik a valaszt:

1. Mikor konvergens a

(3) 9o =f, gny1=v%ognop  (nEN)
iteracié?
2. Mely 6 : X — [0, o[ fliggvények esetén teljesiil

d (f(x), lim gn(x)> <8(z) (zeX)?

n—oo

3. Mikor lesz a g(x) = lim g,(z) fiiggvény megoldédsa (1)-nek?
4. Van-e masik h : X — Y megolddsa (1)-nek, amelyre a d(f(x),h(x))
tavolsdg 0(x)-szel feliilrsl becsiilhetd?

Els§ fontos eredményiink a kovetkezd (2.2.4. Tétel):

TETEL. Teqyiik fel, hogy a1 fiigguény folytonos és f : X — Y eqy megolddsa
(2)-nek. Jeloljik wy-vel a ¢ figguény egyenletes folytonossdgi modulusdt (ldsd
a (2.4) formuldt). Ha a (3)-ban definidlt iterdcid konvergens minden x € X
esetén, akkor a

g(xz) = lim ¢"o fo™(z)  (z€X)

n—oo
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figguény megolddsa (1)-nek és a
(4) 6(x) = y(x) +wy 0 b0 p(x)
egyenldtlenség minden § megolddsa esetén

d(g(x), f(z)) < 6(z)  (z€X).

Léthaté tehdt, hogy a (4) fiiggvényegyenlStlenség minden megoldédsa
felsé becslése lesz az eredeti f fiiggvény és az approximdlé g fiiggvény
tavolsdganak. Megvizsgaljuk (4) megoldhatdsagat (2.2.2. Allitas, 2.2.3. Meg-
jegyzés, 2.2.5. Lemma), majd elégséges feltételt adunk a (3) iterdcié konver-
gencidjara (2.2.6. Lemma). Eredményeinket Osszefoglalva megfogalmazunk egy
Ujabb stabilitdsi tételt (2.2.7. Tétel), melyben az f és g fiiggvény tévolsdgara
megadunk egy 1j korlatot is. A 2.2.9. Tételben olyan feltételeket fogalmazunk
meg, amelyekkel biztosithatjuk az approximélé g megoldas egyértelmiiségét.
Végezetiil megvizsgdljuk azt az esetet, amikor a (2) stabilitdsi egyenlétlenség
jobb oldalén konstans fiiggvény &ll (2.2.10. Tétel).

A 2.3 részben az (X,0) és (Y, *) grupoidok kozott értelmezett

glxoy)=g(x)xgly)  (v,y€X)

Cauchy-egyenlettel foglalkozunk. El6szor [-hatvanyszimmetrikus grupoidok
kozott értelmezett fliggvényekre fogalmazunk meg és igazolunk stabilitasi
tételeket (2.3.1. Tétel, 2.3.3. Tétel). Csakigy, mint az egyvéaltozds egyenletnél,
kiilon foglalkozunk azzal az esettel, amikor a stabilitasi egyenlGtlenség jobb
oldalan konstans fiiggvény &ll (2.3.2. Tétel, 2.3.4. Tétel). Bizonyitdsunkban az
(1) fiiggvényegyenletre vonatkozé eredményeket hasznaljuk. A 2.3.5. és 2.3.6.
példakban a tételeink két alkalmazasat irjuk le valds illetve értékeléssel ellatott
testek feletti normalt terek esetén. Az alfejezet végén egyszerii grupoidok kozott
értelmezett Cauchy-egyenletnél is megadunk feltételrendszereket a stabilitds
fennalldsara (2.3.7. Tétel, 2.3.8. Tétel).

A 2.4 részben a kovetkez6 dltaldnos stabilitdsi tételt igazoljuk:

TETEL. Legyen X egy nem fires halmaz a o1, ...,0r bindris operdtorokkal,
(Y, d) egy teljes metrikus tér és e > 0. Tegyik fel, hogy o : X — X, :Y =Y,
f:X =Y é F : YY" — [0,00] olyan fiiggvények, hogy ¢ endomorfiz-
mus a o1, ...,9, operdtorokra nézve, F folytonos, tovdbbd a (2.5)-ben definidlt
Lipschitz-modulust haszndlva, az

L:iLipz/J" < 00,

n=0
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d(f(z), o fop(x) <e (ze€X),
F@™(y1), -0 (yr)) < Lip¢"F(y1, ..., ur) (meN, y1,...,yp €Y)

sup F(f(zo1y),...,f(zory)) < oo
z,yeX

feltételek teljesiilnek. Ekkor létezik eqy g : X — Y fligguény, mely megolddsa az
() F(g(zory),....g(zory)) =0  (2,y€X)
figguényegyenletnek és kielégiti a

d(f(x),g(x)) < Le (v € X)

egyenldtlenséget.
Az (5) fiiggvényegyenlet szdmos jol ismert fliggvényegyenletet magdba foglal.
Példaként a tétel segitségével levezetjiik a grupoidon értelmezett

m

(1) + L0 () fwon’) = mifo)

i=1

altalanositott monom egyenlet stabilitasat.
A fejezet utolsé részében a

(6) g(x;y) =V9(@)gly)  (z,y € H)

fliggvényegyenlettel foglalkozunk, ahol H egy kozéppontosan konvex részhalmaza
egy raciondlis szamok feletti vektortérnek. Az

roy = 5 és Txy = Yy

jeloléseket bevezetve azonnal adddik, hogy (H,o) és ([0, 00], *) négyzetszim-
metrikus grupoidok és a (6) fuggvényegyenlet éppen a Cauchy-egyenlet ezeken
a grupoidokon. H-nak egy gyenge nyiltsdgi tulajdonsagat feltételezve egy
specidlis technikdval bizonyitjuk az egyenlet stabilitdsat. Megmutatjuk azt
is, hogy a stabilitds nem igazolhaté a korabbi részekben &ltalunk is hasznélt
iteracids eljarassal, melyet szokas Hyers-mddszernek vagy direkt mddszernek
nevezni. Ezzel az eljardssal szamos kutaté igazolta kiilonféle koriilmények kozott
a Cauchy-egyenlet stabilitdsat, azonban eredményeink alapjan azt mondhatjuk,
hogy a mdédszer csak altaldban miikédik, de nem mindig.
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SUMMARY

In this PhD dissertation we deal with the stability of functional equations
in general structures.

In the first chapter we work on fields of characteristic zero with a valuation,
which is a positive definite, multiplicative, subadditive function with real values.
For example, the field of real numbers with the standard absolute value or the
field of the p-adic numbers with the p-adic valuation are fields with valuations.
We introduce the concept of a norm in a linear space over a field with valuation.
There is an important difference between this norm and the classical notion of
the norm. In these settings we can take out the valuation of a rational number
from the norm, which does not equal the standard absolute value in general. At
the beginning we investigate the elementary problem of the stability theory of
functional equations, namely we deal with the stability of the Cauchy equation
and we formulate the following result (1.2.4. Tétel):

THEOREM. Let (X, || |l1) be a normed space over a field F of characteristic
zero with a valuation | |, (Y, || ||2) be a Banach space over a field K of character-
istic zero with a valuation | |k, « be a real number and H : [0, co[x [0, oo[— [0, o]
be a function, which is homogeneous of order «.. If the function f: X — Y sat-
isfies the inequality

1z +y) = f(@) = f(y)ll2 < Kzl llyll1)

and there exists a positive integer 1 such that |l|% # ||k, then there exists a
unique additive function g : X — 'Y for which

S H(lk|p 1)

k=1
11 — |1

1f(2) = g()]l2 < 2]y (= € X),

and
o) = lim —f("x)  (z€ X),

n—oo 1
where 7 € {l,%} has the property |r|% < |r|x. Moreover, if K = F, the
valuation | |p is non trivial, the field of rational numbers is dense in F with
respect to this valuation and for every x € X the mapping f, : t — f(tx)
(t € F) is bounded on an open ball of non zero center and positive radius, then
g is linear.
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In the case H(t1,t2) = € (Y + t§) we improve the estimation for the point-
wise distance of the original function f and the approximating function g
(1.2.8. Tétel), we prove the converse of the stability theorem (1.2.9. Megjegyzés)
and we illustrate it by some examples (1.2.10. Példa, 1.2.11. Példa).

We consider the exceptional case when |I|% # || for all [ € N. According
to the type of the valuations we get three cases. We know, that the stability
does not hold in one of these cases, but it is not yet decided whether the Cauchy
equation is stable in the other cases.

As application we prove the stability of the Jensen equation (1.2.13. Tétel),
then we show the stability of ring homomorphisms too (1.3.1. Tétel):

THEOREM. Let (X,| ||1) be a normed algebra over a field F of characteristic
zero with a valuation | |, (Y,|| ||2) be a Banach algebra over a field K of
characteristic zero with a valuation | |k, «, B be real numbers, ¢ > 0 and
H : [0, 00[x[0, c0[— [0, 00[ be a function, which is homogeneous of order c. Let
us suppose that there exists anr € Q\ {0} such that |r|% > ||k, \T@ > |r|k or
7% < |r|k, |r\g < |r|k. If the function f : X —Y satisfies

1f(@+y) = Flz) = fF@l2 < Kzl lyll)

and
£ (y) = F@) fW)ll2 < ellz]{llvl]
for every x,y € X, then there exists a unique ring homomorphism g : X — Y
for which
1f(z) = g(2)ll2 < dllz]7 (2 €X)

with some 6 € R. Furthermore, we have

9@)(fy) —9(y) = (f(x) —g(x))gy) =0 (x,y € X).

If we have an x € X for which the element g(z) is not a zero divisor in
Y, then from the last statement of the theorem we get that f is equal to g,
therefore f is a ring homomorphism. In particular, if Y is free of zero divisors,
then ¢ =0 or f = g, that is

1f(@)ll2 < oll=]lT (= € X)

or f is ring homomorphism. This is a superstability property of the ring homo-
morphisms. Supposing some further condition we prove that the function g is
an algebra homomorphism too (1.3.3. Tétel).
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In the next section we deal with the monomial functional equation

Ayg(z) =nlg(y)

where n € N. Obviously, this equation involves the Cauchy equation (n = 1) and
the quadratic equation (n = 2) too. After proving two lemmas (1.4.6. Lemma,
1.4.7. Lemma), which help us to show the existence and the uniqueness of the
approximating function, we formulate our stability theorem for the monomial
equation (1.4.8. Tétel).

THEOREM. Let (X, | |l1) be a normed space over a field F' of characteristic
zero with a valuation | |, (Y, || ||2) be a Banach space over a field K of character-
istic zero with a valuation | |k, « be a real number and H : [0, 0o[x [0, co[— [0, o0]
be a function, which is homogeneous of order «. If the function f: X — Y sat-
isfies the inequality

1Ay f (@) = nlf(W)ll2 < Hl2l1 llyll)

and there exists a positive integer | such that |l|% # |l|%, then there exists a
unique monomial function g : X —'Y for which

1f(x) —g(@)]2 < oflzllT  (z € X)

for some § € R, which depends on .

Again, we deal with the case H(t1,t2) = € (t§ + t$) in detail.

Next we investigate the homogeneity of the approximating monomial func-
tion g. For this purpose we formulate a regularity theorem for n-additive func-
tions (1.4.11. Lemma). Next we show the following:

THEOREM. Let F be a field of characteristic zero with some non trivial
valuation | |p such that Q is dense in F with respect to this valuation. Let
(Y, || |I) be a normed space over F. Moreover assume that g : F — Y is a
monomial function of degree n. If g is bounded on some open ball of positive
radius, then g is of the form g(t) =t"g(1).

Now we are able to formulate the stability theorem concerning the mono-
mial equation in a new form, where we guarantee the n-homogeneity of the
approximating function g (1.4.13. Tétel).

In the last section of the first chapter we investigate the Fréchet equation

Aylvavnayng(x) =0

where n € N and n > 2. After establishing some lemmas (1.5.4. Alh’tés,
1.5.5. Lemma) we are able to formulate the main result of the section (1.5.6. Té-
tel):
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THEOREM. Let (X, | |l1) be a normed space over a field F of characteristic
zero with a valuation | |p and (Y,|| ||2) be a Banach space over a field K of
characteristic zero with a valuation | |k. Suppose that the function f: X —Y
satisfies the inequality

1Ans, pa f@)ll2 < el IPallE - halls (@ B € X)
for some real numbers « and (. If there exists a positive integer | such that
E > W, [UF >k or U <|lk, IHE* <k,

then there exist symmetric, k-additive functions Gy : X* —Y (1 <k<n—1),
for which the following statements hold:

If B # 0, then
n—1
0+ Gilx) (ze€X),
k=1

where Gi(z) = Gg(z,...,z) (x € X,k=1,...,n— 1), which means, that f is
a generalized polynomial of degree n — 1.
If 6 =0, then

Hﬂx) CF0) - Y Gil)
k=1

<ebn(a)|zlly* (€ X),

2

where
Z |k
|\l|F |13

and
n—1

6u(l,c) = 8a(l, ) [ 62 (z, ;h) (n € 2).

This theorem is an absolutely new result even if we consider real normed
spaces, although there was an attempt to prove similar results (see [BI99]).

Unfortunately, the right-hand side of the stability inequality is not so gen-
eral, as in the previous results. It is an open problem to verify the stability
of the Fréchet equation when the error is estimated by an arbitrary homoge-
neous function of order a. The stability of the polynomial functional equation
AVf (z) = 0 should also be the subject of further investigations.
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In the second chapter we simply work in sets or in groupoids, which are
nonempty sets with a binary operation. At first we deal with the single variable
functional equation

(1) g(x) =vogop(x) (zeX),

where the unknown function g maps from the nonempty set X into the metric
space (Y,d), and the functions ¢ : X — X, ¢ : Y — Y are fixed.
Let us consider a function f: X — Y, for which the inequality

(2) d(f(z), o fop(x)) <v(z)  (z€X)

is satisfied with some function v : X — [0,00[. We try to find the answers for
the following questions:

1. When does the iteration

(3) gOZfa gn+1=¢°gn0<ﬁ7 (nEN)
converge?

2. For which functions 6 : X — [0, oo does the inequality

4 (f(@), Jim gu(2)) <0(a) (e X)
hold?

3. When does the function g(z) = lim g,(z) solve equation (1)?
4. Is there any other solution h: X — Y of (1), for which d(f(z), h(x)) can
be majorized by §(z)?

The first important result concerning this questions is the following
(2.2.4. Tétel):

THEOREM. Suppose that the function v is continuous and f: X — Y is a
solution of the inequality (2). Let us denote the modulus of uniform continuity
of ¥ by wy (see formula (2.4) in Section 2.1). If the iteration defined in (3) is
convergent for all x € X, then the function

g(z) = lim ¢"o fo™(x) (v € X)

n—oo
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is a solution of (1), for which

d(g(x), f(z)) <o(z)  (z€X)

for all solutions & of inequality

(4) 5(2) > (@) +wy 0 50 p(a).

We see, that every solution of inequality (4) is an upper estimate for the
pointwise distance of the original function f and the approximating function g.
We investigate the solvability of (4) (2.2.2. Allitds, 2.2.3. Megjegyzés, 2.2.5. Lem-
ma), then we give sufficient conditions for the convergence of the iteration (3)
(2.2.6. Lemma). We summarize our results by formulating a new stability the-
orem (2.2.7. Tétel), where we give a new upper bound for the distance of f and
g. Then we give sufficient conditions for the uniqueness of the approximating
function g (2.2.9. Tétel), and we investigate the case when the right-hand side
of the stability inequality (2) is a constant function (2.2.10. Tétel).

In Section 2.3 we deal with the Cauchy equation for functions between the
groupoids (X, ¢) and (Y, %), which has the form

gxoy)=g(x)*xg(y)  (z,y€X).

In the rest of this section we look for conditions to give affirmative answer
for the stability of the Cauchy equation by using the results from the previ-
ous section. For example, we prove stability theorems on [-power symmetric
grupoids (2.3.1. Tétel, 2.3.3. Tétel). Again as before, we formulate separate
theorems in the case when the right-hand side of the stability inequality is con-
stant (2.3.2. Tétel, 2.3.4. Tétel). We show two simple examples (2.3.5. Példa,
2.3.6. Példa) for the applicability of our results.

In Section 2.4 we prove the following general stability theorem:

THEOREM. Let X be a nonempty set with binary operations o1, . .., o, (Y,d)
be a complete metric space and € > 0. Suppose that p : X — X, ¥ :Y =Y,
f:X =Y and F:Y* — [0,00[ are functions such that ¢ is an endomorphism
under ¢1,...,0, F is continuous and with the Lipschitz modulus of v defined
in formula (2.5), the properties

L:iLipw" < 00,

n=0

d(f(x), Yo fop(x)) <e  (veX),
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F(¢n(y1)7 e awn(yk)> S LipwnF(yla e ayk) (TL S Na Y1y Yk S Y)
and

sup F(f(zo1y),...,f(zory)) <oo
z,yeX

are valid. Then there exists a function g : X — Y which solves the functional
equation

(5) Flg(xory),....g(xory)) =0  (z,y € X)
and satisfies the inequality

d(f(z),g9(x)) <Le  (z€X).

The functional equation (5) involves several well-known functional equations.
As an application, we deduce a stability theorem for the generalized monomial
functional equation

m
m m—i [T %
(1) + 0 () o) = mif(o)
i=1
In the last section of Chapter 2 we investiate the functional equation

(6) o(FY) = Volely)  (wye ),

where H is a midpoint-convex set of a linear space over the field of rational
numbers. Observe that, with the notations

roy = 5 and rxy = Yry,

the structures (H,¢) and ([0, col, %) are square-symmetric groupoids and func-
tional equation (6) is just the Cauchy equation on these structures. Supposing
a certain openness property of H, we prove the stability of equation (6) with
a special technique. We also show, that the stability cannot be proved via the
iterative method which is also called direct method or Hyers method. Several
authors have used this procedure to prove the stability of the Cauchy equation
(and also other equations) in different settings. We have used this method in
the previous sections as well. Now, in the view of this result we can say that the
direct method works for the Cauchy equation in general but does not always
work.
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