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Bevezetés

Fiiggvényegyenletek megoldasa az analizis egyik régi problémaja. A kozgaz-
dasagtan, fizika, statisztika szamos teriiletén alkalmazott fiiggvényegyenletek
kutatasat Magyarorszégon els6ként Aczél Janos kezdte. Az els6 nagyobb &tfogd
munkdk is az 6 nevéhez kotédnek (lasd [1], [2]). Flggvényegyenletekkel és
alkalmazdsaikkal azéta is sokan foglalkoznak, kozgazdasagi téren lasd példdul
Eichhorn [17] kényvét, miiszaki téren Castillo és Ruiz-Cobo [11] munkdjat,
valdsziniiségelméleti alkalmazasokkal Ramachandran és Lau [61] illetve Yad-
renko [64] konyvét, mig informécidelméleti vonatkozdsban Aczél és Dardezy [3]
monografidjat.

A disszertdcié eredményei hangstlyosan kapcsolddnak az tgynevezett kor-
latozott tartomanyokon teljesiilo fliggvényegyenletek vizsgalatahoz. Részben
azokhoz, amikor explicite megadjuk a fiiggvényegyenlet tartomanyanak korla-
tozdsdt. Itt név szerint is ki kell emelni Aczél és Erdés [5], Dardezy és Losonczi
[12], Székelyhidi [62], Ger [21] és Pales [59] eredményeit, de mds szerzék (ldsd
[15], [30], [31]) munk&ssigat is. Mésrészt az Erdds [18] felvetése nyomén in-
dul6 azon vizsgdlatokhoz kotédnek, amikor az egyenletek (a Lebesgue-mértékre
nézve) majdnem mindeniitt teljesiilnek az alaphalmazon. Ilyenkor t6bb esetben
(pl. a Cauchy-alapegyenlet [13], [14], [28] és a Cauchy exponencislis egyenlet
[4] esetén) az dltaldnos megolddsok is meghatdrozhatdk, melyek majdnem min-
deniitt megegyeznek a teljes alaphalmazon teljesiilé egyenletek megoldasaival.
Ugyanakkor, a fiiggvényegyenletek egy szélesebb korénél, Jarai [25], [26] igen
altaldnos eredményei segitségével belathatjuk, hogy a majdnem mindentitt tel-
jesiil6 fuggvényegyenlet mérhet6 megolddsai majdnem mindeniitt megegyeznek
az adott egyenlet folytonos megoldasaival, de az altalinos megoldds meghata-
rozasa még nyilt probléma.

A dolgozatban a valésziniiségelmélet karakterizaciés probléméihoz kapcsols-
do fiiggvényegyenleteket vizsgalunk, majd ezeket a karakterizacios problémakat
be is mutatjuk a fliggvényegyenletek megoldasa soran kapott eredmények fel-
hasznaldsaval a kiilonb6z6 jellemzésekben. Ezzel a témakorrel els6k kozott
Narumi (lasd [57]), majd az 6 vizsgdlatait pontositva Arnold, Castillo és Sara-
bia (l4sd [6] és [7]) foglalkozott. Végez ilyen irdnyu vizsgdlatokat Wesotowski is
(lasd pl. [63]). Az értekezés célja hasonld eredmények igazoldsa az eddigieknél
gyengébb - az alkalmazasok szempontjabol sokkal természetesebb - feltételek
mellett.

A disszertacié négy fejezetbdl all, amelyek tovabbi részekre tagolédnak. Az



egyes fejezetek és alfejezetek 6nallé bevezetovel rendelkeznek igy most tartalmuk
rovid ismertetése kovetkezik.

A dolgozat elsé fejezetében egyvaltozos eloszlasok jellemzése soran hasznalt
fliggvényegyenleteket vizsgalunk. Az elso alfejezetben a késébbiekben hasznélt
fogalmakat és eredményeket mutatjuk be. A maésodik alfejezben a gamma
eloszlas jellemzéséhez haszndlt tgynevezett Olkin-Baker egyenletet tekintjiik.
Megvizsgaljuk a majdnem mindeniitt teljesiilé egyenlet mérhetd, majd pedig a
slirtiségfliggvény megolddsait. A harmadik alfejezetben a béta eloszlas jellemzé-
séhez kapcsolddé fliggvényegyenletet vizsgaljuk kiilonbozo feltételek teljestilése
esetén, tobbek kozott megadjuk a mindeniitt teljesiilé egyenlet altalanos megol-
ddsat (mindenféle regularitési feltétel nélkiil) és a majdnem mindentitt teljesiild
egyenlet slirliségfiiggvény megoldasait is. A negyedik alfejezetben a normélis
eloszlasok jellemzéséhez kapcsolédé majdnem mindeniitt teljesiilo egyenlet mér-
hetd illetve slirtiségfiiggvény megolddsait adjuk meg. Az utolsé alfejezetben
pedig a majdnem mindeniitt teljesiilé exponencialis és a logaritmikus Pexider
egyenletet vizsgaljuk, melyek sziikségesek bizonyos jellemzéseknél.

A mdsodik fejezet feltételesen meghatarozott kétdimenzids eloszlasok jellem-
zése sordn felhaszndlt fliggvényegyenletek vizsgdlatat tartalmazza. Az elsé alfe-
jezet a skdlaparaméter jellegii feltétel esetében el6forduld egyenlet alkalmazasok
szempontjabdl fontos specidlis eseteit targyalja. Két moddszert is mutatunk a
majdnem mindeniitt teljesiilé specidlis egyenletek mérheté megoldasainak meg-
keresésére és a siirliségfliggvény megoldasokat is megadjuk. A maésodik alfe-
jezet az eltolas- és skdlaparaméter jellegli feltétel esetében felmeriil6 egyenletet
targyalja.

A harmadik fejezetben egyvaltozos eloszlasok jellemzése soran hasznaljuk
fel az els6 fejezetben elért eredményeket. A gamma, a béta, a normélis és az
exponencidlis eloszlas jellemzésével foglalkozunk.

A negyedik fejezet feltételesen meghatarozott kétdimenzios abszolit folyto-
nos eloszlasok karakterizacidjat targyalja. Vizsgaljuk az eltolas, a skala- és az
eltolas- és skdlaparaméter jellegii feltételek kiilonbozo eseteit.



1. Egyvaltozds eloszlasok jellemzése soran fel-
hasznalt fiiggvényegyenletek

1.1. Bevezetés, felhasznalt eredmények

Ebben a fejezetben azon fiiggvényegyenletek altaldnos, illetve mérheté (vagy
stirliségfiiggvény) megolddsait vizsgaljuk, amelyekkel egyvaltozs eloszldsok ka-
rakterizaciés problémadinak vizsgalata soran taldlkoztunk. A felhasznalds szem-
pontjabdl mindenképp fontos, hogy egyenleteink vizsgalata soran maga a fligg-
vényegyenlet csak majdnem mindeniitt teljesiiljon az adott tartoményon és a
szerepld ismeretlen fiiggvényekrol csak annyit feltételeziink, hogy mérhetéek
vagy pedig sliriiségfliggvényei valamilyen valészintiségi valtozénak (azaz mér-
hetoek, a Lebesgue-mérték szerint majdnem mindeniitt nemnegativak és in-
tegraljuk 1).

Bizonyitdsaink egy része Jarai Antal aldbbi tételén alapszik (1d. [25], [26]):

1.1.1. Tétel. [Jdrai, [25]] Legyen Z reguldris tér, Z; (i =1,2,...,n) topologi-
kus tér és T eqy elsé megszamldlhato topologikus tér. Legyen'Y nyilt részhalmaza
R¥-nak, X; nyilt részhalmaza R™-nek (i =1,2,...,n) és D nyilt részhalmaza
T x Y-nak. Legyen T' a T eqy stirti részhalmaza, f: T' — Z, g;: D — X; és
h: DX Zy X ...x Z, — Z figguények. Tegyik fel, hogy az f; fiiggvény majdnem
mindenttt definidlt az r; dimenzids Lebesgue mérték szerint az X; halmazon,
Z;-beli értékekkel (i =1,2,...n), és az aldbbi feltételek teljesilnek:

1. minden t € T'-re és majdnem mindeny € Dy ={y €Y : (t,y) € D}-re

(1) f@) =ht,y, filgr(t,y), -, falgn(t,9)));
2. bdrmely rogzitett y € Y-ra a h fuggvény folytonos a t6bbi vdltozdjdaban;
3. az f; figgvény Lebesque mérhetd X;-n (i =1,2,...,n);
4. g; és a %gy"' parcidlis derivdltja folytonos D-n (i =1, 2, ..., n);

5. minden t € T-hez létezik olyan y, hogy (t,y) € D és a %—-‘Z parcidlis derivdlt

rangja r; a (t,y) € D pontban (i =1,2,...,n).

Ekkor egyértelmien létezik egy folytonos f fligguény gy, hogy f = f majdnem
mindenitt T-n, és ha f-et f-al helyettesitjik, akkor az (1) egyenlet majdnem
mindeniitt teljesil D-n.



Tobb esetben hasznéljuk a Steinhaus tétel alabbi altaldnositdsat.

1.1.2. Tétel. [Erdés, Oxtoby, [19]] Legyen U R? egy nyilt részhalmaza és
F : U — R folytonosan differencidlhato fligguény nemzérd parcidlis derivdltakkal,
tovabbd legyenek A, B C R (A x B C U) pozitiv Lebesgue mértéki mérhetd hal-
mazok, akkor az F (A, B) halmaznak van belsé pontja, azaz F (A, B) tartalmaz
egy nemiires nyilt intervallumot.

1.2. Az Olkin-Baker egyenlet
1.2.1. Bevezetés

Az
(2) f@)gly)=px+y)q (;) ((z,y) e RY)

fiiggvényegyenlet vizsgdlatat Olkin [58] vetette fel az f, g, p, ¢ : Ry — R
ismeretlen fliggvényekre. Az elsd, eléggé dltaldnos eredményeket Baker ([10]) és
Lajké ([34]) érték el. A tovabbiakban fontos szerepet jatszé mérhetd (folytonos)
megoldasokra igaz a kovetkezd.

1.2.1. Tétel. [Baker, [10], Lajkd, [34]] Ha az f, g, p, ¢ : Rt — Ry =R\ {0}
mérhetd (folytonos) figguények kielégitik a (2) egyenletet akkor elddllnak az

f(x)= Aexplaz +blnzx] (x eRy),
g(x) = Bexplax+ (c—b)Inx] (x eRy),
p(x) = Cexplax + clnz] (r eRy),
q(x)= Dexpblnz —cln(xz+1)] (x e Ry)

alakban, ahol a, b, ¢ € R tetszdleges, A, B, C, D € Ry az AB = CD feltételt
teljesitd konstansok.

Ezen fejezet célja, hogy meghatdrozzuk a majdnem mindeniitt teljesiilé (2)
fliggvényegyenlet f, g, p, ¢ : Ry — Ry mérhetd, majd az tgynevezett siiriiség-
fliggvény megoldasait.

A fejezet eredményeit az [54] kozlemény és az [55] el6adds tartalmazzdk.



1.2.2. A majdnem minden (z,y) € R% esetén teljesiild (2) egyenlet
mérhet6é megoldasai

El6szor belatjuk az alabbi lemmat:

1.2.1. Lemma. [Mészdros, [54]] Ha az f, g, p, ¢ : Ry — Ry mérhetd figg-
vények kielégitik a (2) figgvényegyenletet majdnem minden (z,y) € R% esetén,
akkor egyértelmien léteznek f, g, b, ¢ : Ry — Ry folytonos fiiggvények, hogy
f = f, 9 =9,p=p é q= q majdnem mindenitt, és ha az f, g, p, q
fiiggvényeket a f, g, p, G figguényekkel helyettesitjik, akkor a (2) egyenlet min-
denvitt teljesiil Rﬁ_—en.

Bizonyitds. Eloszor azt 1latjuk be, hogy egyértelmiien 1étezik olyan p folytonos
fiiggvény, amely majdnem mindeniitt egyenlé p-vel R -on, és p helyére p-ot
helyettesitve a (2) fliggvényegyenlet majdnem mindeniitt teljesiil.

A t =z + y helyettesitéssel kapjuk a (2) egyenletbél, hogy

ft—y)gy)
(3) t) = —F—"<"
()

teljesiil majdnem minden (¢,y) € D esetén, ahol D = {(t,y) e R% [y <t}. A
Fubini Tétel szerint ekkor létezik olyan TV C R, teljes mértékii halmaz, hogy
minden ¢t € T’ esetén a (3) egyenlet majdnem minden y € D, =
{y e Ry|(t,y) € D} = (0,1) esetén teljesiil.

Definidljuk a g1, g2, g3, h fliggvényeket a kovetkez6 mddon:

gty =t—y, gty =y,

2122

t
93(t7y):7_17 h(t7yazlaz27z3): )
Y 23

és alkalmazzuk az 1.1.1. Tételt a (3) egyenletre.

Az 1.1.1. Tétel els6 feltétele a (3) egyenletre nyilvédn fenn &ll. Rogzitett
y esetén a h fiiggvény folytonos a tébbi valtozéjdban, igy a maésodik feltétel
szintén teljesiil. Mivel a (3) egyenletben szerepld fliggvényekrdl feltételeztiik,
hogy mérhetdek, ezért a harmadik feltétel nyilvanvaléan teljesiil.

A g; fliggvények és a

—t
D2.gl (t7y) = _1a D292 (tvy) = 17 D2.g3 (t7y> = ?

parcidlis derivéltak folytonosak, ebbdl kovetkezik a nagyedik feltétel.



Minden t € R -hoz létezik olyan y € Ry, hogy (t,y) € D és a parciélis
derivaltak nem tiinnek el (¢,y)-ban, igy a rangjuk 1. Emiatt az utolsé feltétel
is teljestl.

fgy kapjuk a 1.1.1. Tételbol, hogy egyértelmiien 1étezik olyan folytonos p
fliggvény, amely majdnem mindeniitt megegyezik p-vel R -on és az f, g, D,
g fuggvények majdnem mindeniitt kielégitik a (2) fliggvényegyenletet, amely
ekvivalens azzal, hogy a

(1) f<m>g<y>=ﬁ<x+y>q(;’“’>

egyenlet teljeslil majdnem minden (z,y) € Rﬁ_ esetén.
Hasonl6 1épésekkel bizonyithatjuk ezt a ¢ fiiggvény esetén is. A (4) egyen-
lethol a t = % helyettesitéssel kapjuk a

egyenletet, amely a
g (ty) =ty, g2(t,y) =y,
2122
93(t7y):y(t+1)? h(t,y,ZhZQ,Zg):T
3

valasztassal, a Fubini illetve az 1.1.1. Tétel ismételt teljesiilése miatt adja, hogy
egyértelmiien létezik olyan ¢ folytonos fliggvény, amely majdnem mindeniitt
megegyezik g-val az R, halmazon és az f, g, p, ¢ fiiggvények majdnem min-
dentitt kielégitik a (2) egyenletet, azaz

(5) f(x)g(y)=ﬁ(x+y)d(z>

teljesiil majdnem minden (z,y) € R% esetén.
Léteznek olyan xg és yg elemek, hogy f (zo) # 0 és g (yo) # 0, igy az y = yo,
illetve & = z( helyettesitésekkel az (5) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

g (Zo)ﬁ (@ +50)4 (;J)

majdnem minden z € R esetén, illetve

fla) =

C (T
90) = i ot )i ()




majdnem minden y € Ry esetén. Mivel p, ¢ folytonos fiiggvények, ezért egyér-
telmfien léteznek a fenti két egyenlet jobb oldalaival definiglt f és § folytonos
fiiggvények, amelyek majdnem mindeniitt megegyeznek az f illetve a g fiigg-
vényekkel az R, halmazon, és ha az f helyére az f—ot, a g helyére a g-ot
helyettesitjik (5)-ben, akkor az

(6) f<x>§<y>:ﬁ<x+y>q(jj)

fliggvényegyenlet majdnem mindeniitt teljesiil az Ri halmazon.

Mivel a (6) egyenlet mindkét oldala folytonos fiiggvényeket definidl R -en,
amelyek Ri egy sird részhalmazan egyenléek egymaéssal, ezért megallapithat-
juk, hogy a (6) egyenlet mindeniitt teljesiil az R% halmazon.

Tovabba a fentiek miatt f = f, g =g, p=0p, ¢g=q¢ majdnem mindeniitt az
értelmezési tartoméanyaikon. O

gy a mindeniitt teljesiils (2) egyenlet mérhetd (folytonos) megolddsainak
segitségével meg tudjuk adni a majdnem mindeniitt teljesiilé egyenlet mérhet6
(folytonos) megolddsait, azaz a 1.2.1. Tétel és az el6z6 Lemma azonnal adja a
kovetkezd allitast.

1.2.2. Tétel. [Mészdros, [54]] Tegyiik fel, hogy a mérhetd f, g, p, ¢ : Ry — Ry
fiigguények kielégitik a (2) egyenletet majdnem minden (x,y) € R% esetén, akkor

f(x)= Aexplaxz + blnx] (m.m. x € Ry),
(z) Bexplaz + (¢ — b) Inz] (m.m. zeRL),
(x) = Cexplax + clnz] (m.m. z €Ry),
()

Dexpblnz — cln (z + 1)] (m.m. xeRy),

xTr) =

EST S NS

xTr) =

ahola, b, ce R és A, B, C, D € Ry tetszéleges konstansok, amelyek teljesitik
az AB = CD feltételt.

1.2.3. A majdnem mindeniitt teljesiilé (2) egyenlet siirtiségfiiggvény
megoldasai

Tételezziink fel most csak annyit, hogy a (2) egyenletet majdnem mindeniitt
teljesité f, g, p, ¢ : Ry — R fiiggvények nemnegativak és léteznek A, Ay, As,
Ay C Ry pozitiv Lebesgue mértékii halmazok, hogy azokon rendre pozitivak,
akkor kovetkezik-e, hogy majdnem mindeniitt pozitivak?



Jarai Antal, a Dirichlet eloszlas karakterizacidjaval kapcsolatban hasznalt
(lasd [26]), illetve Baker (ldsd [10]) médszeréhez hasonldt alkalmazva igenld vé-
laszt tudunk adni a fenti kérdésre.

A Steinhaus tétel 1.1.2 dltaldnositasat fogjuk haszndlni, hogy U = Rf_ tel-
jestl.

1.2.8. Tétel. [Mészdros, Lajkd, [55]] Legyenek az f, g, p, ¢ : Ry — R olyan
nemnegativ fligguények, amelyek kielégitik a majdnem minden (z,y) € Ri esetén
teljesild (2) egyenletet és léteznek Ay, A, As, Ay C Ry pozitiv Lebesgue
mértékd halmazok, hogy azokon rendre pozitivak. Ekkor f, g, p, ¢ : Ry — R
majdnem mindeniitt pozitivak.

Bizonyitds. Az {f #0} = {z € Ry|f (z) # 0} illetve az ezzel analég {g # 0},
{p # 0}, {q # 0} jeloléseket fogjuk haszndlni.

Elészor lassuk azt be, hogy az {f # 0}, {g # 0}, {p # 0}, {¢ # 0} halmazok
(Jérai [26]-beli terminolégidjaval) majdnem tartalmaznak egy nemiires nyilt in-
tervallumot, azaz léteznek I, J, L, M nemiires nyilt intervallumok, hogy azokon
az f, g, p, q figgvények rendre majdnem mindenititt kiilonboznek 0-t4l.

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy a {p # 0} halmaz majdnem tartalmaz egy nem-
iires nyilt intervallumot, ellenérizni kell, hogy az F (z,y) = « +y (z,y > 0)
fliggvény parcidlis derivaltjai

oF oOF
o (z,y) =1, oy (z,v)

nem tiinnek el, ami nyilvdnvalé. Mivel f és g pozitivak az A; és As Lebesgue
mérhetd, pozitiv mértékli halmazokon, és az 1.1.2. Tétel miatt az F (A1, As) =
A1 + Ay halmaz tartalmaz egy L nemiires nyilt intervallumot, igy (2) adja,
hogy p nem egyenld 0-val L majdnem minden pontjéra, més szavakkal: {p # 0}
majdnem tartalmazza az L nemiires nyilt intervallumot.

Hasonl6an bizonyithatjuk, hogy {q # 0} majdnem tartalmaz egy nemiires
nyilt intervallumot. Hasznéljuk most az F (z,y) = . (z,y > 0) fliggvényt, és
azt, hogy

OF 1 OF x
) = - 0, ’ = 0
oz WY = 7 oy WYV =7
teljesiil minden (z,y) € R% esetén. A 1.1.2. Tétel miatt az F (Ay, Az) = ﬁ—;

halmaz tartalmaz egy M nemiires nyilt intervallumot, igy ¢ # 0 M majdnem
minden pontjira, azaz a {q # 0} halmaz majdnem tartalmazza az M nemiires
nyilt intervallumot.



Hasznéljuk az

u=zx+y, vzi ((x,y)ERi)

helyettesitést, akkor (2)-b8l kapjuk, hogy

@ (1) () mr@a) (o o) e

teljesiil. Felhasznélva ezt az egyenletet bizonyithatjuk, hogy az {f # 0} és
{g # 0} halmazok majdnem tartalmaznak egy-egy nemiires nyilt intervallumot.

Az F(u,v) = %% (u,v > 0) fliggvény parcidlis derivéltjai kielégitik a

or v oF u
%(Uav)—l_ﬂj#oa %(Uav)—m#o

feltételeket minden (u,v) € RZ esetén. Mivel p és ¢ pozitivak az Aj illetve
Ay pozitiv mértéki Lebesgue mérheté halmazokon, és az 1.1.2. Tétel miatt az
fjﬁj halmaz tartalmaz egy I = (a,b) nemiires nyilt intervallumot, igy (7) adja,
hogy f nem egyenl6 0-val az I intervallum majdnem minden pontjara, ezért az
{f # 0} halmaz majdnem tartalmazza az I nemiires nyilt intervallumot.

Végiil az F (u,v) = 13 (u,v > 0) fiiggvénnyel kapjuk, hogy

oF 1 oF U
- = 0, = - 40
au (U, ) 1+U 7é ) av (U,U) (1 +U)2 7é
minden (u,v) € R% esetén. Igy az 1.1.2. Tétel alapjan az 1fj’14 halmaz tartal-

maz egy J = (c¢,d) nemiires nyilt intervallumot, ezért (7) adja, hogy g # 0 a
J majdnem minden pontjara, azaz {g # 0} majdnem tartalmazza a J nemiires
nyilt intervallumot.

Ekkor

f@)g(y) #0 mm. z € (a,b) ésmm. y € (¢, d).
Igy (2) adja, hogy p (u) ¢ (v) # 0 majdnem minden
ue{r+ylre(abd),ye(c,d)}=(a+cb+d)

és majdnem minden

ve{tleen vecal=(52)
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esetén. A (7) egyenletet felhaszndlva kénnyen beldthatd, hogy f (x) g (y) # 0
majdnem minden

xe{«w|uem+qb+®,ue(;i>}:<a+c b+d0=:mhh)

14w a+dmb+c

és majdnem minden

u a b at+c b+d
b+d L d) = (c1.d
ye{1+ﬂ“€m+q +)’“e<wc>} <b+cqa+d) (c1,d)

esetén. Definidljuk az (ag), (br), (ck), {(di) sorozatokat az alabbi mddon:

gt oy batdny

n+1 — an+dn ny n+1 — bn+cn ny

o Gnten _bn+dnd

n+1 — bn+Cn, ny n+1l — an+dn n
minden n =1,2,3,... esetén.

Megismételve a fenti gondolatmenetet és indukciot hasznélva kapjuk, hogy

f@)g(y) #0 mm. z € (an,b,) és mm. y € (cy,dy)

teljestl minden n =1,2,3,... esetén.

Egyszertien beldthaté (14sd pl. [10]), hogy lim, o an = limy, o0 ¢, = 0 és
lim,, oo by, = lim,, oo d,, = 0.

Ekkor kapjuk, hogy f, ¢ : Ry — R majdnem mindeniitt pozitivak. Ezért
(2) alapjan p, ¢ : Ry — R szintén majdnem mindeniitt pozitiv. Ezzel kapjuk
allitasunkat. O

Megjegyzés. Ha f, g, p, q : Ry — R siriségfiggvények, akkor mérhetdek,
nemnegativak és léteznek Ay, Ao, As, Ay C Ry pozitiv Lebesque mértéki hal-
mazok, hogy azokon rendre pozitivak, tovdbbd teljesitik a (2) egyenletet majdnem
minden (x,y) € Ri esetén, akkor majdnem mindendtt pozitivak.

fgy az elozo fejezet 1.2.1. Lemma4ja érvényes marad striségfiiggvényekkel is.

1.2.2. Lemma. [Mészdros, Lagkd, [55]] Ha az ismeretlen f, g, p, ¢ : Ry — R
stiriiségfiiggvények kielégitik a (2) figguényegyenletet majdnem minden (x,y) €
Ri esetén, akkor egyértelmiten léteznek olyan f, g, p, ¢ : Ry — Ry folytonos
figguények, hogy f =f,g=g9, p=0p é §=q majdnem mindeniitt, és ha az
f, g, p, q figguényeket a f, G, p, G figgvényekkel helyettesitjiik, akkor a (2)
egyenlet mindendtt teljestil Ri-en.
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fgy a mindeniitt teljesiils (2) egyenlet folytonos megolddsainak segitségével
meg tudjuk adni a majdnem mindeniitt teljesiilé egyenlet tigynevezett stirliség-
fliggvény megoldasait.

1.2.4. Tétel. [Mészdros, Lajko, [55]] Tegyik fel, hogy az f, g, p, ¢ : Ry — R
striségfiggvények kielégitik a (2) egyenletet majdnem mindenditt, ekkor

f(x)= Aexplar+blnx] (m.m. z€RL),
g(x) = Bexplax + (¢ —b)Inx] (m.m. z €R,),
p(x)= Cexplar+clnz]  (mm. z€Ry),
q(z)= Dexplblnz —cln(z+1)] (m.m. z€Ry)

teljesiil, ahol a, b, c € R és A, B, C, D € R tetszbleges konstansok, amelyek
teljesitik az AB = CD feltételt.

1.3. A béta eloszlas jellemzéséhez kapcsoldédo fiiggvénye-
gyenletek

1.3.1. Bevezetés
Jelolje fX, fv, fu, fv rendre az abszolit folytonos és (0, 1)-beli értékit X, Y,

U= W7 V =1 — XY valdszintiségi valtozdk slrtiségfiiggvényeit.
Wesolowski ([63]) a béta eloszlds egy jellemzése sordn vizsgdlta a minden
(u,v) € (0,1)% esetén teljesiils

v

_uv> fr (1 —uv)

) for ) v (0) = £ (7

1 —uv

fiiggvényegyenletet az ismeretlen fx, fy, fu, fv : (0,1) — Ry siliriségfiiggvé-
nyekre, és meghatdrozta a mindeniitt teljesiils (8) egyenlet pozitiv és lokdlisan
integrdlhaté megolddsait (0,1)-en. Vizsgdlatai a

O a(ims) e (ol ) —a@ el e

fiiggvényegyenlet lokélisan integralhaté valds g1, g2, a1, as : (0,1) — R megol-
désain alapultak.

Megoldatlan problémaként szerepelt a (8) egyenlet mérhetd, illetve a (9)
egyenlet dltalanos megoldasanak meghatarozésa.

Ezen fejezet célja
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(0

(IT)

(I11)

A

megadni mindenféle regularitési feltétel nélkiil a minden (u,v) € (0,1)>
esetén teljesiild (8) egyenlet dltaldnos megolddsat az fx, fv, fu, fv :
(0,1) — R, fliggvényekkel, tovdbbd megadni a (9) egyenlet dltaldnos
megoldasat,

meghatdrozni a (8) egyenlet megolddsat az aldbbi természetes feltételek-
kel:

e az ismeretlen fliggvények mérhetéek, pozitivak,

e a (8) egyenlet majdnem minden (u,v) € (0,1)* esetén teljesiil,
megadni (8) megolddsit a kovetkezd feltételekkel:

e az ismeretlen mérhetd fiiggvények nemnegativak 1 Lebesgue integ-

rallal,

e (8) majdnem minden (u,v) € (0,1)° esetén teljesiil,
megadni mindenféle regularitési feltétel nélkiil a minden (u,v) € (0,1)>
esetén teljesiild (8) egyenlet dltaldnos megolddsat az fx, fv, fu, fv :
(0,1) — R nemnegativ fliggvényekkel, ahol léteznek A, B, C, D C (0,1)

pozitiv Lebesgue mértéki halmazok, hogy azokon a fiiggvények rendre
pozitivak.

(8) (majd kés6bb a (9)) egyenlet dltaldnos megolddsdnak meghatdrozd-

sdhoz sziikséglink van Maksa Gyula kovetkez6 eredményére (lasd [49]) a négy
ismeretlen fliggvényt tartalmazé altalanositott informacié-alapegyenletrol.

1.8.1. Tétel. [Maksa, [49]] Legyen

Do = {(z,y) ER*|z,y,z+y € (0,1)}.

Az F, G, H, K : (0,1) — R figgvények akkor és csakis akkor elégitik ki az

(10)

F<x>+c(1 y ) =H<y>+K(1$y) (2.9) € Do)

— X

egyenletet, ha

(2) (I—=z)+1x(
G (z) (I—=)+13(
Hx)= Lh(Q-2)+b(l-2)+i3(x)—I3(1—x)+c (z €(0,1)),
K(z)= Lh(l-2)+1(
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ahol az l; : Ry — R (i = 1,2, 3) figgvények kielégitik az
(11) li(zy) = Ui (z) + Li (y) (z,y € Ry)
logaritmikus egyenletet és a, b, ¢, d € R olyan konstansok, hogy a +b = c+ d.

A fejezet eredményeit a [43] kozlemény és az [52] és [56] el6addsok tartal-
mazzak.

1.3.2. A (8) egyenlet altaldnos megoldésa

1.8.1. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [43]] Ha az fx, fv, fu, fv : (0,1) — R4
fliggvények minden (u,v) € (0, 1)2 esetén kielégitik a (8) egyenletet, akkor

(12)  fx (@)= exp[li(z)+l(1-2)+a] (z€(0,1)),
1

(13)  HeD = exp[-h(1-2)~b(2)+b(1-2)-b] (z€(0,1))

teljesiil, ahol l; : Ry — R (i =1,2) kielégitik (11)-et és a1, b1 € R tetszbleges
konstansok.

Bizonyitds. A (8) egyenletet irhatjuk az

14)  ufy (u) fv (v)fX<1_”) Y (1 —uw)  (uv e (0,1)

l—ww /) 1—wv

alakban. Mivel

uv 1—w
. 1-
1—uv) és fy (1 —uv)

U,

o). fv (), h(

1—uv

mind pozitivak minden u,v € (0,1) esetén, ezért véve (14) logaritmusdt kapjuk,
hogy a

(15) Gi(u) = Infufy ()], G (u)=In[fy (u)],

u

Fi(u) =In[fx (v)], Fa(u)=1In L fY(l—U)} ;

médon definidlt Gy, Ga, Fy, Fy : (0,1) — R fliggvények kielégitik a

—Uu

1—w
1—uv

(16) @wwauw:ﬂ( )+5mm (w0 € (0,1))
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fiiggvényegyenletet. Felcserélve (16)-ban az u és v véltozdkat kapjuk, hogy

1—u

Gy (U)+G2 (U) =K < ) + Fy (U’U) (U,UG (0,1))

1 —uv

teljesiil. Kivonva ezt az egyenletet (16)-bdl, teljesiil a

(Gl—GQ)(u)—(Gl—Gg)(v):Fl<1_v>—F1<1_u> (u, € (0,1))

1—wv 1—uv

1—u 4 1—wv

i—ue = T és 7o = y helyettesitéseket elvégezve kapjuk, hogy
u = 1;—””, v = %, z,y € (0,1), x +y > 1 teljestil és a G = G2 — Gy, F}
fliggvények kielégitik az

egyenlet. Az

Fl(x)—i—G(l;y) :Fl(y)+G(1;x) @y e01),2+y>1)

egyenletet. Ezen egyenletbdél az ¢+ — 1 — x, y — 1 — y helyettesitésekkel
kovetkezik, hogy

xT

Fl(l—x)+G(lym) =F1(1—y)+G<1_y

) (., +y € (0,1))

teljesiil, azaz az F': (0,1) = R, F (z) = F; (1 —z) és G: (0,1) — R fliggvények
kielégitik az

(17) F(x)+G(1y> =F(y)+G<x> (z,y,z+y € (0,1))

11—y

fiiggvényegyenletet. A (17) egyenlet a (10) egyenlet egy specidlis esete, ahol
H=F K=G.
Igy az 1.3.1. Tételbdl kovetkezik, hogy

Fz)= Lh(Q—-2)+l(@)+a (ze(0,1)),
G(J?): ll(l—l‘)+l2(l‘)—l2(1—$)+b1 (.TG(O,l)),

ahol az [; : Ry — R (i =1,2) fiiggvények kielégitik a (11) egyenletet és aq,
b1 € R tetszoleges konstansok.
Végil, hasznalva Fy, F és G definiciéjat, kapjuk Lemmank &llitasat és igy

(12)-6t és (13)-at fx (z)-re illetve wf{f’(g) -re. O
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Masrészt az

1-— 1-
U:x, l-w=y <+ u= Y

1—uv

helyettesitésekkel a (8) egyenletbél kapjuk, hogy

(18)  afx (z) fy (y) = fU( ~ ) 1

— "Tyxyfv (1-a2y) (z,y€(0,1))

teljesiil. fgy az 1.3.1. Lemméhoz hasonléan bizonyithatjuk a kivetkezét:

1.8.2. Lemma. [Lajko, Mészdros, [43]] Ha az fx, fv, fu, fv : (0,1) — R4
Ffiigguények minden (u,v) € (0,1)% esetén kielégitik a (8) (és igy a (18)) egyen-
letet, akkor

(19)  fu(z)= explls(x) +la(1—=)+a] (z€(0,1)),

(200 8 = expl-ly(1-2)—l(@) +L(1-2)—b] (ze(0,1)),

ahol az l; : Ry — R (i =3,4) fiiggvénnyek teljesitik a (11) egyenletet és ao,
bo € R tetszdleges konstansok.

Ezen fejezet f6 eredményét a kdvetkez6 mddon fogalmazhatjuk meg.

1.8.2. Tétel. [Lajko, Mészaros, [43]] Az fx, fv, fu, fv :(0,1) — R figg-
vények akkor és csakis akkor teljesitik a (8) egyenletet minden (u,v) € (0, 1)
esetén, ha

(21) fx (@)= expli(z)+l(l-2)+a] (z€(01)),
(22) fy(x)= zexpl[lh(z)+la(x)+Il3(1—2x)+a+b] (xz€(0,1)),
(23) fu(z)= explla(l—2)+i5(x)+as] (z€(0,1)),
(24) fy(z)= zexp[lh(l—z)+ 1 (x)+i3(x)+as+b] (z€(0,1)),

ahol az l; (i =1,2,3) figgvények kielégitik a (11) logaritmikus egyenletet és aq,
asz, b1, by € R konstansok, hogy 2a; + by = 2a + by.

Bizonyitds. Felhasznélva a (12), (13) formuldkat az 1.3.1. Lemmdbdl és a (19),
(20) formuldkat az 1.3.2. Lemmé&bdl, azonnal kapjuk (21)-et, és azt, hogy

(25) fy (z) = zexpli(z)+lL(l—2z)+ls(1—2z)+l(z)—l(1—2)+ a1+ b,
(26) fu (z) = explls (z) +1a (1 —2) +as],

27) fv ()= zexplls(z)+l(l—z)+L(1—2)+1l(z)—1l(1—2x)+ a2+ bi]
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teljesiil minden z € (0, 1) esetén.
Miésrészt egyszerii szémolés adja, hogy a (21), (25), (26) és (27) figgvények
pontosan akkor elégitik ki a (8) egyenletet, ha barmely u,v € (0,1) esetén

(1—w)(1—v)uww 24yt by =1y (1—w)(1—v)uv
1—wuv 1—wuv

ly

+ 2ay + bs.

Kénnyen beldthaté, hogy a h : (0,1)° — R, h(u,v) = w fiiggvény
értékkészlete tartalmazza a (0, %) nyilt intervallumot, gy Iy (t) + 2a2 + by =
Io(t) +2a1 + by hat € (0, %), azaz (lg —l2) (t) = (2a1 4+ b2) — (2a2 + b1) ha
te(0,5).

Az lys—1y : Ry — R fiiggvény szintén kielégiti a (11) logaritmikus egyenletet.
Igy (asd [4], [30]) 1y — Iz = 0 és 2a1 + by = 2a3 + by. Ebbé] kivetkezik, hogy
a (21), (25), (26), (27) fliggvények akkor és csakis akkor elégitik ki (8)-at ha
ly =15 és 2a1 + by = 2a5 + by, ami adja tételiink allitasat. O

Ezek utan kénnyen kapjuk a kovetkezd eredményt.

1.8.1. Kévetkezmény. [Lajko, Mészdros, [43]] A folytonos (vagy mérhetd)
fx, fv, fu, fv : (0,1) = Ry fiiggvények pontosan akkor teljesitik a (8) egyen-
letet minden (u,v) € (0,1)* esetén, ha

(28) fx (@)= ema’ (1-2)"" (z€(0,1),
(29) fy (z) = e tbgpta=t(1_ gyt (1€ (0,1)),
(30) fo(@)= e=22"11-2)"" (xe€(0,1),
(31) fv(@)= et 11—z (z€(0,1),

ahol ay, as, b1, ba, p, q, 7 € R tetszdleges konstansok, hogy 2a; + bs = 2as + by .

Bizonyitds. Az 1.3.2. Tételbdl kovetkezben az fx, fy, fu, fv : (0,1) — Ry
fiiggvények akkor és csakis akkor elégitik ki (8)-at, ha (21), (22), (23), (24)
alaktak, amely egyszertien adja, hogy

(1—2) fx () fu (1 — =)
fr(l—2x)

(33)h(2) = log[fx (x)] =l (1 —2) —ar (x€(0,1)),

B4)il3(z)= loglfy (x)]—l1(1—x)—Ila(z)—logzx —az—b; (z€(0,1)).

Az fx, fu, fv figgvények folytonossdga (mérhetdsége) miatt (32) adja Iy foly-
tonossdgat (mérhetdségét) a (0,1) halmazon. Eztdn Iy és fx folytonossdga

(32)l2 () = log

+b17a1 (IG(O,I)),
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(mérhetdsége) miatt (33) adja, hogy Iy is folytonos (mérhetd) (0,1)-en. Végiil
(34), felhasznalva Iy, I és fy folytonossagat (mérhet8ségét), adja I3 folytonos-
sdgat (mérhetségét).

li, I, I3 : Ry — R kielégiti a (11) logaritmikus egyenletet és folytonosak
(mérhetbek) a (0,1) halmazon. Ebbél kévetkezik (1dsd [4], [30]), hogy

(35) I () = Ay logz, ls(x)=Aslogz, lI3(z)=Aslogz (xeRy)

teljesiil, ahol 4, € R (i = 1,2, 3) tetszOleges konstans.
l; (i=1,2,3) ezen alakjat a (21), (22), (23), (24) formuldkba beirva konnyen
lathatd, hogy

(36) fx(@)= ¢a(1-a)" (ze(01),
(37) fy (@)= enthrptit At (1 (@ e (0,1)),
(38) fo (@)= ez (1-2)" (xe(0,1),
(39) fv (@)= emthgatioti (1™ (2 e (0,1))

teljesiil, ha 2a; +by = 2a2+b,. Ezpedigap=A;14+1,¢g=As+1ésr=A3+1
konstansokkal adja kovetkezményiink allitasat. O

Megjegyzés. Ha az fx, fv, fu, fv : (0,1) — Ry figgvények logaritmusa
lokdlisan integrdlhatd, akkor ezen fiigguények pontosan akkor elégitik ki (8)-at
minden (u,v) € (0,1)*-re, ha (28), (29), (30), (31) alakiak, ahol ay, as, by,
bs € R ésp, q, r € Ry tetszdleges konstansok, hogy 2a; + bs = 2a9 + by. Ami
adja Wesolowski [63]-beli eredményét.

1.3.3. A majdnem mindeniitt teljesiilé (8) egyenlet mérhetd megol-
dasai

1.83.3. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [43]] Ha az fx, fv, fu, fv : (0,1) = R4
mérhetd figguények majdnem minden (u,v) € (0,1)% esetén teljesitik a (8)
egyenletet, akkor egyértelmien léteznek fX, fy, fU, fV :(0,1) — Ry folytonos
figgvények gy, hogy fx = fx, fyv = fv fu = fu, fv = fv_majdnem
mindenttt, és ha az fx, fy, fu, fv fliggvényeket sorban az fx, fv, fu, fv
fiiggvényekkel helyettesitjik, akkor a (8) figgvényegyenlet mindeniitt teljesil a

(0,1)* halmazon.

Bizonyitds. Eloszor azt latjuk be, hogy egyértelmiien létezik fX folytonos fiigg-
vény, amely majdnem mindeniitt egyenlé az fx fliggvénnyel (0,1)-en és fx-et
fx-al helyettesitve a (8) egyenlet majdnem mindeniitt teljesiil.
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" 1—w
= s =
1—uv y

helyettesitést elvégezve a (8) egyenletbdl kapjuk, hogy

(40) frlt) = —

teljesiil majdnem minden (¢,y) € D esetén, ahol
D={{ty)lt,ye(0,1),t+y>1}.

Fubini tétele szerint ekkor 1étezik olyan T C (0,1) teljes mérték{i halmaz, hogy
minden ¢ € T esetén a (40) egyenlet majdnem minden y € D; esetén teljesiil,
ahol

Dy ={ye(0,1)[ty) eD}.

Definidljuk a g1, g2, g3, h fliggvényeket a kovetkez6 médon:

y+t—-1

t,y) =
g1 (t,y) yt

Y

g2 (t,y) =y,

I—-y
g3(tay):T7

Z1%2
h<tay7zla227z3): )
z3

és alkalmazzuk az 1.1.1. Tételt a (40) egyenletre a kovetkezd vélasztédssal:

w=rw, wo=n0. YO-pe, KO-,

Z=R,, Z =R, T=(0,1), Y=(0,1), X;=(01),(=1,2,3).

Ilyen vélasztédssal az 1.1.1. Tételben szerepld elsd feltétel teljesiil a (40) egyen-
lettel.

Rogzitett y mellett a h fliggvény folytonos a t6bbi valtozéjdban, és a (40)
egyenletben szereplé ismeretlen fliggvényekrdl feltételeztiik, hogy mérhetdek,
ezért az 1.1.1. Tételben szereplé masodik, illetve harmadik feltétel is teljesiil.
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A g, fuiggvények és a

Y2’

1
D291 (tvy) = D292 (tay) = 17 D2g3 (t’y) = _;

parcidlis derivéltjaik szintén folytonosak, emiatt a negyedik feltétel is teljestil.
Minden ¢ € (0,1) esetén létezik egy olyan y € (0,1), hogy (¢t,y) € D és a
parcidlis derivaltak nem t{innek el a (¢,y) pontban, azaz rangjuk 1. Emiatt az
utolso feltétel is fenn Aall. N
Kovetkezésképpen kapjuk, hogy egyértelmiien 1étezik olyan fx folytonos
fiiggvény amely majdnem mindeniitt megegyezik fx-el (0,1)-en és fx, fv, fu,
fv majdnem mindentitt kielégiti a (40) egyenletet, amely ekvivalens az

11_—;;) fy (1 —uv)

(a1) fo (w) i 0) = e U
egyenlettel majdnem minden (u,v) € (0, 1)2 esetén.

Hasonlé allitds lathaté be fy-ra is.

A (41) egyenletbdl a t = 1 — uv, y = v helyettesitéssel az

f (ﬁ) fv(y)t
Yy Yy
(42) fr(t) = ——F——
Fx (%)
egyenletet kapjuk, ami a Fubini tétel miatt, majdnem minden ¢ € (0,1) és
majdnem minden y € D, esetén teljesiil.

)

A
1—t 1—y
gl(ty):T, g2ty) =y, g3(ty) = ——,
h(t7yvzlaz27z3) = a1
Z3

vélasztdssal alkalmazzuk az 1.1.1. Tételt a (42) egyenletre. Ebben az esetben is
lathatjuk, hogy az 1.1.1. Tétel feltételei mind teljesiilnek, és igy egyértelmiien
létezik olyan fy folytonos fiiggvény, amely majdnem mindeniitt megegyezik fy-
al (0,1)-en és fx, fy, fu, fy majdnem mindeniitt kielégiti a (42) egyenletet,

azaz
1-t\ fv(¥)
_ _fU(y> St

fr (t ==
Ay

)
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teljesiil majdnem mindeniitt (0,1)-en, ami ekvivalens (8)-al, ha fx-et fx-el,
fy-t pedig fy-al helyettesitjik, azaz

(13) fo (w) fr 0) = Fx (1= ) e (1= w0

teljesiil majnem minden (u,v) € (0,1)* esetén.
A (43) egyenletbdl az =% = x és 1 —uv = y helyettesitéssel kénnyen kapjuk

1—uv

az

(44) Fo ) fr )= fo (=2 ) v 1=

1—2xy

egyenletet majdnem minden (z,y) € (0,1)%re. Az (44) egyenlet hasonls (43)-
hoz, ha feleseréljiik (fu, fv)-t (fx, fy)-al.

_ Emiatt fx és fy esetéhez hasonléan beldthatjuk, hogy egyértelmtien léteznek
fu illetve fy folytonos fiiggvények, amelyek majdnem mindeniitt egyenléek az
fu illetve fy fliggvényekkel a (0, 1) intervallumon, és fy-t fy-val és fy-t fy-al
helyettesitve, a (44) egyenlet, és igy a

(45) Fo () Fyr (0) = Fx ( L

1—_:11) fr (1 —w)

fiiggvényegyenlet majdnem mindeniitt teljesiil (0, 1)*-ben és igy (0, 1) egy sfirfi
részhalmazan.

A (45) egyenletben szereplé fiiggvények folytonossiga miatt nyilvdnvald,
hogy a (45) egyenlet minden (u,v) € (0,1)% esetén teljesiil. Tovabbé fx = fx,
fy = fy, fu = fU és fy = fv majdnem mindentitt (0, 1)-en. O

Felhasznalva az 1.3.3. Lemmat és az 1.3.1. Kovetkezményt kénnyen bi-
zonyithatjuk a kovetkezot.

1.8.8. Tétel. [Lajko, Mészdros, [43]] Az fx, fv, fu, fv : (0,1) — Ry mérhetd
fligguények akkor és csakis akkor elégitik ki az (8) egyenletet majdnem minden
(u,v) € (0,1)2 esetén, ha léteznek olyan pozitiv p, q, r, €; (i=1,2,3,4) kons-
tansok az €169 = €3e4 tulajdonsdggal, hogy

fx (@)= eaPt(1—x)"" (m.m. z € (0,1)),
fr)= e’ 1-y)""  (mm oye(0,1),
fow) = equ (1 —u)®! (m.m. u € (0,1)),
fv ()= et 11 =) (m.m. v e (0,1))
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teljestil.

Bizonyitds. A tétel feltételei mellett a 1.3.3. Lemmabdl kévetkezik, hogy egy-
értelmiien léteznek fx, fy, fu, fv : (0,1) — R, folytonos fiiggvények, hogy
fx = fx, fyr = fy, fu = fU, fv = fv teljesil majdnem mindeniitt és a
(45) fiiggvényegyenlet minden (u,v) € (0,1)% esetén teljesiil. Ekkor az 1.3.1.
Kovetkezmény miatt kapjuk, hogy a ]?X7 fy, fU, fv : (0,1) — R, folytonos
fiiggvények pontosan akkor elégitik ki a (45) egyenletet, ha (28), (29), (30)
és (31) alakiiak. Mindezt Osszevetve kapjuk tételiink &llitdsdt az e = e,
g9 = eM T2 o5 = 82 gy = e%2tb1 konstansokkal, hogy e160 = £3¢4. O

1.3.4. A majdnem mindeniitt teljesiil (8) egyenlet siirliségfiiggvény
megoldasai

Tételezzlink most fel el6szor csak annyit, hogy a (8)-ban szerepld fx, fy,
fu, fv : (1,0) — R ismeretlen fiiggvények valamilyen valdszintiségi valtozd
stirliségfiiggvényei (azaz nemnegativak és Lebegue integralhatéak 1 integréllal).
Kovetkezik-e ebbdl, hogy majdnem mindeniitt pozitivak (0, 1)-en?

Az 1.2.3. fejezethez hasonléan igenld vélaszt tudunk adni a fenti kérdésre.
Most is a Steinhaus tétel 1.1.2. altalanositdsat fogjuk hasznalni U = (0,1)* mel-
lett, hogy megmutassuk, a majdnem mindeniitt teljesiils (8) egyenlet sfirtiség-
fiiggvény megolddsai majdnem mindeniitt pozitivak (0, 1)-en.

Igaz a kovetkezo dltalanosabb eredmény is.

1.8.4. Tétel. [Mészdros, Lajkd, [56]] Legyenek az fu, fv, fx, fy : (0,1) = R
olyan figguények, amelyek kielégitik a (8) egyenletet majdnem minden (u,v) €
(0, 1)2 esetén, nemnegativak és léteznek A, B, C, D C (0,1) pozitiv Lebesgue
mértékl halmazok, hogy azokon rendre pozitivak. Ekkor az fu, fv, fx, fy :
(0,1) — R fiiggvények majdnem mindendtt pozitivak.

Bizonyitas. Az {fx #0} = {x€(0,1)|fx (z) # 0} illetve az ezzel analdg
{fy # 0}, {fv # 0}, {fv # 0} jeloléseket fogjuk hasznélni.

ElSszor lassuk be, hogy az {fx # 0}, {fy # 0}, {fv # 0}, {fv # 0} halma-
zok majdnem tartalmaznak egy nemiires nyilt intervallumot. Az 1.1.2. Tételt

fogjuk hasznalni.
Ahhoz, hogy beldssuk, hogy a {fx # 0} halmaz majdnem tartalmaz egy

nemiires nyilt intervallumot, ellendrizziik, hogy az F (u,v) = 117% (u, v €
(0,1)) fuggvény
0Fy v(l—v) 0F, u—1

% (U7 ,U) (1 — UU)Q ’ ov
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parcialis derivéltjai nem tiinnek el. Ez nyilvan igaz. Mivel fy és fy pozitivak
az A és B Lebesgue mérhetd, pozitiv mértékii halmazokon, ezért az 1.1.2. Tétel
miatt az ll_fABB halmaz tartalmaz egy nemiires nyilt intervallumot, {gy (8) adja,
hogy fx nem egyenld O-val ezen intervallum majdnem minden pontjara, azaz
{fx # 0} majdnem tartalmaz egy nemiires nyilt intervallumot.

Hasonl6an bizonyithatjuk, hogy {fy # 0} majdnem tartalmaz egy nemiires
nyilt intervallumot. Haszndljuk most az Fb (u,v) = 1 —wv (u, v € (0,1))
fliggvényt, és azt, hogy

oF
ou

(u,v) = —v #£0, %(u,v)z—u#o
teljesiil minden (u,v) € (0,1) esetén. Az 1.1.2. Tétel miatt az 1 — AB halmaz
tartalmaz egy nemiires nyilt intervallumot, igy (8) adja, hogy fy # 0 ezen
nemiires nyilt intervallum majdnem minden pontjara, azaz {fy # 0} majdnem
tartalmaz egy nemiires nyilt intervallumot.

Ha hasznaljuk az

1—vw

(T) z=F (u,v)= y=F(u,v)=1—uv ((u, v) € (0, 1)2)

1—uv’

transzforméciét, akkor (8)-bdl kapjuk, hogy

(46) Fx ) fr ) = fo (=2 ) o (=) T2 (man (o) € 0.17)

teljesil. Kovetve erre az egyenletre az el6z6 gondolatmenetet, konnyen bi-
zonyithatjuk, hogy az {fy # 0} és {fy # 0} halmazok majdnem tartalmaznak
egy-egy nemiires nyilt intervallumot, legyenek ezek sorra (a,b) C (0,1) illetve
(¢,d) C (0,1).

Ekkor

fu @) fv (v) #0 mm. v € (a,b) ésmm. v € (¢, d).
fgy (8) adja, hogy

1—w

e @) oeed) =1

fx(z)#0 m.m.xe{

és
fr(y) #0 mm. y € {1 - wlu € (a,b),v € (c,d)} = M.
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Belatjuk, hogy

l1—ad’ 1—bc
My =(1-bd,1-ac)=(c,d)

(47) Ly = ( 1-d 1—c) — (V)

teljesiil. Konnyen megmutathatd, hogy a (T) transzformécié inverze

1—
(0 w=Fiwy)= g v=Ry=1-ay  (@y)e017),
azaz T=T"1.
A parcidlis derivaltakat felhasznédlva T Jacobi determindnsara kapjuk, hogy
v(l1—v) u—1 )
(1—uv)? (1—uv)? — ( 1 )
o =<0 (W e©1?),

azaz T reguldris.

Ismert, hogy reguldris transzformacié esetén az (a,b) x (¢, d) nyilt téglalap
képe Osszefiiggd nyilt tartomany lesz. Tovabba az [a, b] X [¢, d] zért téglalap képe
pedig egy zart tartomany és ezen tartomany hatara a zart téglalap hataranak a
képe. Konnyen lathato, hogy az

egyenesek képei az

1-1/a 1-1/b 1-¢ 1-d
Yy= Y= Y= Y=
r—1/a x—1/b x x

gorbék (lasd 1. dbra).
Ez pedig adja (47)-et.
Ismét a (46) egyenletet haszndlva kapjuk, hogy

fu (u) #0 mm, ue{ Llve (a,b).ye (C’vd’>} = Lo

1—2ay
és

fv () #0 mm. v e {1 —zylz € (d,V),y € (,d)} = M.
Mivel T~'=T reguldris, a fentihez hasonlé médon kapjuk, hogy

1-d 1-¢
fa= (1—d1—b> My =(1-bd,1-d).
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Ez adja, hogy

c—acd d — bed
L2 (d—ad—kac—acda’c—bc+bd—bcdb> = (a1,b1),

l+a—b—ac 1+b—a—0bd
M2( 1—bc . 1—ad d) = (e, ).

Megmutattuk, hogy az
fU (u) fV (U) 7é 0 mm. ue (a7b)a v € (Cad)
azonossag adja, hogy

fu (u) fy (v) #0 mam. u € (a1,b1), v € (¢1,d1)

teljesiil.
Igaz tovabba az is, hogy

O0<ar<a, b<b<l, 0<ec<e d<di<l.

Definidljuk most az {(ag), (bx), (cx) és {di) sorozatokat az aldbbi médon:

a _ Cn — AnCpdy a b _ dp — bpcpdy b
T andy, + ey — ancndn T T e — bpen + body — byend,
1—-0b,+a, —acy, 1—-a,+b, —b,d,
Cn+1 = Cn, dn+1 = dp
1-— ann 1- andn
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minden n =1,2,3,... esetén.
Megismételve a fenti gondolatmenetet és indukciét hasznédlva kapjuk, hogy

fu () fy (v) 20 mm. u € (an,b,) és mam. v € (¢, dy)

teljesiil minden n = 1,2, 3, ... esetén.

Egyszertien ldthaté, hogy (ag) és (cg) szigorian monoton csokkend, mig
(br) és (dy) szigorian monoton novekedd sorozatok, tovabba ay, by, ck, di €
(0,1) minden k € N esetén. Megmutatjuk, hogy a = lim,_a, = 0, ¢ =
limy, oo ¢p =0, b =1limy,_ oo by, = 1, d = lim,, 00 dp, = 1.

¢ —aed .
d —ad + ac — aed

a= lim ap41 =
n—oo
ami adja, hogy @ = 0 vagy ﬁ?&;ﬂ = 1. Am az utébbi egyenldség mutatja,
hogy

c(l—a)=d(l—a) < ¢=d,
deé< ¢ <dy <d,igy é+#d. Ezért a=0.

l1—-b4+a—ac. 1—-0b_
— c= —C,
1-—bc 1-—1bc

c= lim ¢, =
n—oo

ami adja, hogy ¢ =0vagy 1 —b=1—-bé <= b=1bc <= ¢ =1 (b > 0). De
cn < cp <1,igy c<1. Ezért ¢ =0.

_ d — bed d -

:1. b,, = — — ——0) = == :1

b= lm b = T @ T
— 1—a+b—bd- 1+b—10d-
d=Jim dnpy == 27— d=—7 —d=(-d)d

ami adja, hogy vagy d =1vagy 2 —d=1 <= d=1. Azazd = 1.

Ekkor kapjuk, hogy fu, fy majdnem minden u,v € (0, 1) esetén kiilénbozik
nulldtél. Ezért fx és fy is kiillonbozik nulldtél majdnem minden x,y € (0,1)
esetén. O

Megjegyzés. Ha fu, fv, fx, [y striségfiggvények, akkor teljesitik a tétel
feltételeit, igy majdnem mindeniitt pozitivak, ezért az eléz6 fejezet 1.3.8. Lem-
mdaja tovdbbra is érvényes, csak most mdr striségfiggvényekkel.
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1.8.4. Lemma. [Mészdros, Lagkd, [56]]Ha az fx, fv, fu, fv :(0,1) = R si-
riiségfiigguények majdnem minden (u,v) € (0, 1)2 esetén kielégitik o (8) egyen-
letet, akkor egyértelmiien léteznek olyan fx, fy, fU, fv :(0,1) — R folytonos
figgvények gy, hogy fx = fx. fy = fv fu = fu, fv = fv_majdnem
mindentitt, é€s ha az fx, fy, fu, fv figgvényeket sorban az fx, fv, fu, fv
fligguényekkel helyettesitjik, akkor a (8) figguényegyenlet mindeniitt teljesil a

(0,1)* halmazon.

fgy a mindeniitt teljesiils (8) egyenlet folytonos megoldédsainak segitségével
meg tudjuk adni a majdnem mindeniitt teljesiilé egyenlet stirtiségfiiggvény meg-
oldasait.

1.8.5. Tétel. [Mészdros, Lajkd, [56]] Az fx, fy, fu, fv:(0,1) = R siriség-
fligguények akkor és csakis akkor elégitik ki a (8) egyenletet majdnem minden
(u,v) € (0,1)2 esetén, ha léteznek olyan pozitiv p, q, r, ¢; (i =1,2,3,4) kons-
tansok az €169 = €34 tulajdonsdggal, hogy

fx (@)= ea? t(1—z)"" (m.m. x € (0,1)),
fr@)= ey 1-y)"" (mmoye(0,1),
fuow) = equ (1 —uw)?! (m.m. v € (0,1)),
fr ()= e T1—0)’"" (m.m. ve(0,1))

teljestil.

1.3.5. A (8) egyenlet altaldnos megoldédsa (IV) mellett

Az 1.3.4. Tétel bizonyitésa mutatja, hogy ha (8) minden (u,v) € (0,1)*-re
teljesill, fx, fv, fu, fv nemnegativak és léteznek A, B, C, D C (0,1) pozitiv
Lebesgue mértékii halmazok, hogy azokon rendre pozitivak akkor az fx, fy,
fu, fv figgvények mindeniitt pozitivak.

Igy az 1.3.2. Tételt felhaszndlva kapjuk a (8) egyenlet altaldnos megolddsét
(IV) mellett.

1.8.6. Tétel. [Mészdiros] Az fx, fv, fu, fv : (0,1) — R nemnegativ figg-
vények, amelyekhez léteznek A, B, C, D C (0,1) pozitiv Lebesque mértéki
halmazok, hogy azokon rendre pozitivak, akkor és csakis akkor teljesitik a (8)
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egyenletet minden (u,v) € (0,1)° esetén, ha
fx (@)= exp[li(z) +la(1—z)+a] (2€(0,1)),
fy(x)= zexplly(z)+l2(x)+13(1 —x)+a+bs] (x€(0,1)),
fo(x)= explla(l—2)+I3(x)+as] (z€(0,1)),
fr(@)= zexplli(1—z)+1(z)+15(x )+a2 —|—b1] (x €(0,1)),

ahol az l; (i =1,2,3) fliggvények kielégitik a (11) logaritmikus egyenletet és aq,
asz, b1, by € R tetszdleges konstansok, hogy 2a1 + ba = 2as + b.
1.3.6. A (9) egyenlet altaldnos megoldésa

1.8.7. Tétel. [Lajks, Mészdros, [43]] A g1, g2, a1, az: (0,1) — R figgvények
akkor és csakis akkor elégitik ki a (9) egyenletet, ha

@)= A@@)+B(l—-2z)+a (2€(0,1)),

(48) (z)= C@)+D(A-z)—c (z€(0,1)),
(@)= A(-2)+B@+DA-2)+d (e (01),
as(z)= B(l—-x)+C(1—2z)+D(x)—b (ze(0,1)),

ahol az A, B, C, D : Ry — R figguények kielégitik a (11) logaritmikus egyen-
letet, A+ B+C+D =0 ésa, b, ¢, d € R pedig konstansok, hogy a +b = c+d.

Bizonyitds. A (9) egyenletbdl az

1—=x 1—-y
lfxy:u’ 1—xy:U
azaz a
le_u, yzl_v7 u,v € (0,1), u+ov>1
v U

helyettesitésekkel kapjuk a

1—u

(49) g1 (u) + g2 (v) :al( ) + (1;1)) (u,v € (0,1),u+v>1)

fliggvényegyenletet.
Helyettesitsiink u helyére 1 — z-et, v helyére 1 — y-t (49)-ben, gy kapjuk,
hogy

g(l-2)+gp(l-y) =u (1fy>+a2 <13x> (,y,x+y<1).
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Ebbél pedig az kovetkezik, hogy az
Flz)=g1(1-2),G(z)=—a2(z), H(x) =—g2(1 —2), K (z) = a1 ()

szerint definidlt F', G, H, K : (0,1) — R fiiggvények kielégitik a (10) egyenletet.
Igy az 1.3.1. Tétel adja, hogy

) = Lh(l—2)+1x(x)+

) = L(l—x)+1(1— )+13(x)—13(1—x)+c,
ar(z) = Ll—a)+b(@) —I3(l—2)+d,

) = Lhl—2)+3(x)—Ils(1—2z)+b

teljesiil minden z € (0, 1)-re.
Az (50) egyenletbdl az A =1y, B =1y, D = —l3 és I3 — Iy — Iy = C jeloléssel
kapjuk (48)-at. Az A, B, C, D : R, — R fliggvények teljesitik (11)-et.
Konnyen beldthatd, hogy a (48) altal definidlt g1, g2, o, ao fliggvények
valéban kielégitik (9)-et ha A+ B+ C + D = 0. 0

1.3.2. Kévetkezmény. [Lajkd, Mészdros, [43]] A g1, g2, a1, az : (0,1) = R
mérhetd figguények akkor és csakis akkor elégitik ki a (9) egyenletet, ha

91 (z) = alogz + Blog (1l —z)+a,
92 (z) = ~logz +dlog(l—z)—c,
a1 (z) = PBlogz — (B +7)log (1 —z) +d,
as ()= (B+7)log(l—z)+dlogz — b,

ahol o, B, v, 9, a, b, ¢, d € R tetszbleges konstansok aza+ B +~v+6 =0 és az
a+ b= c+d tulajdonsdggal.

Bizonyitds. Az 1.3.7. Tétel alapjan a g1, g2, a1, as : (0,1) — R fiiggvények
akkor és csakis akkor elégitik ki (9)-et, ha a fiiggvények (48) alakiak, ami
konnyen adja, hogy

Alz)= qg(@)—az(x)+g21—2)—d (x€(0,1)),
Bz)= g1(1—-2)—A(1l-2)—a (xz€(0,1)),

Cx)= as(l—z)—a1(x)+A(l—2)+b+d (z€(0,1)),
D(z)= —-A(x)—B(z)-C(z) (z€(0,1)).
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Ezen egyenletek mutatjak, hogy a g1, g2, a1, ao fliggvények mérhetdsége
(0,1)-en maga utédn vonja az A, B, C fiiggvények majd végil a D fiiggvény
mérhetdségét (0, 1)-en.

Mindezeken tul az A, B, C, D : Ry — R fiiggvények kielégitik a (11)
logaritmikus egyenletet. fgy
(51) A(z) =alogz, B(z)=plogz, C(z) =~logz, D(z)=0dlogz (z€R4),

ahol a, 3, v, § € R tetszOleges, az a+5+v+9d = 0 azonossagot kielégitd konstan-
sok. (bl)-et (48)-ba helyettesitve azonnal kapjuk kovetkezményilink allitasét.
O

1.4. A normalis eloszlas jellemzéséhez kapcsolédo fiigg-
vényegyenlet

1.4.1. Bevezetés
Sokan vizsgaltdk (pl. Baker [9] és Lajké [35]) az

(52) f(@)g(y) =h(ax+by)k(cx+dy)  ((z,y) € R?)

fiiggvényegyenletet, ahol f, g, h, k : R — C vagy R fiiggvények, a, b, ¢, d pedig
rogzitett nullatdl kiilonbozé valds szamok a A := ad — be # 0 tulajdonsaggal.

Baker meghatarozta az Osszes mérheté és nem majdnem mindentitt nulla
f, 9, h, k: R — C fliggvényt, amely kielégiti az (52) egyenletet, Lajké pedig
megadta (52) 6sszes olyan f, g, h, k : R — R megolddsdt, amely nem majdnem
mindeniitt nulla.

Ezen fejezet célja az, hogy meghatdarozzuk a majdnem mindeniitt teljesiilé
(52) egyenlet Gsszes mérhetd f, g, h, k: R — R megoldésit, illetve a siirliség-
fliggvény megoldasokat is.

Felhasznaljuk a kovetkezd eredményt

1.4.1. Tétel. [Baker, [9], Lajkd, [35]] Tegyiik fel, hogy az f, g, h, k : R — R
mérhetd figguények kielégitik az (52) egyenletet, ekkor

f(@)= arexp [a1z + b12?] (x €R),

g(x)= agexp [agx — chlblxz] (x €R),

A2 + Eble (x € R),

d— d
h(xz)= p[rajasexp [w ]

—a1b b
k(x) = pPoaiagexp [aQaAalx - Cblxﬂ (xr €R),



30

ahol a1, as, by € R tetszbleges konstansok és «;, B; € Ry (i = 1,2) tetszdleges,
az arasfs =1 feltételt kielégitd konstansok.

A fejezet eredményei az [53] dolgozatban és az [55] el6addsban taldlhaték
meg.

1.4.2. A majdnem minden (z,y) € R? esetén teljesiild (52) egyenlet
mérheté megoldasai

Igaz az alabbi &llitas.

1.4.1. Lemma. [Mészdros, [53]] Ha a mérhetd f, g, h, k : R — R, fiigguények
kielégitik az (52) egyenletet majdnem minden (z,y) € R? esetén, ahol a, b, c,
d € R\ {0} tetszbleges a A = ad — bc # 0 feltételt kielégité konstansok, akkor
egyértelmien léteznek f, g, 71, k:R — R, folytonos fiigguények, hogy f = f,
Jg =g, h=nhék =k teljestil majdnem mindendtt, és ha az f, g, h, k
figguényeket az f, g, h, k figguényekkel helyettesitjik, akkor az (52) egyenlet
mindenditt teljestil R?-en.

Bizonyitds. El6szor lassuk be azt, hogy egyértelmiien létezikﬁ folytonos fiigg-
vény, amely majdnem mindeniitt egyenlé h-val R-en és h-t h-al helyettesitve,
(52) majdnem mindeniitt teljestil.

A t = az + by helyettesitéssel (52)-b6l kapjuk, hogy

f (%) 9(y)
k(< (t—by)+dy)

teljesiil majdnem minden (t,y) € D esetén, ahol D = R2 A Fubini tétel

értelmében létezik olyan T C R teljes mérték{i halmaz, hogy minden ¢t € T’

esetén az (53) egyenlet majdnem minden y € Dy = R esetén teljesiil.
Definidljuk a g1, g2, g3, H fiiggvényeket a kovetkezé modon

(53) h(t) =

t—by
g1 (t,y) = — % (t,y) = v,

c 212

g3 (t’y)zi(t_by)—’—dyv H(tvy721722723):£7

a z3

és alkalmazzuk most megfelel$ vélasztdssal az 1.1.1. Tételt a (53) egyenletre.
Az els6 feltétel az (53) egyenlettel teljesiil az 1.1.1. Tételben. Rogzitett y

mellett a H fiiggvény folytonos a tobbi valtozéjaban, ez adja a méasodik feltételt.
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Az (53) egyenletben szerepld fliggvények feltételeink szerint mérhetbek, ezért a
harmadik feltétel trividlisan teljesiil.
A g, figgvények és a

b A
Dagi (t,y) = — Dogs (t,y) =1, Dags(t,y) = o

parcidlis derivéaltak folytonosak, ebbél kovetkezik a negyedik feltétel.

Minden ¢ € R esetén létezik olyan y € R, hogy (¢,y) € D = R? és a parcialis
derivaltak nem tilinnek el (¢,y)-ban, azaz rangjuk 1. Igy az utolsé feltétel is
teljestl az 1.1.1. Tételben.

Kovetkezésképpen igaz, hogy egyértelmiien létezik olyan folytonos h fligge-
vény, amely majnem mindeniitt egyenld h-val R-en és f, g, h, k majdnem min-
dentitt kielégiti az (52) egyenletet, amely ekvivalens azzal, hogy

(54) f(@)g(y) =h(az+by)k (cx + dy)

teljesiil majdnem minden (z,y) € R? esetén.
Hasonlé médon lathaté be k esetén. Az (54) egyenletbdl a t = cx + dy
helyettesitéssel kapjuk a

f (t‘cdy) 9 ()

k(1) = h (2 (t — dy) + by)

egyenletet, amely a

t—dy
g1 (t,y) = — 9 (t,y) = v,

a Z1%2
93 (t,y) = - (t—dy) +by, H(ty,21,22,23)= o
3
valasztassal, a Fubini tétellel, illetve azzal, hogy az 1.1.1. Tétel feltételei ismét
mind teljesiilnek, adja, hogy egyértelmtien 1étezik olyan folytonos k fiiggvény,
amely majdnem mindeniitt egyenlo k-val R-en és az f, g, h, k fiiggvények majd-
nem mindentitt teljesitik az (52) egyenletet, azaz

(55) f(x)g(y) = h(az +by) k (cz + dy)

teljesiil majdnem minden (x,7y) € R? esetén.
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Léteznek z és yo elemek, hogy f (x0) # 0 és g (yo) # 0, {gy az y = yo illetve
az x = xo helyettesitésekkel az (55) egyenletbdl kapjuk, hogy

mh (az + byo) k (cz + dyo)

teljesill majdnem minden x € R esetén, és

f(x) =

g(y) = ﬁﬁ (awo + by) k (cxo + dy)

teljestil majdnem minden y € R esetén. Mivel h, k folytonos, ezért egyértelmiien
léteznek olyan, a fenti két egyenlet jobb oldala &ltal definidlt f és § folytonos
fiiggvények, amelyek majdnem mindeniitt egyenléek f-el illetve g-vel R-en, és
ha f-et f-al, g-t g-al helyettesitjiik, akkor az

(56) f(@)g(y) = h(az +by) k (cx + dy)

fiiggvényegyenlet majdnem mindeniitt teljesiil R?-en.

(56) mindkét oldala folytonos fiiggvényeket definial R?-en, amelyek R? egy
sliri részhalmazdn egyenléek egymadssal, ezért (56)-nak mindeniitt teljesiilnie
kell R2-en.

Tovabba f = f, g=g,h= h, k=k majdnem mindeniitt R-en. O

Most méar megadhatjuk a majdnem mindeniitt teljesiilé (52) egyenlet pozitiv
mérhet6 megoldasait.

1.4.2. Tétel. [Mészdros, [53]] Tegyiik fel, hogy az f, g, h, k : R — Ry mérhetd
fligguények majdnem mindendtt kielégitik az (52) egyenletet, ekkor

f(@)= orexplaiz +b2? (m.m. x € R),

bd
g(z)= azexp {agﬁc - b11’2] (m.m. z € R),
ac

h(z)= prarazexp [awl;azcx + jblaf] (m.m. x €R),
asa — arb b,
k (.Z') = [oajagexp Tl‘ - Eblx (m.m. x € R) ,

ahol a1, as, by € R tetszbleges konstansok és «;, B; € Ry (i = 1,2) tetszdleges,
az a1 ragfs = 1 feltételt kielégitd konstansok.

Bizonyitds. Az 1.4.1. Tétel és az el6z6 Lemma azonnal adja allitdsunkat. O
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1.4.3. A majdnem minden (z,y) € R? esetén teljesiilé (52) egyenlet
striségfiiggvény megoldasai

Az el6z6 fejezetben megadtuk a majdnem minden (z,y) € R? esetén teljesiils
(52) egyenlet pozitiv mérheté megoldésait.

Tételezziink fel most csak annyit, hogy az (52)-ben szerepld f, g, h, k: R —
R ismeretlen fliggvények valamilyen valdszin{iségi valtozé slirliségfiiggvényei (az-
az nemnegativak és Lebegue integrdlhatéak 1 integrdllal). Kovetkezik-e ebbdl,
hogy majdnem mindeniitt pozitivak R-en?

Az 1.3.3. és 1.4.4. fejezetekhez hasonléan, igenlé vilaszt tudunk adni a
fenti kérdésre. Most Baker [9]-beli médszerének kiterjesztését és a Steinhaus
tétel 1.1.2 altaldnositdsat fogjuk hasznadlni U = R? mellett, hogy megmutas-
suk, a majdnem mindentitt teljesiild (52) egyenlet siirfiségfiiggvény megoldésai
majdnem mindeniitt pozitivak R-en.

1.4.3. Tétel. [Mészdros, Lajko, [55]] Legyenek az f, g, h, k : R — R olyan
stirtiségfiiggvények, amelyek kielégitik a majdnem minden (x,y) € R? esetén
teljestild (52) egyenletet, ahol a, b, ¢, d € R\ {0} tetszbleges, az ad —be # 0
feltételt kielégité konstansok. Ekkor az f, g, h, k : R — R filiggvények majdnem
mindeniitt pozitivak.

Bizonyitas. Az {f #0} = {x € R|f (z) # 0} illetve az ezzel analég {g # 0},
{h # 0}, {k # 0} jeloléseket fogjuk hasznalni.

El6szor 1dssuk azt be, hogy az {f # 0}, {g # 0}, {h # 0}, {k # 0} halmazok
majdnem tartalmaznak egy-egy nemiires nyilt intervallumot. Mivel f, g, h,
k nemnegativ és Lebesgue integraljuk 1, igy valamilyen A, B, C, D pozitiv
Lebesgue mértékli halmazokon rendre pozitivak.

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy a {h # 0} halmaz majdnem tartalmaz egy
nemires nyilt intervallumot, ellenérizni kell, hogy az F' (z,y) = az+by (z,y € R,
a,b € R\ {0}) fiiggvény

OF OF
%(mmy)_(% Fy(x7y>_b

parcidlis derivaltjai nem tiinnek el. Ez nyilvanvalé. Mivel f és g pozitivak az A
és B Lebesgue mérheto, pozitiv mértékli halmazokon, ezért az 1.1.2. Tétel miatt
az aA + bB halmaz tartalmaz egy L nemiires nyilt intervallumot, igy (52) adja,
hogy h nem egyenld 0-val L majdnem minden pontjéra, azaz {h # 0} majdnem
tartalmazza az L nemiires nyilt intervallumot.
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Hasonléan bizonyithatjuk, hogy {k # 0} majdnem tartalmaz egy nemiires
nyilt intervallumot. Haszndljuk most az F (z,y) = cx + dy (x,y € R, ¢,d €
R\ {0}) figgvényt, és azt, hogy

oF oF

%(xay):c#oa @(%,y):d#o

teljesiil minden (z,y) € R? esetén. Az 1.1.2. Tétel miatt a cA + dB halmaz
tartalmaz egy M nemiires nyilt intervallumot, igy (52) adja, hogy k # 0 az M
nemiires nyilt intervallum majdnem minden pontjira, azaz a {k # 0} halmaz

majdnem tartalmazza az M nemiires nyilt intervallumot.
(52)-bél az

u = ax + by, v=cx+dy ((x,y)ERQ)

helyettesitéssel (ahol a, b, ¢, d € R\ {0} tetsz6leges konstansok a A = ad—be # 0
tulajdonsdggal) kapjuk, hogy

o1 1(Sep)e(SE) —hwEe) (e () €

teljesiil. Felhasznélva ezt az egyenletet bizonyithatjuk, hogy az {f # 0} és
{g # 0} halmazok majdnem tartalmaznak egy-egy nemiires nyilt intervallumot.

Az F (u,v) = ZZ:Z'; (u,v € R, a,b,¢,d € R\ {0}, ad — bc # 0) fiiggvényre a
parcidlis derivaltak kielégitik a

oF d OF b
%(u’v)_aal—bc?éo7 %(u’v)__ad—bc

feltételeket minden (u,v) € R? esetén. Mivel h és k pozitivak a C illetve D
pozitiv mértékli Lebesgue mérheté halmazokon, ezért az 1.1.2. Tétel miatt
kapjuk, hogy a dg;zjcj halmaz tartalmaz egy I = («, §) nemiires nyilt interval-
lumot, igy (57) adja, hogy f nem egyenl8 0-val az I nyilt intervallum majdnem
minden pontjira, ezért a {f # 0} halmaz majdnem tartalmazza az I nemiires
nyilt intervallumot.

Végiil az F (u,v) = 5= (u,v € R, a,b,c,d € R\ {0}, ad — bc # 0)
fliggvénnyel kapjuk, hogy

oF c oF a
%m’v)__adfbc#o’ %m’v)_ad—bc#o

£0

minden (u,v) € R? esetén. [gy az 1.1.2. Tétel alapjén a afc’ljif halmaz tartal-

maz egy J = (v,0) nemiires nyilt intervallumot, ezért g # 0 a J nemiires nyilt
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intervallum majdnem minden pontjira, azaz {g # 0} majdnem tartalmazza a J
nemdtires nyilt intervallumot.

Ekkor
f@)gly) #0 mm. z€l=(a,f) ésmm. yeJ=(v,9).
Igy (52) adja, hogy
h(u)k(v) 20 mm. w € al +bJ ésmm. v € cl +dJ,

ebbdl, és az (57) egyenletbdl levezethetd, hogy

f(x)#0 mm. z € i(aIerJ)fﬂ(cIerJ):_>I+%(J7J):I/

A A A

és

c

A

a

A(c1+dJ);J+%(I—I)=J&

(al +0J)+ A

g(y) #0 mm. y € —

Mivel J — J egy 0 kozéppontu és § —v sugarid intervallum, ezért I’ is intervallum
ugyanazzal a kozépponttal mint I, de a hosszisdga

bd
— 21—1(0—7).
(- +2|%| 6=
Hasonléan J’ is intervallum ugyanazzal a kozépponttal, mint .J, de
(6-+2|%|(B-a)
hosszusaggal.

Ebb&l mar indukciéval kénnyen ldthaté (lasd pl. [9]), hogy f(z)g(y) # 0
majdnem minden z,y € R esetén, és {gy h (u) k (v) # 0 majdnem minden u,v €
R esetén. Ezzel belattuk allitdsunkat. O
Megjegyzés. A tétel bizonyitisa mutatja, hogy elegendd csak annyit feltenni,
hogy az ismeretlen fiigguények nemnegativak és léteznek A, B, C, D C R pozitiv

mértéki halmazok, hogy azokon pozitivak.

Egyszerlien belathaté, hogy az elézé fejezet 1.4.1. Lemméja érvényes marad
stirliségfliggvényekre is, azaz igaz az
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1.4.2. Lemma. [Mészdros, Lajkd, [55]] Ha az ismeretlen f, g, h, k : R — R
striségfiggvények kielégitik az (52) figguényegyenletet majdnem minden
(x,y) € R? esetén, ahol a,b,c,d € R\ {0} tetszbleges, az ad — be # 0 feltételt
kielégité konstansok, akkor egyértelmiien léteznek olyan f, g, 71, k:R — R4
folytonos figguények, hogy f = f, G =g, h = h és k = k majdnem mindeniitt,
és ha az f, g, h, k figguényeket az f, G, h, k figgvényekkel helyettesitjik, akkor
az (52) egyenlet mindeniitt teljesiil R?-en.

fgy a mindentitt teljesiilé (52) egyenlet folytonos megolddsainak segitségével
meg tudjuk adni a majdnem mindeniitt teljesiilé egyenlet stirtiségfiiggvény meg-
oldésait is.

1.4.4. Tétel. [Mészdros, Lajkd, [55]] Tegyik fel, hogy az f, g, h, k : R - R
stirdségfiggvények kielégitik az (52) egyenletet majdnem mindenditt, ekkor

f(x)= oarexplarz + blzz] (m.m. x € R),

bd
g(x) = agexp [agx - acble] (m.m. x € R),
ard — asc d
h(x) = froqagexp [;d_bzx + ab1x2] (m.m. x € R),
k(x) faciag e a2a_a1b;v bb z? (m.m. z € R)
= X - 7 1 - = . .
e T e

teljesil, ahol ay, as, by € R tetszdleges konstansok és a;, B; € R (i =1,2)
tetszoleges, az a1 frasfe = 1 feltételt kielégitd konstansok.

1.5. Pexider egyenletek

1.5.1. Bevezetés

Vizsgaljuk a majdnem minden (u,v) € R? esetén teljesiild

(58) fu+v)=g(u)h(v)

exponencidlis Pexider egyenletet az ismeretlen f, g, h : Ry — R mérhetd fiige-
vényekre, ahol g, h nem azonosan 0, illetve a majdnem minden (u,v) € Ri
esetén teljesiild

(59) f(uv) = g (u) + h(v)
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logaritmikus Pexider egyenletet az ismeretlen f, g, h : Ry — R mérhet6 fiigg-
vényekre.

Ismeretes (ldsd [4]), hogy a minden (u,v) € R esetén teljesiils (58) egyenlet
nemtrividlis mérhet6 (folytonos) megolddsai

f(t) =abe”, g(t)=ae", h(t)=0be" (teRy)

alakudak, ahol a,b € Ry, c € R.
A minden (u,v) € RZ esetén teljesiild (59) egyenlet mérhetd (folytonos)
megoldasai

f@®)=clnt+a+b, gkt)=clnt+a, h(z)=clnt+bd (teRy)

alakuak, ahol a,b,c € R.

A majdnem minden (u,v) € R? esetén teljesiils (58) egyenlet &ltaldnos
megoldésa is ismert (ldsd [4]). Itt (58) csak majdnem minden (u,v) € R%
esetén teljesiil és az eredménylinket mas maédszerrel bizonyitjuk.

A fejezet eredményeit a [44] és [50] cikkekben kozoltiik.

1.5.2. A majdnem minden (u,v) € R? esetén teljesiild (58) egyenlettel
kapcsolatos eredmények

1.5.1. Lemma. [Maksa, Mészdiros, [50]][Ha az f, g, h : Ry — R mérhetd
figgvények, ahol g, h nem azonosan 0, majdnem minden Su,U)NE Ri esetén
teljesitik az (58) egyenletet, akkor egyértelmien léteznek f, g, h: R = R
folytonos fiigguények gy, hogy f 7,9 9=9 h=h magjdnem mindeniitt Ry -on

és ha az f, g, h fliigguényeket sorra az f, g, h fiiggvényekkel helyettesitjik, akkor
az (58) fuggvényegyenlet mindendtt teljesil az ]R2 halmazon.

Bizonyitds. El6szor azt mutatjuk meg, hogy egyértelmiien 1étezik f folytonos
fiiggvény, amely majdnem mindeniitt egyenlé f-el Ri-on, és ha f-et f-al he-
lyettesitjiik, akkor az (58) egyenlet majdnem mindeniitt teljesiil. A ¢ = u + v,
y = v helyettesitéssel kapjuk (58)-bdl, hogy

(60) ft)=g(t—y)h(y)

teljesiil majdnem minden (t,y) € D esetén, ahol D = {(t,y) |t,y € Ry }.

A Fubini Tételb8l kovetkezik, hogy létezik olyan T C R, teljes mértékii
halmaz, hogy minden ¢ € T’-re a (60) egyenlet majdnem minden y € D; esetén
teljesiil, ahol

Dy ={y R [(t.y) € D}.
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Definidljuk a g1, go, h fliggvényeket az alabbi médon:
aty)=t—y, g2y =y,

h(t,y,z1,22) = 2122,

és alkalmazzuk a 1.1.1. Tételt a (60) egyenletre az aldbbi vélasztdssal

g(t)=fi(t), h(t)=/f2(1),
Z=R, Z =R, T=R,, Y=R,, X,=R,,(i=12).

fgy az 1.1.1. Tételben szerepld elsd feltétel a (60) egyenlettel érvényes. Rogzitett
y esetén a h fiiggvény folytonos a tobbi valtozdjaban, azaz a masodik feltétel
is teljestil. Mivel a (60)-ban szerepld fliggvények mérhetéek, ezért a harmadik
feltétel nyilvanvaldan igaz. A g; fiiggvény és a

O2g1 (t,y) = —1, Oag2(t,y) =1

parcialis derivaltak folytonosak, ez adja a negyedik feltételt.

Minden ¢ € Ry esetén létezik olyan y € Ry, hogy (t,y) € D és a parcidlis
derivéltak nem tlinnek el a (¢, y) pontban, azaz rangjuk 1. fgy az utolsé feltétel
is teljesiil az 1.1.1. Tételben, ezdltal kapjuk, hogy egyértelmfiien létezik f
folytonos fliggvény, amely majdnem mindeniitt egyenlé f-el R -on és az f, g, h
fiiggvények majdnem mindeniitt kielégitik a (60) egyenletet, amely ekvivalens
azzal, hogy

(61) fu+v)=g(u)h(v)

teljesiil majdnem minden (u,v) € R% esetén.
Létezik olyan ug és vg, hogy a (61) egyenletbdl a megfelelé helyettesitésekkel
kapjuk, hogy _
hw) = Lt 0)
g (uo)

teljesiil majdnem minden v € R, esetén, és

f(u+wo)
h (vo)

teljestil majdnem minden u € R, esetén.

Az f fiiggvény kordbban megmutatott folytonossdga miatt egyértelmiien
léteznek olyan az elobbi két egyenléség jobb oldala dltal definialt h : Ry — R és

g(u) =



39

g : Ry — R folytonos fliggvények, amelyek majdnem mindeniitt egyenl6ek a h és
g figgvényekkel R, -on, és ha a h és g fliggvényeket sorra a h és g fliggvényekkel
helyettesitjiik, akkor az

(62) flutv)=g(u)h()

egyenlet majdnem mindeniitt teljestil ]Rf_—en. (62) mindkét oldala folytonos
fiiggvényeket definidl Ry-on, amelyek R, egy siirii részhalmazén egyenl6ek
egymassal, ezért kapjuk, hogy (62) mindeniitt teljesiil Ri—en. O

Ezutén igaz a kovetkezo

1.5.1. Tétel. [Maksa, Mészdros, [50]] Tegyiik fel, hogy az f, g, h : Ry — R
mérhetd figgvények, ahol g, h nem azonosan 0, majdnem minden (u,v) € Ri
esetén kielégitik az (58) egyenletet, akkor

f () =abe®, g(t)=ae”, h(zx)=>be" (m.m. teRy),

ahola,b e Ry, c e R.

1.5.3. A majdnem minden (u,v) € R? esetén teljesiils (59) egyenlettel
kapcsolatos eredmények

1.5.2. Lemma. [Lajks, Mészdros, [44]] Ha az f, g, h : Ry — R mérhetd
figguények majdnem minden (u,v) € R3 esetén teljesitik az (59) egyenletet,
akkor egyértelmien Iléteznek f, g, h Ry — R folytonos figguények gy, hogy
f: fLa9=g, h=h magjdnem mindeniitt Ry-on és ha az f, g, h fiigguényeket
sorra az f, g, h figguényekkel helyettesitjik, akkor az (59) egyenlet mindenditt
teljesil az ]Rf_ halmazon.

Bizonyitds. El6szor azt mutatjuk meg, hogy egyértelmiien 1étezik f folytonos

fiiggvény, amely majdnem mindentitt egyenlé f-el Ri-on, és ha f-et f-al he-
lyettesitjiik, akkor az (59) egyenlet majdnem mindentitt teljestl. A

(63) ro=g(1)+nw)
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teljesiil majdnem minden (¢,y) € D esetén, ahol

D:{(tvy)|tay€R+}'

A Fubini Tételbdl kovetkezik, hogy 1étezik olyan T C R teljes mértékii halmaz,
hogy minden ¢ € T’-re a (63) egyenlet majdnem minden y € D; esetén teljestil,
ahol

Dy={yeR|(t,y) eD}.

Definidljuk a g1, go, h fliggvényeket az alabbi médon:
t
m%w=? 92 (t,y) =y,

h(t,y,z1,22) =21 + 22,

és alkalmazzuk az 1.1.1. Tételt a (63) egyenletre az aldbbi valasztassal

f@)=H@), gt)=f@1), h(t)=rf2(2),
Z=R, Z;=R, T=R,, Y=R,, X;=Ry (i=12).

fgy a 1.1.1. Tételben szerepld elsd feltétel a (63) egyenlettel érvényes. Rogzitett
y esetén a h fiiggvény folytonos a tobbi valtozdjaban, azaz a masodik feltétel
is teljestil. Mivel a (63)-ban szerepld fliggvények mérhetéek, ezért a harmadik
feltétel nyilvanvaléan igaz. A g; fliggvény és a
0o1 (1,9) = . Daga (1) = —
201 \L,Y) = —, 292 \L,Y) = ——
y y?
parcialis derivaltak folytonosak, ez adja a negyedik feltételt.

Minden ¢ € Ry esetén létezik olyan y € Ry, hogy (¢,y) € D és a parcidlis
derivéltak nem tlinnek el a (¢, y) pontban, azaz rangjuk 1. Igy az utolso feltétel
is teljesiil az 1.1.1. Tételben, ezdltal kapjuk, hogy egyértelmfien létezik f
folytonos fliggvény, amely majdnem mindeniitt egyenlé f-el R -on és az f, g, h
fiiggvények majdnem mindeniitt kielégitik a (63) egyenletet, amely ekvivalens
azzal, hogy

(64) f(uv) = g (u) + 1 (v)

teljesiil majdnem minden (u,v) € R% esetén.
Létezik olyan ug és vg, hogy a (64) egyenlethdl a megfelelé helyettesitésekkel
kapjuk, hogy

h(v) = f (uov) — g (uo)
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teljesiil majdnem minden v € Ry esetén, és

g (u) = f (uvo) — h (vo)

teljesiil majdnem minden v € Ry esetén.

Az f fiiggvény kordbban megmutatott folytonossdga miatt egyértelmiien
léteznek olyan az el6bbi két egyenléség jobb oldala dltal definidlt h : Ry — R és
g : Ry — R folytonos fliggvények, amelyek majdnem mindeniitt egyenl6ek a h és
g fiiggvényekkel R -on, és ha a h és g fliggvényeket sorra a h és g figgvényekkel
helyettesitjiik, akkor az

(65) f(uwv) =g (u) + h(v)

egyenlet majdnem mindeniitt teljestil ]Rf_—en. (65) mindkét oldala folytonos
fiiggvényeket definidl Ry-on, amelyek R, egy siiri részhalmazén egyenl6ek
egymassal, ezért kapjuk, hogy (65) mindeniitt teljesiil R -en. O

Ezutéan igaz a kovetkezo

1.5.2. Tétel. [Lajko, Mészdros, [44]] Tegyik fel, hogy az f, g, h : Ry — R
mérhetd figguények majdnem minden (u,v) € RZ esetén kielégitik az (59)
egyenletet, akkor

f@)=clnt+a+b, g¢g({)=clnt+a, h(t)=clnt+b (m.m. teRy),

ahol a,b,c € R.
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2. Feltételesen meghatarozott kétdimenzios el-
oszlasok jellemzése soran felhasznalt fliggvény-
egyenletek

2.1. A skalaparaméter jellegii feltétel esete
2.1.1. Bevezetés

A

(66) m (o) e 0= (at) a @

fliggvényegyenlet, ahol hy, hs, fy, fx ismeretlen fiiggvények, a c és d pozitiv
fliggvények specialis valasztasai esetén a feltételesen meghatarozott kétdimen-
7i6s eloszldsok jellemzésében jétszik szerepet és Arnold, Castillo és Sarabia [7]
konyvében szerepel.

Arnold, Castillo és Sarabia az ismeretlen fiiggvények kétszeri differencialha-
tosdga mellett vizsgaltdk az egyenletet, specidlis esetekben, feltéve, hogy azok
minden (z,y) € R esetén teljesiilnek.

Itt el6szor a ¢ és d fliggvények specidlis vélasztdsal esetén, csak a pozitiv
ismeretlen hy, ho, fy, fx fluggvények mérhet6ségét tételezziik fel, illetve azt,
hogy a kapott egyenletek majdnem minden (z,y) € R3 esetén teljesiilnek.
Eredményeinket két kiillonb6z6 médon is megkaphatjuk, az alabbi fejezetekben
szerepel mindkét médszer leirasa.

Beldtjuk, hogy a majdnem mindeniitt teljesiilé (66) egyenlet mérhetd megol-
désai — a kiilonboz6 specialis esetekben — egyértelmiien , kiterjeszthet6ek” folyto-
nos fiiggvényekké és ha a mérheto fiiggvényeket a folytonosakkal helyettesitjiik,
akkor az egyenlet mar mindeniitt teljesiilni fog ]Rf_—en.

Ezutan vizsgaljuk a kapott specidlis egyenletek stirtiségfiiggvény megoldasait

is.
Eredményeinket a [44] és [45] dolgozatokban, valamint a [41] és [42] el6addsok
soran kozoltiik.

2.1.2. Els6 probléma

Vilasszuk a ¢, d fiiggvényeket a kovetkezéképpen

1 1
C(y)=a+y7 d(z) = (z,y >0),
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ahol «, 0 nemnegativ konstansok.
(66)-bdl kapjuk, hogy

(67) hi((a+y)x) (a+y) fy (y) =h2(B+2)y) (B+2) fx (v)

teljesiil majdnem minden (z,y) € Ri esetén, ahol hi, ha, fx, fyr : Ry — Ry
mérhet6 ismeretlen fiiggvények, a, 5 > 0 tetsz6leges konstansok.
Konnyen beldthat6 az alabbi technikai Lemma.

2.1.1. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [44], [45]] A hi, ha, fx, fy pozitiv mérhetd
figguények akkor és csakis akkor elégitik ki a (67) egyenletet majdnem minden
(z,y) € R esetén, ha a

Gi(t)=In[hi (t)], Ga2(t)=In[h2 ()],

() =hn{a+t)fy @), F{)=h[(F+t)fx @] (¢cRy)

szerint definidlt G1, Go, F1, Fy : Ry — R mérhetd figguények kielégitik a
(68) Gi(z(a+y))+Fi(y) =G (y(B+x)+ Fa ()

egyenletet majdnem minden (x,y) € Ri-re, ahol o, B > 0 tetszdleges konstan-
sok.

Ahhoz, hogy megkapjuk a majdnem mindeniitt teljesiils (68) (és igy a (67))
egyenlet mérheté megoldasait, két esetet kiilonboztetiink meg:

1. a® + 3% #£0;

2. a=0£=0.

2.1.3. Az o?+ 3% #0 eset

2.1.1. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44], [45]] Ha a G1, Ga, F1, F5 : Ry —
R mérhetd figgvények kielégitik a (68) egyenletet majdnem minden (x,y) €
Ri esetén, akkor egyértelmien léteznek 51, C~¥2, ]51, fg : Ry — R folytonos
fiigguények, hogy C~¥1 =Gy, éz = G-, ﬁl =F é5~ﬁ2 = I majdnem mindeniitt,
és ha a G1, Go, Fi, Fy figguényeket sorra a Gy, Ga, Fy, Fy figguényekkel
helyettesitjik, akkor a (68) egyenlet mdr mindendiitt teljesiil Ri—en.
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Bizonyitds. Elészor lassuk be azt, hogy egyértelmiien 1étezik G1 folytonos fiigg-
vény, amely majdnem mindeniitt egyenlé Gi-el Ry-on és G-t Gi-al helyette-
sitve, (68) majdnem mindentitt teljesiil.

At =z (o + y) helyettesitéssel (68)-bdl kapjuk, hogy

(69) Gr (1) = G (y (5+&))+Fg(aiy>_m@)

teljesiil majdnem minden (¢,y) € D esetén, ahol D = R2. A Fubini tétel
értelmében létezik olyan 77 C R teljes mértékii halmaz, hogy minden ¢t € T’
esetén a (69) egyenlet majdnem minden y € D, esetén teljestil, ahol

D;={y eRy |(t,y) eRT } =Ry.
Definidljuk a g1, g2, g3, h fliggvényeket a kovetkez6 médon

t
a+y

t
a+y’

gl(t,y)=y<ﬁ+ ) 92 (t,y) =

g3 (t7y):y7 h(tvyazlaz2723):Zl+22_237

és alkalmazzuk most az 1.1.1. Tételt a (69) egyenletre az aldbbi vélasztéssal:
Gi=f,Gyo=fi, b =fo, ' = f3, 2 =2 =R T =Y = X; = Ry,
(i=1,2,3).

Az els§ feltétel a (69) egyenletre nyflvén teljesiil az 1.1.1. Tételben. Rogzi-
tett y mellett a H fiiggvény folytonos a tobbi valtozdjdban, ez adja a masodik
feltételt. A (69) egyenletben szerepld fiiggvények feltételeink szerint mérhetsek,
ezért a harmadik feltétel trividlisan teljestiil.

A g; fiiggvények és a

ta

Doy (8, =7 2
91 (t,y) Gt o)

+ 06, Dags(t,y) =— Dogs (t,y) =1

(y+a)*
parcidlis derivéaltak folytonosak, ebbdl kdvetkezik a negyedik feltétel.

Minden ¢t € Ry esetén létezik olyan y € R, hogy (t,y) € D = Ri és
a parcidlis derivéltak nem tiinnek el (¢,y)-ban, azaz rangjuk 1. fgy az utolsé
feltétel is teljesiil az 1.1.1. Tételben. B

Kovetkezésképpen igaz, hogy egyértelmiien létezik G folytonos fiiggvény,
amely majnem mindeniitt egyenlé Gi-el Ry-on és G1, Ga, F1, F> majdnem
mindentitt kielégiti a (68) egyenletet, amely ekvivalens azzal, hogy

(70) Gi(z(a+y)+Fi(y) =Gz (y(B+2)+ Faw)
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teljesiil majdnem minden (z,y) € R? esetén.
Hasonlé médon ldthaté be Gy esetén. A (70) egyenletbdl a t = y (8 + x)
helyettesitéssel kapjuk a

62(0=6 ((£-0) @+n) + AW -5 (5 -5)

egyenletet, amely a fliggvények megfelel6 valasztasaval, a Fubini tétellel, il-
letve azzal, hogy az 1.1.1. Tétel feltételei ismét mind teljesiilnek, adja, hogy
egyértelmtien létezik G5 folytonos fiiggvény, amely majdnem mindeniitt egyenld
Go-vel Ri-on és a G1, G, Fy, Iy fliggvények majdnem mindeniitt teljesitik a
(68) egyenletet, azaz

(71) Gi(z(a+y)+Fi(y)=Ga(y(B+z)) + Fa(2)

teljesiil majdnem minden (z,y) € R3 esetén.
Ekkor léteznek olyan xzg és yo elemek, hogy az x = x illetve az y = yq
helyettesitésekkel a (71) egyenletb&l kapjuk, hogy

(72) Fi (y) = G2 (y (B + 20)) + F» (z9) — Gy (20 (a + 1))

teljesiil majdnem minden y € R, esetén, és

(73) Py (z) = Gy (z (e +y0)) + Fi (o) — G2 (o (6 + )

teljestl majdnem minden x € Ry esetén.

Mivel Gh Go : R, — R folytonos, ezért egyértelmiien léteznek olyan, a fenti
két egyenlet jobb oldala altal definialt Fl, Fg R, — R folytonos fiiggvények,
amelyek maJdnem mindeniitt egyenléek Fi-el illetve Fy-vel R, -on, és ha Fi-et
F1 al, Fo-t F2 al helyettesitjiik, akkor az

(74) Gi(z(a+y)+F(y) =G (y(B+2)) + Fa ()

fliggvényegyenlet majdnem mindeniitt teljesiil ]Rf_—en.

(74) mindkét oldala folytonos fiiggvényeket definidl R? -en, amelyek R? egy
slirli részhalmazén egyenlek egymédssal, ezért (74)-nek mindeniitt teljesiilnie
kell Ri-en.

Tovabbd G1 = C:'l, Gy = 6’27 F = ﬁl és I = ﬁg majdnem mindeniitt
R, -on. O
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Most mér a minden (z,y) € Ri esetén teljesiils (74) egyenlet folytonos (N}’l,
CNT‘Q, Fl, ﬁ'g : Ry — R megoldédsainak segitségével megadhatjuk a majdnem
mindeniitt teljesilé egyenlet mérheté megoldésait.

(74) folytonos megolddsait kétféle médszerrel is meghatdrozhatjuk.

Els6 médszer

El6szor megmutatjuk, hogy a folytonos megoldasok akarhanyszor differenci-

alhatdak, majd a megoldéast differencidlegyenletek megolddséra vezetjiik vissza.

2.1.2. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [45]] Ha a folytonos él, ég, ﬁ'l, Fy: Ry —
R figguények kielégitik a (74) figguényegyenletet minden (z,y) € R? esetén,
akkor Ry -on akdrhdnyszor differencidlhatdoak.

Bizonyitds. Irjuk a (74) egyenletet a

(75) Gh (t) = G (y <ﬂ+aiy)>+ﬁ2<aiy) “ R

alakba és legyenek az [a,b] C Ry, [¢,d] C Ry intervallumok tetszélegesek, akkor
[a,b] x [c,d] C R? teljesiil.
Integréljuk (75)-6t az y véltozd szerint [c, d]-n:

(d—c)Gi(t) =

d _ " d _ " d _
= G d F. dy — F; dy.
[0 cts)) o [B(55) - [

Végezziik el a

t
a+y

gl(t,y)=y(6+ >=u, g2 (t,y) = —u

helyettesitéseket az elsé és a masodik integralban.
Megmutatjuk, hogy a fenti egyenletek egyértelmiien megoldhatdak y-ra, ha
t € [a,b].

_t _t
aty a+y

az egyértelmil megoldhatdsdgot, hogy az y — g1 (¢,y) fliggvény

= u esetben ez nyilvanval6. Az y (5 + ) = u esetben az biztositja

ta

Dagy (t,y) = B+ m
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derivéltja pozitiv [a,b] x [c,d]-n (hiszen o? + 32 # 0), {gy a fiiggvény szigorian
monoton novekedd. A megoldasok:

uftfaﬁ+\/(t7u+aﬁ)2+4aﬂu

Yy = 23 i’.}/1(tvu)a

t
Yy u « 72(7“)

akarhanyszor differencidlhaté fiiggvényei t-nek és u-nak. Elvégezve a helyette-
sitéseket

Gy (t) =
1 pd+ts =
— | G Dentw dut [T Fa(w) Dara (tu) du €|
- ﬁc—‘rofiﬁu a«t#c

ahol
d o~
C= / Fi (y) dy.

A ég, F, fliggvények legalabb folytonosak. fgy a paraméteres integralok diffe-
rencidldsardl szolo tétel (1dsd pl. [16]) ismételt alkalmazdsdval beldthatd, hogy
a jobb oldal végtelen sokszor differencidlhaté [a,b]-n. Mivel [a,b] tetszdleges
részintervalluma R -nak, ezért kapjuk, hogy Gy végtelen sokszor differencial-
haté R, -on. Go differencidlhatosaga hasonléan kaphato.

(72) és (73) segitségével megmutathatd, hogy Fy és Fy szintén végtelen sok-
szor differencidlhaté R, -on. O

2.1.8. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [45]] Ha az Ry -on kétszer differencidlhato
@1, (N}’g, ﬁl, ﬁz : Ry — R figguények kielégitik a (74) figguényegyenletet minden
(x,y) € Ri esetén, akkor léteznek olyan c1, ca, 7y, 61, 02, 03, 64 € R konstansok
a 61 + 03 = o + 04 tulajdonsdggal, hogy

(76) Gi(t)= cilnt+~t+6  (teRy),
(77) Go(t) = colnt+yt+6, (teR,),
(78) Fi(t)= —ciln(t+a)+cnt+y8t+0d5  (teRy),
(79) F(t)= clnt—cyln(t+8)+yat+38,  (t€Ry).
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Bizonyitds. Derivaljuk (74)-et az z, majd a kapott egyenletet az y véltozdja
szerint, ugy

(a+y)xGY [(a+y) 2]+G1 [(a + y) 2] = (B+2) y G [(B+2) y|+G5 [(B+ 2) Y]

kovetkezik, ahol (z,y) € R3. Konnyen lathatd, hogy ez akkor és csakis akkor
teljestl, ha

1G] () + Gy () =y =54 (5)+ Ch(s)  (tseRy)

valamilyen v konstanssal.

A
G () +G ()=  (teRy)

sGy () + G () =7 (se€Ry)

differencidlegyenletek dltalanos megoldasai a kovetkez6 alakot oltik

Gi(t) =cilnt+t+0; (teRy),
62(5)1021H8+’YS+52 (seRy),

ahol ¢1, ¢g, 7, d1, 02 € R tetszbleges konstansok, {gy kapjuk (76)-ot és (77)-et.
Konnyt szamitds adja az allitdsunkat (78)-ra és (79)-re.

Egyszertien 14thatd, hogy (76), (77), (78) és (79) kielégiti (74)-et ha 61 +d3 =
0o + 4. O

fgy a 2.1.1. Lemma, a 2.1.1. Tétel, a 2.1.2. és 2.1.3. Lemmadk azonnali
kovetkezményeként kapjuk a (67) egyenlet mérheté megoldésait:

2.1.2. Tétel. [Lajko, Mészaros, [45]] A h1, ha, fx, fy : Ry — Ry mérhetd
fiigguények az o + B2 # 0 esetben akkor és csakis akkor elégitik ki a (67)
egyenletet majdnem minden (z,y) € R2 esetén, ha

hi(z) = x° exp(yz+ 01) (m.m. x € Ry),
he () = % exp (yz + d2) (m.m. x € Ry),

C2

fy (y) = mexp (7By + d3) (m.m. y €Ry),
fx(x)= (3;_‘_:17;)62‘*‘1 exp (yax + d4) (m.m. x € Ry),

ahol c1, ca, v, 01, 02, 03, 04 € R tetszdleges, a §1 + 63 = do + 04 tulajdonsdgot
kielégito konstansok.
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Masodik médszer

A mddszer lényege, hogy (74) folytonos megolddsait ismert egyenlet(ek)
folytonos megoldédsai segitségével adjuk meg.

Hérom esetet kiilonboztetiink meg: (i) & > 0, 8> 0; (ii) o = 0, 8 > 0; (iii)
a>0,8=0
(i) Aza >0, 8> 0 eset

(74)-b6l az x — Bz, y — ay helyettesitésekkel és a

G1(t) =Gy (aBt), Gy(t)=Gs(aft),

Fi(t) = Fy (at), Fa(t) = Fy (1)

jelolésekkel kapjuk, hogy a
(80) Gi(z(1+y)+Fi(y) =Gz (y(1+2) + F2 ()

fiiggvényegyenlet teljesiil minden (z,y) € R% esetén.

A (80) egyenletet [37]-ben Lajké vizsgilta és megadta a mérhet6 (folytonos)
megoldasokat és belatta az alabbi allitast.

2.1.8. Tétel. [Lajko, [37]] Ha a folytonos G1, Go, F1, Fay : Ry — R fiiggué-
nyek kielégitik a (80) egyenletet minden (x,y) € R3 -re, akkor léteznek olyan ¢y,
c2, Y, 01, 02, 03, 04 € R konstansok a 61 + 03 = 02 + 4 tulajdonsdggal, hogy

8

= c1lnz+yx + 6,

H
8

= colnz 4+ yx + §o,
= chz—cln(z+1)+~yz+ds,
= c¢glnz—coln(z+1)+yx+d4

ol Q) Q)

v
8

=
/\%\/\/\
—_— — —

minden © € Ry esetén.

Osszefoglalva a 2.1.1. Lemma és a 2.1.1., 2.1.3. Tételek eredményeit, kapjuk
a kovetkezd allitast.

2.1.4. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44]] A mérhetd hy, ha, fx, fy : Ry — Ry
figgvények az o > 0, B > 0 esetben akkor és csakis akkor elégitik ki a (67)
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egyenletet majdnem minden (z,y) € R2 esetén, ha

hy (z) = <;ﬁ) 1 exp <07ﬁx + 51> (m.m. x€Ry),

ho (x) = (;%)Q exp (cjﬁx +52> (m.m. x €R,),

C2

fy (y) = Ofclch(yf;ﬁeXP (gy + 53) (m.m. y€Ry),
fx (@)= p=a (x;’;l)cw exp (gx + (54) (m.m. x €Ry),

ahol ¢y, co, 7y, 61, 02, 03, 04 € R tetszdleges, a 61 + 03 = 02 + 04 feltételt kielégitd
konstansok.

Bizonyitds. A 2.1.1 és a 2.1.3. Tételekbdl (Gy, Go, F1, Fay definiciéjat is
haszndlva) kovetkezik, hogy a él, ég, ﬁl, F, mérhetd fliggvények sorra majd-
nem mindeniitt megegyeznek a 2.1.3. Tételben megadott Gy, G2, Fy, Fs
fliggvényekkel. fgy a 2.1.1. Lemmabdl mar kénnyedén kapjuk a hy, ho, fx,
fy figgvényekre vonatkozé allitdsunkat.

Egyszerlien bizonyithaté az is, hogy a tételben megadott hy, ho, fx, fy
fiiggvények kielégitik a (67) egyenletet majdnem minden (z,y) € R% esetén, ha
01403 =02 + 04 0

(i) Az a =0, § > 0 eset
(74)-b6l ekkor a

Gi (zy) + Fi (y) = G2 (y (B + 7)) + F ()
egyenletet kapjuk, ami a

v,y L

B
helyettesitésekkel adja, hogy a

~ ~ ~ ~ x
Gi(z)+F (y) =Gy (r+y) +F (6)
B y
egyenlet teljesiil minden (z,y) € R? esetén.

Fi)=Fi (%), Falw)=Fa(o)
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definiciékkal kapjuk, hogy

~ ~ — [z
(s1) G () +F1(0) = Galo+9) + 72 )
teljesiil minden (z,y) € R2 -re.
Igy a [10], [34] cikkek f6 eredményei alapjan igaz a kovetkezd.

2.1.5. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44]] A Gi1, Gy, F1, Fy : R, — R folytonos
fiigguények akkor és csakis akkor elégitik ki a (81) egyenletet minden (z,y) € R3.
esetén, ha

Gy (x) = ~vx+cilnx+ 6y,
ég(l’): ~yr + calnx + g,
Fi(x)= ~y2x+ (co —c1)Inx + 03,
Fo(r)= cilnz—coln(z+1)+ 64

teljesil minden © € Ry-ra, ahol v, c1, ca, 01, 02, 03, 64 € R tetszdleges, a
01 + 03 = 0o + 04 feltételt kielégitd konstansok.

Osszefoglalva a2.1.1. Lemmaésa?2.1.1.,2.1.5. Tételek eredményeit, kapjuk,
hogy teljesiil az alabbi

2.1.6. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44]] A mérhetd hy, ha, fx, fy : Ry — Ry
figguények az o = 0, B > 0 esetben akkor és csakis akkor elégitik ki a (67)
egyenletet majdnem minden (z,y) € R3 esetén, ha

)= x%exp(yr+ 1) (m.m. zeRy),
he () = x%exp (yx + d2) (m.m. x €Ry),
y)= BTy exp (Byy +05)  (mm. y €Ry),
) gee=ciger (g 4 ﬁ)—c’z—l exp (64) (m.m. z€Ry),

ahol v, c1, ca, 61, 02, 03, 04 € R tetszdleges konstansok a 61 + 03 = 0 + I,
tulajdonsdggal.

Bizonyitds. Hasonld a 2.1.4. Tétel bizonyitasahoz. O

(iii) Az a > 0, 8 =0 eset
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Ebben az esetben (74)-bdl a
G (x(a+y)+ Fi (y) = Gz (ay) + F (x)

egyenlet kovetkezik, ami a

helyettesitésekkel adja, hogy

teljesiil minden (z,y) € R3 esetén.
Az

Fi(z) = F (az), Fo(y)=F (g)

definiciokkal kapjuk, hogy
~ — ~ — [z
(52) Ga (o) + Fay) = Ca (a4 9) + T (£

fenn &1l minden (z,y) € R3 -re.

A (82) egyenlet a (81) egyenlet duélisa, ha (éhfl>—t feleseréljiik (ég,?g)—
vel, igy a 2.1.5. Tétel segitségével a kovetkezot allithatjuk.
2.1.7. Tétel. [Lajké, Mészdros, [44]] A folytonos G1, Go, F1, Fo : Ry — R

fligguények akkor és csakis akkor elégitik ki a (82) egyenletet minden (z,y) €
Ri—re, ha

Gy () = v+ colnx + do,
ég(x): ~yr +c1lnzx + 41,
Fi(x)= cilnz—coln(z+ 1)+ dy,
Fo(x)= ~o+(co—c1)Inx+ 83

teljestil minden x € Ry esetén, ahol-y, c1, c2, 41, 62, 03, 04 € R a d1+03 = do+0d4
feltételt kielégité konstansok.

Osszefoglalva a 2.1.1. Lemma és a 2.1.1., 2.1.7. Tételek eredményeit, kovet-
kezik a



53

2.1.8. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44]] A mérhetd hy, ha, fx, fy : Ry — Ry
figgvények az o > 0, B = 0 esetben akkor és csakis akkor elégitik ki a (67)
egyenletet majdnem minden (z,y) € R3 esetén, ha

hi(z) = x%exp(yz + d2) (m.m. x € Ry),

he () = % exp (yx + 61) (m.m. zeRy),
fry)= a® 1y (y+a) * Texp(8s)  (mm. yeRy),
fx ()= a2 g2 " Lexp (ayx + 63) (m.m. zeRy),

ahol v, c1, ca, 61, 02, 03, 04 € R tetszdleges konstansok a 61 + d3 = 0o + I,
tulajdonsdggal.

Bizonyitds. Hasonlo6 a 2.1.4. Tétel bizonyitasdhoz. O
Megjegyzés. Ldthaté, hogy az o + 3% # 0 esetben a (67) egyenletre a mdsodik
modszerrel kapott 2.1.4., 2.1.6. és 2.1.8. Tételek egyiittesen adjdk az elsé mod-
szerrel kapott 2.1.2. Tétel dllitdsdt, és forditva.
2.14. Az a=p0=0 eset
A (68) egyenletbél kévetkezik a
Gy (zy) + F1 (y) = Go (vy) + F2 (2)

egyenlet, és a

H{t)=Gi(t)-Ga(t), F()=F(@), G@)=-F()
jelolésekkel a
(83) H (zy) = F(z) + G (y)

logaritmikus Pexider egyenlet teljesiilése majdnem minden (z,y) € Ri esetén,
ahol F', G, H : R, — R mérhet6 fiiggvények.
Az 1.5.2. Tétel miatt
H(t)= clnt+e¢p +co (mm. teRy),
F(t)= clnt+c, (mm. teRy),
G(t) clnt + ¢, (mm. teRy),

ahol ¢, ¢1, co € R tetszoleges konstansok. Ezen megoldasok és a 2.1.1. Lemma
segitségével a kovetkezét allithatjuk:
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2.1.9. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44]] A hi, ha, fx, fv : Ry — Ry mérhetd
figguények akkor és csakis akkor elégitik ki a (67) egyenletet majdnem minden
(z,y) € R esetén az v = 3 =0 esetben, ha

hi(z) = e T2exp(Gy(z))z° (m.m. zeRy),
he () = exp(Ga (2)) (m.m. z €Ry),

fx ()= eaxc? (m.m. zeRL),

fy ()= e 2p~c! (m.m. z€RY),

ahol G2 : Ry — R tetszdleges mérhetd fiigguvény és c, c1, ca € R tetszdleges
konstansok.

2.1.5. A majdnem mindeniitt teljesiil6 (67) egyenlet siiriiségfiiggvény
megoldasai

Vizsgaljuk most a (67) egyenletet majdnem minden (z,y) € R2 esetén, ahol hy,
ha, fx, fy : Ry — R mérhetd ismeretlen fiiggvények nemnegativak és az A,
Ay, Az, Ay pozitiv mértékli Lebesgue mérhet6 halmazokon sorra pozitivak.
Megmutatjuk, hogy ekkor az fx, fy, h1, ho fliggvények pozitivak majdnem
mindentitt Ry-on.
3 esetet kiilonboztetiink meg (eltekintve az o = B = 0 trividlis esettol):

(i) o, 8> 0;
(i) =0, 8 > 0;
(iii) @ >0, 8= 0.
(i) Az «, B > 0 esetben (67)-b8l az x — Sz, y — ay helyettesitésekkel és a
Hy (t) = hi (afBt), Hy (t) = ha (aft),

Fi(y) = (a+tay) fy (ay),  Fa(z)=(8+pz) fx (Bz)
jeloléssel kapjuk a

(84) Hy(z(1+y)) Fi(y) = Ha (y (1 + 1)) F> ()

egyenletet majdnem minden (z,y) € R% esetén.
(ii) Az a« =0, 8 > 0 esetben (67)-bdl kapjuk a

ha (zy) yfy (y) = ha (B+2)y) (B+2) fx (z)  (mm. (z,y) € RY)
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egyenletet. Ebbdl az x — %, Yy — % helyettesitésekkel és az

@ =) @R, 0= Yo (g) (yeR,),

pi(t)=ha(t) (t€Ry), @ (t)=8(1+1t) fx(Bt) (t€Ry)
jelolésekkel adodik

(85  A@)g ) =p@+y)a (y) (mm. (z,y) € R2).
(iii) Az o > 0, 8 = 0 esetben (67)-b8l adédik a

hi((a+y)z) (a+y) fy (y) = ha (zy) ofx ()  (mm. (z,y) € RY)

egyenlet, majd ebbdl az x — 2,y — aZ helyettesitésekkel és a

fol@)=2fx () @eRy), g0 =ha(y) WeRL),

pO=mO (R, @@ =a(1+7)fr(o7) R

jelolésekkel latszik, hogy

(86)  f2(@)ga(y) = P2 (@ +1) a2 (y) (mm. (z,y) € B2)

teljestil.

Megjegyzés. Az F;, H;, fi, gi, pi, q¢i (i = 1,2) fligguények definicidja mu-
tatja, hogy mérhetdek, nemnegativak Ri-on és vannak olyan pozitiv mértéki
részhalmazai Ry -nak, melyeken pozitivak.

Megjegyzés. A (ii) és (iii) esetben szerepld (85) és (86) egyenletekre vonatkozd
eredmények megtaldlhatok a 2.2 fejezetben.

Megjegyzés. A (84), (85) és (86) egyenletek dgynevezett stiriségfiggvény meg-
olddsaibdl kapjuk a (67) egyenlet stiriségfiggvény megolddsait az (i), (i) és (iii)
esetekben.

A Steinhaus tétel 1.1.2. Tételben szerepld altaldnositasat fogjuk hasznalni
U= Ri mellett, hogy megmutassuk, a majdnem mindeniitt teljesiilé (84) egyen-
let stirliségfiiggvény megolddsai majdnem mindeniitt pozitivak R -on.
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2.1.10. Tétel. [Lajko, Mészdros, [41]] Legyenek a Hy, Ha, Fy, Fo : Ry — R
olyan (84)-et majdnem minden (z,y) € R esetén kielégité nemnegativ figg-
vények, hogy vannak olyan pozitiv mértéki Lebesque mérhetd részhalmazai R -
nak, melyeken pozitivak. Ekkor Hy, Ho, F1, F5 : Ry — R majdnem mindenditt
pozitivak R -on.

Bizonyitds. A{H; # 0} = {x € Ry |H; (z) # 0}, illetve az ezzel analég { Hy # 0},
{F1 # 0}, {F2 # 0} jeloléseket fogjuk haszndlni.

ElSszor ldssuk be azt, hogy a {H; # 0}, {Hz # 0}, {F1 # 0}, {F» # 0} hal-
mazok majdnem tartalmaznak egy nemiires nyilt intervallumot.

Alkalmazzuk az @ — ¢ helyettesitést, kapjuk (84)-bél a

(87) Hy(x) Fy(y) = Hy (y (1 + x>> oS ( L ) (mm. (z,y) € R%)

14y 1+y

egyenletet.
Ahhoz, hogy beldssuk, hogy a {Hy # 0} halmaz majdnem tartalmaz egy

nemiires nyilt intervallumot, ellendrizni kell, hogy az G; (z,y) = y (1 + Lffy)

(z,y > 0) fiiggvény parcidlis derivéltjaira teljesiil a kovetkezd:

e

0G, Yy o

ox

X
o

Ez nyilvan igaz. Mivel Hy és F pozitivak valamilyen A és B Lebesgue mérheto,

(83)

pozitiv mértékii halmazokon, ezért az 1.1.2. Tétel miatt az (1 + H%) B halmaz

tartalmaz egy nemiires nyilt intervallumot, igy (87) miatt Hs nem egyenld 0-
val majdnem minden pontjara a tartalmazott nemiires nyilt intervallumnak, igy
{H;y # 0} majdnem tartalmaz egy nemiires nyilt intervallumot.

Hasonléan bizonyithatjuk, hogy {F» # 0} majdnem tartalmaz egy nemiires
nyilt intervallumot. Hasznéljuk most az G» (z,y) = ¢ (z,y > 0) fiiggvényt,
és azt, hogy

8G2 _ 1 3G2 _ X

89
(89) 1t

teljesiil minden (z,y) € R2 esetén. Az 1.1.2. Tétel miatt az H_iB halmaz
tartalmaz egy nemiires nyilt intervallumot, igy (87) miatt F5 # 0 a tartalmazott
nemiires nyilt intervallum majdnem minden pontjéra, igy a {F; # 0} halmaz

majdnem tartalmaz egy nemires nyilt intervallumot.
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Hasznéljuk az

1) w=Gi() = (1+ T ) p v =Galon) = i (0 < R)

transzformdciot, akkor (87)-bél kapjuk, hogy

(90) H1<<vj_1+1>v>F1 (U11>:HQ(U)FQ(1})

teljesiil majdnem minden (u,v) € R? esetén.

Felhasznélva (90)-et és az 1.1.2. Tételt, pontosan ugyanazokkal a 1épésekkel
mint az elébb, bizonyithatjuk, hogy a { Hy # 0} és {F} # 0} halmazok majdnem
tartalmaznak egy-egy nemiires nyilt intervallumot, legyenek ezek I = (a,b) C
Ry illetve J = (¢,d) C Ry.

Ekkor kapjuk, hogy

Hy(x)Fy (y) #0 mm. z € (a,b) ésmm. y € (¢,d).

Igy (87) alapjan

o) 20 man we {(v1) g e @h)ye @ f -1,
és

X
+1

F5(v) #0 m.m. ve{y |m€(a,b),y€(c,d)}:Ml.

Bebizonyitjuk, hogy
L= ©C i) e (= 1) d) = @)
1 — c+ 1 ) d ¥ 1 - 9 9

a b
1 Mi=— —)=(,d).
(91) ! <d+1’c+1) (¢, d)

Konnyen beldthaté, hogy a (T') transzformécié inverze az

(T~Y)  z=G(uv) = (1+1iv) v,y = G (u,v) = HLU ((u,v) € R2)

transzformécié, azaz T = T~ 1.
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(88) és (89) segitségével kapjuk, hogy T' Jacobi determindnsara

T 14 7 r+y+1
o0t o 22t ((ay) €RY)
Tty (1+y)° (1+y)

teljesiil, azaz T regularis.

Ismert, hogy reguldris transzformécié esetén egy nyilt 6sszefiiggs tartomany
képe is Gsszefiiggé nyilt tartomany lesz (lasd [20]). Igy a (a,b) x (¢, d) nyilt
téglalap képe is egy nyilt Osszefiiggd halmaz. Tovdbbd az [a,b] X [c,d] zért
téglalap képe pedig egy zart tartomany és ezen tartomany hatara a zart téglalap
hataranak a képe.

Konnyen lathatd, hogy az x = a, x = b, y = ¢ és y = d egyenesek képei az

Y +1)v=a, Y +1 v:b,L:céS Y =d
14+wv 14w 14w 14w

gorbék (lasd 2. dbra).

-

2. abra.

Egyszerl szamolds adja, hogy

_a b B a 1 B b v1)d
NI T T \eh ctm=lai

teljesiil, amibél pedig kovetkezik (91).
Ismét (90)-et hasznélva

Hi(z) #0 mm. z € {(1)11 +1> vlue (@), ve (c’,d’)} = L,
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és
U
v+1

Fi(y) # 0 m.m. yG{ |u€(a/,b’),v€(c’,d/)}M2_

Mivel T—! = T reguldris, a fentihez hasonlé médon kapjuk, hogy
a’ v a’ b

Lo = ——+1)d, | ——+1])d My=|—",——

2 ((C’+1+>C7(d/+1+) )a 2 <d,+17cl+1)7
ami konnyen adja, hogy
1 1 b+d+1)d 1
L — (a+c+1)c N . (b+d+1) N >b)
(a+d+1)(c+1)  d+1 b+ct+1)(d+1)  c+1

a+c+1 b+d+1
a
a+d+1"b+c+1

b) = (a1, b1)

és

M (ot badid
27 \btctr1atrd+1

d) = (c1,d1).
Megmutattuk, hogy
Hy () F1 (y) #0 mm. z € (a,b), mm. y € (¢,d)
maga utdn vonja, hogy
Hy(z)Fi(y) #0 mm. z € (a1,b1), mm. y € (c1,d1).

Az is igaz, hogy a1 < a, b < by, c; <césd <d.
Definidljuk most az {(ax), (by), {cx) és (dy) sorozatokat az aldbbi médon:

an +cp, +1 b b, +d, +1
an :7617’7,7 n :777«7
e+ d, +1 T, fe, 1
. _an—l—cn—i-lc by tdy+1
n+1 bn+Cn+]—n7 n+1_an+dn+1n
minden n = 1,2,3,... esetén.

Megismételve a fenti gondolatmenetet és indukciét hasznédlva kapjuk, hogy
Hy(z)Fi(y) #0 mm. z € (an,b,), mm. y € (cy,dy)

teljesiil minden n = 1,2, 3, ... esetén.
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~ Baker ([10]) egy 6tletét felhaszndlva megmutatjuk, hogy a = lim,, .o an = 0,
b=1lim,_ .o b, = +00, ¢ =1lim, .o, =0, d=1lim, o d, = +00.
Egyszertien lathat6, hogy (ar) és (cx) szigoriian monoton csokkend, mig (by),
(d,) szigoriian monoton névekvé. Ha d < +oo, akkor mivel d > d > 0
_ an +cn +1 a+c+1_

a= hma = lim ap = — a,
nmoo M T e Gt A + 1" Gt dil

ami adja, hogy ¢ = d vagy a = 0 teljesiil. De ¢ < ¢ < d < d, igy ¢ # d, ezért
a=0had < +oo.

Ha d = 400, akkor

a, +cp+1 at+c+1
0< = < 0
It = A, 1S T 1 v

azaz a = 0 ebben az esetben is.

Igy a = 0. Hasonldan kaphatd, hogy ¢ = 0.

Ha b < 400, akkor mivel ¢ = 0,

b= hm bp+1 = lim 1_77

n—oo by, + ¢, + 1

n

bnt+dn+1, _b+d+
b+1
ami adja, hogy d = 0, de ez lehetetlen, mivel d > d > 0. Igy b = +oc.
Ugyanigy lathaté, hogy d = +oc.
Ekkor kapjuk, hogy H; és F} kiilonbozik nullatél majdnem minden z,y € Ry

esetén. Ezért Hy és Fy is kiilonbozik nulldtél majdnem minden z,y € R
esetén. O

Ekkor igaz a kovetkezd.

2.1.11. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [41]] Legyenek a hy, ha, fx, fy : Ry — R
nemnegativ (67)-et majdnem minden (z,y) € R2-re kielégité olyan mérhets
fiiggvények, hogy vannak Ry -nak olyan Lebesque mérhetd és pozitiv mértékid
halmazai, amin a fligguények pozitivak. Ekkor a hi, he, fx, fy figgvények
majdnem mindenttt pozitivak R, -on.

Bizonyitds. Az (i) esetben kapjuk (84)-et az Fy, Fy, Hy, Hy fiiggvényekre és
azt, hogy nemnegativak és vannak R -nak olyan Lebesgue mérhet6 és pozitiv
mértéki halmazai, amin a fliggvények pozitivak. Ekkor a 2.1.10. Tételbol
kovetkezik, hogy Fy, Iy, Hy, Ho pozitiv majdnem mindeniitt R -on, igy hasz-
néalva Fy, Fy, Hy, Hy definicigjat, kapjuk, hogy

he () = H, (atﬁ) (teRy), ho(t) = Hs (iﬁ) (teR,),
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:Tj—xF2 (;) (zeRy), fry)= Fy (%) (y €Ry),

ami adja, hogy fx, fv, hi1, ho fiiggvények pozitivak majdnem mindeniitt R, -on.
Az (ii) és (iii) esetben az 1.2 fejezet eredményei adjdk &llitasunkat. O

1
a+y

fx ()

A 2.1.1. Tétel bizonyitdsdnak gondolatmenete ismételhetd a (67) egyenlet
esetében is, igy igaz a kovetkezo

2.1.12. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [41]] Ha a nemnegativ hy, ha, fx, fy : Ry —
R mérhetd fiiggvények majdnem mindeniitt pozitivak R -on és majdnem minden
(z,y) € R esetén teljesitik a (67) figguényegyenletet, akkor egyértelmden lé-
teznek hi, ho, fx, fy folytonos (és pozitiv) figgvények, hogy hi = h1, hy = ho,
fX = Ix, fy~: fy majdnem mindenditt, és ha a hy, ha, fx, fy fliggvényeket a
hi, ha, fx, fy figgvényekkel helyettesitjiik, akkor (67) mdr mindeniitt teljesil
R4 -on.

Felhasznalva a 2.1.11. és a 2.1.12 Tételeket kapjuk a kovetkezdt

2.1.18. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [41]] Ha az o + 3% # 0 esetben a hy, ha,
fx. fy : Ry — R nemnegativ (67)-et majdnem minden (z,y) € R3 -re kielégitd
mérhetd figguények, hogy vannak Ry -nak olyan Lebesque mérhetd és pozitiv
mértékd halmazai, amin a fligguények pozitivak, akkor

hi(x) = z%exp(yz+ 1) (m.m. zeRL),
ha (x) = x%exp (yx + d2) (m.m. z€R,),

C2

fy () = (yjaﬁexp (WBy +085)  (mm. yeRy),
fx(x)= (x_'_x;)cﬁl exp (yax + d4) (m.m. z€Ry),

ahol c1, ca, v, 01, 02, 03, 04 € R tetszdleges, a 1 + 63 = da + 04 tulajdonsdgot
kielégitd konstansok.

2.1.6. Masodik probléma

A miésodik vizsgdlt esetben legyenek a (66) egyenletben szerepld ¢ és d fiiggvé-
nyek linedrisak, azaz

cly)=M(a+y), d@)=N@B+r) (z,y>0),
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ahol A1, Ao pozitiv, a és B nemnegativ konstansok.
Igy (66)-bdl a

T 1 _ Y 1 -
o (5ry) nera O (i) nEea @

egyenletet kapjuk majdnem minden (z,y) € R?-re, ahol hy, ho, fx, fy : Ry —
R, mérhetd ismeretlen fiiggvények, A1, Ay € Ry, a, 8 > 0 tetszbleges konstan-
sok.

Konnyti szamolas adja a kovetkezd Lemma érvényességét.

2.1.4. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [44], [45]] A hi, ha, fx, fy pozitiv mérhetd
figgvények akkor és csakis akkor elégitik ki a (92) egyenletet majdnem minden
(z,y) € R2 esetén, ha a

Gro =t (15)]. Gat=-m|m(55)],

fr () ] { fx (1) }
Ft)=n|———|, F{t)=h|—/——"— teR
1 (®) H[Ma“) 2(f) =1In X2 (B+1) (t€Ry)
szerint definidlt G1, Ga, F1, Fy : Ri. — R mérhetd figgvények kielégitik a
+ +
(93) Gl <Iyﬂ>+F1 (y):GQ <yxa>+F2(JC)

egyenletet majdnem minden (x,y) € Ri esetén, ahol o, B > 0 tetszdleges kons-
tansok.

Ahhoz, hogy megkapjuk a majdnem mindentitt teljesiils (93) (és igy a (92))
egyenlet mérhet6 megoldésait, két esetet kiillonboztetiink meg:

1. >+ 32 #£0;

2. a=p0p=0.

2.1.7. Az o®+ 3% #0 eset

Most is, mint a 2.1.1. Tétel esetében, az 1.1.1. Tétel segitségével bizonyithatd
a kovetkez6.
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2.1.14. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44], [45]] Ha a Gy, Ga, F1, F» : R — R
mérhetd figguények kielégitik a (93) egyenletet majdnem minden (z,y) € R3
esetén, akkor egyértelmien léteznek olyan 6’1, ég, 131, ﬁg : Ry — R folytonos
fiigguények, hogy C~}'1 =Gy, 62 = G-, ﬁl =F é5~ﬁ2 = I majdnem mindeniitt,
és ha a G1, Go, Fi, Iy figguényeket sorra a G1, Ga, Fy, Fy fligguényekkel
helyettesitjiik, akkor a (93) egyenlet mindeniitt teljesil R% -en.

Bizonyitds. Elészor lassuk be azt, hogy egyértelmiien létezik e folytonos fiigg-
vény, amely majdnem mindentitt egyenlé Gi-el R -on és Gi-et G1-al helyette-
sftve, (93) majdnem mindentitt teljestil.

At= % helyettesitéssel (93)-bél kapjuk, hogy

Y+«
ty —

(94) Gi (1) = G» ( ) L Fy(ty— B)— Fy (y)

teljesiil majdnem minden (¢,y) € D esetén, ahol D = R2. A Fubini tétel
értelmében 1étezik olyan T C R, teljes mértékii halmaz, hogy minden ¢ € T”
esetén a (94) egyenlet majdnem minden y € D; esetén teljesiil, ahol

Dy ={yeRy|(t,y) eRL} =R,.
Definidljuk a g1, g2, g3, h fliggvényeket a kovetkez6 médon

Y+ o
ty — G’

g3 (tvy):yu h’(tayv'ZlaZQaZ?)):Zl+22_z37

g1 (t,y) = 92 (t,y) =ty — B,

és alkalmazzuk most az aldbbi vélasztéssal az 1.1.1. Tételt a (94) egyenletre:
Gi=f,Go=fi, Fo=fo, 1 =[f3,Z2=2; =R T =Y = X; =Ry,
(i=1,2,3).

Az elsd feltétel a (94) egyenlettel teljesiil az 1.1.1. Tételben. Rogzitett y
mellett a h fiiggvény folytonos a tobbi viltozdjaban, ez adja a masodik feltételt.
A (94) egyenletben szerepld fliggvények feltételeink szerint mérhetdek, ezért a
harmadik feltétel triviadlisan teljestl.

A g, fuggvények és a

0+t
(ty —5)"
parcidlis derivéltak folytonosak, ebbél kovetkezik a negyedik feltétel.

Dagy (tvy) = D2g2 (ta y) =t, Dags (tvy) =1
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Minden ¢ € Ry esetén létezik olyan y € R, hogy (t,y) € D = R%r és
a parcidlis derivéltak nem tiinnek el (¢,y)-ban, azaz rangjuk 1. fgy az utolsé
feltétel is teljesiil az 1.1.1. Tételben. B

Kovetkezésképpen igaz, hogy egyértelmtien létezik olyan folytonos G fiigg-
vény, amely majnem mindeniitt egyenlé G1-el Ry -on és G1, Ga, Fiy, Fo majdnem
mindentitt kielégiti a (93) egyenletet, amely ekvivalens azzal, hogy

(95) él<$_|y_ﬁ>+F1(y):G2<y:a>+Fg(x)

teljesiil majdnem minden (z,y) € R3 esetén.
Hasonlé médon 14thaté be Go esetén. A (95) egyenletbdl a t = ﬁT"‘ helyet-
tesitéssel kapjuk a

62 ) =6 (VR g -, (V)

egyenletet, amely a fliggvények megfelel6 valasztasaval, a Fubini tétellel, illetve
azzal, hogy az 1.1.1. Tétel feltételei ismét teljesiilnek, adja, hogy egyértelmfiien
létezik olyan folytonos G fiiggvény, amely majdnem mindeniitt egyenld Ga-vel
Ri-on és a Gy, Ga, F1, F» fliggvények majdnem mindeniitt teljesitik a (93)
egyenletet, azaz

(96) G (Izﬁ> L (y) =Gy <yio‘> By (2)

teljesiil majdnem minden (x,y) € Ri esetén.
Léteznek olyan xq és yo elemek, hogy az x = xq illetve az y = yo helyettesi-
tésekkel a (96) egyenletbél kapjuk, hogy

~ + « ~ [ xo+
(97) F1 (y) :GQ (y ) +F2 (l‘o)—Gl ( 0 ﬂ)
Zo Y
teljestil majdnem minden y € R esetén, és
~ [x+ ~ + «
(98) Fy (z) = Gy ( yoﬂ) + F1 (yo) — G2 <yom >

teljestil majdnem minden = € R, esetén.
Mivel G1, G5 : Ry — R folytonos, ezért egyértelmiien léteznek olyan, a fenti
két egyenlet jobb oldala altal definidlt Fy, Fo : R; — R folytonos fiiggvények,
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amelyek maJdnem mindeniitt egyenléek Fi-el illetve Fh-vel R -on, és ha Fi-et
F1 al, Fo-t FQ al helyettesitjiik, akkor az

(99 6 (TE) 1 )= (120 + R

fliggvényegyenlet majdnem mindeniitt teljesiil Ri—en.

(99) mindkét oldala folytonos fliggvényeket definidl Rﬁ_—en, amelyek ]Ra_ egy
siri részhalmazan egyenléek egymadssal, ezért (99)-nek mindeniitt teljesiilnie
kell Ri—en.

Tovabbd G = 51, Gy = ég, F = fl és IH = ﬁg majdnem mindeniitt
R+—0n. ]

Lgy elegendo meghatarozm a minden (z,y) € R? esetén teljesiils (99) fiigg-
vényegyenlet Gl, Gg, F1, Fy: R4 — R folytonos megoldasait.

Ezt két uton is megtehetjiik.
Els6 mdédszer

A kovetkezé Lemma bizonyitdsa hasonlé a 2.1.2. Lemmaéhoz.

2.1.5. Lemma. [Lajké, Mésziros, [45]] Ha a Gy, Gy, Fy, F» : Ry — R
folytonos figguények kielégitik a (99) figgvényegyenletet minden (z,y) € R2
esetén, akkor akdrhanyszor differencidlhatoak R4 -on.

Ebbél azonnal kapjuk a kévetkezét.

2.1.6. Lemma. [Lajkd, Mészaros, [45]] Ha a G, Go, 1, Fy : Ry — R
fliggvények kielégitik a (99) egyenletet minden (z,y) € Ri esetén és kétszer
differencidlhatoak Ry -on, akkor G és Go kielégitik a

(100) G (1) + G (1) = m (teRy)
(101) sGY (s) + Gh (s) = (ﬂs+«)2 (s €Ry)

differencidlegyenleteket eqy tetszdleges v konstanssal.
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Bizonyitds. Derivéljuk a (99) egyenletet az xz, majd a kapott egyenletet az y
valtozé szerint, igy teljesiil a kovetkezd

() ()
Y Y Y
2|yt =, (Yt ~ (Yt 2
= R%).
Yy [ - G2( - )+G2< . ﬂ ((z,y) €RY)
Konnyen lathatd, hogy ez akkor és csakis akkor teljesiilhet, ha
(at +8)° [tGY (1) + G1 (1) =7 = (Bs + ) [5G4 (5) + G (5)] (s € RY)

igaz valamilyen v konstanssal, ami adja az allitasunkat. O

2.1.8. Az a>0,0>0 eset

2.1.7. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [45]] Ha a él, ég, 17'1, Fy R, — R
fiigguények kielégitik a (99) egyenletet minden (z,y) € R?% esetén és kétszer
differencidlhatoak Ry -on, akkor léteznek olyan c1, co, v, di, do, d3, dg € R
konstansok a di 4+ ds = do + dy tulajdonsdggal, hogy

Gy (t) = (cl—v)lnt—l—ojﬂln(at—i-ﬁ)—i—dl (teRy),

af
éz(t): (cz—ojﬁ)lnt—kojﬁln(ﬂt—ka)—kdg (t€R+),
Fi(t) = cllnH(cQJﬁ)ln(HaHdS (teR,),

ﬁg(t): (Cl—c;}/ﬁ)ln(t+ﬂ)+021nt+d4 (tER+).

Bizonyitds. A 2.1.6. Lemma értelmében a Gy és a Gy fliggvények kielégitik a
(100) és a (101) differencidlegyenletet valamilyen ~ konstanssal, {gy a kovetkez§
alaktak

(N}'l(t):(cl—(L)lnt—FO’jﬁln(at-l-ﬁ)—&-% (teRy),

of

ahol ¢y, co, di, do € R tetsz6leges konstansok, igy Gh (t) és Go (t) a megkovetelt
alakkal bir. Egyszerii szamolds adja a lemma &allitasdnak tovabbi részét. O

ég(ﬂz(Cg—7>lnt+o761n(ﬂt+a)+dg (teRy),
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A 2.14. és a 2.1.7. Lemmdk kovetkezményeként a (92) egyenlet mérhetd
megoldasaira kapjuk a kovetkezot:

2.1.15. Tétel. [Lagkd, Mészdros, [45]] A hi, ha, fx, fv : Ry — Ry mérhetd
fiiggvények o > 0, B > 0 esetén akkor és csakis akkor elégitik ki a (92) egyenletet
majdnem minden (z,y) € R% esetén, ha

h(z) = e % (\a)2(B+Aaz) a7 (mm. z€R,),
ho(z) = e ™ (Mz)® (o + AofBx) "7 (m.m. z €Ry),
fx (z) = elrz® (z+ ﬁ)clff%ﬁ+1 (m.m. z €RY),
fy () = e® Xz (z+ 01)02_%3+1 (m.m. zeRL),

ahol c1, ca, 7, di,ds, d3,dy € R tetszdleges, a di + d3 = ds + dy tulajdonsdgot
kielégitd konstansok.

2.1.9. Aza=0, >0 eset

2.1.8. Lemma. [Lajké, Mészdros, [45]] Ha az Ry -on kétszer differencidlhatdé
G, Ga, Fy, Fy : R, — R fiigguények kielégitik a (99) egyenletet minden (x,y) €
Ri esetén, akkor léteznek olyan c1, co, v, di, do, d3, dy € R konstansok a
dy + ds = ds + dy tulajdonsdggal ﬁgy, hogy

Gi(t)= ecilnt+ Lt+d,  (teRy),

ﬂZ
Gs (t) = czlnt—i—ﬂQ +dy  (teRy),
Fit)= (c1+e)int— 2L +ds  (teRy),

Bt
Fo(t)= cln(t+6)+colnt + dy (teRy)

teljestil.

Bizonyitds. Ebben az esetben a 2.1.6. Lemmdabdl kapjuk, hogy (99) megoldédsa
redukalhaté a

tGY () + G (1) = @ (teRy), ség(s)+é’2(s):(ﬁz)2 (s € Ry)

differencidlegyenletek megoldaséara, és emiatt Gy és Gy a

Gi(t)=cilnt+—5t+dy  (tERy),

ﬂQ
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ég(t):(&h’ltﬁ*%ﬁ*dz (tGRJ’_)

alakot olti, ahol ¢1, ca, d1, do € R tetszileges konstansok, igy Gh (t) és Go (t) a
kivant alakid. Egyszerii szamolas adja a lemma allitdsanak tovabbi részét. [

A (92) egyenlet mérhet$ megoldésaira a kovetkezbt kapjuk:
2.1.16. Tétel. [Lajko, Mészdros, [45]] A hi, ha, fx, fy : Ry — Ry mérhetd

fliggvények az « = 0, B > 0 esetben akkor és csakis akkor elégitik ki a (92)
egyenletet majdnem minden (z,y) € R2 esetén, ha

hy(z) = e % (\x)™ e_%m (m.m. ze€RL),
hy (z) = e (o)™ ¢ P (m.m. z €R,),
fx (@)= eMh(z+B) Tz (m.m. x €Ry),
fy (z) = eBa g tetleTam (m.m. zeRL),

ahol ¢y, ca, 7, di, da, ds, dy € R tetszbleges, a dy + d3 = da + dy tulajdonsdggal
biré konstansok.

2.1.10. Az a>0, =0 eset

2.1.9. Lemma. [Lajkd, Mészdros, [45]] Ha az Ri-on kétszer differencidlhatd
G, Ga, Fy, Fy : R, — R fiigguények kielégitik a (99) egyenletet minden (z,y) €
Ri esetén, akkor léteznek olyan c1, co, 7, di, da, d3, dy € R konstansok a
di + d3 = ds + dy4 tulajdonsdggal gy, hogy

Gi(t) =
G (1)
Fi(t)= cilnt+coln(t+a)+ds (teRy),
By (t) = (cl+02)lnt—%+d4 (teR,).

cllnt+%+d1 (teR,),

c2lnt+%t+d2 (teR,),

Bizonyitds. Most a (99) egyenlet megoldésa a

GIO+G(0) =z (teRy), G +Gr(s) =5 (sERy)
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differencidlegyenletek megoldaséara redukalhato, igy (N}'l és 62 a kovetkezo alaki

él(t):cllnt+£+d1 (teR,),

@(t):oﬂnt+%t+d2 (teRy),

ahol ¢y, ¢a, d1, d2 € R tetszbleges konstansok, igy Gy (t) és Gs (t) a kivant alakd.
Egyszert szamolds adja a lemma allitasanak tovabbi részét. O

A (92) egyenlet mérheté megoldésaira a kovetkezot kapjuk:

2.1.17. Tétel. [Lagkd, Mészdros, [45]] A mérhetd hy, ha, fx, fy : Ry — Ry
figgvények o > 0, B = 0 esetén akkor és csakis akkor elégitik ki a (92) egyenletet
majdnem minden (z,y) € R esetén, ha

hi(z)= e % (\x)?e EAvE (m.m. z €Ry),
hy (z) = e ()™ e wFT (m.m. z €Ry),
fx (z) = elrgzartertle s (m.m. z€RyY),
fy (@)= B (z+a)? 2> (m.m. zeRL),

ahol ¢y, co, v, di, da, d3, dy € R tetszéleges konstansok a dy + ds = da + dy
tulajdonsdggal.

Masodik médszer

2.1.11. Az a>0, >0 eset

(99)-b6l az & — Bz, y — ay helyettesitésekkel és a

Gi(t) =G, (gt) . Ga(t) = Go (O‘t> ,

Fi(t)=F (at), Fy(t)=F(Bt)
elnevezésekkel kapjuk, hogy

(102) G (I+1)+F1(y)=G2 (y+1)+F2(x)

Yy xT

teljesiil minden (z,y) € R? esetén.
A (102) egyenletet Glavosits és Lajké vizsgaltak (lasd [23]) és megmutattdk
a kovetkezdt.
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2.1.18. Tétel. [Glavosits, Lajkd, [23]] Ha a folytonos (mérhets) G1, Ga, Fi,
Fy : Ry — R kielégitik a (102) egyenletet minden (z,y) € R% esetén, akkor
léteznek olyan p1, pa2, q, di, do, d3, dy € R konstansok a di + ds = dy + d4
tulajdonsdggal, hogy

8

prlnz+qln(x+ 1)+ dy,
pelnz +qln(x+1) + do,
(p1+q)Inz +poln(x+1) +ds,
(P2 +q)Inz +piln(z+ 1) +dy

=

H
8
|

o
8

ol Ql Q)
EEEE
I

teljesul minden x € Ry esetén.

A 2.1.4. Lemma és a 2.1.14. és 2.1.18. Tételek azonnali kovetkezményeként
kapjuk a kovetkezd eredményt.

2.1.19. Tétel. [Lagko, Mészdros, [44]] A mérhetd hy, ho, fx, fy : Ry — Ry
fiiggvények oo > 0, 8 > 0 esetén akkor és csakis akkor elégitik ki a (92) egyenletet
majdnem minden (z,y) € RL esetén, ha

hy ()= e % (Ala)pz gP2te <x + ﬂ) h (m.m. z €Ry),

6 )\10[
)\ 6 p1 a —q
— —dy [ 2P P1+q _
ha (x) e ( ” ) x (m—I— )\Qﬁ) (m.m. ze€eR,),
A
fx (@)= e™ wax””q (z+ 8" (mom. zeRy),
A
fy (LU) = edgml‘pl-‘rq (x + Oé)p2+1 (mm T € R+) s

ahol p1, p2, q, di, do, d3, dy € R tetszdleges konstansok a di + d3 = do + dy
tulajdonsdggal.

Bizonyitds. A 2.1.14. és 2.1.18 Tételek adjdk, hogy a G1, Gg, F1, Fy mérhetd
fiiggvények majdnem mindeniitt egyenlSek a 2.1.18. Tételben adott Gy, Ga, Fi,
F; figgvényekkel. Végiil a 2.1.4. Lemma miatt kapjuk eredményiinket a hq, hs,
fx, fy fuggvényekre.

Konnyen lathaté, hogy a tételben szereplé hy, hs, fx, fy fliggvények valéban
kielégitik a (92) egyenletet majdnem minden (z,y) € R2 esetén, ha di + d3 =
do + dy. O
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2.1.12. Az a=0,0>0 eset
Ebben az esetben (99)-bél a

G (P2) 4R =6 (L) + o)

egyenlet adédik, ami a

Tr— ﬁfa Yy— -
Y
helyettesitésekkel adja

- ~ 1\ =~ (1 - [z
F(2)=G (- )+ B (s
G (B(z+y))+ 1(y> Gs <5x>+ 2<ﬂy)
egyenletet minden (z,y) € R? -re.
Ebbdl a )
G (0) = G (). Gao) =G (5 ).
_ ~ /1 _ ~
P =-Fi(5), Fale)=~Faon)
definiciokkal kapjuk, hogy

teljesiil minden (z,y) € R? esetén.

A (103) egyenlet a (81) egyenlet dudlisa, ha felcseréljiik (61, ég)-t (G2, Gh)-
vel, és igy mar kénnyen lathaté a 2.1.5. Tételbdl az alabbi.
2.1.20. Tétel. [Lajké, Mészdiros, [{4]] A folytonos G1, Ga, F1, Fo : Ry — R

fliggvények akkor és csakis akkor elégitik ki a (103) egyenletet minden (z,y) €
Rf_ esetén, ha

Gi(z) = yr+calnx + d,

Gy (z) = ~yr+cilnx+ 0y,
Fi(z)= ~yx+ (c2 —c1)lnz + d3,
Fo(x)= cilnx—coln(z+1)+d,

minden x € Ry esetén, ahol vy, c1, ca, 01, 02, 03, 04 € R tetszbleges, a 61 + d3 =
0o + 04 feltételt kielégitéd konstansok.
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Osszefoglalva a 2.1.4. Lemma és a 2.1.14., 2.1.20. Tételek eredményeit
kovetkezik a

2.1.21. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44]] A mérhetd hq, ha, fx, fv : Ry — Ry
fligguények o = 0, B > 0 esetén akkor és csakis akkor elégitik ki a (92) egyenletet
majdnem minden (z,y) € R esetén, ha

hi(x) = <ﬁ>01 x~ 1 exp <—Wx — 51) (m.m. zeRL),
ho () = (BA2)® 2 exp <fy — 52> (m.m. zeRL),
2X

= dwrton(<1on)  (mn yeRy),
fx (@)= X727 (x4 5)= " exp (—d4) (m.m. xeRy),

ahol 7, ¢y, c2, 01, 02, 03, 04 € R tetszbleges konstansok a 61 + 93 = 02 + 4
tulajdonsdggal.

2.1.13. Az a>0,3=0 eset
Ebben az esetben (99)-bél a

et (5) Fi(y) = G <y+°‘> + By (2)

X

egyenlet adédik, ami az

helyettesitésekkel adja a

6 (L) +(s3) - e ()

egyenletet minden (z,y) € RZ esetén. A

Gi@)=Ca <1> . Go(x) = G (o),

ax
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definiciékkal kapjuk, hogy
— — — — [z
(104) G () + F2 (1) =Ga (o +9) + F1 )

teljesiil minden (z,y) € R -re.
A (104) egyenlet a (81) egyenlet dudlisa, ha (61, ég)—t felcseréljiik (@1,52)—
vel, és (Fhfg)—t pedig (FQ, Fl)—vel, igy ismét a 2.1.5. Tételt alkalmazva kapjuk

a kovetkezot.

2.1.22. Tétel. [Lajkd, Mészdiros, [{4]] A folytonos Gy, Ga, F1, Fo : Ry — R
figgvények akkor és csakis akkor elégitik ki a (104) egyenletet minden (x,y) €
Ri esetén, ha

Gi(r) = ~yr+cilnx+ 6,

Go ()= ~yr+colnx + 5y,
Fi(x)= cilnx—coln(z+ 1)+ dy,
Fo(x)= ~r+(co—c1)Inz+ 83

teljestil minden © € Ry-ra, ahol v, c1, ca, 01, 02, 03, 64 € R tetszdleges, a
01 + 03 = 62 + 04 tulajdonsdggal bird konstansok.

Osszefoglalva a 2.1.4. Lemma és a 2.1.14., 2.1.22. Tételek eredményeit
kapjuk, hogy teljestil a

2.1.23. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44]] A mérhetd hy, ha, fx, fy : Ry — Ry
figguények o > 0, B = 0 esetén akkor és csakis akkor elégitik ki a (92) egyenletet
majdnem minden (z,y) € R esetén, ha

hi () = (aA\1)? 2% exp (— oz/\ylz - (52) (m.m. z€Ry),

c1 A
he (z) = () x = exp (—Ma: - 51> (m.m. x € Ry),
)\2 «
fry)= Ma“"(y+a)? iyl exp (=) (mm. y € Ry),
fx ()= Xz Tlexp (—% - (53) (m.m. x € Ry),

ahol v, c1, ca, 61, 02, 03, 04 € R tetszdleges konstansok a 61 + d3 = 0 + I,
tulajdonsdggal.

Megjegyzés. A két modszerrel kapott eredmények megegyeznek.
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2.1.14. Az a= (=0 eset

A (93) egyenletbdl ebben az esetben a

T

G (y) Y F (y) =Gy (%) + By (2)

egyenletet kapjuk, ami a x — zy helyettesitéssel és a

H(t)=Fx(t), F@%=GM0—G2C>7 G(t) = Fy (t)

t
jeloléssel ismét adja a
H (zy) = F (x) + G (y)

Pexider egyenletet majdnem minden (z,y) € R esetén, ahol F, G, H : R, — R
mérhetd fiiggvények.

Alkalmazzuk most az 1.5.2. Tétel eredményeit, ugy

H(t)= clnt+c+co (mm. t € Ry),
F{t)= clnt+¢ (mm. t € Ry),
G(t) clnt + ¢y (mm. t € Ry),

ahol ¢, ¢1, c2 € R tetszbleges konstansok.
Ezen megoldéasok és a 2.1.1. Lemma segitségével a kovetkezét allithatjuk.

2.1.24. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44], [45]] A h1, he, fx, fy : Ry — Ry
mérhetd figgvények akkor és csakis akkor elégitik ki a (92) egyenletet majdnem
minden (z,y) € R2 esetén az o = 8 =0 esetben, ha

hi(x) = exp (—Gg ()\;)) (m.m. z€R,),

ho (z) = € exp (—Ga (A2x)) (A2z)° (m.m. z €Ry),
fx () = efrtez ) got! (m.m. zeRL),

fy ()= e zt! (m.m. z€Ry),

ahol Go : Ry — R egy tetszdleges mérhetd fiigguény és ¢, c1, co € R tetszdleges
konstansok.
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2.1.15. Siriiségfiiggvény megoldasok a masodik problémara

Vizsgaljuk a

T 1 B Y 1
(105) (Al (a+y)> A1 (a—i—y)fy () = (Az (ﬁ+w)) A2 (ﬁ—Hv)fX (@)

egyenletet majdnem minden (z,y) € R? esetén, ahol az fx, fy hi, ho : Ry —
R ismeretlen fiiggvények nemnegativak, és az Ay, As, As, Ay C Ry pozitiv
Lebesgue mértékii halmazokon rendre pozitivak.

Megmutatjuk, hogy ekkor az fx, fy hi, ho fiiggvények majdnem mindeniitt
pozitivak R -on.

A masodik mddszerhez hasonldéan 3 esetet kiilonboztetiink meg:
(a>08>0({)a=08>0(i)a>08=0 Aza=08=0 trividlis
esetet most nem vizsgaljuk.

(i) Az @ > 0 8 > 0 esetben (105)-b8l az © — Bz, y — ay helyettesitéssel és

Hy (1) = by (Aﬁai) H2<t>=h2(§61> (teRy),
Fi0) = s Y (00) 0 € R P (@) = s (90) (0 € Ra)
jelolésekkel kapjuk a
(106) H, (T) Fy (y) = Ha <x Z 1) F (z)

egyenletet majdnem minden (z,y) € R -re.
(ii) Az a =0, 8 > 0 esetben
Ebben az esetben (105) az © — ﬁ%, Yy — % helyettesitéssel, a

Hl(t)h1<5t), Hg(t)h2< ! > (teRy),

)\1 )\2B%
o=t () Beo=—1 ) (teR
1()—)\1fY(t>, 2()—me(ﬂ) (t € Ry)

szerint definidlt Hy, Ho, F}, Fy fiiggvényekkel adja a

(107) Hy (@) Fi (y) = Ho (z + ) Fy @)
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egyenletet majdnem minden (z,y) € R% -re.
(iii) Az a > 0, 8 =0 esetben (105) az x — i, y — af helyettesitéssel, a

Hl(t):m( ! ) Hg(t):hg(;t> (teR,),

Alat 2

= me (at), Fy(t)= /\igfx (1) (t eRy)

szerint definidlt Hy, Ho, F}, F5 fiiggvényekkel adja, hogy

Fy(t)

(108) Hy (@) Fa (y) = Hy (a +y) Fy (y)

teljesiil majdnem minden (z,y) € R? esetén.

Megjegyzés. Az F;, H; (i = 1,2) fugguények definicidja (mindhdrom esetben)
mutatja, hogy azok mérhetdek, nemnegativak Ri-on és vannak olyan pozitiv
Lebesgque mértéki By, Ba, Bs, By C Ry halmazok, melyeken pozitivak.

Megjegyzés. Az (ii) és (i) esetben kapott (107) és (108) egyenletek a (Hy, FY)
és (Ho, Fy) felcserélésével dtmennek egymdsba és kordbban (ldsd 1.2. fejezet)
mar vizsgaltuk a striségfiigguény megolddst.

Megjegyzés. (106), (107) és (108) siriségfiggvény megolddsaibdl kapjuk (105)
stiriiségfiggvény megolddsait az (i), (ii) és (iii) esetekben.

Annak beldtdsidhoz, hogy a majdnem mindeniitt teljesiilé (106) egyenlet dgyne-
vezett slirliségfiiggvény megolddsai majdnem mindeniitt pozitivak R -on most
is a Steinhaus tétel 1.1.2. Tételben megfogalmazott dltaldnositasat hasznéaljuk
U= Ri mellett.

2.1.25. Tétel. [Lajko, Mészdros, [42]] Legyenek a Hy, Ha, Fi, F5 : Ry — R
olyan, a (106) egyenletet majdnem minden (z,y) € R esetén teljesité nem-
negativ figgvények, hogy vannak B1, By, Bs, By C Ry pozitiv Lebesgue mértéki
halmazok, hogy azokon rendre pozitivak. Akkor Hy, Ho, Iy, Fp : Ry — R majd-
nem mindenditt pozitivak R -on.

Bizonyitds. Hasznéljuk most is a mér bevezetett { Hy # 0}, {Hz # 0}, {F} # 0}
és {Fy # 0} jeloléseket.

El6szor megmutatjuk, hogy ezen halmazok rendre majdnem tartalmaznak
nemiires nyilt intervallumokat.
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(106)-bél az & — YL helyettesitéssel a

x

(09 @) R ) = (T (P e ) € R)

egyenletet kapjuk.

Beldtjuk, hogy a {Hs # 0} halmaz majdnem tartalmaz egy nemiires nyilt
intervallumot.

A Gy (z,y) = %y;'l fiiggvény parcialis derivaltjaira

8G1 Y+ 1 8G1

r+1
%(xay)__xgy <07 ay (x7y)__

<0
xy?

teljestil, mésrészt Hy és Fy pozitivak a By és Bs pozitiv Lebesgue mértéki
halmazokon. Igy az 1.1.2. Tétel miatt a % halmaz tartalmaz egy nemiires
nyilt intervallumot, ezért a (109) egyenlet adja, hogy Hs # 0 ezen intervallum
majdnem minden pontjdra, azaz {Hz # 0} majdnem tartalmaz egy nemtires
nyilt intervallumot.

Annak beldtdsdhoz, hogy az {F» # 0} majdnem tartalmaz egy nemiires nyilt

intervallumot a Gs (z,y) = ywil parcidlis derivaltjainak

8G2 o y+1 8G2 _l
87(1;7?/)__ 72 (xay)_ >0

oy x

<0,

tulajdonsagat és ebbol addéddan azt, hogy a B%f'fl halmaz is tartalmaz egy
nemtres nyilt intervallumot és végiil a (109) egyenletet hasznéljuk az el6bbiek
szerint.

(109)-bél az

r+y+1 +1
(T) u:Gl (:Evy):¢7 v:GQ (x7y):L ((‘ray)eRi)
Ty x
transzforméciéval, melynek inverze az
u+v+1 v+1
(T7Y)  z=Gi(u,v) = YT Ga (u,v) = u ((z,y) €RY)

transzformécié, kapjuk, hogy

(110) 0 <“+u”v+1)F1 <”Zl> — H, (u) F> (v)
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teljesiil majdnem minden (u,v) € R2 -re.

(110) és (109) a (Hy, Fy) és (Ha, Fy) felcserélésével dtmennek egymadsba,
igy (110)-et haszndlva, az el6bbiekkel egyezd lépésekkel beldthatjuk, hogy a
{H; # 0} és {Fy # 0} halmazok majdnem tartalmaznak egy-egy nemiires nyilt
intervallumot, legyenek ezek I = (a,b) C R4 és J = (¢,d) C Ry.

Ekkor tehat

Hy(z) F1(y) #0 mm. z € (a,b) ésmm. y € (¢,d).
Igy a (109) egyenlet adja, hogy
1
Hy (u) #0 mm. u € {%m € (a,b),y € (c,d)} =1L
és

Y+
T

Fy (v) # 0 m.n. UG{ 1|x€(a,b),y€(c,d)}M1.

Bebizonyitjuk, hogy

_(b+d+1 at+c+1\ o, _fe+l d+1Y
Ll—( bd s ac >—(a,b)esM1—( b s a >—(C,d)

T Jacobi determindnsara

_y+1 _ x4l 1 1
J:‘ zﬁ% Iyi':_yl_ <1+x+ ><O
2 = ey Yy

teljesiil, igy T reguléris.

Igy (ahogy azt méar kordbban is lattuk) az (a,b) x (c,d) nyilt téglalap képe
egy nyilt Osszefliggd halmaz lesz, melynek hatéra az [a,b] x [c,d] zart téglalap
hataranak képe lesz.

Konnyen lathatd, hogy az x = a, x = b, y = ¢ és y = d egyenesek képei az

u+v+1 u+v+1 . ,
——— =a, —— =b hiperboldk
uv uv
illetve
v+1 v+1
=c, = d egyenesek.
u U

Egyszertien kapjuk ezutan, hogy a kapott gorbék metszéspontjainak megfe-
lel6 koordindtai adjdk az a’, b', ¢’ és d’ értékeket a jelzett médon.
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Most az (110) egyenletet haszndlva és azt, hogy Hs (u) F (v) # 0 majdnem
minden u € (a’,b') és majdnem minden v € (¢, d’), illetve T~! = T, a fentiekhez
hasonléan kapjuk, hogy

V+d+1 d+d+1
Hy(x)#0 mm. z € ( i e > = (a1,b1)

vooa

'+1 d+1
Fi(y) 20 mm. y € (C >=(cl,d1).

Egyszerili szamolés adja, hogy

(@ b)_<a+c+1+c(d+1)+aca b+d+1+d(c+1)+bdb>
Loy (a+c+1)(d+1) 7 (b+d+1)(c+1) ’

(cr,dy) = b+c+lgca+d+1é
LT \ater1b btdtla

Igaz tovabbd, hogy a1 < a, b < by, 1 <cés d < d; teljesiil.
Belattuk tehat, hogy

Hy(z)Fi (y) #0 mm. z € (a,b), mm. y € (¢, d)
adja, hogy
Hy(z)F1(y) #0 mm. z € (a1,b1), mm. y € (c1,d1).

Definidljuk az (ay), (bk), (cx) és (di) pozitiv tagi sorozatokat az aldbbiak sze-
rint:

(a) g Gntentlte (dn+1) + AnCn
et (an + cn + 1) (dy + 1) "

bn + dn + 1+ dn (Cn + 1) + bndn

b bpt1 = bn,
(b) 1 (b + dp + 1) (cn + 1)
(©) b, +c¢,+1ay,
Cn = 7 Cn,
+ a, +c, +10b,
n+l1 —

by +dp +1ay "
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minden n =1,2,3,... esetén.
A fenti gondolatmenetet ismételve, teljes indukciot hasznalva kapjuk, hogy

Hy(z)Fi(y) #0 mm. z € (ay,b,), mm. y € (cy,dy)

teljesiil minden n =1,2,3,... esetén.

Megmutatjuk, hogy @ = lim, .eca, = 0, b = lim, o0 b, = +00, ¢ =
limy, o0 ¢p = 0, d = limy, 00 dy, = +00.

Beldthat6, hogy (ax) és (cx) szigorian monoton csokkend, mig (br), (di)
szigortian monoton névekvé sorozatok. b > 0, d > 0, @ > 0, ¢ > 0 nyilvan igaz.

(b)-bél kapjuk, hogy

B:

B+cZ+1+cZ(é+1)+BcZB
) b

(b+d+1)(c+1

ami csak 1igy lehetséges, ha b = 400, vagy 0 < b < 400 esetén

b+d+1+d(E+1)+bd - _ -

TdrlrdletDrbd ) GGty —e(brl) e d=g
(b+d+1)(c+1)

de ez lehetetlen, mert ¢; < dy és (¢g) csokkend, (dy) novekeds. Igy b= +o0.
(c)-bél elbb

cn+1
L+

—" —qa
ap +c, +1

Cn+1 = nCn,

ebbél pedig b = 400 miatt

1
—ac
a+c+1
kovetkezik, ami adja, hogy ¢ = 0, vagy

ol

a
R
a+c+1

ami lehetetlen, hisz ¢ > 0. Tehat ¢ = 0.

(a)-bdl € = 0-t is haszndlva

<~ <¢+1=0,

G- a+tl
(@+1)(d+1)
kovetkezik, ami adja, hogy a = 0, vagy
a-+1 -
— =1 < d+1
(a+1)(d+1)
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ami d > 0 miatt lehetetlen. fgy a=0.
Végiil (d)-bél
1+ dn+1
R R L

b
ebbdl pedig
14+ d+1

d= d
1+ 4L

@|‘+I Ql

kovetkezik, ami csak gy teljesiil, ha d = 400, vagy
=0, b= 4o00. Tehat d = +oo.

Ezek adjak, hogy H; és F1 majdnem mindeniitt kiilonb6znek nullatél R -on,
igy majdnem mindeniitt pozitivak. Ezutan az egyenlet adja, hogy Hs és F3 is
majdnem mindeniitt pozitiv R;-on. O

=

= %, ami lehetetlen, hisz

2.1.1. Kévetkezmény. [Lajké, Mészdaros, [42]] H1, Hs, Fy, F» definicidja
az (i) esetben adja, hogy a h1, ha, fx, fy figgvények is majdnem mindenditt
pozitivak R4 -on.

Megjegyzés. Ahogy ezt mdr lattuk az 1.2. fejezetben, (107) és (108) dgyneve-
zett stiriségfigguény megolddsai majdnem mindenditt pozitivak Ry -on, igy a (i)
ill. (iii)-ben szerepld H;, F; (i =1,2) figguények definicidja adja, hogy a hy,
ha, fx, [y fliggvények az (ii) és (iii) esetben is majdnem mindenditt pozitivak
Ry -on.

Osszefoglalva igaz a

2.1.26. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [42]] Ha a hi, ha, fx, fy : Ry — R figg-
vények majdnem minden (x,y) € RZ%-re teljesitik a (105) egyenletet, nem-
negativak és az Ay, Aa, As, Ay C Ry pozitiv Lebesque mértéki halmazokon
rendre pozitivak, akkor Ry -on majdnem mindenditt pozitivak.

Ezutan a 2.1.14. Tétel bizonyitasanak gondolatmenetét hasznalva belathato,
hogy a 2.1.12. Tétel teljesiil a (67) egyenlet helyett a (92) egyenletre is. Ekkor a
2.1.15., 2.1.16. és 2.1.17. Tételeket is haszndlva megfogalmazhatdk a kovetkezo
allitdsok.

2.1.27. Tétel. [Lagkd, Mészdros, [42]] Ha a hy, ha, fx, fy : Ry — R mérhetd,
nemnegativ figguények az a > 0, § > 0 esetben majdnem minden (x,y) € Ri
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esetén teljesitik a (105) figgvényegyenletet és léteznek Ay, A, Az, Ay C Ry
pozitiv Lebesgue mértékii halmazok, hogy azokon rendre pozitivak, akkor

hi(z)= e % (M)W xP2te (m + ﬂ) h (m.m. z €Ry),

ﬁ )\10[
B by ﬁ p1 a —q

h2 (1’) = e d1 (2) (Ep1+q (37 + )\26) (mm x € R+) s

A
fX (fL‘) = €d4 waxpz-’—q (x + ﬁ)pl+1 (mm T € R+) ,

A
fY (.’IJ) = edgmmlllﬁ‘q (l' + O[)p2+1 (mm T € R+) y

(67

ahol p1, p2, q, di, do, d3, dy € R tetszdleges konstansok a di + d3 = do + d4
tulajdonsdggal.

2.1.28. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [42]] Ha a hy, ha, fx, fy : Ry — R mérhetd,
nemnegativ figguények az a = 0, B > 0 esetben majdnem minden (z,y) € ]Rf_
esetén teljesitik a (105) figguényegyenletet és léteznek Ay, As, As, Ay C Ry
pozitiv Lebesque mértékid halmazok, hogy azokon rendre pozitivak, akkor

hy (z) = (ﬁ)q x” ' exp (—’yﬂ)\lx - 51) (m.m. z €Ry),

ho (x) = (BA2)® 2 exp <_ﬁ)’\ygx - 52> (m.m. z€Ry),

)= dette (<o) (g e Ry,

fx (@)= X727 (x4 5)= " exp (—d4) (m.m. xeRy),

ahol v, ¢y, ca, 61, 02, 03, 04 € R tetszbleges konstansok a 01 + 63 = 0o + 04
tulajdonsdggal.

2.1.29. Tétel. [Lajko, Mészdros, [42]] Ha a h1, he, fx, fy : Ry — R mérhetd,
nemnegativ fliggvények az a > 0, B = 0 esetben majdnem minden (x,y) € Ri
esetén teljesitik a (105) figgvényegyenletet és léteznek Ay, As, Az, Ay C Ry
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pozitiv Lebesque mértéki halmazok, hogy azokon rendre pozitivak, akkor

hi(z) = (@A) 2% exp ( - 52> (m.m. z€R,),

alx
a “ —c 7A2
he(z)= |— ) o7 %exp|——"—z—-0 (m.m. zeRy),
)\2 «
fr)= Ma" "2 (y+a)? Ty exp(=d1)  (mm. yERy),

fx(x) = Xz Tlexp (—% - 53) (m.m. xeRy),

ahol 7y, ¢1, c2, 01, 02, 03, 04 € R tetszbleges konstansok a 01 + d3 = o + Iy
tulajdonsdggal.

2.2. Az eltolas- és skalaparaméter jellegi feltétel esete
2.2.1. Bevezetés

Vizsgaljuk a

z—aly] 1 _ |y
(111) 91[ c®) ]C(y)fY(y)—%{ () }d(x)fx()

egyenletet, ahol a (y), b (z) adott, ¢ (y) és d (z) adott pozitiv fliggvények. Ebben
a fejezetben ezen fiiggvények specidlis valasztdsai mellett csak a g1, g2, fy,
fx ismeretlen pozitiv fliggvények mérhetéségét tessziik fel, illetve azt, hogy az
egyenlet majdnem minden (z,y) esetén teljesiil R? egy nyilt részhalmazén.

Ez az egyenlet is (ahogy azt késébb megmutatjuk) a feltételesen meghataro-
zott kétdimenzids eloszlasok jellemzésében jatszik szerepet és Arnold, Castillo
és Sarabia [7] konyvében szerepel.

A fejezet eredményeit a [46] dolgozatban tervezziik megjelentetni.

2.2.2. Linearis regresszié és feltételes széras

Tekintsiik azt az esetet, amikor a, b ¢ és d
a(y)=my+ci, b(x)=mox+ca,

és
cy)=M(y+a), d(@)=X(z+a)
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alaki linedris fiiggvények (azaz a linedris regresszié és feltételes szérés esete,
lasd [7]). Legyen

Ei={x€eR|z+a2>0}, Ex={yeR|y+a >0},

D=FE; x By CR?
és
H ={zeR|Mz+my1 >0}, Ho={yeR|\y+mz2>0}.
(111)-bél kapjuk, hogy
T —miy—c1 1 (y—mzw—(:g) 1
112 =
) g () o ) (L) i (o)
teljesiil majdnem minden (z,y) € D C R? esetén, ahol fx : B — Ry, fy :
Ey — Ry, g1 : H — Ry és g2 : Hy — Ry mérhetd ismeretlen fiiggvények, Aq,
Ao € Ry, my, ma, c1, co, a1, a2 € R tetszoleges konstansok, amelyekre teljesiil
a

Ky =mia1 —c1 —az >0, Ky=mgas—cy—a; >0
feltétel.

Egyszerti szamolds mutatja az aldbbi Lemma érvényességét.

2.2.1. Lemma. [Lajkd, Mészdros, Pap, [46]] A g1, g2, fy, fx pozitiv mérhetd
figgvények akkor és csakis akkor teljesitik a (112) egyenletet majdnem minden
(z,y) € D esetén ha a

G () =loan (5 (6= m)) . Ga () =Towgn (5 (¢~ o))

fy (t —a1)
Mt

fx (t — az)

Fy(t) =1
1(t) = log i

F (t) = log

mddon definidlt
Gl,GQ,Fl,FQ : R+ — R

fligguények majdnem minden (x,y) € Ra_ esetén teljesitik a

(113) Gch:ﬁ>+FMw=G2CHJQ>+FH@

T

fiigguényegyenletet.

Ez éppen a masodik probléma vizsgdlatdaban szerepl6 (93) egyenlet K7 = «,
Ky = B mellett, igy a K? + K2 # 0 és K; = Ko = 0 eseteket vizsgaljuk.
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2.2.3. A K{+ K3 #0 eset

Ekkor igaz marad a 2.1.14. Tétel. Ezt kovetéen mindkét moédszerrel megha-
tarozhaték a (99) egyenlet megolddsai a hérom eset vizsgdlatdval. A 2.1.15.,
2.1.16., 2.1.17. Tételeket hasznalva kapjuk a kovetkezd allitdsokat.

2.2.1. Tétel. [Lajkd, Mészaros, Pap, [46]] A (112) egyenletet majdnem minden
(z,y) € D esetén kielégitd g1, g2, fx, fy mérhetd figgvények K1 >0, Ko >0
esetén majdnem mindenttt megegyeznek a

g1(xz) = exp(dy) < ()\13:—|—m1))p1 <K2 (A1z+my) + 1)q (x € Hy),

K,

gz +m)) (B gz 4mn) 1) (e ),
) )

(o) = exp(da) (52

A X y+a P2
fy (y) = exp(ds) KTlJrq (y+ a7 <1 + 1) (y € Ez),
2

Fx (@)= oxp(ds) 22 (o4 ag) o+ (““Qﬂ)m (v € By)

_72
Kf2+q
figgvényekkel, ahol p;, q, dj € R (i=1,2; j =1,2,3,4) tetszdleges konstansok
a di + d3 = ds + dy tulajdonsdggal.

2.2.2. Tétel. [Lajkd, Mészdros, Pap, [46]] Ha a g1, g2, fx, [y mérhetd figg-
vények kielégitik a (112) egyenletet K1 = 0, Ko > 0 esetén majdnem minden
(z,y) € D-re, akkor ezen figgvények majdnem mindenitt megegyeznek a

a
Ky (M +my)

g1 () A (M + ml)_b1 exp {

} (x € Hi),

A
g2 (2) = A Aoz +m2)? exp {W} (x € Hy),
2

fr@)= MAs(y+a) " (y+a+K)”  (yeBy),

fx ($> = XAy (37 + (l2)b2_b1+1 exp { } (.’[7 € El)

fiigguényekkel, ahol a, by, b, A; € R, i = 1,2,3,4 tetszéleges konstansok az
Ay Az = As Ay tulajdonsdggal.

ZL‘+(12

2.2.8. Tétel. [Lajkd, Mészdros, Pap, [46]] Ha a g1, g2, fx, fy mérhetd figg-
vények kielégitik a (112) egyenletet K1 > 0, Ky = 0 esetén majdnem minden
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(z,y) € D-re, akkor ezen fiigguények majdnem mindenitt megegyeznek a

A
A (M + m1)b2 exp { a( 15;(+ my)
1

a

K (/\21‘ + mg)
} (y € E2)a

(33 c El)

} (x € Hy),

Ay ()\gx+m2)_b1 exp{ } (x € Hy),

A +ay)2 ey
143 (y + a1) PivTm

Ao Ay (.’L‘ + ag)l_bl (J} + a9 + Kl)bz

figguényekkel, ahol a, by, ba, A; € R, 1 = 1,2,3,4 tetszdleges konstansok az

A1A3 = A2A4 tulaj

2.2.4.

donsdggal.

A Ky = K5 =0 eset

A (113) egyenlet az & — zy helyettesitéssel és a

definiciékkal a

(114)

Gi(t)= G [A (t—ml)},
Go(t)= Gy [;2 C mz)] ,
Ft)= F(t—a),
Fy(t)= Fy(t—ap)

28 (zy) = (él — é'2) (7) + 2 (v)

egyenletté alakul majdnem minden (z,y) € R% esetén. Ezt az egyenletet pedig
mar vizsgéltuk az 1.5. Fejezetben, gy a 1.5.2. Tétel alapjén a (114) egyenlet
mérheté megoldasai

X

[

X

-
8

y ) 5) Q)

) =
)=
)=
)=

)
5

ég (x)—|—p1 10g1‘—|—d2 —d; (mm x €R+),

tetsz6leges folytonos fiiggvény (m.m. x € R,),
prlogx+d; (mm. x € Ry),

prlogx +dy (mm. z € Ry),
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ahol p1, d1, do tetsz6leges konstansok, ebbél pedig megkapjuk a (113) egyenlet
altaldnos folytonos megoldédsait és ezek a fliggvények majdnem mindeniitt meg-
egyeznek a (113) egyenlet mérheté megolddsaival és igy a 2.2.1. Lemma miatt
kapjuk (112) mérhetd megoldésait.

2.2.4. Tétel. [Lajké, Mészaros, Pap, [46]] Ha a g1, g2, fx, fy mérhetd figg-

vények (K1 = Ko = 0 mellett) kielégitik a (112) egyenletet majdnem minden
(z,y) € D esetén, akkor ezek a figguények majdnem mindeniitt megegyeznek a

g1 (x) = exp (@2 (M + ml)) (z +m)" exp (da — di)  (x € Hy),

@)= exp (éz (M)) (x € Hy),
W)= M@y+a)"Texp(d) (y€Ea),

fy
fx (@)= X(x+a)exp(dy) (z€B)

figguényekkel,ahol p1, di, do € R tetszéleges konstansok és Go tetszdleges foly-
tonos figgvény.
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3. Egyvaltozos eloszlasok karakterizacidja

3.1. Bevezetés, felhasznalt eredmények

Tobbszor fogjuk hasznalni az alabbi transzformacios tételt.

3.1.1. Tétel. [Giri, [22]] Legyen X = (X1,...,X,) abszolit folytonos valdszi-
niiségi vektorvdltozo az f : RN — R siriségfiigguvénnyel, mely az Q, C RN
tartomdnyon kivil zérus. Legyen 1 : Qp — Q, C R™ kéleséndsen egyértelmi
leképezés QU -ra és jelolje Y az inverzét.

Ha a J (y) = det (ad’(;i;(y» Jacobi determindns létezik, folytonos és nem valt

eldjelet Q,-ban, akkor azY = 9 (X)) valdsziniségi vdltozd is abszolit folytonos
a kévetkezd g stiriiségfiggvénnyel

9(y) = { g(w_l @)1 ()l ZZ ZEH%%TSZ

Vizsgalataink soran feltételezziik, hogy az eloszlasok abszolut folytonosak,
azaz léteznek a slirtiségfiiggvények.

A karakterizaciokat a [43], [50], [53] és [54] cikkekben és az [52], [55] és [56]
el6adasok keretében kozoltiik.

3.2. A gamma eloszlas karakterizaci6i

Legyen X X paraméterii, p-edrendii gamma eloszlasi valdsziniiségi valtozo, ahol
A és p rogzitett pozitiv szdmok.
Ismert, hogy ekkor stirtiségfiiggvénye

P — —
A gp=le=A  ha x>0

= '(p)
1 (@) {0 ,ha o <0,

ahol

az ugynevezett gamma fliggvény.

3.2.1. Els6 jellemzés

A gamma eloszléds jol ismert Lukéacs-féle karakterizacidja a kovetkezd:
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Tétel. [Lukdcs, [48]] Az X ésY figgetlen valdszintiségi vdltozdk akkor és csakis
akkor gamma eloszldsiak (ugyanazzal a paraméterrel) ha X+Y és % figgetlenek.

A 3.1.1 transzformacids tételen alapulé mddszeriink akkor alkalmazhato, ha
feltételezziik X és Y abszolit folytonossidgat. Bebizonyitjuk az alabbi jellemzési
tételt.

3.2.1. Tétel. [Mészdros, [54]] Az X, Y fiiggetlen és abszolit folytonos valdszi-
niiségi vdltozok akkor és csakis akkor gamma eloszldstak (ugyanazzal a paramé-
terrel) ha X +Y és 3 fiiggetlenek.

Bizonyitds. A
T
R A L)

transzforméciét fogjuk haszndlni. Ez a ¢ fliggvény bijektiv, a

1. 2 2 1 uv u
R2 - R = = _
v + + v () (v+1’v—|—1>

inverzzel, és a ¢~! Jacobi determindnsa

J (u,v) = ﬁ (u,v € Ry)

alaku. fgy J folytonos és nem valt eléjelet Rﬁ_—en.

Legyenek X ésY abszolit folytonos és fiiggetlen valdsziniiségi valtozok R -
beli értékekkel. Jeloljik fx-el és fy-al a sirtiségfiiggvényeiket. Ekkor a 3.1.1.
Tétel miatt a

(U, V) = (X,Y) = <X+Y,;(>

valdszintiségi valtozo is abszolut folytonos a

(115) g (u,v) = (vflf X (vqfl) y (vil)

stirtiségfiiggvénnyel majdnem minden (u,v) € R34 esetén.

Konnyen lathato, hogy ha az X és Y fliggetlen valdszintiségi valtozdk gamma
eloszlasiak, akkor U és V fiiggetlen.

Tegytiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek és (U, V) = ¢ (X,Y) szintén fiiggetlen
tagokbdl all. Igaz-e ekkor, hogy X és Y gamma eloszlasa?
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Ha U és V fiiggetlen az fy, fy slirliségfiiggvényekkel, akkor (115)-bél kapjuk
a

(116) fu (u) fv (v) = (vfl)gfx (vqffl) fy (vj_1> (mm. (u,v) €RY)

egyenletet az ismeretlen fx, fy, fu, fv : Ry — R stirtségfiiggvényekre.

Az x = %,y = ;15 helyettesitésekkel a (116) egyenletbdl kovetkezik a

xyjyfx (z) fy (y) = fu (x+y) fv (5)

egyenlet majdnem minden (z,y) € R3 esetén, és a
F)=rfx @), g)=tfr (),

pt)=tfu(t), qt)=fv(t)
jelolésekkel kapjuk az

f(x)g(y)=p(w+y)q<§>

Olkin-Baker egyenletet majdnem minden (z,y) € R? -re.

Itt f, g, p, ¢ nyilvin mérhetéek, nemnegativak és pozitivak valamilyen
pozitiv Lebesgue mértékii Ay, Ay, Az, A4 halmazokon, igy alkalmazhatdk az
1.2. Fejezet eredményei.

A 1.2.4. Tételbél kapjuk, hogy

f(x)=Aexplax +blnz] (mm. xz€Ry)

és
g(z)=Bexplaz+ (c—b)lnz] (mm. zeRy).
gy
fx () = Az®e®®  (m.m. z € Ry)
és

fy () = Bz*7"72e%  (mm. z € R,),

(—a)**!

o & B =

ahol —a,b 4+ 1,¢ € Ry tetszbleges konstansok, ahol A =

%. Azaz X —a paraméterli és b+ 1-ed rendli gamma eloszldsu, Y pedig

—a paraméteri és ¢ — b — 1-ed rendii gamma eloszldsu valésziniiségi valtozo. [



91

Megjegyzés. Az 1.2.4. Tétel alapjin kapjuk, hogy U = X+Y sdriségfigguénye
fu (x) = Cxte®™  (m.m. z€Ry),

ahol —a,c € Ry tetszdleges konstansok, ahol C = (;(‘lc))n. fgy U=X+Y —a
paraméterd, c-ed rendl gamma eloszldst valdszinidségi valtozo. Ez adja azt az
ismert tulajdonsdgot, hogy két gamma eloszldsu figgetlen valosziniiségi vdltozo

osszege szintén gamma eloszldsu.

Megjegyzés. V = XY siiriiségfigguénye:
fv (@) =Dz 1 42)"° (mm. zeRy),

ahol b+ 1, ¢ € Ry tetszéleges konstansok, , ahol D = m. Igy
Vb+1ésc—b—1 paraméterd mdsodrendd béta eloszlisi. (Egy a és (8
paraméterd masodrendid béta eloszldsu valdsziniségi vdltozd strdségfigguénye
f(x) = mxo‘_l (1+2)"*", ahol «, B régzitett pozitiv szdmok és B az
dgynevezett béta figgvény, lisd [27].)

Ez ismét adja a gamma eloszlast valdszinidségi valtozok egy ismert tulaj-
donsdgat: Ha X és Y fuggetlen gamma eloszldsuak oy illetve ao rendekkel,
akkor % mdsodrendi béta eloszldsi oy €s as paraméterekkel.

3.2.2. Masodik jellemzés

A gamma eloszlas egy masik jellemzése a kovetkezd:

Tétel. [Kotlarski, [29]] Az X ésY figgetlen valdszindiségi vdltozdk akkor és
csakis gamma eloszldsiak (ugyanazzal a paraméterrel), ha X +Y és XLJFY figget-
lenek.

Mi, feltételezve X és Y abszolut folytonossigat, az alabbi tételt bizonyitjuk.

3.2.2. Tétel. [Mészdros, [54]] Az X, Y fiiggetlen és abszolit folytonos valdszi-
niiségi vdltozok akkor és csakis gamma eloszldsiak (ugyanazzal a paraméterrel),
ha X +Y és XXT fuggetlenek.

Bizonyitds. Most a kovetkezd transzformaciot hasznéljuk:

IRz R2, ) :<+, ° )
P T+ — R Y (z,y) x yl‘—i—y
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Ez a v fuggvény bijektiv, a
Y i RE - RY, P (u,v) = (uv,u — uv)
inverzzel és )~! Jacobi determindnsa
J(u,v)=—-u (u,v €Ry).

fgy J folytonos és nem valt eléjelet Ri—en.

Legyenek X és Y abszolit folytonos és fiiggetlen valdsziniiségi valtozok R -
beli értékekkel. Jeloljik fx-el és fy-al a slirtiségfiiggvényeiket. Ekkor a 3.1.1.
Tétel miatt a

WV = vy = (x+v )

valdszintliségi valtozo is abszolit folytonos a
(117) g (u,v) = ufx (w) fy (u — uv)

stirtiségfiiggvénnyel majdnem minden (u,v) € R3 esetén.

Konnyen lathatd, hogy ha az X és Y fiiggetlen valdszinliségi valtozok gamma
eloszlasiak, akkor U és V fiiggetlen.

Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek és (U, V) = (X,Y) szintén fiiggetlen
tagokbdl all. Igaz-e ekkor, hogy X és Y gamma eloszldsi?

Ha U és V fiiggetlen az fy, fy slirliségfiiggvényekkel, akkor (117)-bél kapjuk
az

(118) fu (u) fv (v) = ufx (w) fy (u—wv) (mm. (u,v) € R%)
egyenletet az ismeretlen fx, fy, fu, fv : Ry — Ry siriségfliggvényekre.

Az x = wv, y = u — uv helyettesitésekkel a (118) egyenletbél kovetkezik az

fu(z+y) fv <I_C|C_y> = (z+y) fx (=) fr (y)

egyenlet majdnem minden (z,y) € R2-re, és az
fO)=fx®), gt)="Ffr@),

t

p(t) = %fU @), q(t)=fv <t+1>
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definiciékkal kapjuk, hogy teljesiil az

f(@)g(y) =p(x+y)q<§>

Olkin-Baker egyenlet majdnem minden (z,y) € R? esetén.
Az €l6z6 jellemzésnél mondottak szerint a 1.2.4. Tétel adja, hogy

f(z)=Aexplaz+blnz] (mm. zeR,)

és
g(x)=Bexplar+ (c—b)Inz] (mm. ze€R,).
fgy
fx (z) = Azbe®™  (mm. z € Ry)
és

fy (z) = B2"%* (mm. z € Ry),

ahol —a,b+ 1,c 4+ 2 € R, tetszOleges konstansok, ahol A =

(_a)b+1
T(6+1)
(7a)c—b+1

Tle—o51) - Azaz X —a paraméterii, b + 1-ed rendii gamma eloszlasd, Y pedig
—a paraméterii, ¢ — b + 1-ed rendii gamma eloszlast valészintiségi valtoz6. [

és B =

Megjegyzés. Az 1.2.4. Tétel kévetkezményeként kapjuk, hogy U = X +Y
stirdségfiigguénye

fu (z) = Czctles” (m.m. x € Ry),
ahol —a,c+ 2 € Ry tetszdleges konstansok, ahol C' = % fgy U=X+Y

—a paramétert, c + 2-ed rendid gamma eloszldsu valosziniiségi valtozo.
. . X Yoy s e / i
Megjegyzés. V = 1+ striségfigguénye:

fv (@) =Dz (1—2)"  (mm. z€Ry),
ahol b+ 1,c+ 2 € Ry tetszdleges konstansok, ahol D = m. Azaz 'V
b+ 1 ésc— b+ 1 paraméterti beta eloszldasi valdsziniiségi vdltozo, ez ismét adja
a gamma eloszldstu valdsziniiségi vdltozok egy ismert tulajdonsdgdt: Ha X és'Y
fiiggetlen gamma eloszldsuak o illetve oo rendekkel, akkor X)Jiy béta eloszldsu
oy €s ag paraméterekkel.
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3.3. A béta eloszlas egy karakterizacidja

Legyen X p és ¢ paraméterti béta eloszlasu valdsziniiségi valtozd, ahol p és ¢
rogzitett pozitiv szamok.
Ismert, hogy ennek stirtiségfliggvénye

- -1
f(£)=ﬁp,q(x):{ (@ﬂ - EZ ze(o,l)

RS
—
=

—_
~—

ahol .
B(p.q) = / (1 - 1) de
0

a béta fiiggvény.
J. Wesolowski ([63]) vizsgdlta a béta eloszlds egy 1j karakterizdcidjat a

: 2, 2 x,y) = 1=y —x
b (0,12 — (0,1, w<,y>—(1_wy,1 y>

transzformécio segitségével.
A fent definialt ¢ fiiggvény bijektiv, =1 = 1 és ¢p~! Jacobi determindnsa
—v

J(U7U): 1— wo (u,vG(O,l))

alakid. Konnyen lathat6, hogy J folytonos és nem valt eléjelet (0,1)%-en.

Legyenek X és Y abszoliat folytonos és fiiggetlen valdszintiségi valtozok
(0, 1)-beli értékekkel. Jeldljik fx, fy-al a slirliségfiiggvényeket. Ekkor a 3.1.1.
Tétel alapjan az

1-Y

(UV)=¢(X,Y) = (I_Xy,l —XY)

valésziniiségi valtozo is abszolut folytonos a

1—vw

(119) g (u0) = fx ( )fy (1 - o)

1—uv 1 —wuv

stiriségfiiggvénnyel, majdnem minden (u,v) € (0,1)* esetén.
Wesotlowski jelzi, hogy ha X és Y béta eloszldsu valdszintliségi valtozok az

fx (@) =PBpq(x) & fy(2) =Bpigr(x) (2€(0,1))
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stirliségfiiggvényekkel, akkor behelyettesitve ezeket a (119) egyenlet jobb ol-
dalédba, egyszertien ldthatd, hogy (119) bal oldala u illetve v fiiggvényének
szorzataként all el6, ahol mindkét fiiggvény béta eloszlas stirtiségfiiggvénye r, g
illetve 7 + g, p paraméterekkel.

Wesolowski feltette a kovetkezd kérdést: Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlen
valdsziniiségi valtozdk és (U, V) = ¢ (X,Y) fuggetlen komponensekbél all. Igaz-
e ekkor, hogy X,Y, U és V béta eloszlasu?

Maga Wesotowski megadta a pozitiv vélaszt erre a kérdésre, feltételezve,
hogy X,Y,U és V stirliségfliggvényei szigorian pozitivak és lokalisan integral-
hatéak (0, 1)-en.

Ha U és V fiiggetlenek az fy, fy slirliségfiiggvényekkel, akkor (119)-bél
kapjuk a mar kordbban az 1.3. fejezetben vizsgalt

1—w
1—uv

() Fo (W) fr (0) = fx ( ) fr (1= w)

1—wv
fiiggvényegyenletet az ismeretlen fx, fy, fu, fv : (0,1) — R slirliségfliggvé-
nyekkel.

Wesolowski vizsgélataiban feltételezte azt is, hogy (B) minden (u,v) € (0, 1)?
esetén teljestil.

Itt, 6sszhangban a 3.1.1. Tétellel csak azt tessziik fel, hogy a (B) egyen-
let majdnem minden (u,v) € (0,1)2 esetén teljesil és fx, fy, fu, fv olyan
(stirliség)fiiggvények, hogy nemnegativak, mérhetéek és Lebesgue integraljuk 1.

Az 1.3.5. Tétel adja, hogy ekkor

()= ez’ ' (1—2)"" (mm. ze(0,1)),
(y)= e (1-y)" (mm ye(01)),
()= e’ '(1—w)!" (mm. ue(0,1)),
(v) =

€4vq+7'—1 (1 _ qj)pfl ( m.m. v € (07 1)) s

u

. —
> >

v

ahol p, ¢, r, €; (i =1,2,3,4) pozitiv konstansok az €162 = e£3¢4 tulajdonsdggal.
Azaz fx, fy, fu, fv a béta eloszléas sliriiségfiiggvényei.
Igaz tehat a kovetkezo jellemzés

3.8.1. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [43]] Ha X ésY abszolit folytonos és fiiggetlen
valdszindségi vdltozdk (ahol X ésY tartdja a (0,1) intervallum) dgy, hogy az

1-Y

U=1"%xv

V=1-XY
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szerint definidlt valdsziniségi valtozok szintén fiiggetlenek, akkor X,Y,U és V
a béta eloszlascsalddba tartoznak. Azaz X, Y, U ésV béta eloszldsiak sorra a
D,q; P+ q,7r; T.q €s q+ T, p paraméterekkel.

3.4. A normalis eloszlas karakterizacidja

A normalis eloszlas egy jol ismert jellemzése a Lukdcs-féle karakterizacio:

Tétel. [Lukdcs, [47]] Az X ésY figgetlen valdszindiségi vdltozdk pontosan akkor
normdlis eloszldsiak, ha X +Y és X —Y figgetlenek.

Itt is feltételezziik, hogy X és Y abszolit folytonosak, igy az aldbbi tételt bi-
zonyitjuk.

3.4.1. Tétel. [Mészdros, [53]] Az X ésY fiiggetlen és abszolit folytonos vald-
sziniiségi valtozok pontosan akkor normdlis eloszldsuak, ha X +Y és X — Y
figgetlenek.

Bizonyitds. Hasznéljuk a

¢($>y):(x+yaﬂf*y) ((ZL’,y)ER2)

transzformaciot. A i fiiggvény bijektiv, ¢! (u,v) = (452, %52), és ¢~ Jacobi
determinansa

J (u,v) z—% (u,v € R)

alaki. Nyilvanval6, hogy J folytonos és nem valt el6jelet R2-en.

Legyenek X és Y abszolut folytonos és fliggetlen valdszintliségi valtozdk R-
beli értékekkel. Jeloljik fx, fy-al a stirliségfliggvényeket.

Ekkor a 3.1.1. Tétel alapjan az

(UaV)=¢(X>Y)= (X+Y7X_Y>

valdszintiségi valtozo is abszolit folytonos a

(120) g (u,0) = %fx (u—gv) Iy (u;v)

stirtiségfiiggvénnyel majdnem minden (u,v) € R? esetén.
Konnyti belatni, hogy ha az X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok normalis
eloszlasuak, akkor U és V fliggetlenek.
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A forditott kérdés a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg: Tegyiik fel, hogy
X és Y fuggetlenek és az (U, V) = ¢ (X,Y) vektor fiiggetlen komponensekbél
all. Igaz-e ekkor, hogy X, Y mnormalis eloszlasi?

Ha U és V fiiggetlenek az fy, fy slirliségfiiggvényekkel, akkor (120)-bdl
kapjuk, hogy

u—v

2

2 g fr o) =505 (50) e

) (mm. (u,v) € R?)
teljesiil az ismeretlen fx, fy, fu, fv : R — R stirliségfiiggvényekre, azaz a (121)

egyenletbdl az
u-+v u—v

2 2
helyettesitéssel kapjuk az

fx (@) fy (y) =2fv (z +y) fv (z —y)
egyenletet majdnem minden (z,y) € R? esetén, az
fO)=fx@), g@)=fr(),
h(t)=2fuv (), k()= fv(t)
definiciékkal pedig az
f@)gy)=h(z+yk(—y)

egyenlet teljesiilését majdnem minden (x,y) € R? esetén, amely az (52) egyenlet
specialis esete az a = b = c =1 és d = —1 konstansvélasztassal.

Igaz tovabba, hogy f, g, h, k mérhetoek, nemnegativak és rendre pozitivak
valamilyen pozitiv Lebesgue mértékii A, B, C, D halmazon.

fgy hasznalhatéak az 1.4.3. Fejezet eredményei, ezért az 1.4.4. Tétel segit-
ségével kapjuk, hogy

fx () = oq exp [arz + byz?] (m.m. z € R)

és
fy (z) = asexp [agac + blxz] (mm. z € R),

ahol ay, a9, a1,as,b1 € R tetszoleges konstansok.
Az 1.4.4. Tételbdl az is kovetkezik, hogy

1 1
fu(z) = 5610{10&2 exp | 5 (a1 + ag) x — bya? (m.m. z € R)
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és

1
fv (z) = Peaias exp 3 (a1 —ag)x — by (mm. z € R),

ahol ay,a2,b; € R tetszOleges konstansok és «;, 3; € R (i = 1,2) tetszéleges
a ayfiasfy = 1 feltételt kielégité konstansok, melyekbok a normaélési tulaj-
donsaggal kovetkezik, hogy majdnem minden z € R esetén

1 _ (=—ny)? .
fi (l’):\/ﬁe 202 (Z:X7Y7U,V).

Igy ha X ~ N(ux,0%) és Y ~ N(uy,0%) figgetlen normalis eloszlasi
valdszintiiségi valtozdk, akkor Gsszegiikre igaz, hogy U = X +Y ~ N(ux +
wy,o0% + 0%); kiilonbségiikre pedig, hogy V = X — Y ~ N(ux — py,0% +

2
oY) O

3.5. Az exponencialis eloszlas egy karakterizacidja

Néhény évvel ezel6tt Marshall (University of British Columbia) és Olkin (Stan-
ford University) az aldbbi problémaét vetette fel személyes kommunikdcié sorédn:
Keressiik meg az Gsszes f stirliségfiiggvényt, ami kielégiti az alabbi két feltételt
(ldsd Maksa és Mészéros [50])

1. Tulajdonsdg. f(u) =0 majdnem minden u € (—oc0,0) esetén ( a Lebesgue
mérték szerint )  és

2. Tulajdonsdg. Létezik olyan 0 < n € Z (az egész szdmok halmaza) és —1 <
B € R, hogy az R?-en az aldbbi mddon definidlt p fiigguény:

p(u,v) =0 ha u <0 vagy v <0 és
(122)

+oo
p(u, v) :/0 Fu) (F(u) = F(s+u)" f(s +u)f(s +u+0)F(s +u+v)’ds

hau,v € [0,400), ahol F(u) = fquoo fyu >0 azdn. tiléld fiigguény, az egyiittes
stiriiségfigguénye két fliggvetlen valoszindiségi valtozonak.

Annyi volt ismert, hogy ha f(u) = 0 u < 0 esetén és f(u) = e % u > 0
esetén, akkor p (u,v) = g (u)h (v) (u >0, v > 0) valamilyen g, h : [0,400) — R
fiiggvényekre. Hasonld problémdk megtaldlhaték az Azlarov-Volodin [8] konyv-
ben.
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Ebben a fejezetben megadjuk a probléma megoldaséat azzal, hogy belatjuk,
hogy minden f sfirliségfiiggvény, ami pozitiv [0, +00)-en és rendelkezik az 1-2
tulajdonsagokkal, az exponencialis eloszlas stiriségfiiggvénye. Tovabba, adunk
egy szilkséges és elégséges feltételt a (122)-ben szerepld n és ( paraméterekre,
hogy a 2-ben definiélt p fiiggvény, egy f exponencidlis siirliségfiiggvénnyel, maga
is stirtiségfiiggvény legyen.

A {6 eredmény az aldbbi.

3.5.1. Tétel. [Maksa, Mészdros, [50]] Ha az f striiségfiggvény rendelkezik a
1. és 2. Tulajdonsdggal, és

(123) fw)>0 ha u>0
teljestil, akkor létezik olyan 0 < o € R, hogy
(124) f(u) = ae™ " (m.m. u€[0,+)),

1

azaz, [ exponencidlis eloszlashoz tartozo striségfigguény o~ vdrhatd értékkel.

Bizonyitds. Mivel f slirliségfliggvény, ezért a [0, +00)-en az

Fw= "

médon definidlt F fliggvény abszolut folytonos, és I/ = — f majdnem mindeniitt
[0,400)-en. Midsrészt a t = s + u helyettesitéssel a (122) egyenlet az aldbbi
alakba irhato

+oo
(125)  p(u,0) =/ () (F () =F @) f0) f(t+0)F(t+0)dt

minden w,v € [0,4+00). Mindkét oldalt — f (u)-val osztva és a binomidlis tételt
alkalmazva, a (125) egyenlet adja, hogy

p (u,v) _ S
=

0

(Z) (—1)F F ()" * Ry (w,0)  (u,v € [0, +00))

teljesiil, ahol

Ry, (u,v) = — +OOF(t)kf(t)f(t—&—v)F(t—&—v)ﬁdt
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(u,v €[0,400), 0 <k €Z, k<n). Ezért a

fiiggvény majdnem mindeniitt differencidlhaté [0, +oc0)-en, és az ismert
S0 (1) (=1)* = 0 azonossdg miatt, némi szdmolds utan, kapjuk, hogy

120 g (2F) =@ X (1) 0 e E e R

2

teljesiil majdnem mindeniitt [0, +00)%-en. Bevezetve a

Dg (u,v) = a% (q_(ff(w

differencidloperatort, a (126) egyenlet a

Do) =13 () (1" (= 1) F (" Rua0)

k=0

alakba irhaté at. Ez azt mutatja, hogy az elébbi gondolatmenet megismételhet6
p helyett Dp-re is, és a > ;1 (7) (—1)k (n — k) = 0 azonossdg miatt kapjuk,
hogy

" /n .
D2 () = =7 @3 () (1" (0= 8 (0= = 1) F (0" R (o)
k=0
teljesiil majdnem mindeniitt [0, +00)?-en. Végiil a

n

> (3) 0 -k k-0 =0 ©<r<n

k=0

azonossag alapjan kovetkezik, hogy
" /n _
D"p(u,v) = —f (u) Y (k> (=) (n—k)...(=k+ 1) F (w) " Ry, (u,v) =
k=0

= —f (u)n!Ry (u,v)
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teljesiil, ahonnan
(127) D" (u,0) = nlf (u) f (u+v) F (u+0)°

kovetkezik majdnem minden u, v € [0, +00) esetén.
Mésrészt a 2. Tulajdonsdg adja, hogy p (u,v) = g (u)h(v) majdnem min-
deniitt [0, +00)%-en a g és h sfirfiségfiiggvényekkel. Igy

D" p (u,v) = gn (u) b (v) (m.m. [0, +00)*-en)

a gp : [0,+00) — R fliggvénnyel. Ezért, a (127) egyenletbdl kapjuk az

n ()
J o) F (o)’ = J2rsh (@)

exponencidlis Pexider egyenletet,amely majdnem minden u,v € [0, +00) esetén
teljesiil. Ez a

jelolésekkel adja, hogy a
(128) B(u+v) =Gy, (u)h(v)

alakt Pexider egyenlet teljesiil majdnem mindeniitt az R3 nyilt halmazon.
Az 1.3.3. és az 1.5.1. Tétel miatt

B (t) = ae®
majdnem mindeniitt Ri-on, ahol 0 < a € R, b € R. Madsrészt B(0) =
G, (0)h(0) = a, és igy
f()F @) = ac
majdnem mindeniitt [0, 4o00)-en, ahol 0 < a € R, b € R. Mivel f slirliségfiigg-

vény és F' = —f majdnem mindeniitt [0, +00)-en, kapjuk, hogy (124) teljestil,
ahol 0 < a € R. O

3.5.2. Tétel. [Maksa, Mészdros, [50]] Legyen f az exponencidlis eloszlds sii-
riségfigguénye o' vdrhaté értékkel. Ekkor a 2. Tulajdonsdggal definidlt p
fligguény maga is pontosan akkor siriségfigguény, ha

(129) (1+8)---(n+3+p)=nl
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Tovdbbd, ha (129) teljesil, akkor
p(u,v) = a(n+ 3+ 3)e 340y (1 4 g) e—a(1+0)Y

(majdnem mindeniitt [0, +00)2-en), azaz, p két, (o (n+3+ B)) " és(a(1+ )"
varhato értéki exponencidlis striségfiggvény szorzata.

Bizonyitds. El6szor n-re vonatkozo6 indukciéval bizonyitjuk, hogy

(130)  @+B) - (n+2+0) Z(Z) (—)F L

k=0

teljeslil minden 0 < n € Z és B8 € R\ {—(n+2),...,—2} esetén. A (130)
egyenléség nyilvdnvaléan igaz n = 0 esetén. Tegyiik fel, hogy n > 0 és (130)
teljestl, legyen § = —1. Kapjuk, hogy

>

(D =
ko(k Ek+1 n+1

illetve ezzel ekvivalensen (itt k-t n — k-val helyettesitve)

T ) [ .
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[an gy | A
@+ﬁ»~m+3+ﬂ>;%(k:)«4>k+2+ﬂ—

n+1 L 1 n+1 1
S () OV e O e

+
i k n+1
% (Q(;U(n+1@%+2+@
)

= ()" @2+p) - (n+2+4B)+(2+8) - (n+3+5) x

" /n v n+1 1 1 B
XE:Q)(1)n+3+ﬁ<n+1—k+k+2+ﬁ>

k=0
=(=D)""Q24+8) -2+ +2+0) - (n+24+8)(n+1)x

" /n k 1 1
XZ%Q)GJ)(n+1—k+k+2+B>

ahonnan, (131)-bél és az indukeids feltételbol

n+1
(2+@~-m+3+ﬁ)E:Cﬁf>pqﬁk+;+ﬂ:

k=0

= ()M @B 2+ D (D) 24 B) (24 )+ 1) (1) =

=(n+1)!

kovetkezik. Ezzel beldttuk, hogy (130) teljesiil.

Az egyetlen tovabbi bizonyitanivald, hogy fR p = 1 pontosan akkor, ha (129)
teljestil. Mivel F'(u) = =" minden u > 0-ra, némi szdmolds utdn (125) adja,
hogy

p (u’ 1}) — a267a(u+v+vﬂ

>

)
k=0

n k 1 —a(n+2+8)u
S D A
Q)( V2
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(u>0,v>0) teljesiil. Igy (130)-bdl kapjuk, hogy

— a2 n! —a(n+3+8)u ,—a(f+1)v _
n! i ) B )
= (1+ﬂ)-~(n+3+6)a(n+3+me (43+8)u gy (3 4 1) e~ B+

(u>0, v >0). Most mar kénnyi beldtni, hogy [, p = 1 akkor és csakis akkor,
ha (129) teljesiil és ebben az esetben

p(u,v) = a(n+ 3+ 3) e c3+8)uy (4 1) eB+)y
(u >0, v >0), ami pont a bizonyitandé allités. O
Megjegyzés. Mivel a (—1,+00)-en
e)=0+t)---(n+3+1t)—n!
szerint definidlt ¢ fiigguény folytonos és szigordan monoton novekvd, tovdbbd

limy s 19() =-nl <0, (1) = (n+4!—n! >0 ezért minden 0 <n € Z
esetén létezik pontosan egy —1 < B € R gy, hogy (129) teljesil.
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4. Feltételesen meghatarozott kétdimenziés ab-
szolut folytonos eloszlasok karakterizacidja

4.1. Bevezetés

Legyen (X,Y) egy abszolit folytonos kétdimenzids valészintiségi vektorvaltozo.
Jelolje fix.yy, fx, [y, fxjy és fy|x az egylittes, a margindlis és a feltételes
stiriségfliggvényeket. Ismeretes, hogy

(132) f(X,Y) (z,y) = fX\Y (z,y) fy (y) = fY\X (z,y) fx (v)

majdnem minden (z,y) € R? (vagy pozitiv tartéji vektorvéltozé esetén majd-
nem minden (z,y) € R%) esetén.

Ez egy altalanos fliiggvényegyenlet a stirtiségfiiggvényekre, ami igy nem kezel-
hetd, de az lesz, ha a feltételes silirtiségfiiggvényeket valamilyen (pl. gyakor-
lati vagy val6sziniiségelméleti szempontbdl érdekes) specidlis alaku fuggvények
kozott definialjuk.

Els6ként Narumi ([57]), majd Arnold, Castillo és Sarabia ([7]) alkalmazott
fliggvényegyenleteket feltételesen meghatarozott kétdimenzids eloszldasok karak-
terizacidja soran.

Az eredmények a [45] és [44] dolgozatokban szerepelnek, illetve [46]-ban
kivanjuk megjelentetni.

4.2. Az eltolasparaméter jellegii feltétel esete

Narumi vizsgélatait tovabbgondolva Arnold, Castillo és Sarabia tébbek kozt tek-
intette az Osszes lehetséges eloszldst adott E (X |Y =y) =a(y)és E (Y |X =x)
= b (z) regressziés fliggvénnyel, eltoldsparaméter jellegii feltétellel.

Ekkor a feltételes stirliségfiiggvényeknek a

(133) Ixyy (@,9) =91 (z —a(y))
(134) fY|X (,y) =92 (y —b(x))

alakot kell 6ltenie (feltételezve, hogy a feltételes variancidk konstansok).
Az a (y) és b(x) fuggvények bizonyos vilasztdsa esetén meg tudjuk hatdrozni
a (133)-hoz és (134)-hez kapcsolédé egylittes eloszlds természetét.
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Nyilvdnvalban vizsgdlandé az az eset, amikor a (y) és b (z) linedrisak (14sd a
7.4. Fejezetet [7]-ben). Ebben az esetben kapjuk az

(135) fy W) g1 (z — a1y — a2) = fx (%) g2 (y — bz — ba)

egyenletet. Narumi megoldotta (135)-6t, de erds regularitési feltételek mellett.
Tételezziink fel csak annyit, amennyi természetes. Az ismeretlen fliggvények
legyenek siirtiségfiiggvények (nemnegativak, mérhetéek 1 Lebesgue integréllal),
és a (135) egyenlet teljesiiljon majdnem minden (z,y) € R? esetén.
A (135) egyenletet a

g1(t) =91 (t —a2), Go (t) = go (t — Do)
definiciékkal a

(136) fy W) g1 (x — ary) = fx (2) G2 (y — br)
alakba frhatjuk majdnem minden (z,y) € R? esetén. frjunk y-t y — byx helyére
és kapjuk, hogy

(137) fx (@) g2 (y) = fv (y + b1z) g1 (1 — arbr) & — ary)
teljesiil majdnem minden (z,y) € R? esetén. A (137) egyenlet az

f)=rx @), gt)=gz2(1),
h(t) = fy (t), k(t) =g1 (1)

jeloléssel, a konstansok
a=b, b=1, c=1—a1by, d=—ay
definiciéja mellett, adja az 1.4. fejezetben szerepl6
f(x)g(y) =h(ax+by)k(cx+dy)  (mm. (z,y) € R?)

egyenletet. Ekkor A = —1.
A 1.4.4. Tétel segitségével maris kapjuk (137) megolddsait és ezdltal (136)
és (135) megolddsait, azaz

fx(z)= arexp[Aiz+ Bi2?] (mm. z€R),

&131 2
= A —_— . . R
g2 () agexp[ gx—l—bl(l_albz)x} (m.m. z € R),
B
fr (@)= prajasexp {(Alal + Ay (1 —aihy))x — alle} (mm. z € R),

1
By

g1(x) = [aoyazexp {(x‘h — Aoby) z — T ab;

xQ} (mm. = € R),



107

tovabba, majdnem minden z € R esetén
- By 2
g1(z) = Bearagexp |[(Ay — Agby) (v +a2) — ———— (z +a2)”|,
1-— a1b1
a131

P A —_—
g2 () Qg exp [ o (x+bo) + b (L= arby)

(JC + b2)2:| .
A megfelel6 fliggvényeket az

foxyy (@y) = fy (¥) g1 (2 — ary) = fx (z) g2 (y — brw)

formulaba helyettesitve kiszamolhatjuk az
fxy) (@,y) =

a1 B x? 2
= (g €Xp (Al — Agbl) T+ Asy — Lt S e 2xy + L
1—a1by \aq by
egyiittes siirliségfiiggvényt majdnem minden (z,y) € R? esetén.
Igy ugyanarra a kovetkeztetésre juthatunk, amire [7]-ben is, hogy X és Y
vagy fiiggetlenek vagy (X,Y) kétvéltozds normélis eloszldsu.

4.3. A skalaparaméter jellegii feltétel esete

Arnold, Castillo és Sarabia [7] tekintette azt az esetet is, amikor a feltételes
stirliségfliggvények

(138) Fxiy (#,9) = <cfy)> C(ly)
(5) s e = (5) 705

alakiak, adott pozitiv ¢ és d fliggvényekkel, ahol hi, ho ismeretlen pozitiv
fliggvények.
Ekkor (132)-bél kapjuk a

(140) hy (ny)) C(l—y)fy (y) = ha (d(yx)> d(lx) fx (@)
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fliggvényegyenletet, amit a 2.1. fejezetben vizsgédltunk.

Az ismert fliggvények specidlis vélasztasai esetén Arnold, Castillo és Sarabia
megoldotta (140)-et, de feltételezték az ismeretlen hy, ho, fy, fx fliggvények
kétszeri differencidlhatésdgat. A vizsgdlatot pozitiv tartéju (X,Y) valdszintiségi
valtozokra szilikitették le és igy hataroztak meg az egylittes eloszldsokat.

Ebben a fejezetben az ismert fiiggvények specidlis vélasztdsai mellett csak
annyit tételeziink fel, hogy a hi, ha, fy, fx ismeretlen fliggvények mérhetéek
és pozitivak, az egyenlet pedig majdnem minden (z,y) € R% esetén teljesiil.

4.3.1. Els6 probléma
Vilasszuk a ¢, d fiiggvényeket a kovetkezéképpen
1 1

C(y)=a+y7 d(r) = (z,y >0),

ahol «, 8 nemnegativ konstansok.
(140)-bél kapjuk, hogy

(141) hi((a+y)x) (a+y) fy (y) =h2 (B +2)y) (B+2) fx (v)

teljesiil majdnem minden (z,y) € R% esetén, ahol hy, ho, fx, fy : Ry — Ry
mérhetd ismeretlen fliggvények, a, 5 > 0 tetsz6leges konstansok.
Ekkor a 2.1. fejezet eredményeit felhasznédlva kapjuk az aldbbi eredményt.

4.8.1. Tétel. [Lajké, Mészdros, [44], [45]] Az adott specidlis esetben, ha o +
B2 #0 a hy és hy fiigguények a gamma eloszlds stiriiségfiigguényei (rendre —v,
c1+1 és —v, co+1 paraméterekkel), azaz (X,Y) gamma feltételes eloszldsokkal
rendelkezik. Tovabbd az egyiittes stiriiségfiiggvény

foxy) (x,y) = exp (01 + d3) 27y exp (v (ax + zy + By))

alakd majdnem minden (z,y) € R% esetén, azaz a (138) és (139) szerint adott
feltételes striségfiggvényekhez tartozé megolddsok osztilya (ha c(y) =

d(z) = ﬁ) egybeesik o MODEL II gamma feltételes osztdllyal (ldsd [7]).

_1
a+ty’

4.3.2. Masodik probléma

A miésodik vizsgalt esetben legyenek a (140) egyenletben szerepld ¢ és d fligg-
vények linearisak, azaz

c)=xlaty), d@)=X @+z) (z,y>0),
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ahol A1, Ao pozitiv, a és B nemnegativ konstansok.
Igy (140)-bdl a

x 1 _ Y 1
(142) - (Al (a+y)) Mgy W) =he (A2 (ﬁ-l—x)) WS EANC

a 2.1.6 fejezetben szerepld egyenletet kapjuk majdnem minden (z,y) € Ri—ra
ahol hy, he, fx, fy : Ry — Ry mérheto ismeretlen fiiggvények, A1, Ay € R4,
a, B > 0 tetszOleges konstansok.

Ekkor kapjuk az aldbbi eredményeket.

4.8.2. Tétel. [Lajkd, Mészdros, [44], [45]] Az a > 0, 8 > 0 esetben a hy és
hy figguények (rendre ca +1, 5 —co — 1 és ¢y + 1, 5 — c1 — 1 paraméteri)
Pearson tipusi VI eloszldssal rendelkeznek, amit mdsodrendi béta eloszlasnak is
neveznek (ldsd [7]). Ebben az esetben az fx és fy margindlis siriségfiggvények
is ugyanolyan eloszldsuak. Tovdbbd az egyiittes stiriségfigguvény

_
fx,y) (w,y) = exp (d3 — d2) 2y (ax + By + aB) =7

alakd majdnem minden (z,y) € R2 esetén, azaz a (138) és (139) szerint adott

feltételes stiriségfiigguényekhez tartozé megolddsok osztdlya egybeesik a Mardia

dltal bevezetett kétvdltozds Pareto eloszlds egy kiterjesztésével (ldsd [7], [51]).
Az =0, B> 0 esetben az egyiittes striségfiggvény

_ Btz
2y

fxy) (x,y) = exp (d3 — da) 2y“'e #
alakd majdnem minden (z,y) € R2 esetén.
Mig az a > 0, 8 = 0 esetben az egyiittes siiriségfigguény

co. c1 oty

fixy) (@,y) = exp (d3 — dp) %y e a2 =

alaki majdnem minden (z,y) € R3 esetén.

4.4. Az eltolas- és skalaparaméter jellegii feltétel esete
Legyenek most a feltételes sirtiségfiiggvények

x—ay)] 1

(
cly) |cy)’
—b(

Ixy (z,9) =n [

(=

fyix (x,y) = g2 [yd(x)w)] %gs)
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alakuak az adott a, b és adott pozitiv ¢, d fliggvényekkel, ahol g1, go ismeretlen
fliggvények.
Kapjuk ekkor (132)-bdl a

z—a(y)] 1 y—>b(x)] 1
(143) 91[ ‘W) }c(y)fy (y)—gg[ i) ]d(x)fx (z)
egyenletet. Tételezzlink most is csak annyit fel, amennyit természetes. Az
ismert fliggvények specialis valasztdsa mellett, a g1, g2, fy, fx ismeretlen
fiiggvények legyenek siirliségfiiggvények (mérhetéek 1 Lebesgue integrallal), és
a (143) egyenlet teljesiiljon majdnem minden (z,y) esetén R? egy nyilt részhal-
mazabdl.

4.4.1. Tétel. [Lajkd, Mészdros, Pap, [46]] Az (X,Y) abszolit folytonos va-
[6szindiségi vdltozo egyiittes stiriségfigguénye, ha az a, b, ¢ és d figguények
linedrisak és K1, Ko > 0, majdnem minden (x,y) € D esetén megegyezik az

(144)  fixvy (zy) = K (x +ag + K1) (y + a1 + K3)”?
(K> (x4 az) + K1 (y + a1) + K1 K]

fuggvénnyel, ahol K = K; 779 Ky 7277 exp (dy + d3).

Megjegyzés. Egy (143)-hoz hasonld egyenletet Narumi is vizsgdlt a g1, 92, fx,
fy figgvények kétszeri differencidlhatdsiga mellett. O is a (144)-ben szerepld
eredményt kapta (X,Y) egyiittes stiriiségére, ha K1, Ko > 0 (ldsd [57])

Megjegyzés. Eqy eltoldstol eltekintve (144) megfeleltethetd a Beta-2 feltételes
striségnek (lasd [7], 5.3. Fejezet) a As =0 feltétellel.

4.4.2. Tétel. [Lajkd, Mészdros, Pap, [46]] Az (X,Y) abszolit folytonos va-
l0szintiségi vdltozo egyiittes striiségfuggvénye, ha az a, b, ¢ és d fliggvények
linedrisak és K1 = 0, Ky > 0, majdnem minden (x,y) € D esetén megegyezik
az

ayta
Ks x + as

(145)  foer) (@) = Auds exp { } (2 +as) ™" (y +ay + Ko)

fiigguénnyel, ahol, a, by, ba, A1, Az € R tetszbleges konstansok.

Megjegyzés. A K1 =0, Ky > 0 esetben tehdt Pearson-tipusi III eloszldsunk
van.
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4.4.8. Tétel. [Lajkd, Mészdros, Pap, [46]] Az (X,Y) abszolit folytonos va-
losziniiségi vdltozo egyiittes stiriségfiggvénye, ha az a, b, ¢ és d fiigguények
linedrisak és K1 > 0, Ko = 0, majdnem minden (x,y) € D esetén megegyezik
az

a T+ as
146 x,y) = A1Asze —
(146 few) (09) = Ardaexp { 1 22

}(eraz + KD (g + ap) ™"

fiigguénnyel, ahol a, by, by, A1, A3 € R tetszdleges konstansok.

Megjegyzés. A K1 >0, Ky = 0 esetben is Pearson-tipusi VI. eloszldsunk van.
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ésszefoglalé

Az értekezés négy fejezetbdl all. Az elsé kettében fiiggvényegyenleteket
vizsgalunk, a masodik kettében pedig ezeket alkalmazzuk a valdszinliségelmélet
kiilonb6z6 karakterizacids problémai soran.

Az elsé fejezetben egyvaltozos eloszldsok jellemzése sordan hasznalt fiiggvény-
egyenleteket vizsgalunk.
El6szor a gamma eloszlas jellemzéséhez hasznélt

F@a =t ()
Olkin-Baker egyenletet tekintjitk. A mindeniitt teljesiilé egyenlet mérheté (foly-
tonos) megolddsainak segitségével meg tudjuk adni a majdnem minden (z,y) €
Ri esetén teljesiilo egyenlet mérhetd megoldasait. Majd csak annyit tételezziink
fel, hogy az Olkin-Baker egyenletet majdnem mindeniitt teljesité f, g, p, q :
R, — R fiiggvények nemnegativak és léteznek pozitiv Lebesgue mértékii hal-
mazok, hogy azokon rendre pozitivak. Megmutatjuk, hogy ekkor majdnem
mindeniitt pozitivak. Ekkor mar a mindeniitt teljesiilo Olkin-Baker egyenlet
folytonos megoldasainak segitségével meg tudjuk adni a majdnem mindentitt
teljesiilé egyenlet tigynevezett strliségfiiggvény megoldasait.

A béta eloszlas jellemzéséhez kapcsolédo

1—wv

fo (w) i 0 = fx (T ) o (1= w0

fliggvényegyenlet vizsgalata soran megadtuk mindenféle regularitasi feltétel nél-
kiil a minden (u,v) € (0,1)% esetén teljesiild egyenlet &ltaldnos megolddsat az
fx, fv, fu, fv : (0,1) — Ry fiiggvényekkel, majd vizsgaltuk a megoldast, ha
az ismeretlen fiiggvények mérhetéek, pozitivak illetve ha az ismeretlen mérhet6
fliggvények nemnegativak 1 Lebesgue integrallal, és az egyenlet pedig majdnem
minden (u, v) € (0,1) esetén teljesiil. Megadjuk, mindenféle regularitési feltétel
nélkiil, a minden (u,v) € (0,1)% esetén teljesiils egyenlet dltalanos megolddsét
olyan fx, fy, fu, fv : (0,1) — R nemnegativ fliggvényekre, hogy léteznek
pozitiv Lebesgue mértékli halmazok, hogy azokon a fliggvények rendre pozitivak.

Meghatarozzuk a majdnem mindeniitt teljesiilo és a normalis eloszlés jellem-
zéséhez kapcsolodd

f(x)g(y) =h(ax +by) k (cx + dy)
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fliggvényegyenlet pozitiv mérheté illetve stirliségfiiggvény megoldésait is, ahol a,
b, ¢, d rogzitett nullatdl kiillonboz6 valds szamok az ad — be # 0 tulajdonsdggal.
Vizsgaljuk a majdnem minden (u,v) € R? esetén teljesiild

flu+v)=g(u)h(v)

exponencialis Pexider egyenletet az ismeretlen f, g, h : Ry — R mérheté fiigg-
vényekre, ahol g, h nem azonosan 0, illetve a majdnem minden (u,v) € Ri
esetén teljesiilé

f(uwv) = g(u) +h(v)

logaritmikus Pexider egyenletet az ismeretlen f, g, h : R, — R mérhetd fiigg-
vényekre.

A mdsodik fejezetben feltételesen meghatarozott kétdimenzids eloszlasok jel-
lemzése soran hasznalt fiiggvényegyenleteket vizsgalunk.
Tekintjik a

(&) it 0= (at) a0

fliggvényegyenlet, ahol hy, hs, fy, fx ismeretlen fiiggvények. Itt a ¢ és d
fliggvények specidlis valasztasai esetén, csak a pozitiv ismeretlen hi, ho, fy,
fx figgvények mérhetdségét tételezziik fel, illetve azt, hogy a kapott egyenletek
majdnem minden (z,y) € R% esetén teljesiilnek.

Elészor legyen c(y) = %ﬂﬁ d(z) = =+ (x,y > 0), ahol o, 3 nemnegativ
konstansok. Ekkor kapjuk, hogy

B+

hi((a+y)x) (a+y) fy (y) =h (B+2)y) (B+2) fx (v)

teljesiil majdnem minden (z,y) € R% esetén, ahol hy, ho, fx, fy : Ry — Ry
mérhet6 ismeretlen fliggvények, a, B > 0 tetszoleges konstansok.

A miésodik vizsgalt esetben legyenek az egyenletben szereplé c és d fliggvé-
nyek linedrisak, azaz ¢ (y) = A (e +y), d(x) = A2 (B8 + ), (x,y > 0), ahol Ay,
A2 pozitiv, a és B nemnegativ konstansok. Ekkor kapjuk, hogy

T 1 _ Y 1 -
& <A1<a+y>> A1<a+y>fY(y)‘h2(A2<ﬂ+x>> SWEEESTEAS

teljesiil majdnem minden (z,y) € RZ%-re, ahol hy, ho, fx, fy : Ry — Ry
mérhet6 ismeretlen fiiggvények, A1, Ao € Ry, «, 8 > 0 tetsz6leges konstansok.
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Eredményeinket két kiillonb6z6 médon is megkapjuk: elészor megmutatjuk,
hogy a folytonos megolddsok akarhanyszor differencialhatéak, majd a megoldést
differencidlegyenletek megoldésédra vezetjiik vissza. A masik médszer 1ényege,
hogy egyenleteink folytonos megoldésait ismert egyenlet(ek) folytonos megol-
désai segitségével adjuk meg. Ezutan vizsgaljuk a kapott specidlis egyenletek
slirtiségfliggvény megoldéasait is.

Eztan vizsgaljuk a

9 [:C;(C;)(y)} ﬁf}/ () =92 [y;(l;()x)] LfX (z)

egyenletet, ahol a (y), b (z) adott, ¢ (y) és d (x) adott pozitiv fliggvények. Ebben
a fejezetben ezen fiiggvények specidlis a (y) = miy + c¢1, b(x) = mozx + co,
c(y) = M (y+a) és d(xz) = Ao (z + ag) vilasztdsai mellett csak a g1, go, fv,
fx ismeretlen pozitiv fiiggvények mérhetdségét tessziik fel, illetve azt, hogy az
egyenlet majdnem minden (x,%) esetén teljesiil R? egy nyilt részhalmazan.

A harmadik fejezetben kiillonboz6 egyvaltozos eloszlasok karakterizacidja sze-
repel. Mindegyik esetben feltessziik, hogy a valdsziniiségi valtozok abszolut
folytonosak, azaz létezik siiriiségfiiggvényiik, s akkor haszndlhatjuk a valészinii-
ségi valtozok jol ismert transzformécids tételét.

El6szor a gamma eloszlds Lukdacs féle jellemzése, ahol a 1 : Ri — Ri,

Y (z,y) = (x + vy, %) transzformdciot hasznaljuk, illetve egy madsik jellemzés
taldlhaté a ¢ (z,y) = (x +y, %ﬂ) transzformadcié segitségével.

Megadjuk a béta eloszlds egy karakterizécidjat a ¢ : (0, 1)2 — (0, 1)2,

U (z,y) = (f_;yy 1= xy) transzformécio segitségével.
Majd vizsgéljuk a normadlis eloszlds Lukdcs féle karakterizacidjat a ¢ (x,y) =
(r+y,x —y), (x,y) € R? transzformAcié segitségével.

Végil az exponencialis eloszlas egy karakterizaciéjat mutatjuk be.

A negyedik fejezetben feltételesen meghatarozott kétdimenziés abszolit foly-
tonos eloszldsok karakterizacidja szerepel. Legyen (X,Y) egy abszolit folytonos
kétdimenzids valészintiségi vektorvéaltozo. Jelolje f(x vy, fx, fyv, x|y és fy|x
az egylttes, a marginalis és a feltételes siriiségfiiggvényeket. Ismeretes, hogy

foxwy @) = Fxpy (@) fy (y) = fyix (2,y) fx (o)

majdnem minden (x,7y) € R? (vagy pozitiv tartéji vektorvaltozé esetén majd-
nem minden (z,y) € R%) esetén.
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Ez egy altalanos fliiggvényegyenlet a slirtiségfiiggvényekre, ami igy nem kezel-
hetd, de az lesz, ha a feltételes siirliségfiiggvényeket valamilyen (pl. gyakor-
lati vagy val6szinliségelméleti szempontbdl érdekes) specidlis alaku fuggvények
kozott definialjuk.

Ezt vizsgdljuk az eltolasparaméter jellegii feltétel esetén, amikor a feltételes
stirliségfliggvények az

Ixyy (z,y) =g (x—a(y)) és fyix (z,y) = g2 (y — b(x))

alakot oltik, tovabba feltételezziik, hogy a és b linedrisak.
A skélaparaméter jellegli feltétel esetén, amikor a feltételes siiriiségfiiggvé-
nyek

alakuak, adott pozitiv ¢ és d fliggvényekkel, két specialis esetben szintén ker-
essiik az egylittes siirtiségfiiggvényt.

Vizsgéljuk az egyenletet az eltolas- és skalaparaméter jellegli feltétel esetén
is, amikor a feltételes strtiségfiiggvények

r—a —b(x

alakuak, adott a, b és adott pozitiv ¢, d fliggvényekkel.
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Summary

This PhD dissertation consists of four parts. In the first two sections func-
tional equations are investigated, in the latter two we deal with characterization
problems of probability theory by the help of our functional equations.

In the first section, we study functional equations connected to characteri-
zation problems of univariate distributions.
First we see the Olkin-Baker equation

f@)gy)=px+y)q (i)
related to the characzerization of gamma distribution. By the help of the contin-
uous solutions of the everywhere satisfied equation we can give the measurable
solutions of the equation satisfied for almost all (z,y) € R%. Furthermore
we work on the case when the functions f, g, p, ¢ : R4 — R, satisfying the
Olkin-Baker equation almost everywhere, are nonnegative and there exist sets
of positive Lebesgue measure such that the functions are positive on these sets.
First we show that these functions are positive almost everywhere, and then
we can give the so-called density function solutions of the almost everywhere
satisfied functional equation.

The functional equation

1—wv
1—uv

fu (u) fv (v) = fx ( )fy (1 —uv)
is connected to the characterization of the beta distribution. First we give
the general solution fx, fy, fu, fv : (0,1) — Ry (without any regularity
assumption) of the above equation for all (u,v) € (0,1)?, and then we study the
cases, when the unknown functions are measurable and positive, or measurable
and nonnegative with Lebesgue integral 1 and the equation is satisfied for almost
all (u,v) € (0,1)%. The general solution of this equation satisfied for all (u,v) €
(0, 1)2 is given as well, with nonnegative functions fx, fy, fu, fv : (0,1) = R,
when there exist sets of positive Lebesgue measure, on which these functions
are positive.

In this section we also give the positive, measurable and the density function
solutions of the equation

f(x)g(y) = h(ax +by) k (cx + dy)
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satisfied almost everywhere, where a, b, ¢, d are fixed non-zero reals with the
property ad — bc # 0. It is connected to the characterization of the normal
distribution.

We also examine the exponential Pexider equation

flu+v)=g(u)h(v)

supposing to hold for almost all (u,v) € Rf_ with the unknown measurable
functions f, g, h : Ry — R, where g, h is not identically equal to 0, and the
logarithmic Pexider equation

f(uwv) = g(u) +h(v)

for almost all (u,v) € Ri with the unknown measurable functions f, g, h :
R+ — R

In the second section we study functional equations connected to character-
ization problems of conditionally specified bivariate distributions.

We consider the functional equation

(o) st ) =t (25 ) g @),

where hi, ha, fy, fx are unknown functions. With a special choice of the
functions ¢ and d, we assume only the measurability of the positive unknown
functions hq, ho, fy, fx, and that, the resulted equations are satisfied for almost
all (z,y) € R2.

First we investigate the case, when c(y) = a%ry, d(z) = 6iz (z,y > 0),
where «, # are nonnegative constants. Then we get the equation

hi((a@+y) ) (a+y) fy (y) = ha (B+2)y) (B +2) fx (2)

for almost all (z,y) € Ri, where hi, ha, fx, fy : Ry — R4 are measurable
unknown functions and «, 8 > 0 are arbitrary constants.

Then we investigate the case, when ¢ (y) = A (e +y), d(z) = A2 (0 + ),
(z,y > 0), where A1, Ay are positive, @ and [ are nonnegative constants. Hence
we get the equation

T 1 _ Y 1 -
g <A1<a+y>> A1<a+y>fY(y)‘h2<A2<ﬁ+w>> B X @

for almost all (z,y) € R%, where hy, ha, fx, fv : Ry — Ry are measurable
unknown functions and A1, A2 € Ry, «, § > 0 are arbitrary constants.



118

We get our results in two different ways: First we show, that the continu-
ous solutions are differentiable infinitely many times, then we solve differential
equations. On the other hand we give the continuous solutions of our equations
by the help of the known continuous solutions of these equations. Then we also
investigate the density function solutions of the special equations.

Then equation

g1 [x_a(y)} . Iy (y) = g2 [y;b(x)] fo (z)

cly) |c(y) (z)

is examined as well, where a, b are given, ¢ and d are given positive functions.
With the special choices a (y) = miy +c1, b(z) = max +c2, c(y) = M (¥ + a1)
and d(z) = Ag (x4 ag), we assume only the measurability of the unknown
positive functions g1, g2, fy, fx and that the equation is satisfied for almost all
(x,y) from an open subset of R2.

In the third section, characterizations of several univariate distributions are
given. In all cases we suppose that the probability distributions are absolutely
continuous, that is, there exists density function, and so we can use the well-
known transformation theorem of probability theory.

First we consider the Lukacs characterization of the gamma distribution,

where we use the transformation ¢ : R — R%, ¢ (z,y) = (x + vy, %), and an
other characterization is investigated as well, by the help of the transformation
Y (z,y) = ($+y,ﬁ)-

Then we give a characterization of the beta distribution by means of the

transformation 1 : (0, 1)2 — (0, 1)27 Y (z,y) = (f:xyy, 1-— a:y)

Later we consider the Lukacs characterization of the normal distribution,
where we use the transformation ¢ (x,y) = (z +y,z — y), (z,y) € R%

At the end of the third section, we show a characterization of the exponential
distribution.

In the fourth section one can find some characterizations of conditionally
specified absolutely continuous bivariate distributions. Let (X,Y") be an abso-
lutely continuous bivariate random variable, whose joint, marginal and condi-
tional density functions are denoted by f(x vy, fx, fy, fx|y and fy|x respec-
tively. Ome can write f(x y) in two different ways and obtain the functional
equation

faxyy (@) = fxy (v,9) fy (¥) = fyix (2,9) fx (x)
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for almost all (z,y) € R? (respectively, for almost all (z,y) € R2 if we restrict
our investigations to the random variable (X,Y’) with support in the positive
quadrant).

This is a general functional equation for the density functions, which can
not be handled in this form, but we can handle it if the conditional densities
are defined among important special functions.

We consider the case of linear regressions with conditionals in location fam-
ilies, when the conditional densities have the form

Ixyy (z,y)=g1(z —a(y)) and fyx (z,y) =g2(y —b(2)),

where a and b are linear.
The case of specified regression with conditionals in scale families is also
investigated, when the conditional densities have the form

X

Fxpy (2,9) = b <(y)) % and fy|x (z,y) = ha (d?x)) ﬁ

where ¢ and d are given positive functions.
We consider the case of conditionals in location-scale families with specified
moments, when the conditional densities have the form

z—a(y)

c(y)

where a, b are given and ¢, d are given positive functions.

fxy (@y) =g [

] %y) and fyx (z,y) = g2 {yb(m)} 1

d(z) |d(z)’
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