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1. BEVEZETES

1.1 A témavalasztas indoklasa

Tanitvanyaim gyakran teszik fel azt a kérdést, hogy mi a gyakorlati haszna
annak, amit a matematika o6ran tanulnak. A valdszintiségszamitas éppen egy olyan
terlilete a matematikdnak, amelynek gyakorlati haszna a kézenfekvd, hiszen
valoszinliséggel kapcsolatos dontéseket hozni — sokszor €szrevétleniil is — atszovi
hétkoznapjainkat. S6t, a nem determinisztikus eseményekkel kapcsolatos dontések
elOkészitése a természettudomany, a tarsadalomtudomany teriiletein is jelentds
sulyt kap. Ugy érzem azonban, hogy ez a fajta tudds nehezebben kozvetithetd, mint
a matematika egyeb teriileteinek feldolgozésa.

Korabban altalanos ¢és kozépiskolai tanarként, a pedagogiai €s didaktikai
célokon tul, mindig torekedtem arra, hogy tanitvanyaimnak megmutassam a
matematika szépségeit, megszerettessem az ezzel vald foglalatoskodast. A
valdszinliség témaja jonak tiint e célok megvaldsitasahoz, hiszen a valdszinliségi
jatékok, kisérletek és egyéb tevékenységek alkalmasak arra, hogy az érdeklodést
felkeltsék. Emellett ugy tlint, jol el6 is készitik a terepet a valdszinliségszamitas
tanitdsdhoz. Azt tapasztaltam viszont, hogy tanitvdnyaim szdmdra a téma
feldolgozasa ellentmondédsos érzelmeket valt ki. Az eldkészitd szakaszban
tobbnyire valoban 6romteli foglalatossag a sok, jatékkal fliszerezett tevékenység.
Egy bizonyos 1d6 eltelte utan azonban, amikor a feladatmegoldast kezdem
forszirozni, az egész nehezen emészthetévé, csaknem érthetetlenné valik, mar
egyaltalan nem 6romteli dolog. A feladatmegoldasokat sokan kudarcként €lik meg,
amivel természetesen a téma iranti érdeklodésiik is sokat romlik. Kezdett er6sddni
bennem az a sejtés, hogy a valdszinliség fogalmanak bevezetésekor végzett
tevékenységek nem pontosan azt és ugy készitenek eld, mint amire a késébbiekben
a valosziniiség elméleti modellekkel torténé kiszamitasanak idészakaban
tamaszkodhatnék.

Azt is éreztem, hogy az elméleti szdmitasok gyakran élesen elvalnak a
kisérletek soran szerzett tapasztalatoktél. Amig a tanitds soran a
szemléletfejlesztésen van a hangstly, addig a tanulok szivesen foglalkoznak a
témakdorrel. Az egyes problémakhoz ill6 elméleti modellek megtalalasa és
segitségiikkel a Kkeresett valoszinliségek kiszamitasa viszont mar sok didkomnak
nehézséget jelent. Az is sejthetdvé valt, hogy a valdsziniiségi problémak megoldasa
soran sokkal nagyobb szerepet kapnak a szubjektiv elemek, mint a matematika
egyéb teriiletein.

Most az ELTE Tanito és Ovoképzé Karan tanitok matematikat. Hallgatoim az
altalanos iskola elsé négy évfolyaman fognak tanitani, a matematika miiveltségi
tertileten tanulok pedig az elsé hat évfolyam matematika tanitdsara kapnak képzést.
Amikor elkezdtem a k6zds munkat veliik, abbol indultam ki, hogy érettségizett
hallgatokrol 1évén szd, a valoszinliség témakdréhez tartozo alapvetd fogalmakat
értik, némi jartassagot szereztek a feladatmegoldasokban is. Hamar tapasztaltam
azonban, hogy a valdszinliséghez kapcsolodo fogalmaik hidnyosak vagy tévesek. A
feladatmegoldasok nehézséget jelentenek szamukra egyrészt a bizonytalan



fogalmak miatt, masrészt azért, mert nincs megfeleld gyakorlatuk abban, hogy a
problémahoz illeszkedé modellt megkeressék.

A tanitoképzés célja  kettds: egyrészt a hallgatok matematikai
kompetencidjanak erdsitése, masrészt felkészitésik a tanitéi szerepkorre.
Hallgatoim pedagodgiai palyara vald felkészitése miatt fontos szamomra az, hogy a
szemléletfejlesztés €s a konkrét valdszinliségek kiszamitasat szorgalmazé tanitdsi
fazis kozott tapasztalt szakadék okait megértsem, a valdszinliségi gondolkodas
sajatossagainak feltérképezése.

Hogyan alkotunk valoszinliségi dontést? Amikor egy eseményhez tartozo
valdsziniiséget probalunk megadni, akkor az tobbféleképpen torténhet:

e Intuitiv modon, érzéseinkre hagyatkozva.

o A valosziniség relativ gyakorisagokkal torténé megkozelitésével.

e A valosziniiség elméleti modell segitségével torténd kiszdmitasaval.

Hogy mikor melyik eljarast alkalmazzuk, az fiigg a szituaciotol, a
kérdésfeltevéstol, a valaszadasra szant idotol, a meglévo matematikai tudastol és
egyéb tényezok fiiggvénye is lehet. A hétkoznapi tapasztalatok és az iskolai tanulés
hatasara a valosziniiség fogalma e harom megkozelités mindegyike soran
formalodik.

A dolgozat e haromféle megkozelités eléfordulasat, kapcsolataikat kivanja
vizsgalni.



1.2 Kutatasi célok

A kutatas alapvetden azt vizsgalja, hogy a kozoktatasban alkalmazott gyakorlat

milyen mindségben segiti a valosziniiség fogalmanak elokészitését és kialakitasat.

Ennek érdekében a vizsgalodas a kdvetkezo célokat tlizte ki:

e Feltarni a valdszinliség kiilonbozd értelmezéseinek sajatos elemeit €és ezek
eltérését;

e Vizsgalni a valdszintiségfogalom fejlodési fazisait;

e Vizsgalni a jelenlegi kozoktatasi gyakorlat szokasait a valdszinliségszamitas
tanitasa soran;

o Képet kapni a valoszinliségszamitds tanuldsdnak a valoszinliségfogalom
értelmezésére gyakorolt hatasarol;

e Bemutatni, hogy a valosziniség fogalma a hétkoznapi tapasztalatbol
eredeztetheto és a matematika mas teriileteivel 6sszekapcsolhato.

1.3. Kutatasi kérdések

1. Tapasztalhatok-e eltérések a kiilonb6z6 matematikai eloképzettséggel
rendelkez6 csoportok valdszintiségi itéletalkotasaban?

2. Aktivizalodnak-e a valdszinliségszamitas témakorében megtanult ismeretek
valdszintiségi itéletalkotas soran?

3. Hat-e a valoszinliséggel kapcsolatos elsddleges megérzés matematikai
problémamegoldas kozben?

4. Hol a helye ennek a témakornek a magyar matematikatanitasi gyakorlatban?

1.4, Kutatasi modszerek

A kutatasi célok elérése érdekében a kdvetkez6 modszereket alkalmaztuk:

e Tanulmanyoztuk a valosziniségi gondolkoddst érintd pszichologiai és
didaktikai elméleteket.

o Attekintettiik és elemeztik a jelenleg érvényben 16v6 hazai tanterveknek,
tankonyveknek, ¢és szakmodszertani anyagoknak a valdszinliségszamitas
tanitadsara vonatkoz6 alldspontjat és szemléletét.

e Kérddives kikérdezéssel Osszehasonlitd vizsgalatot végeztink harom
kiilonb6z6 matematikai eloképzettséggel rendelkezd csoportban.

o Tanitdsi oOrdkon megfigyeltik az alkalmazott gondolkodési stratégiak
modosuléasat a valdszinliségszamitas tanuldsdnak hatdsara.

1.5.  Hipotézisek

1. A magasabb matematikai eloképzettségli csoportok atlagosan jobban
teljesitenek a valdszintiségi problémak megoldasa soran.

2. A valdszinliségszdmitas témakorében megtanult ismeretek a valdszinliségi
itéletalkotds sordn nehezen aktivizalédnak. A valdszinliség fogalmank
kiilonbozd  értelmezései  kozott fellelhetd eltérések az  itéletalkotast
nagymértékben befolyasoljak.

3. Egy esemény valoszinliségének becslését a fogalomalkotds minden fazisaban
befolyéasoljak szubjektiv tényezok is.
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4. a) A valoszinliségi szemléletfejlesztés iddszakaban végzett iskolai
tevékenységek a valdszinliség relativ gyakorisagokkal torténd megkozelitését
segitik. A valdszinliség kiszamitasanak idOszakdban végzett feladatok a
valoszinliség kombinatorikus médon valé szamitasat erdsitik.

b) A valdszinliség témakore a matematika mas témakoreivel 6sszekapcsolhato.

A dolgozat szerkezeti felépitése a kovetkezo:

Az elsé rész a kutatds elméleti hatterét mutatja be a vonatkozd szakirodalom
alapjan. A tanulaspszichologiai és a matematika-didaktikai kutatasok ismertetése a
valdszinliségfogalom értelmezésére ¢és fejlesztési folyamatdra fokuszal. A
matematikai attekintés a valdszinliségszamitas axiomatikus illetve statisztikai
megkozelitését mutatja be roviden a kozoktatasban targyalt fogalomkorben. A
fejezetet a valoszinliségszamitas tanitasanak rovid torténeti bemutatasaval zarjuk.
A harmadik fejezet a valdszinliségszamitas témakdrének jelenlegi magyarorszagi
helyzetét mutatja be a tantervek és a tankonyvek tiikrében. A negyedik fejezet a
kutatas soran alkalmazott mérés és megfigyelés részletes bemutatasat, elemzését és
eredményeit tartalmazza. Az 6todik fejezetben az eredmények Osszefoglaldsa
torténik dsszevetve a kiindulasi hipotézisekkel.



2. ELMELETI HATTER

2.1.  Tanulaspszicholégiai hattér

2.1.1. A fogalomalkotas folyamata

Kutatasunk a matematikai fogalomalkotassal kapcsolatban Skemp® elméletét
fogadja el. A matematikai fogalomalkotas Skemp elméletében az absztrahalas
folyamatat, a gondolati absztrakciot jelenti. A fogalomalkotas kiindulé pontja az
azonos tulajdonsagokkal rendelkezé dolgok osztalyba sorolasa. Az osztalyozas
folyamatanak nem sziikséges feltétele a nyelv hasznalata, de a nyelv segitségével
mélyithetd a fogalomalkotas.

Kiemelt jelentdsége van az elsddleges fogalmaknak, melyeket kézvetlentil az
érzékszervi tapasztalatok segitségével nyeriink. Az elsddleges fogalmak osztalyai
elemei lehetnek ujabb osztalynak, melybdl masodlagos fogalom szarmazik, és igy
tovabb. Ebbol kovetkezéen fogalmaink hierarchidba szervezettek, ahol A fogalom
magasabb rendli, mint B fogalom, amennyiben a B az A fogalom egy példaja.
Példaul a ,,z0ld” elsodleges fogalom, amely példak és ellenpéldak segitségével
alakul ki. A ,,szin” fogalma masodlagos, melynek egyik példaja a zold. (Skemp,
1975)

Maga az osztalyozas folyamata alapvetden kétféle modon torténhet:

o Példak, ¢és ellenpéldak segitségével. Az elsddleges fogalmak esetében csak
ezen a modon kozvetithetok.

e Az osztily tulajdonsdgdnak megadasaval, azaz definicioval. Skemp
hangstlyozza, hogy annal magasabb rendii fogalmat, mint amilyennel az egyén
rendelkezik, nem kozvetithetiink definicid segitségével. A definicidé viszont
segit a mar kialakult fogalom hatarainak pontositasaban.

A példak kozott kiillondsen fontos megjegyezni a fogalom ugynevezett
»generikus példajat” ami reprezentdlja egy egész fogalmi osztaly kapcsolodod
szituacioit és konnyedén segit adaptalni ezt egy 0j szitudcioba. (Fischbein, 1975.
110.0)

Egy fogalom terjedelmének (extencidjanak) nevezzikk azon dolgok
Osszességét, melyek a fogalom ald tartoznak. Egy hétkéznapi fogalom tartalma sok
esetben elmosodott hatarral rendelkezik, azaz nem minden objektumrol donthetd el
egyértelmiien, hogy beletartozik a fogalom osztalyaba vagy sem, mig a
matematikai fogalmak tobbsége hatarozott hatarral rendelkezik. Egy fogalom
tartalmanak (intenciojanak) nevezziik a fogalmat alkotod részfogalmak (ismérvek
Osszességét). A fogalom tartalma és terjedelme forditott kapcsolatban &llnak
egymassal, azaz minél nagyobb a terjedelme (minél tobb elem tartozik ald), annal
kevesebb ismérvre van sziikség a meghatarozasahoz.

A valoszintiségfogalom nem tartozik az elsddleges fogalmak kozé.

'R. R. Skemp (1919 — 1995) matematikus és pszichologus szakember. O volt az elsé, aki a
matematikai megértés és fogalomalkotas természetét alapos vizsgalat targyava tette.
(http://www.skemp.org.uk/ 2012. 11.03.)
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2.1.2. A matematikai fogalomalkotas

A fogalmak a fejlédés soran egyre bonyolultabb rendszerbe szervezddnek.
Két fogalom viszonya lehet ala és folérendelt, mellérendelt, esetleg egymast atfedo,
vagy az is fontos ismérv, ha nem allnak relaciéban. Az ilyen modon kialakult
szellemi struktirat Skemp szkémanak nevezi. A szkémanak két fontos szerepe van:

e Integralja a mar meglévo tudast
e Szellemi eszkoz az 01 tudas elsajatitasahoz

Egy 1) fogalom asszimilacioja Skemp értelmezésében a fogalom bedgyazasat
jelenti a mar meglévo szkémaba. Az uj fogalom kialakuldsa soran azt sok szallal
kapcsoljuk meglévd szellemi struktarankba. A megértés éppen a fogalom
elhelyezését jelenti a struktaraban, ezért a szkémak kidolgozasa az értd tanulas
feltétele.

Eléfordul, hogy az 0j fogalom megsziiletése a meglévd szellemi struktira
atrendezését igényli. Ezt a jelenséget Skemp akkomodicionak nevezi. ,,EQy
allando, novekvé szkéma helyett, melynek segitségével az egyén megszervezi
multbeli tapasztalatait és asszimilalja az 0j adatokat, a szkémanak akkomodal6dni
kell az 0 helyzethez.” (Skemp, 1975, 55.0) Ugyanakkor azt is megjegyzi, hogy az
akkomodacié nehéz folyamat, hiszen a ,,szkémakban igen erds az Onfenntartasi
tendencia”.

A fogalmak nem mindegyike olyan, hogy targyakkal vagy meglévo
fogalmakkal maradéktalanul reprezentalhatd. Vannak olyan fogalmak is, melyek

egyszerre jelentenek objektumot és eljarast is. (Példaul ag szam, de egyuttala 3 : 5

osztasi folyamat eredménye is.) Az ilyen jellegii fogalmakat Gray és Tall* —
terminologiaja alapjan proceptnek nevezziik. (Gray — Tall, 1994) A procept szo6 két
angol sz6 Osszetételébol sziiletett: a process (eljaras) €s a concept (fogalom)
Osszegyurasaval. Egy elemi procept harom 0&sszetevobol all: Egy eljarasbol
(process), egy objektumbol és egy szimbolumbol. Gray és Tall elsdsorban az
algebrai miiveletek megérésének vizsgalatdhoz alkotta meg a procept fogalmat.
Azéta kideriilt, hogy a matematikai fogalmak jelentés része procept, példaul az
analizis, geometria teriiletén. (Ambrus, 1995)

Megjegyzés:

A fogalmak — kiilonosképpen a valosziniiség témakoréhez tartozé fogalmak
— kiépitésének nehézségére oktatd6 munkam soran nekem is volt modom
tapasztalatokat szerezni. Szeretnék erre egy illusztraciot bemutatni.

Foiskolai hallgatéim tantargypedagogia tanulményait a matematikai
fogalomalkotas koriiljarasaval kezdjiik. Ilyenkor mindig egy rajzos jatékkal
indulunk. A jaték szabalya, hogy a véletlenszertien huzott fogalmat egy hallgatonak
le kell rajzolni, a csoport tobbi tagjanak pedig ki kell taldlni. Tilos beszélni,
mutogatni, betiiket, szamokat vagy matematikai szimbolumokat hasznalni.

2 David Orme Tall (1941 - ) a matematikai gondolkodéssal foglalkozé elméleti tudds.
http://homepages.warwick.ac.uk/staff/David.Tall/themes/procepts.html (2012.11.12.)
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Példak:

a) Viszonylag egyszerlien, rovid id6 alatt sikeriil kitalalniuk olyan fogalmakat,
melyekhez a példa vagy példak mell¢ sikeriil jo ellenpéldat talalni. Ilyen a
,hagy” fogalma. A rajzolok altalaban valasztanak egy alakzatot, majd
lerajzoljék kicsiben €s nagyban.

s W%

- A .

b) Szintén nem okoz nehézséget az olyan fogalmak kitalalasa, melyhez sikeriil
olyan példat mutatni, amib6él konnyen asszocialnak. Ilyen példaul a ,,zold”
fogalma, melyet kivétel nélkiil novények rajzolasaval mutatnak be. Ide sorolom
még az ,,0t” fogalmat, melynél sok esetben lathatdé az 6t klasszikus dominé-
elrendezése. Megjegyzendd, hogy mindkét fogalom elsddleges, tehat a példak
alkalmazasa jo stratégia.

e ?’JT : A A
it s Ao
s > 1 \ ; N
| (@) C | L
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c) Kicsivel tobb id6t vesz igénybe példaul a ,,4711” fogalmanak bemutatasa, de
elébb-utobb mindeniitt megsziiletetik a helyiérték-rendszer. (Vagy legalabbis
egy majdnem helyiérték-rendszer)

d) Joval nehezebben megy példaul az ,,06sszeadas” fogalmanak megfejtése, hiszen
ebben az esetben egy tevékenységet kell lerajzolniuk. A megoldasok itt
altalaban nagyon kiilonbozdek, egyediek. (Bar a szimbolum hasznalata nem
engedélyezett, a jaték hevében errél sokszor megfeledkeznek.) Ugy tiinik, az



Osszeadas fogalma nagyon szorosan kapcsolodik az 6t kifejezé szimbolumhoz.
Mivel a jaték résztvevoi leendd tanitok, ezért szamukra fontos ennek a
fogalomnak is az ujraépitése.

e) A legnagyobb problémat a valdszinliség témakoréhez tartozd fogalmak
okozzédk. A ,biztos” fogalmat a legtobben ugy probaljak megkozeliteni, hogy
egyszerlien lerajzolnak egy renddrt, egy autdban iilé embert biztonsagi dvvel,
vagy egy biztositotlit. A nyelvben fellelhetd hasonlosaggal vagy egyezdséggel
prébalnak operalni.
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Csak kevesen probalkoznak azzal, hogy egy biztos eseményt lerajzoljanak.
Ebben a megjelenitésben altalaban a csoport tobbi tagja nem is tudja megfejteni a
rajzot. (Az abran lathato rajzban a rajzold azt akarja kifejezni, hogy a sz616
biztosan nem dinnye.)

- A

Az ,esély”, ,,valosziniiség” fogalmainak rajzolasat nagyon sokan feladjak. A
fogalomhoz nem sikeriil sem példat, sem ellenpéldat, sem nyelvi egyezést tallni,
amit képileg meg tud jeleniteni.

A rajzold jaték szdmomra évrdl évre megmutatja, hogy a valdszinliséggel
kapcsolatos legegyszeriibb fogalmak is nehezek. Kiprobaltam a biztos, lehetetlen,
esély, valoszinii, szerencse szavakra. Ezek egyike sem tartozik az elsédleges
fogalmak koz¢é.



2.1.3. A nyelv szerepe a fogalomalkotasban

Vigotszkij® értelmezésében a nyelv teszi lehetévé a gondolkodas szamara,
hogy az egyéni és tarsas is legyen. A nyelven keresztiil képes az egyén gondolatait
kommunikalni, ugyanakkor a nyelv teszi lehetové, hogy a tarsas valdsag az egyén
sajat gondolatava valjon. A gondolkodasi folyamatok részben a szd jelentése,
részben a beszéd kulturalis szokasai alapjan formalddnak.

A pszichologia egyik érdekes kérdése, hogy a nyelv veliink sziiletett-e vagy
tanulas Utjan sajatitjuk el. Steven Pinkler* a ,Nyelvi 6szton” cimii konyvében a
nyelvet alapvetd pszicholdgiai képességként, egyfajta Osztonként értelmezi.

Piaget5 fejlodéslélektani munkdjaban azt allitja, hogy a fogalomhoz tartozo
képzet (concept image) €s a fogalom nyelvi fejlédése parhuzamosan megy végbe.
Vigotszkij ,,Gondolkodas és beszéd” cimi konyvében leszogezi, hogy a
gondolkodds ¢€s a beszéd egymas kozti viszonya nem allando, a fogalom fejlodése
kozben mindségi és mennyiségi valtozasok torténnek. A két allaspont abban tér el
egymastol, hogy Vigotszkij feltevése szerint a nyelv és a gondolkodas egymastol
fliggetlentil fejlodik, mig fejlédik a koztiik 1évé kapcesolat is. Arra alapozza ezt,
hogy szerinte a nyelv fejlodésének ¢és a gondolat fejlodésének mas gyokerei
vannak. Nézetei szerint a gondolkodas és a beszéd mas uton fejlodott ki. A nyelv és
a beszéd fejlédése viszont egy bizonyos ponton taldlkozott és egyiitt fejlodott
tovabb.

2.1.4. Hétkoznapi és tudomanyos fogalmak fejlodése

Vigotszkij munkajaban éles kiilonbséget tesz tudomanyos és hétkdznapi
fogalmak kozott. A hétkdznapi fogalmak legfontosabb jellemzdje, hogy nem az
iskolai tanulds hatasara alakulnak ki, hanem gyakorlati tevékenységgel szorosan
Osszekapcsolva. A tudomanyos fogalmak épiilése soran az iskolaé a vezetd szerep,
de ,,.. a tudomanyos fogalmakat a gyermek nem sajatitja el és tanulja meg, nem az
emlékezet raktarozza el, hanem a gyerek sajat gondolkodasa egész aktivitasanak
legnagyobb erdfeszitése segitségével keletkeznek és alakulnak ki.” (Vigotszkij,
1966, 220.0)

Ugyanakkor a hétkoznapi fogalmak képezik az alapot, amire a tudomanyos
fogalmak Iépésenként épiilnek fel. A spontan és tudomanyos fogalmakat elvalasztd
hatar nagymértékben valtozo, mely fiigg a fogalmat hasznalo egyéntdl és a fogalom
jellegétol. A két fogalomtipus fejlédése Vigotszkij elméletében egymassal
kolesondsen Osszefliggd folyamat.

A tudoményos fogalmak fejlddése mas Uton halad, mint a hétkdznapi
fogalmak fejlodése. A gyermek hétkoznapi fogalma alulrél felfelé, az elemibb és
alacsonyabb sajatossagoktol a magasabbak felé¢ haladva fejlédik, a tudoméanyos

* Lev Szenjonovics Vigotszkij (1896-1934) orosz-szovjet pszichologus, munkassaganak
kozéppontjaban a gondolkodas és a beszéd kapcsolata all

* Steven Arthur Pinker (1954 - ) kanadai pszichologus. Fé kutatasi teriilete a pszicholingvisztika
és a tudat.

® Jean Piaget (1896-1980) svajci pszichologus és ismeretelmélet-teoretikus. Fejlédés-1élektani
elmélete a kora huszadik szazadi pszicholdgia és annak alkalmazasai egyik meghatarozo
elmélete. (http://hu.wikipedia.org/wiki/Jean Piaget)
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fogalmak pedig feliilrdl lefelé, a bonyolultabb és magasabb rendii sajatossagoktol
az eclemibb és alacsonyabb sajatossagok felé haladva. Bizonyitotta, hogy a
tudomanyos fogalom fejlodésének iiteme gyorsabb, mint a hétkdznapi fogalmaké.
»A tudomanyos fogalom képzése nem zarul le, hanem csak elkezdddik abban a
pillanatban, amikor a gyermek el6szor sajatitja el a szdmara 1) jelentést.”
(Vigotszkij, 1966, 223. 0) A jo szituaciohoz k6t6d6 nyelvhasznalat segiti a fogalom
epiilését.

A hétkoznapi fogalmak a koznyelvi szohasznalatban jelennek meg.
Kiilonbség érzékelhetd a valdszinliséggel kapcsolatos fogalmak hétkdznapi és
tudomanyos értelmezése kozott. A valdszinliség matematikai fogalmanak
alakitasakor olyan tudomanyos fogalommal allunk szemben, melyet a koznyelvi
hasznalat sok esetben mddositott tartalommal ruhaz fel.

A valoszintiséggel kapcsolatos fogalmakat hétkdznapi szituaciokban sokszor
azért hasznaljak tévesen, mert egy szimplifikalt elmélet all mogotte. Példaul, ha
valaki azt allitja, hogy barmely esemény bekovetkezésének valosziniisége 1/2, mert
két eset van: bekovetkezik vagy sem. (Pl. Ez a fajta hiedelem egy rosszul felallitott
elméleti modellbél kovetkezik.) El6fordul, hogy valaki azt allitja, hogy az a szam,
amit régen huztak ki a lotton, legkdzelebb nagyobb valoszinliséggel szerepel a
kihtizott szamok kozott. (Ez a fajta tévedés a nagy szamok torvényének félreértésén
alapul.)

A fent leirtak miatt az az allaspontunk, hogy az oktatasban a valoszinliség
hétkoznapi fogalma nem lehet megfeleld kiindulopont a valoszinliségszamitas
tanitasaban.

2.1.5. Az intuicié szerepe a fogalomalkotasban

Szamos kutatd kisérelte meg az intuicio fogalmat definialni. Az intuicio
felfogasa filozofiai €s pszichologiai probléma. Henri Bergson filozofus szerint az
¢let csak egy magasabb rendl képességgel, az intuicioval foghato fel. Bergson az
intuiciot az ,,0szton megnyujtasaként” értelmezi.

Bruner® szerint az intuicid olyan intellektualis technika, melynek
segitségével valdszinli eredményhez jutunk anélkiil, hogy a kovetkeztetési lancon
végigmentiink volna. (Ambrus, 1975. 36.0)

Fischbein kapcsolodva Bruner felfogasdhoz, az intuiciot azonnali tudasként
értelmezi. ,,The Intuitive Sources of Probabilistic Thinking in Children” cimii
konyvében hatarozottan leszogezi, hogy nem akar az intuicidé filozofiai és
pszicholdgiai vonatkozéasaival foglalkozni, hanem a tanulaselméletre fokuszal.
Konyvének késobbi fejezetében viszont arrdl ir, hogy nem lehet teljesen elszakadni
a pszicholdgiai tényezoktol, hiszen az egyén habitusa is befolyasolja az intuiciokat.
Az intuicion alapuld tudas eltér a megértd tudastdl. Az intuicid tobbféleképpen
befolyasolja a tudast. Fischbein erre harom matematikai szitudciét mutat be
példaképpen:

® Jerome Bruner (1915 - ) amerikai pszichologos, a kognitiv pszicholégia jelentds alakja.
Erdeklédésének kozéppontjaban a megismerés folyamata all.
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e Az (j informaci6 kompatibilis az intuicioval: Példaul az, hogy ,.két pont kozott
a legrovidebb Ut az egyenes.” Ez teljes mértékig megfelel az ezzel kapcsolatos
érzésnek.

e Az intuici6 és az 0j informdci6 ellentétes, tehat ellentmondés van az els6
megérzes €s az igazsag kozott: Példaul az a tény, hogy ugyanannyi racionalis
szam van, mint amennyi természetes szam meglepd, az elsé megérzés nem ezt
sugallja.

e Azelsddleges intuici6 hianya nem befolyasolja az 0j informaci6 tanuldsat.
Példaul nemigen van eldzetes elképzelés arrol, hogy a haromszog oldalfelezd
merdlegesei egy pontban metszik egymast.

Az intuicionak két fajtajat kiiloniti el, elsddleges és masodlagos intuiciot.

o Az clsédleges intuicid kifejezést arra a tudasra hasznalja, ami megelozi a
szisztematikus tanulast és fliggetlen attol.

e A masodlagos intuici6 az a tudds, amely a tudomdanyos tanulds soran
szisztematikusan épiil. Ez még nem automatizalt, a hiedelmek és a
megallapodasok befolyasoljak.

Nagyon nehéz a kétfajta intuicio kozott kiilonbséget tenni. Fischbein és
munkatarsai hosszu id6t szenteltek arra, hogy kétfajta intuicio kozotti eltéréseket
tanulmanyozzak. Azt a hipotézist kivantak bizonyitani, hogy Ilétezik egy
természetes, vagy elsodleges intuicid az esélyrdl és a valdszinliségrol. Ezt az
allaspontot Fischbeint megeldzéen masok erdsen vitattak. A. Engel matematikus
példaul a kovetkezdképpen fogalmaz: ,,Vannak természetes geometriai intuiciok,
de nincsenek valodsziniiségi intuiciok.” (Greer,2001)

Egy Fischbein, Pampu és Minzat altal hitelesitett bukaresti oktatasi kisérlet
(Fischbein et al,1970) egyik legfontosabb eredménye az volt, hogy bebizonyitotta,
hogy a masodlagos intuiciok létrehozhatok tanari instrukciok altal.

A valdsziniségszamitassal kapcsolatban azt a kovetkeztetést vonja le, hogy az
els6dleges intuiciok felépitésének lehetdsége, €s a masodlagos intuicidkat
létrehozasanak sziikségessége hosszii tevékenységet és elmélkedést igényel.
Ugyanigy vélekedik Hans Freudenthal is (Freudenthal, 1991, p. 53.), aki a
valdszinliség témakort hosszu tanulasi folyamatu témakorok kozé sorolja be.

2.1.6. Reprezentaciok szerepe a fogalomalkotasban

A tanitas soran kiilonds gondot forditunk arra, hogy a fogalmakat szemléltessiik,
reprezentaljuk. A szemléltetés mellett érdemes nagy hangsulyt helyezni a
szemléletes fogalomalkotasra. Ennek tiikrében beszélhetiink kiilsé ¢és belso
reprezentaciorol. A kiilso reprezentaciok kozvetleniil megfigyelhetdk, mig a bels6k
nem, igy azok mindségére csak a kiilsé reprezentaciokbol kovetkeztethetiink.
(Vasarhelyi, 2007)
Az egyén a fogalmakat kiilonbozoképpen tarolja. Bruner reprezentacids elmélete
szerint a tudasnak harom kiilonb6z0 reprezentacidos modja 1étezik:

e Materidlis (enaktiv sik): Konkrét targyi tevékenységek, cselekedetek révén

megy végbe az ismeretszerzés.
o Ikonikus sik: Az ismeretszerzés szemléletes képek segitségével torténik.
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e Szimbolikus sik: Az ismeretszerzés szimbolumok, illetve a nyelv
segitségével torténik, ahol a szimbdlum és a tartalom elvalik.

Az aktualis reprezentacios sik kivalasztasa a tanitas és a problémamegoldas
sarkalatos kérdése. Egy reprezentacids sikrol egy masikra attérni tudas fejleszti a
problémamegoldast. Bruner allaspontja szerint a matematika tanitdsanak olyan
alapelvekre kell épiilnie, ami feltarja a valosag és a matematika kapcsolatat.

Mas kutatok tovabb finomitjadk Bruner felosztasat, abbol kiindulva, hogy a
nyelvi szimbolika eltér a matematikaban alkalmazott szimbdlumok rendszerétol.
Paivio dual kod elmélete szerint a megismerés verbalis és vizualis sikja kiilon
utakon jarnak. Ennek oka a két agyfélteke mikodése kozotti kiilonbséggel
magyarazhatd. A képi feldolgozas a jobb oldali agyféltekében, mig a verbalis
feldolgozas a bal oldali agyféltekében torténik. Az egymastol eltérd képi és
verbalis  fogalomképzetek  fogalomalakitdas folyamata soran potencidlis
konfliktusfaktort jelentenek.

Ilyen konfliktusok keletkezhetnek a valosziniiséggel kapcsolatos fogalmak
alakulasakor is.

2.1.7. Az analogiak szerepe

Kutatasok soran igazolodott az a hipotézis, hogy az analdgias gondolkodas
fontos szerepet jatszik a tudas elsajatitasaban. Az analdgiakat altalaban az induktiv
gondolkodas fejlesztési eszkozeiként tartjdk szamon. Mindenekel6tt a tanulok
kiilonb6zo tudaselemeinek Osszekapcsolasaban, eltérd forrasokbol szarmazo
tapasztalataik egységes értelmezésében van nagy szerepiik. (Nagy Laszloné, 2000)

»Analdgia Utjan tanulni azt jelenti, hogy egy 10j szituacidban egy ismert,
sikeresen megoldott rokon szituaciot probalunk felidézni, hogy az eredményes
megoldasi stratégidt rekonstrualjuk, és a jelen helyzetre alkalmazzuk.” (Vasarhelyi,
2007)

Az analdgids gondolkodas fejlesztése kiemelt teriilete a matematika
tanitasanak. Tanari tapasztalataink mutatjak, és sok szakcikkben olvashatunk
azonban arrdl is, hogy vannak olyan esetek, amikor ezek az analdgidk hamisak, a
hasonlosagok alapjan torténd tal gyors és néha meggondolatlan 4ltalanositas hibas
megoldasokhoz vezethet. A valdsziniiség témakore is rengeteg olyan csapdat rejt,
melyben latszolag csupan analogiak alapjan kell okoskodni. A véletlen
matematikajaban el6forduld fallacidk ¢és paradoxonok tobbsége ilyen. A
valdszinliség témakdrében igen nehéz észrevenni, ha egy probléma rokonsagban all
egy mar megoldottal, esetleg mas kontdsbe bujtatva, igy sokszor iitkoziink
nehézségbe azokban az esetekben, amikor viszont tudatosan szeretnénk analdgiat
épiteni egyes feladatok kozott.
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2.2.  Didaktikai alapok

2.2.1. Fischbein kutatasi eredményei a valosziniiségi szemlélet alapozasarol

A valoszinliségi gondolkodas fejlodésével ¢és fejlesztésével szamos
matematika didaktikaval foglalkozé kutatd foglalkozott. A legjelentésebbeket
emlitve a teljesség igénye nélkiil: Batanero, Benz, Henry, Borovcnik, Brousseau,
Engel, Hawkins, Kapadia, Nemetz, Parzysz, Shaughnessy, Warfield, Varga. A
kozOs vonas az, hogy Piaget és Inhelder valamint Fischbein munkassagat
kozvetlentiil fontos forrasként jelolik. Fischbein munkassaganak jelentds részében
célzottan a valoszinliségi gondolkodast probalta feltérképezi.

Ebben a témaban Fischbein legfontosabb publikacidja az 1975-6s ,,The
Intuitive Sources of Probabilistic Thinking in Children” cimil konyv, melyben
Osszefoglalja masok és sajat évtizedes kutatdsainak eredményét. Ezen eredmények
a késdbbi kutatasokhoz Utmutatast adtak, megallapitasai helytallonak bizonyultak.
Joggal tekinthetd Fischbein munkassaga e témaban alapvetonek.

Erdeklddésének kozéppontjaban az emberi gondolkodas tanulmanyozasa és
elemzése, kiillonosen a gyermeki valdszinliségi gondolkodas fejlodésének
pedig az intuicid €s a logikai gondolkodas kolcsonhatasa all a tanulas soran.

A kovetkezo kérdésekkel igen részletesen foglalkozott:

a) Mi az intuici6 szerepe a matematikai €s a tudomanyos gondolkodasban?

b) Hogyan fejlédik a gyermek valoszintliségi gondolkodasa?

c) Hogyan hat az oktatas erre a fejlddésre? Mit tehetiink a valdszinliség iskolai
tanitdsanak jobbitasaért?

Ezek a kérdések jelen dolgozat szempontjabdl is igen fontosak.

Fischbein kutatdsainak kiindulopontja Piaget és Inhelder 1975-ben publikalt
elmélete volt. A két szoban forgd elmélet nagyos sok pontban egyezik. Mindkettd
hangsulyozza a valosziniségi fogalmak fejlddésének komplexitasat és szoros
kapcsolatat a gyakorlattal. Piaget és Inhelder fejlddési szakaszokat hataroz meg a
valoszinliségi gondolkodads soran, ami illeszkedik az altalanos fejlédéslélektani
munkajukhoz. Elméletiikk szerint az esély felfedezése a formalis miveletek
szakaszaig, koriilbeliil 7 éves korig nem alakulhat ki. (Piaget — Inhelder,1975).
Abbol indulnak ki, hogy az esélyt logikai miiveletként értelmezik, mert a legtobb
véletlenszertinek mondott eseménynek van magyarazata, azaz minden jelenség
oksagi Osszefiiggések sorozatanak egy allomdasa. Azonban, ha ezek az oksagi
1épcsok tal Osszetettek, akkor az emberi gondolkodas leegyszerisiti a jelenségeket,
és véletlenszertinek tekinti Oket. A véletlenszeriiség felismeréséhez két tényezd
kell: a dolgok kolcsonhatasanak vagy fliggetlenségének ismerete. A gyermekek
Piaget megfigyelései szerint nem rendelkeznek ezekkel a képességekkel.
(masodhivatkozas: Ban, 1998, 223.0) Piaget és Inhelder ezen allaspontjat Fischbein
¢lesen biralta. Azt allitja, hogy az esély fogalma mar a korai években is megjelenik
a ,,biztos” komplementereként. Mas kutatok is osztjak e nézetét, példaul Hawkins
¢s Kapadia, Children’s conceptions of probability (1984) cimii cikkében
egyértelmiien ezt az allaspontot koveti.

13



Fischbein a maga elméletét az elsédleges intuiciok meglétének igazolasaval
tamasztotta ald. Hangsulyozza, hogy a valosziniiségi gondolkodas fejlodésének
kutatdsdhoz ¢és megértéséhez esetleirasokra van sziikség, €s arra, hogy egy-egy
tanuldi csoport, vagy egyes gyerekek gondolatait és fejlddését tanulmanyozzuk.
Azt javasolja a kutatok részére, hogy ezt hosszl ideig tegyék, legalabb 3-4 éven
keresztiil.

Fischbein igazolta, hogy az oktatasban alkalmazott jo eljardsok segitenek
megértetni a sztochasztikus folyamatok dinamizmusat. Azt a kovetkeztetést vonja
le, hogy sziikség van a tapasztalatszerzé tevékenységekre. Fischbein, Pampu és
Minzat (1970) oktatasi kisérlete példaul azt mutatja be, hogy a fa diagram
technikajanak megismerése erdsiti a valosziniiségi gondolkodast. Felvazol egy utat
a tudomanyos fogalmak épitéséhez: sejtés, kisérlet, bizonyitas, indukcios tudas.

Fischbein egy fontos alapelve a ,strukturak eloképének™ létrehozasa, az
abrazolas kihasznalasa, melyek segitik az absztrakt struktura létrejottét. Kiemeli a
generikus példa fontossagat, amelyik reprezentalja egy egész fogalmi osztaly
kapcsolodo szitudcioit és segit adaptalni ezt egy uj szituacidba.

Bemutatja, hogy a valdsziniliségi tevékenységek szoros kapcsolatot mutatnak
a természettudomanyos gondolkodas fejlédésével, valamint a matematika mas
terlileteit is érintik. Igazolja a valdszinliségi tevékenységek komplex voltat, és
javaslatot tesz arra, hogy ezek a tantervekben is megjelenjenek.

2.2.2. A valosziniiség intuitiv megkozelitése

A valosziniiség tudoméanyos fogalmanak alakitasa az oktatds sordn nem
pusztan matematikai probléma.

A bevezetésben mar sz6 volt a fogalom haromféle megkdzelitésérol:

e Intuitiv modon, érzéseinkre hagyatkozva.

e A valodsziniiség relativ gyakorisagokkal torténé megkozelitésével.

e A valosziniiség elméleti modell alapjan torténd kiszamitasaval.

Fontos tényezé a valoszinliséggel kapcsolatos szubjektiv érzés, melyet
szubjektiv valoszinliségnek, valosziniség-érzetnek stb. nevezhetiink. E kérdéskor
koriiljarasa elengedhetetlen a valosziniiségi gondolkodéds sajatossdgainak
vizsgalatahoz €s a valdszinliségi szemléletfejlesztés céljainak meghatarozasahoz.

A szubjektiv valészinliség fogalmaval szdmos dontéselméleti kutatas
foglalkozott. Tversky és Kahneman (2002) elmélete alapjan a szubjektiv
valoszinliség annak a belsd magabiztossagnak a mértéke, amely egy jovobeli
esemény bekovetkezéséhez kapcsolodik. Altaliban érzéseink alapjan dontiink,
amikor arrdl kell gondolkodnunk, hogy egy oktoberi napon vigylink-e ernyot
magunkkal. E mogott a dontés mogott azonban sok-sok tapasztalat €s személyes
érdek all. Megbecsiiljiilk, hogy az adott évszak 4altaldban mennyire esds,
atgondoljuk, hogy milyen nehéz lesz az erny6tdl a taskank, esetleg tekintetbe
vessziik, hogy milyen hosszu utat kell gyalog megtenniink. Mindezeket egybevetve
dontiink. Ha nagyon nem szeretnénk nehéz taskat cipelni, hajlamosak vagyunk az
esO bekovetkezésének kisebb esélyt josolni.
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Az intuitiv valdszintségi dontés megfigyelésére tobb lehetdség kinalkozik.
Lehetséges, hogy a személyeket Kikérdezziik példaul egy kérddiven, és a
valaszokbdl probalunk kovetkeztetéseket levonni. Masik lehetdség, hogy
megfigyeljik, miként viselkedik dontési helyzetben. Foleg ez utobbit alkalmaztak
olyan kutatok, mint Piaget, Tversky, Kahneman, Fischbein a valdszinliségi
gondolkodds kutatdsai sordn. Tversky és Kahneman a felndtt, mig Piaget és
Fischbein a gyermekek gondolkodésat figyelte. A dontéselmélettel foglalkozo
kutatasok Az intuitiv valdsziniiségi dontésrol vald informaciot még neheziti, hogy a
dontéselmélettel foglalkozd kutatdsok sok esetben megmutattadk, hogy nem
azonosan itéljik meg egy esemény bekovetkezésének valoszintiségét példaul
kérdoiven adott valaszokban és a gyakorlatban, vagyis konkrét dontéshelyzetben.

Ugy érezziik, éppen abban rejlik a valésziniiségi gondolkodas fejlesztésének
egyik sajatossaga, hogy nehéz a valosziniiség matematikai fogalma ¢€s az intuitiv
elemek szétvalasztasa.

Az irodalomban rengeteg olyan dokumentalt szituacié olvashatd, melyben a
valosziniiség intuitiv becslése eltér a tényleges valdsziniiségtél. A valdszinliségi
paradoxonoknak’ nevezett probléméak és megoldasuk esetén (Székely, 1982) az
eltérd eredménynek tobbféle oka lehet. A leggyakoribbak ezek koziil:

e A mintavétel figyelmen kiviil hagyésa.
A szorzatesemény rossz becslése
Események 0sszegének rossz becslése
Az alapgyakorisag figyelmen kiviil hagyasa
A feltételes valosziniiség rossz becslése

Az, hogy egy tanuld egy esemény valosziniiségét intuitiv modon is képes
megadni, az oktatasban konnyebbséget és nehézséget egyarant jelent. A nehézség
abban rejlik, hogy a szubjektiv elemek a matematikai tartalom egyszerre vannak
jelen. A tanarnak az egyik legnehezebb feladata, hogy megbirkozzon ezzel a
tényezovel. A konnyebbséget egyrészt talan a feladatvallalasi kedv jelenti. A
valoszinliség intuitiv érzése miatt a tanulok készségesen valaszolnak olyan
kérdésekre is, melyek mogiil esetleg hidnyzik a matematikai apparatus. A
késobbiekben, a vizsgalati részben lathatd lesz, hogy 10-12 éves gyerekek is
szakértének érzik magukat olyan kérdések megvalaszolasara is, melyeket
nyilvanvaldéan nem tanultak még matematikabol.

2.2.3. A valosziniiség becslése, mérése és elméleti értékének kiszamitasa

A dokumentumelemzés sordn azt talaltuk, hogy a témakor magyarorszagi
felépitésében a valosziniség fogalmanak mindharom megkozelitése egyszerre
szerepel a kozoktatasban, azonban ezek nem vélnak el élesen egymastol.

A kezd6 szakaszban valosziniiségi jatékokat jatszanak, melyek erdsithetik a
valoszinliség intuitiv megkozelitését és eldkészitik a relativ gyakorisagokkal
torténd megkozelitést. “A jaték elengedhetetlen része a valdszinliség tanitasanak,

A paradoxon kifejezés olyan kijelentés, mely ellentmond az elgondolhatonak és az
elképzelhetonek. A sz6 logikai értelme szerint a paradoxon olyan kijelentés, mely egyszerre
igaz és hamis.
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talan nyilvanvalobban és szembetliinébben, mint mas témakban” (Fischbein, 1975,
p. 5)

Abban az idészakban, amikor kisérleteket végeznek, a valdsziniiség
fogalmanak relativ gyakorisaggal torténé megkozelitését erdsitik. Persze csak
abban az esetben, ha a relativ gyakorisagrél mar van elképzelése a tanulonak.
Vagyis amennyiben elfogadjak azt a tapasztalatot, hogy ami a kisérlet soran
tobbszor elofordult, az valdsziniibb.

A késdbbiekben — 12-13 éves kortdl kezdve — természetesen sz€p szammal
akadnak olyan feladatok is, amelyekben egy adott esemény valosziniiségét kell
meghatarozni szamitas utjan, tevékenység nélkiil. Tekintettel arra, hogy ezek
tobbnyire kombinatorikai megoldasok, kialakulhat az a téves képzet, hogy a
valoszinliségszamitas a kombinatorika alkalmazasa.

,»A matematikai elmélet alkalmazasa céltudatos eljaras, mely tapasztalatokon
alapszik, a tapasztalatokkal valtozik, és nem fiigg az elditéletekt6l.” (Feller, 1978,
18.0) A kovetkez6ben két olyan iskolai problémat, tevékenységet mutatunk be,
amely megoldasa soran mindharom megkozelités alkalmazhat6. Latni fogjuk, hogy
a harmas megkozelités lehet6sége nem a valosziniiségszamitas sajatossaga. Példaul
abbol adodhat, hogy a valdsziniiség egy mérték. Eppen ezért a mésik probléma
terliletméréssel kapcsolatos.

Az iskolai matematika tanitasa soran mar korabban is sok olyan feladat szerepelt,
melyben a tanuloknak valamilyen mennyiség nagysagat kell meghatarozniuk.
Példaul: Mérjiik meg
ennek a sikidomnak a teriiletét  ezzel az egységgel!

y .
) N

Ilyen tipusu feladatra abban az iddszakban keriilhet sor, amikor a teriilet
fogalom tartalmanak szélesitésével foglalkoznak.

A tanar kérésére legelso 1épésként a gyerekek megprobaljak megbecsiilni a
teriiletet, vagyis mindenféle szamolas nélkiil probaljak meghatarozni, hogy
koriilbeliil hany kis négyzetlapocskédra lenne sziikség az alakzat lefedéséhez.
Mondjuk 6-nal tobb, de 20-nal kevesebb darabra. (Ezt a valaszt a korabbi mérési
tapasztalatok alapjan adhatjak meg)

A kovetkezd 1épés az egységgel vald mérés lehet, amikor megfigyelik,
hogy legfeljebb hany négyzetlapocska fér bele teljesen, és legalabb hany
négyzetlap fedi le a sikidomot. A mérés soran szerzett tapasztalatok arra 6szténzik
a tanulokat, hogy esetleg modositsdk becslésiiket. A valasz ilyen lesz: 8 < sikidom
teriilete < 18
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Amennyiben a valasz pontossdga nem elegendd, akkor tovabb mérhetiink
az egység tortrészével. Az eljardst addig folytathatjuk, ameddig a kivant
pontossagot elérjik.

Ez a sikidom azonban az abrabol lathaté modon specialis, tehat a tertiletét
egy gondolkodasi triikk segitségével — elméleti médon — is meghatarozhatjuk. Az
alkalmazott modszer a sikidom atdarabolasa lesz, amely segitségével azt tudjuk
igazolni, hogy a teriilet egy 10 egység teriiletli téglalap teriiletével egyenlo.

o]

(Ez az okoskodas sem egyszerli, mert mogottese két fontos allitas, melyek a
probléma felvetésekor még szintén nem tisztazottak, de a szemlélet alapjan
elfogadottak:

1. Egybevag6 sikidomok teriilete egyenld

2. Ha egy sokszoget két sokszogre bontunk, a kettd teriiletének Osszege az

eredeti sokszog teriiletével egyenld.

Ez ut6bbi a teriilet additiv tulajdonsaganak valamilyen szintli értését jelenti (Hajos,
1971)

Ezeknek a kiilonféle megoldasoknak az esetében nehéz azt lattatni, hogy
amennyiben elérjik a valaszban megkivant mérési pontossagot, akkor nincs
értelme arrdl beszélni, hogy az egyik megoldas jobb (elegansabb, stb.), mint a
masik.

Sok olyan valoszinliségi probléma van, amelynek megoldasa soran analog
modon megkisérelhetiink a megoldashoz becsléssel, ,,méréssel” vagy elméleti
meggondolassal eljutni.

Az abra két tetraéder testhaldjat mutatja. Készitsiink dobotestet a testhalobol,
dobjuk fel egyszerre! Dobaskor az lesz a dobott szam, amelyen a tetraéder all.
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Minek nagyobb a valdszinlisége? Annak-e, hogy a dobott szamok szorzata
paros lesz vagy annak, hogy paratlan.

A feladat megoldasanak intuitiv megkozelitése (itt becslés) azt sugallhatja,
hogy paratlan szorzat a valdsziniibb. Az els6 benyomasok alapjan, mivel az egyik
tetraéderen két paros és két paratlan szam all, a masikon pedig 3 paratlan all egy
paros ellenében, ugy érzik, a szorzat is talan inkabb lehet paratlan, mint paros.
Amikor az els6 benyomasokat firtatjuk, a tanulok valdszinliség—érzetére vagyunk
kivancsiak, vagyis intuitiv valoszinliségi itéletalkotas torténik. (Tanitoképzds
hallgatoimmal elvégeztem ezt a tevékenységet: Azt tapasztaltam, hogy a paros
dobas esélyeit a legtobben 1/2-nél kevesebbre becslik)

: Abrazoljuk egy skalan a paros szorzat esélyét: |
| @ |

lehetetlen becsilt érték biztos

A feladat megoldasanak egy masodik modszere az, hogy kézbe adjuk az
elkészitett dobotesteket €s néhany kisérletet, ,mérést” végeznek a tanuldk
(mondjuk tizet), melynek tapasztalatai mutatjak, hogy tobbszor lesz paros a szorzat,
mint paratlan. Annak alapjan becsiilik meg a valoszintséget, hogy az 0sszes dobas
mekkora része lett paros. Ebben a fazisban a relativ gyakorisagok megfigyelése
torténik. Elégedetlenek lehetnek azzal, hogy 10 dobasbol mondjunk becslést,
felmeriil benniik az igény a mérés finomitdasara, megegyezhetnek abban, hogy ez a
kisérletek szamanak novelésétol varhatd. 100 dobas utan érezhetnek valamiféle
tendenciat abban, hogy sokkal tobb lett a paros szorzat, mint a paratlan.

A mérés eredményét rogzitik a skalan, majd 6sszehasonlitjak a becsiilt
értél:ekkel. Példaul:

Ameres eredmenye biztos

sl i Ard
lehetetlen becsilt ertek

Mivel a becsiilt érték és a relativ gyakorisag kozott eltérés mutatkozik,
felvetddhet az igény az okok felderitésére. Ok lehet, hogy az intuitiv valasz thl
kevés informaciot vett figyelembe. Szerencsére ez a probléma lehetdséget ad
elméleti érték kiszamolasara, melyet a ,,paros szorzat dobéasa” valdsziniiségének
nevezhetiink.

Ha a tetraédereket szabalyosak, homogénnek tekintjiik, azaz feltételezziik
barmelyik lapjukra, azonos valosziniiséggel esnek, tovabba a két tetraéderrel
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torténd dobas egymastol fiiggetlen, akkor fennallnak a klasszikus valosziniiségi
modell alkalmazasanak feltételei.
A dobasi lehetdségeket egy tablazatba gytijtve:®

Egyik tetraéderrel
_ 23121219
£ (33 X | X
2
= |9 X | X
Z[e1| [x[X
S (72| X[ X[X][X

16 egyforman esélyes lehetdséget kiilonboztetiink meg, melybdl 10 paros
szorzatot valosit meg. Tehat a paros szorzat dobasanak valdszintisége 10/16.

Ennek a megoldasi modszernek az a nehézsége, hogy felhasznaljuk benne a
valdszintliségi axiomakat, csak nem jelentjiik ki. Miért is nem? Mert ugy gondoljak,
hogy ez a tanulok szamara gondolatilag nehéz. Sok tanulé szamara viszont annak
az elfogadasa lehet nehéz, hogy miért is adjuk Gssze a tablazatban szereplé X-ek
szamat. Az axiomak bevezetése utan mar az alabbi megoldas adhato:

. , 1.1 11 5
P(péaros dobés) ==+ - — (— . —) =-.
2 4 2 4 8
elméleti érék
| |
. = - — |

- a mereés eredmenye hiztos
lehetetlen becsult érték

Ez a valodszinliségi probléma példazza azt, hogy gondolatilag mennyire
messze van egymastol a masodik és a harmadik modszerrel kapott eredmény
helyességének Osszevetése. Mig a teriiletre vonatkoz6 feladatnal a mérés modszere
képileg segitette az atdarabolas modszerének megértését, a valoszinliségi probléma
esetében az a nehéz, hogy egy jol meghatarozhatd eseményt (a szorzat paros)
események Osszegeként akarunk megragadni. A megoldasi modszer értésének
alapfeltétele az, hogy a tanuld képes-e erre az absztrakciora. Ez a fogalmi akadaly
azért olyan jelentds, mert a legtobb tankonyv, jegyzet a valdszinliségszamitas
matematikai modelljének kialakitasahoz a relativ gyakorisdg tapasztalati
tulajdonsagaibol kiindulva fekteti le a valoszinliség axiomait. (Fazekas, 1996)

A tanitds soran érdemes lehet ezt az aspektust is szem el6tt tartani. Néhany
tanitasi programban fellelheté az erre valo torekvés. Példaul az Educatio

8 A tablazat soraiban az egyik tetraéderrel dobhat6 szamok, oszlopaiban a masik tetraéderrel
dobhato szamok jelennek meg. A X-tel jelolt részek a kedvezo eseteket mutatjak.
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kompetencia alapi oktatdsi programcsomagja a valdszinliséget a becslés-mérés
témakoréhez kapcsolja. (Vancso — Szitanyi, 2005)

A két feladat megoldasaban csak latszolag analog a masodik modszer
szerepe. Mig a teriilet esetében meggy6z0 az, hogy a mérés finomitasaval nagyobb
pontossdgi eredményhez jutunk, a valosziniiségi probléma esetében a nagyobb
szamu kisérlet a valasz helyességének plauzibilitasat noveli. (Polya, 1989)

A hazai matematikatanitasi gyakorlat vizsgalata soran fontos tényezo, hogy
vajon mennyire hangstlyos, és mennyire valik el az oktatds soran a mérhetd
valosziniiség fogalma az elméleti valoszinliségétdl. Illetve érdemes azt is
atgondolni, hogy a valdszintiség intuitiv megitélése milyen szerepet kap a tananyag
feldolgozasa soran.
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2.3. A valésziniiség fogalmanak értelmezése

A tanulok valdszintiségi fogalmanak fejlédésére a matematika tanulasa és a
hétkoznapi problémak egyarant hatnak. Az iskolai tanulds a valosziniiség
tudomanyos fogalmat hivatott megalapozni. A valdsziniiség mint tudomanyos
fogalom fejlesztése és az események valOszinliségének kiszamitasa alapveten
kétféle modon torténhet az oktatasban. Az egyik mod a valoszinliség relativ
gyakorisagokkal torténd megkdzelitése, mely a kozoktatasban igen gyakran
alkalmazott, mert alkalmas a fogalom szemléletes bevezetésére. A masik mod a
valoszinliség axiomatikus felépitésével valé megismertetés, melyben az axiomak és
az ezekbol levezethetd tételek segitségével €s a probléma feltételeinek figyelembe
vételével torténik egy-egy esemény valdsziniiségének meghatarozasa. Az iskolai
tanulds optimalis esetben modositja a valoszintiség hétkoznapi fogalmarol alkotott
elképzelést.

2.3.1. A valosziniiség fogalmanak statisztikus (relativ gyakorisagokkal
torténé) megkozelitése

A valoszintiség fogalmanak relativ gyakorisdgokkal torténd definialasara a
matematika fejlodése soran tobben tettek kisérletet. A fogalom megsziiletése
statisztikus megfigyelésekkel kezdddik a hétkoznapi életben és az oktatasban
egyarant. ,,A matematika torténetében mar tobbszor eléfordult, hogy olyan
matematikailag nem szabatos eljarasokat, melyek a gyakorlatban
eredményesnek bizonyultak, az elmélet tovabbfejlesztésével sikeriilt
kifogastalanna tenni.” (Rényi, 1981, 71.0)

A fogalomépités idOszakaban sziikség van néhany kiinduldé fogalom
definidlasara.

Egy olyan jelenséget, melynek kimenetelét nem lehet pontosan tudni a
jelenség lezajlasa eldtt véletlen jelenségnek neveznek. (Magat a ,,jelenséget” és a
,kimenetelt” alapfogalomként kezeljiik.)

Véletlen jelenségekkel kapcsolatban megfogalmazhatunk 4llitasokat,
melyek vagy igazak lesznek a jelenség soran (az esemény bekovetkezik), vagy nem
(az esemény nem kdovetkezik be). Minden olyan kijelentést, allitast, ami a vizsgalt
véletlen jelenség lezajlasa soran vagy igaz, vagy hamis, eseménynek neveznek.

Két eseményt akkor tekintenek egyenlonek, ha pontosan egyszerre
kovetkeznek be.

Tekintsiink egy véletlen jelenséget és vele kapcsolatban egy A eseményt.
Végezziink a véletlen jelenséggel kapcsolatban n darab kisérletet. Ezen
kisérletsorozat sordn az A esemény valahanyszor bekovetkezik. Ezt a szamot
jeloljiik ny,-val.

Azt a nf hanyadost, mely azt mutatja, hogy a kisérletek hanyad részében

kovetkezett be az A esemény, az esemény relativ gyakorisaganak nevezik. mny
véletlentdl fiigg, igy a relativ gyakorisag is véletlentdl fiigg.

A valoészinliség a statisztikus targyaldsmodban a relativ gyakorisag
absztrakcidjaként kialakitott szamérték.
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2.3.2. 2.1.2. A valésziniiség axiomatikus bevezetése

Az iskoldban targyalt problémak egy része az Ugynevezett ,klasszikus
valdszinliségi modellel” targyalhat6. Ebben a targyalasmodban nem foglalkoznak a
valoszinliség fogalmanak a meghatarozasaval.

Szamos olyan véletlen kisérlet van, ahol a lehetséges kimenetelek szama
véges, ¢és a kimenetelek egyforma esélylieck. Tegyiikk fel, hogy a kisérlet
kimeneteleinek (elemi események) szama N. (A biztos eseményt véges sok
egyforma valdszinliségli egymast kizard esemény Osszegére lehet bontani.) Ekkor

az elemi események valoszinliségeire p; = M 1,2, ..... N teljestil.

Jelolje k az A eseményben levd elemi események szamat (kedvezd
kimenetelek). Ekkor

k  kedvezO esetek szama
P(A) = N =

0sszes esetek szama

Ezt a modellt klasszikus val6szinliségi mezének nevezik.

A tomegjelenségek kvantitativ targyaldsa véletlen ingadozasokat mutato
szdmadatokkal torténik. Ezek ,,megragadédsa” torténik a valdsziniiségi valtozo
fogalmaval.

Tekintsiink egy A eseményt, valosziniiségét jeloljik P(A)-val. Képzeljiik el,
hogy az A eseményre vonatkozolag fiiggetlen kisérletsorozatot végziink.

£ = { 1, ha az i — ik kisérletnél bekovetkezik az A esemény
7| 0,ha az i — ik kisérletnél nem kovetkezik be az A esemény
(i=1,2,...) valoszniiségi valtozo.

&1, &5, ... .. fiiggetlen azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok.
Az el6z6 fejezet jelolésével & + &, + -+ &, =ny
A nagy szamok erds torvénye szerint:
+ &+t
pm BT a

n—oo

A nagy szamok erds torvénye szerint majdnem biztos, hogy egy A eseményre
fiiggetlen kisérletsorozatot végezve a relativ gyakorisagok sorozata az esemény
valoszinliségéhez tart. Ez az a tétel, ami alatdmasztja azt a statisztikus
targyalasmodot, amely a valosziniiséget mint a relativ gyakorisag absztrakciojat
tekinti.

,»A napjainkban 4altalanosan elfogadott (Kolmogorov-féle) elmélet a relativ
gyakorisagokra vonatkozo heurisztikus gondolatmenetbdl csupdn a valdszintiségre
vonatkoz6 néhany egyszerti kovetkezményt tart meg, ezeket axiomakeént tekinti €s
ezekre €pit fel egy konzekvens matematikai elméletet.” (Fazekas, 2009, 16. o.)

Az Q eseményteret, az események F halmazat, és a P valdszinliséget
egylittesen valosziniiségi mezonek nevezik.

Legyen (Q, F, P) egy valosziniségi mez6. A & Q — R leképezést
valdsziniiségi valtozonak nevezziik, ha barmely rogzitett x € R esetén

{w:é(w)<x}eF
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A fenti feltétel azt jelenti, hogy azon ® elemi események halmaza, melyekre
¢(w) < x legyen esemény (azaz beszélhessiink a valoszinliségérol).

Az (Q, F , P) harmast Kolmogorov-féle valosziniiségi mezonek nevezziik, ha
Q egy nem lires halmaz (eseménytér), F az Q részhalmazainak egy & -algebraja
(az események halmaza), P pedig egy P: F >R halmazfiggvény (valdsziniiség) a
kovetkezo tulajdonsagokkal:

P(4)>0, AEF (1)
P =1 (2)
P(A, + A, + ) = P(A) + P(Ay) + - (3)

ha AiE T,iz 1, 2, ...6s ALA]=® hal?é]
A (3) tulajdonsag a valdszinliség & -additivitasa.

Az iskolai tanitas soran szinte ez az egyetlen témakor, ahol kimondottan
felvetddhet az axiomak segitségével torténd fogalomalakitas.

A valoszinliség geometriai kiszamitasi modja:

Legyen Gaz R™ n=(1, 2, 3) egy részhalmaza, és dobjunk egy pontot
véletlenszertien G-re. Legyen A € G. Ekkor annak a valoszintisége, hogy a pont A-
ba esik

P(4) = 2(A)/A(G)

ahol 1 a hossz, a teriilet, ill. a térfogat att6l fiiggen, hogy az egyenesen, a sikon,
ill. a térben vagyunk (nyilvan a 0 < A(G) < oo esetre szoritkozunk). A képlet a
valoszinliség geometriai kiszamitasi modja. (Fazekas, 2009, 26.0)

2.4. Az axiomatikus és a statisztikai felépités a kozoktatasban

Magyarorszagon az iskolai feldolgozas soran a valdsziniiség fogalma és a
relativ gyakorisdg fogalma szorosan 0Osszekapcsolodik. A bevezetd, kezdd és
alapozo szakasz® tevékenységei, a jatékok, a kisérletek egyik célja, hogy
tapasztalatot nyujtson egy esemény bekovetkezésének relativ gyakorisagarol, és
ezaltal szemléletes képet adjon az esélyérdl.

Ezutan a valoszintiséget késébb megkisérlik definialni, a relativ gyakorisag
fogalménak segitségével. Példaul egy hetedik osztdlyos tankonyvi meghatarozas:
»Adott A esemény valdszintiségének azt a szdmot tekintjiik, ami koril a relativ
gyakorisag ingadozik. Az A esemény valdszintiségének jele: P(A)” (Csordas et al.,
2011) Megjegyzés: Ebben a definicioban az ,ingadozik” szd jelentése
alapfogalomként szerepel. Ennek értése is kiilon szemléletes bevezetést kivan.

Nehéz tehat elvalasztani az elméleti értéket a mérést6l. Tulajdonképpen a
valdszinliség ezen definicidi a nagy szamok leegyszertsitett torvényérdl szolnak,
ami a valdszinliségszamitas axiomatikus felépitésének egy késobbi fejezete. A

% A kézoktatasrol szol6 2010. évi LXXI. torvény elnevezései: az 1-2. évfolyamon bevezetd, a 3-
4. évfolyamon kezd0 és az 5-6. évfolyamon alapoz6 szakasz.
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tanitdas modszerei itt nem matematikai modszerek, hanem inkdbb a
természettudomanyban  alkalmazott modszerekhez  hasonlatosak.  Szamos
matematikus, aki tankonyvirasra vallalkozott, csak nehezen birkdzik meg ezzel a
kompromisszummal. Azt, hogy a relativ gyakorisag valoban egy bizonyos érték
koril ingadozik, ebben a szakaszban csak a tapasztalat alapjan fogadjuk el. Ezen
definiciok viszont a tanulok aktudlis tudasahoz nagyon jol igazodnak és a
valoszinliség fogalmanak megértéséhez kozelebb visznek, de egy szigoru
axiomatikus matematikai felépitésben nem szerepelhetnének. ,,Az elméleti tudas
boviilésével és mélyiilésével ez a szemléletes kép egyre konkrétabba fog valni.”
(Feller, 1978, 20.0.)

“A relativ gyakorisagot ugy foghatjuk fel, mint a valosziniiség megmérését
olyan mérési eljarassal, mely természeténél fogva nem pontos, de annal pontosabb,
minél nagyobb szamli megfigyelést végziink. Ezton persze egy esemény
valdszinliségét tokéletesen pontosan sohasem allapithatjuk meg” (Rényi: Pascal 2.
levele Fermathoz) Eppen ez a gondolat a természettudomanyos megkozelitése a
valdszinliségnek, mint mértéknek.

Rényi és Feller valdszinliségszdmitasi tankonyveikben fontosnak érezték,
hogy éles kiilonbséget tegyenek relativ gyakorisag és valdszinliség fogalmai kozott.
Mig a valdszinliség egy rogzitett szam, a relativ gyakorisag a véletlentdl fligg. Azt
gondoljuk, hogy a téma tanitasanak is ez az éles kiilonbség lehet az egyik fontos
kérdése.
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2.5. A valészinliségszamitas magyarorszagi tanitasanak rovid
torténeti attekintése

A tanitds soran a fogalmak és gondolkodasi stratégidk kialakitdsa hossza
folyamat eredménye. Ezen folyamat idején a fogalom és a gondolkoddsmod
folyamatosan  valtozik, formalédik. A  valdszinliségszamitds tanitasanak
magyarorszagi torténeti leirasahoz sok segitséget nyujtott a Palmay Lorant'® tanar
urral készitett interji.

A val6sziniiségszamitas mint a matematika egy aga csak igen késon keriilt a
kozoktatas tananyagrendszerébe. Magyarorszagon a téma tanitasaval kapcsolatos
kérdésekrdl az 1950-es években kezdtek komolyan gondolkodni didaktikéval
foglalkoz6 szakemberek.

A XX. szazad II. vilaghaboru eldtti idészakaban csekély mértékben és csak
néhany kozépiskolaban tanultak a valosziniiségszamitds témakorébol. Ez
természetesen nem volt egységesnek mondhatd. Az érettségi kovetelményeket
tekintve sem tudunk kovetkeztetni, hiszen az akkori gyakorlat szerint minden
kozépiskola maga allitotta Ossze az érettségi feladatsorait. Felterjesztett harom
valtozatot, majd a minisztérium valasztott ebbdl egyet. Ezaltal ma nehéz nyomon
kovetni, hogy hol tanitottak, illetve tanitottak-e egyaltalan valoszinliségszamitast.
A haborut kovetd években, egészen 1966-ig biztosan nem szerepelt ez a témakor a
kozépiskolakban, '

Az éaltalanos  iskolakban  1963-ban  megkezddott a  komplex
matematikatanitasi kisérlet, melyet Varga Tamas iranyitott. O, és munkatéarsai
kiemelt jelentdséget tulajdonitottak ennek a témakdornek. A  komplex
matematikatanitasi kisérlet alapgondolata, hogy ,kisgyerekkortol kezdve is lehet
igazi matematikat tanitani. S6t: kisgyerekkortol kezdve érdemes igazi matematikat
tanitani. (Kapcsolat, 1971. julius)” A komplex kisérlet szerves részét képezték a
valoszinliségi jatékok, és kisérletek az altalanos iskoldkban. Az ott felsorolt
témakorok kozott mar szerepel a valosziniségszamitas (kombinatorika,
valoszinliségszamitas, statisztika). A kisérleti osztalyokban, az altalanos
iskoldkban tehat ekkor mar megjelent a valosziniiség. A témakdr tanitasanak célja
egyrészt a valdszinliségi gondolkodas fejlesztése volt, masrészt a tortfogalom
épitésében toltott be szerepet

1964-ben a gimnaziumban is megkezdddott egy matematikatanitasi kisérlet,
mely tartalmazta a kombinatorika, valoszinliségszamitas, statisztika témakoroket.
Tudjuk, hogy példdul Acs Pil a Veres Palné Gimnazium tanara tanitotta a

0 Palmay Loérant (1929 - ) Matematika tanar. Nagy megbecsiilésnek Orvend az orszag
matematikatandrai korében. Oktatott az ELTE TTK Geometria Tanszékén, majd az FPI az
vezetd szaktanacsadoja volt, emellett tanitott a budapesti Laszlo Gimnaziumban. {rt egyetemi
jegyzeteket, kozépiskolai matematika tankonyvsorozatot és szamos cikket, tovabbképzési
anyagot. Tagja szamos versenybizottsagnak, iranyitotta a NAT 95 matematika
miveltségteriiletének munkalatait, majd vezette a kerettanterv matematika részének
kidolgozasat. Az egé€sz orszagban szamos helyen tartott tovabbképzd eldadéasokat, vezetett
vitakat, szeminariumokat. (http://www.ratztanarurdij.hu/dijazottak)

11 5, . f . . s ./
Péalmay Lorant tanar Gr személyes kozlése alapjan.
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témakort, de elég kevés informacié van ebbdl az idébdl mas tanarok gyakorlatarol.
Az 1966 ¢és 1972 kozotti idészak kérdéses a valdszinliségszamitds tanitasanak
szempontjabol. A kovetelményeket tekintve azt tudjuk, hogy érettségi
feladatsorokban ebben az idészakban sem jelent meg a téma.

Az 1971-ben sziiletett ifjisagi torvény, majd az 1972-es kozoktatasi
parthatdrozat értelmében minden tantargy érettségi anyagat 20%-kal csokkenteni
kellett. Valamelyik témarol tehat le kellett mondani. Tekintettel arra, hogy a fizikat
is tanitd tanarok tobbsége ragaszkodott a differencialszamitas €és integralszamitas
alapjainak tanitasahoz, a valosziniiségszamitas esett ki. Ennek eredményeképpen
1972-ben hivatalosan is torolték a valoszinliségszamitas témajat a kdzépiskolai
érettségibol.

Varga Tamas a Bolyai Téarsulat 1972. évi Ratz Laszl6 Vandorgytilésén,
Debrecenben a valoszinliségszamitas tanitasarol tartott eldadast. Addigra lathatéva
valt, hogy a fogalmi alapok nélkiili valosziniiségszamitas tanitasanak gyakorlata a
kozépiskola IV. évfolyaman nehézkes. Ennek oka az volt, hogy a tanulok azt
megeldzden nem szereztek tapasztalatot jatékban és a kisérletezéssel. Az alsobb
évfolyamok tevékenységeit pedig a tandrok és a didkok egyarant vonakodtak
elvégezni a kozépiskola negyedik évfolyaman. Varga Tamas egyértelmiien allast
foglalt amellett, hogy a valoszinliségszamitas tanitdsat az altalanos iskola alsé
tagozatan kell megkezdeni: ,,Legfeljebb a témakor cimét mondanam masképp:
valdszinliségszamitas helyett egyszeriien valosziniiségrol beszélnék. Ez a kis
modositas azt fejezi ki, hogy eleinte nem a szamitason van a hangstly (még
kevésbé az elméleten, hanem a valosziniiség fogalmanak, és mas ehhez kapcsolodo
fogalmaknak a kialakitisan. Még a , kialakitas” sz6 sem egészen pontos. Ugy tiinik
beldle, mintha az iskolatdl fiiggene, hogy kialakul-e a gyerekekben a valdszintiség
fogalma. Pedig valamilyen fogalom mindenképpen kialakul benniik. A kérdés csak
az, mennyire tiszta ez a fogalom és mennyiben keverednek esetleg hozza kiilonféle
téves elképzelések, téveszmék.” (Varga, 1973)

1973-ban az MTA Elnokségi Kozoktatasi Bizottsaganak Matematikai
Albizottsaga javasolta, hogy az Uj tantervet az OPI (Varga Tamas) iranyitasaval
folyd komplex kisérletre kell alapozni. Ennek eredményeképpen, az 1978-ban
bevezetésre keriilt 0j altalanos iskolai tanterv lényeges elemei megegyeznek a
komplex anyagaval. A tananyag a komplexben kialakitott 6t témakorben jelenik
meg, tehat része a valdszinliségszamitas is (Palfalvi, 2000).

A fent leirtakbol kovetkezik, hogy Magyarorszagon egységesen az altalanos
iskoldkban ¢és az érettségit add kozépiskoldkban 1978 ota része a matematika
tananyaganak a valoszinliségszamitas. Az ezt kovetd iddszak azonban tovabbra is
ellentmondasos maradt a valdszinliségszamitds tanitdsdnak szempontjabol. A
tantervi valtozdsok és kisérleti eredmények ellenére a tanari szemlélet sok
szempontbol nehezen valtozott. A valdszinliségszamitas és a statisztika tanitdsa a
perifériara szorult, a tanarok tOobbsége igyekezett elkeriilni vagy minimalisra
szoritani ezeket a részeket a tanitasban (Palfalvi, 2000). Az érettségi feladatokat
1985 és 2005 kozott az ugynevezett ,,zold konyvbol” tizték ki. Bar volt a
konyvnek valoszinliség-statisztika fejezete, 2005-ig mégsem tiiztek ki
valészinliségszamitasi feladatot. A kimeneti kovetelmények pedig erdsen
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befolyasoljak a tanari gyakorlatot is. Mindezek mellett ebben az id6szakban voltak

erds torekvések is a téma tanitdsanak hangsulyozasara. Tobbek kozott Nemetz

Tibor, Tusnadi Gébor, Bognar Janosné gazdag ¢s valtozatos irodalommal,

kisérletek tervezésével és vezetésével vagy Vancsdé Odoén, Szaszné Simon Judit

kozépiskolai kisérletez6 munkaval és tanartovabbképzések szervezésével jarult
hozza a valdszinliségszamitas tanitdsdnak jobbitasahoz.
Az als6bb évfolyamokban tanitok sokszor a téma mell6zése mellett dontottek.

Ezt a témakor tanitasaval kapcsolatos szamos sajatossag magyarazza:

e Alsobb osztadlyokban a valosziniiségi kisérletek legtobbszor jatékok keretén
beliil valésulhatnak meg. A jaték soran nincs mérhetd produktum, nehéz
nyomon kovetni az egyes gyerekek fejében alakuld fogalmakat, ezért sokan
idépocsékolasnak tekintik, raadasul attdl tartanak, hogy a ,.fegyelem” fellazul
az orén.

e Nem kapcsolddik ehhez a témakorhoz olyan részletes értékelési rendszer, mint
példaul az alapmiiveletek tanitdsdhoz. Mivel az értékelés alapja ebben az
idészakban ¢s témakdrben ezért csak a tanulok megfigyelése, sok pedagogus
szamara jo Uriigyet jelent a téma melldzésére. (Nem, vagy nehezen mérhetd a
haladés titeme, tehat nem annyira fontos a fejlesztés — gondolhatjak egyesek.)

e A valoészinliséggel kapcsolatos jatékok, kisérletek sokszor iddigényes
tevékenységek, melyek a gondolkodasra gyakorolt kozvetlen hatasat nem latjak
eldre a tanitok, tanarok. Az id6 hianyéaval vald érvelés igen gyakori a jatékok
melldzésére.

e Nem ¢értették, hogy a témakor milyen fontos szerepe van azoknak a
feladatoknak, melyek megoldasdhoz nem tudunk elméleti modellt allitani.
Tehat kimaradtak olyanok, mint rajzszogek dobalasa, hamis kocka készitése,
stb.

e A valdszinliségi jatékokban és kisérletekben rejlo bizonytalansag sok esetben
elrettenti a pedagdgusokat attol, hogy elére nem lathato, legfeljebb csak elég
jol megsejthetd kimenetelli kisérletekbe bonyolddjanak. Pedig ha egy kisérlet
nem a vart eredményt hozza, az is szerves része a matematikai tapasztalasnak.
Példaul két kockaval dobnak, €s a dobott szamok Osszegére kell tippelni. Ekkor
a tandr mar eldre tudja, hogy a legvaldszinlibb 0sszeg ez esetben a 7 lesz. De
mi torténik, ha néhany kisérlet utan mégsem kapjak meg ezt az eredményt? Ez
is egy hasznos tapasztalat, hiszen e valoszintliségi kisérletrél — és a kisérletek
tobbségérdl — pusztan csak azt allithatjuk, hogy ha elég sokat végziink beldle,
akkor elég nagy valoszinliséggel megkapjuk a vart eredményt, de semmi nem
biztos. (Szendrei — Szitanyi 2007)

Az érettségi rendszer megvaltoztatdsara, majd a kétszintli érettségi vizsgak
bevezetésére 2005-ben keriilt sor. Ettdl a tanévtdl kezdve kozép és emelt szinten
egyarant megjelent a valoszinliségszamitds az érettségi feladatsorokban is. A
kovetkezO tablazat mutatja, hogy az egyes években szerezhetd pontok hany
szazalékat teszi ki a valoszinliség, statisztika témakor?,

12 http://www.oh.gov.hu
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Ev 2005 | 2006 | 2007 |2008 |2009 |2010 |2011 |2012

Emelt 9,2% 145% | 13,9% | 16,8% | 11,5% | 17,6% | 12,2% | 18,2%
szint

Kozép | 12,8% | 12,8% | 12,8% | 13,7% | 14,5% | 17,9% | 10% 17%
szint

Az atlag heti 6raszamokhoz képest igen magas hanyadot tesznek ki a témaval
kapcsolatos kérdések az érettségin. A valtoztatasok miatt sok helyen szerveztek
tanartovabbképzéseket a kozépiskolai tanarok részére azért, hogy felfrissitsék
tudasukat.

Ehhez igazodva a kozépiskola mara az alsobb évfolyamok sokkal
koriiltekintébb elékészitd munkajat igényli a téméban. At kell gondolni a
valdszintiséggel kapcsolatos fogalmakat és fejlesztési feladatokat. Itt azonban van
még poétolnivalod, hiszen az eldkészitéssel kapcsolatos teenddk nem jelennek meg
olyan hangstllyal a tantervekben, mint amit a kozépiskolas folytatds igényel.

A valoszinliségszamitas torténetét tekintve fontos, hogy ez a tudomany hosszu
ideig a klasszikus valdszintiségi modellben fellelheto kérdésekre kereste a valaszt.
Ha az iskolai matematikatanitast torténetét tekintjilk, hasonlé képet kapunk. A
kozépiskolai tananyagok, foleg a kombinatorikai meggondolasokkal megoldhato
feladatokat részesitették elényben. Gyapjas Ferenc tankonyvében egyetlen olyan
példa van, ami nem klasszikus valosziniségi modellben, kombinatorikus
meggondolasokkal oldhatdé meg, geometriai valdszinliség kiszamitasat kéri. A
tanari segédkonyv ajanlasa szerint ez foként a tagozatos osztalyok feladata, bar
Gyapjas Ferenc tobb férumon megfogalmazta, hogy a ,,valoszinliségszamitas ne
alkalmazott kombinatorika legyen”.*® A dolgozat késibbi fejezetében lathato lesz,
hogy az azt kovetd, so6t a mai iskolai gyakorlatban is a klasszikus valoszinliségi
modellel megoldandd problémak feldolgozasa dominal, és csak szorvanyosan
jelennek meg mas tipusu problémak. Ez is egy olyan teriilet, melyben Varga Tamas
elképzelései nem valosultak meg. ,,A valdsziniségi gondolkodasuk helyes
fejlddése érdekében jo, ha az a bizonyos specidlis eset, amikor egyenld kiinduld
valosziniiségeket tételeziink fel, élményanyagukban is ugy jelenik meg, mint
érdekes, de nagyon sziik specialis eset.” (Varga, 1973)

3 Palmay Lorant tanar ur személyes kozlése alapjan.
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3. DOKUMENTUMELEMZES

A val6szintiséggel kapcsolatos fogalmak alakitasa ¢és a valoszinliség
szamitasa a magyar matematikaoktatas részét képezi. Ahhoz, hogy képet kapjunk a
valdszinliségi gondolkodas sajatos elemeirdl, érdemes megvizsgalni, hogy milyen
fogalmakat kozvetit az iskola, és milyen modszerekkel segiti a fogalmak fejlodését.

A val6szinliségszamitas tanitasanak jelenlegi magyarorszagi helyzetét az
érvényben levo dokumentumok elemzésével tekintettiik at. A dokumentumok koziil
a Nemzeti Alaptanterv, a leggyakrabban hasznalt kerettantervek és az ezekhez
kapcsolodo tankonyvesaladok keriilnek bemutatasra.

3.1. A Nemzeti Alaptanterv

Magyarorszagon a tantervi szabalyozas haromszinti. A NAT a kozoktatas
tartalmat muveltségi terililetek szerint hatdrozza meg. A NAT jelenlegi valtozata
2007-ben lépett hatalyba. Ez a tanterv nem az ismeretek és kovetelmények
rendszerét adja meg, hanem a fejlesztendd képességeket.

A matematika tanitasanak alapelvei k6zott hangsulyozza, hogy a matematika
kiilonb6zo témakoreinek szerves Osszeépiilésével kivanja feltarni a matematika és a
matematikai gondolkodas vilagat. (NAT 2007)

A NAT bevezetdjében felsorolt célok, értékek és kompetencidk a matematika
miveltségteriileten a kovetkezé forméban jelennek meg:
1. T4jékozodas
1.1 T4jékozodas a térben
1.2 T4jékozodas az idoben
1.3 Tajékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban
2. Megismerés
2.1 Tapasztalatszerzés
2.2 Képzelet
2.3 Emlékezés
2.4 Gondolkodas
2.5 Ismeretek rendszerezése
2.6 Ismerethordozok hasznalata
3. Ismeretek alkalmazasa
4. Problémakezelés és megoldas
5. Alkotas és kreativitas: alkotas ontevékenyen, sajat tervek szerint; alkotasok adott
feltételeknek megfelelGen; atstrukturalas
6. Akarati, érzelmi, onfejlesztd képességek és egyiittéléssel kapcsolatos értekek
6.1 Kommunikécio
6.2 Egylittmikodés
6.3 Motivaltsag
6.4 Onismeret, 6nértékelés, reflektalas, Onszabalyozas
7. A matematika épiilésének elveiben valo tajékozottsag™®

14 A 2013-ban bevezetésre keriil6 NAT nem valtoztat ezen.
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A valosziniiség témakore a hét fejlesztési feladat mindegyikének teljesitéséhez
hozzajarulhat. (Példaul cselekvé tapasztalatszerzés torténik valdsziniiségi jatékok
keretén beliil.) A NAT részletes fejlesztési feladatokat tartalmazo részében a példak
kozott 6sszesen a gondolkodas és az ismeretek alkalmazasanak teriiletén nevezi
meg kifejezetten a valoszinliség témakorét:

1-4. évfolyam | 5-6. évfolyam | 7-8. évfolyam | 9-12. évf.

Gondolkodas A valoszintiségi gondolkodas fejlesztése. A statisztikai
gondolkodas fejlesztése.

Ismeretek Ismeretek alkalmazasa a gyakorlati életben €s

alkalmazasa mas tantargyak keretében (pl. szazalék,

kamatos kamat, teriilet-, felszin-,
térfogatszamitas, relativ gyakorisag,
valdszinliség, logaritmus fiiggvény).

A valodszintiség témakore a felsoroltakon kiviil eso fejlesztési teriileteken
nem jelentkezik direkt moédon.

3.2. Tantervek vizsgalata

A kerettantervek meghatarozzak a tantargyak rendszerét, az egyes tantargyak
idOkeretét (Oraszamat), a tananyag felépitését és felosztasat az egyes évfolyamok
kozott, tovabba az adott szakasz befejezé évfolyamanak kimeneti kovetelményeit.
A kerettanterveket a megadott keretek kozott a sajat viszonyaikra adaptaljdk az
iskoldk."

Ahhoz, hogy képet kapjunk a valdszinliség témakorének magyarorszagi
tanitasarol, elsdsorban a kerettantervek és a tankonyvek vizsgalata sziikséges.
Ennek érdekében Osszevetettik a jelenleg leggyakrabban hasznalatos
kerettanterveket és a hozzajuk tartozo tankonyvesaladokat. ™

A NAT-ra épiil6 tantervek koziil:

e Az Oktatasi Minisztérium altal kiadott kerettanterv, Magyar K6zl6ny, 2004
(Oraszamcsokkentésbdl szarmazé atdolgozott valtozat.)

Mozaik Kerettantervrendszer, Mozaik Kiado, Szeged, 2004

Apaczai Kerettantervesalad, Eger, 2007

A Nemzeti Tankonyvkiadé Miihelyének kerettanterve, Budapest, 2008
Miiszaki Konyvkiado, Matematika 1 — 8. Mintatanterv, Budapest

Elsoként a kerettantervek javasolt Oraszamait néztik meg az egyes
évfolyamokon. Megprobaltuk feltérképezni, hogy a kerettantervek az éves oraszam
hany szazalékat forditjak a valoszinliség-statisztika témajara. Ezeket a kovetkezd
tablazat foglalja Ossze:

> A 2013-ban bevezetésre keriild NAT alapjan késziild tantervek még nem ismertek.

1°A valasztas azért esett ezekre, mert tudomésunk szerint a legtdbb helyen ezeket hasznaljak,
vagy az iskolak ezek alapjan készitik el helyi tanterviiket. Arra vonatkozoéan sincs kdzponti
kimutatas, hogy az iskolak milyen aranyban valasztjak az egyes tankonyvcsaladokat.
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A valoszinliség, statisztika témakor szazalékos aranya az adott tantervben:

KIADO | EVFOLYAM

1. 2. 3. 4. 5. 6. |7. |8 |9 |10 |11. )12

Apdczal | 118|108 | 11,5 (10,1 | 07 |0 [0* |9 |54 10881 |41

Mozaik |54 |18 |33 |4 |54 |46|72|64|45|72 |9 |09

Miiszaki | ,,18 | xx ke ke 27 | ** | *x |5

Nemzeti 27 |27 |54 |67 |86 |74|67|81|54|63 |63]|93

oM Nem tartalmaz javaslatot az 6raszamokra

A tantervek egylitt targyaljak a statisztika és a valdszinliség témakorét, ezért
a fenti tablazatban olvashatd szamok a valoszinliség és statisztika egyiittes
megjelenését mutatjadk. A részletes tananyagrendszer vizsgélata sziikséges ahhoz,
hogy megtudjuk, ebbdl ki mennyit szan a statisztika alapfogalmainak tanitasara, és
mennyit a valdszinliségre. Jelen vizsgalat a valdszintiség fogalmanak épiilésére
fokuszal.

Az oraszamok tanulményozasa soran két dolog tlinik szembe. El8szor is,
hogy a matematika tanitdsa soran az Oraszamokat tekintve ez a témakor a
legkevésbé hangsulyos®. A masik, talan nem ennyire nyilvanvalo észrevétel az,
hogy a témakor tanitdsara szant Oraszamok igen eltéréek a kiilonbdzo
évfolyamokban és a kiilonb6z6 programokban.

A tantervek bevezetdjében, az altalanos fejlesztési célok kozott is tobb
helyen olvashatunk utalast arra, hogy a valdszinliségszamitassal kapcsolatos
tevékenységek hozzacsatolhatok a matematika mas témakdreihez, a tanulok
valoszintiségi szemléletének fejlesztése pedig a tanév soran folyamatos. igy tehat
igen nagymértékben a pedagogus felelossége a valosziniiségi szemlélet
fejlesztésének szem elott tartasa.

Arra is talalhatunk utalast a tantervekben, hogy a valosziniiségi szemlélet
fejlesztése nem csak a matematika oOrakon valdsulhat meg, sziikség van a
megvalositasa azonban kérdéses, erdsen fligg az iskolatdl és az ott tanitd kollégak
egylittmiikodési szokasaitol.

o ,Folyamatosan fejlesztendd”

18 A szamtan, algebra, a geometria, mérés, illetve az sszefiiggések, fiiggvények, sorozatok
témakorokkel kapcsolatosan foglalkozzunk e témakorhdz tartozo feladatokkal is. A témakdrre
forditott 0sszoraszam nem hatarozhat6 meg.”

9 Osszevetve a gondolkodasi médszerek, szamtan-algebra, geometria, kombinatorika,
fiiggvények témakdorokkel.
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A fentiekbol kovetkezik, hogy pusztan az oraszamok alapjan nem lehet
kovetkeztetéseket levonni a téma fontossagara vonatkozodan. Elengedhetetleniil
sziikséges annak vizsgalata, hogy milyen konkrét utalédst talalhatunk a tantervekben
részletesen kidolgozott tananyag, fejlesztési feladatok ¢és kovetelmények
rendszerében. Az 1. szamu melléklet tartalmazza a vizsgalt kerettantervekbdl
kigytijtott itmutatasokat.

A kezdd ¢és az alapozd szakaszok (1 — 8. évfolyam) tantervei kozott a
legkevesebb eltérést a tananyag épiilésében latjuk. Mindegyik Kerettanterv a
valoszinliségi fogalmak alapozasat 1. és 2. évfolyamon jatéktevékenységbe
agyazva kezdi. Az is kozos jellemzd, hogy ez a jatékos szemlélet azutan
végigkiséri mind a 8 évfolyam tevékenységét.

Kevés eltérés van abban, hogy melyik tanterv mikor kezd a tudatos
kisérletezésbe. Az Apaczai és a Mozaik tantervek mar els6 osztalytol hasznaljak a
kisérlet kifejezést, bar a tomor tantervi leirdsbol nem dertilhet ki, hogy milyen
jellegi kisérletr6l van sz6. Ugyanezt az OM tanterve a kovetkezOképpen
fogalmazza: ,Események, ismétlédések jatékos tevékenység soran.” A tobbitdl
kissé eltér6 megfogalmazas a Muiszaki Kiad6 tantervében szerepel: ,,Valosziniiségi
jatékok, példaul kockadobasok kimeneteleinek megfigyelése.” Ez az arnyalatnyi
szohasznalati eltérés az események kimeneteleinek megfigyelését helyezi elétérbe
¢s nem a jaték egészének megtapasztalasat. Azt gondoljuk, hogy az eltérd
megfogalmazasok ellenére mégis mindeniitt arrél van sz6, hogy a gyerekek
jatszanak, kozben megfigyelik, hogy vannak események, amik gyakran
el6fordulnak, vannak, amik ritkan, vannak, amik sohasem és vannak, amik mindig.
3.-t0] 6. osztalyig mindegyik tanterv a relativ gyakorisagok megfigyelésére, majd
értelmezésére helyezi a hangsulyt. Tehat kivétel nélkiil mindeniitt egyértelmiien a
statisztikai valoszinliségfogalom erdsodik ebben az iddszakban. Kiemelt cél a
biztos, lehetetlen, lehetséges fogalmak elkiilonitése. Tovabba a tantervi fejlesztési
célok kozott mindeniitt jelentdséget kap az adatok lejegyzésének, megfigyelésének
illetve feldolgozasanak egyre tudatosabb volta. Ez lehetové teszi a gyakorisagok
megfigyelését.

7. és 8. osztalyban megfigyelhetd némi eltérés a tantervekben
megfogalmazott tananyagok kozott. Az Apaczai, Mozaik, Nemzeti ¢s OM
kerettantervek egyarant tananyagként jeldlik a kovetkezot: ,,A valoszinliség
elézetes becslése, szemléletes fogalma.” Nehéz eldonteni azonban, hogy mit takar a
»szemléletes valdszinliségfogalom™ meghatarozas. Szamomra leginkdbb a
statisztikai valosziniiséget jelenti, de ez szubjektiv megitélés kérdése. A
didaktikdban ugyanis nincs egységes terminoldgia erre nézve. Jelentheti azt is,
hogy a tanulod szemléletes képet kap arrdl, hogy a valdszinliség egy szdmérték,
melyet a problématol fliggden hatarozhat meg. Példaul megkozelitheti relativ
gyakorisaggal, vagy bizonyos esetekben kiszamolhatja kombinatorikus uton. Mivel
a kozépiskolai tantervekben ugyanez a kifejezés ismétlodik a szamitéssal
Osszekapcsolva, az gyanithato, hogy a tantervekben az utobbi értelmezésrél van
sz6. A Miszaki tanterv igen egyértelmilen fogalmaz: ,,A relativ gyakorisag
meghatarozasa. A valdszinliség kiszamitdsa kombinatorikus gondolatmenettel. A
kiszamitott valdszinliség €s a relativ gyakorisag dsszehasonlitasa.”
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A kozépiskolai folytatds tantervi szinten egyértelmiien a valoszinliség
klasszikus modellben torténd kiszamitasara helyezi a hangstlyt. A klasszikus
modellben torténd szamitdsok mellett a geometriai modell szerepel még a Mozaik
tantervben. A valdszinliség fogalmanak épitése a 9. évfolyamban kimarad, egyik
tanterv sem foglalkozik ezzel ebben az évben. Tanterveink egységesek abbdl a
szempontbol is, hogy a 10. évfolyamon kisérlik meg a szamithatd valdszinliséget
definialni, ¢€s vizsgalni a relativ gyakorisdgokkal valé kapcsolatit. Mivel a
kozépiskolai tantervek a tananyag és a kdvetelmények szintjén igen egységesek, a
tankonyvek vizsgalata utan deriilhet csak ki, hogy felépitésben és hangsulyokban
milyen eltérések vannak.

Nagy kiilonbség van a tantervek kozott a fejlesztési feladatok értelmezésében
¢s megfogalmazasaban. Az 1. szamt melléklet tablazata azt mutatja, hogy az egyes
tantervek a valdszinliség, statisztika témak kifejtése soran milyen képességek
fejlesztését emlitik, és azt hany évfolyamban teszik.

A leggyakrabban alkalmazott kifejezés a ,,valosziniiségi szemlélet alapozasa”
volt, mely minden tantervben jelentés hangstulyt kap. Ez az altalanos
megfogalmazds természetes, hiszen a valosziniliség témajaban mozgunk és
illeszkedik a NAT-ban megfogalmazott fejlesztési feladathoz. A NTK tantervének
els0 négy osztalyaban kovetkezetesen torténik utalds arra is, hogy ez miben
nyilvanul meg. A tobbi tantervben ilyen jellegli kifejtés nem jelenik meg, vagy
csak esetlegesen. Ugy gondoljuk, hogy ennek a kifejezésnek a pontositasaban a
magyar matematika didaktikanak még van potolnivaloja.

A kovetkezO  leggyakrabban  hasznalt  fejlesztési  feladat a
megfigyeloképességre utalt. Ez a relativ gyakorisagok megfigyelésébdl adodik. A
rendszerezé-képesség fejlesztése négy tantervben jelenik meg, ami valosziniiségi
kisérletek adatainak feldolgozasara utal. A logikai gondolkodas fejlesztését szintén
négy tanterv emliti, mely a determinisztikus €s véletlen események elkiilonitésére
utal.

A tobbi fejlesztési cél megemlitése igen esetleges. Ugy gondoljuk, hogy a
valoszinliségi gondolkodas sokkal tobb altalanos fejlesztési teriiletet magdban
foglal, mint ami a tantervekben direkt modon megjelenik.  Példaul a
kombinatorikus gondolkodast dsszesen két tanterv emliti, pedig nyilvanvalo, hogy
a kisérlet kimenetelinek szamba vételekor ez a teriilet érintett. A valdsziniliségi
tevékenységeknek mas tertiletre is kiterjedd fejleszt6 hatdsa van. Ennek tudatosabb
atgondolasa és hangsulyozédsa arra Osztondzheti a tanarokat és a tankonyvirdkat,
hogy az ilyen jellegli tevékenységeket ne csak a valoszinliség-statisztika téma
feldolgozasanak idején alkalmazzak. Igy érheté el az, hogy a valdsziniiségi
gondolkodas fejlesztése valoban folyamatosan megjelenjen a tanév soran.

Erdemes attekinteni azt is, hogy a tantervek mas témak kidolgozasakor hol
tartjak fontosnak a valdsziniiségi szemlélet fejlesztését. A gondolkodasi modszerek
alapozésa soran a NTK, az Apaczai, az OM ¢és a Mozaik Kiado emliti a
valoszinliségi és statisztikai szemlélet fejlesztését, de mindegyik csak 5. és 6.
osztalyban, valamint az Apdaczai kiado 11. osztalyban is. A Miszaki Kiado
tantervében 1. osztalyban megemliti a valoszinliségi kisérleteket a szamtan algebra
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témakorében, 3. és 4. osztalyban a fiiggvények témakorében, valamint a mérések
témakorben.

A fentiek alapjan ugy tlnik, a kerettantervekben leirt fejlesztési célok
megvaldsitasara vonatkoz6 informaciok sem bizonyulnak elégségesnek a téma
feltérképezésére. Ezért sziikség van a tankonyvek feladatainak €s tevékenységeinek
felkutatasara, hiszen a pedagogus szamara is fontos tampont tanterve mellett a
tanulok szdmara valasztott tankonyv feladatanyaga.

3.3. A tankonyvek vizsgalata

A magyarorszagi oktatas gyakorlataban a pedagogusok és a diakok szamara
egyarant meghatarozo tényezo a tankonyv a tanulds €s tanitds folyamataban. A
tankonyvet a pedagogus vagy az iskola valasztja az iskola pedagogiai
programjahoz igazodva. Ezutan az az oravezetés fontos eszkoze lesz. A tankdnyv
mintapéldai, ajanlott tevékenységei, a fogalmak meghatarozasa és a gyakorlasra
kitlizott feladatai vezetnek sok tanart és diakot egyarant a tanulas folyamataban.
Sok esetben a pedagogus a tankonyv hasznalatat Ggy értelmezi, hogy 1épésrél
1épésre végigmegy a feladatok és definiciok lancolatan. ,,....agy érzi, nem térhet el
a javasolt sorrendt6l, mert hatha a tanuloknak kara lesz beldle. Vagy ha tal soknak
talalja is a gyakorlo feladatokat, nem mer kihagyni bel6lilkk, mert hatha a
kimaradora lesz sziikség valamikor. Inkabb feladja valamennyit hazi feladatnak.”
(Szendrei, 2005. 298.0)

Ebbdl kovetkezdéen gondoljuk tgy, hogy a tankdnyvek tevékenységeinek,
feladatainak, meghatarozasainak vizsgalata nagyjabol tiikrozi a valosziniliségi
gondolkodas fejlesztésének helyzetét Magyarorszagon.

Az attekintett tankonyvek a fent felsorolt tantervek valamelyikének alapjan
késziiltek. A tankonyvek listajat a 2. melléklet tartalmazza. A tovabbiakban az
egyszeriiség kedvéért a pedagogusok korében elterjedt és hasznalatos mddon
hivatkozunk ezekre:

,,Hajdu” tankonyvcsalad, Miiszaki Kiado (melléklet: 1-2.)
e . C.Neményi” tankonyvek, 1 — 4. osztaly, Nemzeti Tankdnyvkiadd

(melléklet: 21 — 24.)

o Torok Tamas” tankonyvek, 1 — 4. osztaly, Nemzeti Tankonyvkiado

(melléklet: 17-20.)

e ,,Sokszinli” tankdnyvek, 1 — 8. osztaly, Mozaik Kiado (melléklet: 32—-39.)
e _NTK” tankonyvek, 5 — 11. osztaly, Nemzeti Tankonyvkiado (melléklet:

25-31.)

e Apaczai” tankonyvek, 5 — 11. osztaly, Apaczai Kiadé (melléklet: 40—46.)
e Vancso” tankonyvek, 9 — 12. osztaly, Miiszaki Kiad6 (melléklet: 13-16.)

3.3.1. A valodsziniiség fogalmanak alapozasa az also tagozatos tankonyvekben

Ha az also tagozatos tankdnyvek szerkezeti felépitését vizsgaljuk, azonnal az
tlinik fel, hogy a valdszinliség témakore mindig tankonyv végére keriil. (Egyetlen
kivétel ez alol a 4. osztalyos Sokszinli tankonyv, amelyben a témat az els6 félév
végére tervezték.) A gyakorlatban ennek a ténynek fontos vonzata lehet. A tanitod
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sok esetben nem tudja tartani az eldirt tanmenetet, el6fordulhat, hogy erre a témara
egyszerien nem marad 1d6.

A fejezetcimek megfogalmazasaban a legtobb esetben szerepel a ,,jaték” szo,
ami megnyugtathatja a tanitét abban a hitében, hogy nem tragédia, ha esetleg
kimarad. Raadasul ehhez a témakorhoz alsé tagozaton nem kapcsolodik olyan erés
kovetelményrendszer, mint példaul az alapmiiveletek tanitdsadhoz, ami szintén
erdsitheti ezt a hitet.

Az alsé tagozatos tankonyvekben olvashatd valdszinliségi tevékenységeket
alapvetéen négy csoportba soroltuk: jaték, feladat, kisérlet és mintapélda. A 2.
szamu melléklet tablazataban lathato, hogy a kiilonbozo tevékenységtipusubol hany
darab jelenik meg a tankonyvekben.?

Szbéhasznalatban célszerti kiillonbséget tenni jaték, és jatékos tevékenység
kozott. A jaték rendelkezik azzal az ismérvvel, hogy a jatékosnak van valamilyen
nagysagu szabadsaga. Szabad példaul tévedni. Egy valosziniiségi jaték soran
egyaltalan nincs garancia arra, hogy aki ,,0kosan” jatszik, az nyer. Eppen ez a fajta
bizonytalansag képezi egyik sajatossagat valdszinliségi szemléletiinknek. Egy jaték
lejatszasa soran didaktikai meggondolas miatt nem tehetjiik fel a kérdést, hogy ,,mi
a valosziniibb?”. Ki kell varni, mig a gyerekek elég tapasztalathoz jutnak ahhoz,
hogy észrevegyenek bizonyos tendenciakat, 0sszefiiggéseket.

Megjegyzés: Jatéknak tekintjiik példaul a kovetkezot: Vilassz egyet a kévetkezo
allitaskartyak koziil! Két kockaval dobj! A jatéktablan léphetsz egyet a babuddal,
ha a dobott szamokra igaz az allitasod. Az nyer, aki eloszor ér célba.

A: Mindkét kocka ugyanazt a szamot mutatja

B: A dobott szamok szorzata paros

C: A dobott szamok 0sszege paros

Ebben a megfogalmazasban ez a tipusu tevékenység jatéknak nevezheto,
hiszen a gyerek valasztasa befolyasolja a nyerést vagy vesztést. A tapasztalatok
Osszegzését jelenti, ha a lejatszas utan a gyerekek megfogalmaznak bizonyos
észrevételeket. Példaul, hogy valamelyik kartyaval konnyebb volt nyerni. (Nem
jelent gondot az sem, ha a jaték menete nem a tanito altal vart eredményt hozza, és
mondjuk a C kartyaval érnek el6szor célba. Ez is véletlen egy ,,arcat” mutatja.)

Ugyanez a tevékenység nem nevezhetd jatéknak, ha elére megkérdezziik,
hogy szerinted kinek van nagyobb nyerési esélye, és miért. Ebben az esetben a
tevékenység célja, hogy a gyakorisaggal igazoljuk gondolatmenetiinket, hiszen
elére megbeszéltiik, hogy kit varunk gydztesként. Raadasul egy konkrét lejatszas
utan a tanitonak magyarazkodni kell, ha az aktualis jaték menete nem ugy alakul,
ahogyan vartuk. Ez utobbi tevékenységtipus ezért inkabb a kisérletek kdz¢ tartozik.

%0 A vizsgalat csak az alaptankonyvekre terjedt ki, a feladatgyiijtemények, munkafiizetek,
tankonyvhoz ajanlott képességfejlesztd flizetek itt nem szerepelnek.
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(P¢ldaul Hajdu tankonyv 4. osztaly 151.0. 5. feladat; Sokszinii tankonyv, 4. osztaly
1. félév 82.0.)

Ha egy pillantast vetiink a 4. melléklet tablazatara, egyértelmiien lathato,
hogy a tankényvek utmutatasa alapjan milyen keveset jatszanak a szo igazi
értelmében a gyerekek a matematika 6rdn. Tovébbra is a tanitd feladata, hogy
kitaldlja és megszervezze a gyerekek jatéktevékenységét. Kivételt képeznek a C.
Neményi tankdnyvek, melyek az atlagosnal kicsivel tobb jatéktevékenységet
ajanlanak.

A valoszintiségi kisérletek célja az alsé tagozaton a gyakorisag fogalmanak
elokészitése (a szakszo hasznalata nélkiil). Késobbi években a gyakorisagok
megfigyelésével eljutnak majd a relativ gyakorisag fogalmaig. A tankonyvek
vizsgalata soran azt tapasztaltuk, hogy a kisérletezés az also tagozaton mindentiitt
fontos alapjat képezi a valosziniiség fogalmanak fejlesztésének. Sok szép és
érdekes problémafelvetést talalhatunk tankonyveinkben.

Megallapithato, hogy a feladatokhoz sorolt valoszinliségi tevékenységek
minden esetben a ,,biztos”, ,lehetetlen” és ,lehetséges, de nem biztos” fogalmak
elkiilonitésére iranyul.

Példaul: Egészitsd ki a mondatokat a lehetséges, biztos, vagy lehetetlen szavakkal!

a) Délutin sakkozni fogok a baratommal. ... ............, hogy nyerek majd.
b) Ha elvégeztem a 3. osztalyt, jovore .............. , hogy negyedikes leszek.
C) Az osztalylétszam 25, ezért ..............., hogy mindenkinek legyen padtadrsa.

....... (Sokszinti tankonyv, 3. osztaly 2. félév 69. oldal)

Ezen tipusfeladatok mellett a C. Neményi, a Hajdu ¢és a Torok
tankonyvekben megjelennek olyan feladatok is, amelyek nem kizardlag ezeket a
fogalmakat erositik. Példaul:

Ot piros, négy zold és két sarga golyé van a zsdkban. Legalabb hany golydt kell
kivenned a zsakbol, hogy
a) biztosan legyen koztiik zold?.....
b) biztosan legyen koztiik piros is és sarga is?.....
C) biztosan legyen koztiik piros, zold és sarga is?...... (Torok tankonyv 4.
osztaly 2. félév 77. oldal)

Ebben a feladattipusban az alapprobléma messze tulmutat a biztos fogalman,
inkdbb a skatulya elv hasznalatanak bevezetését szolgdlja. A tanulénak mar
fogalma kell, hogy legyen a ,biztosr6l”, ha egy ilyen tipusu feladatot meg akar
oldani. Ez a feladattipus szerkezetét tekintve olyan logikai feladvany, melyet a
valoszinliség témakorének targyaldsakor célszerli eldvenni. Nagyon jol fejleszti a
logikus gondolkodast. A valdsziniiségi gondolkodast abban az esetben tudja
fejleszteni, ha azt is megtapasztaljak, hogy mi torténik, ha példaul 5 golyot vesznek
ki a zsakbol.

A mintapéldak kidolgozasanak lehetdségével kevés tankdnyv él, tekintettel
arra, hogy ebben az ¢életkorban a cselekvé tapasztalatszerzésnek van meghatarozo
szerepe. A Hajdu tankdnyvek mintapéldai a lehetetlen, biztos, lehetséges fogalmak
elkiilonitését foglaljak Ossze, illetve 3. osztalyban egy esetben az Osszes eset
kombinatorikus elrendezését mutatja be. Kovetkeztetése csak az adott feladatra
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vonatkozik. Mogottese annak megfigyeltetése, hogy ami (az adott feladatban)
tobbféleképpen eléfordult, az valosziniibb.

Meghatarozasra alsé tagozaton egyediil a Torok tankonyv vallalkozik: ,,Egy
valdszinliségi jatékhoz tartozd két esemény koziil az a valdsziniibb, amelyik
tobbféleképpen kovetkezhet be. A kisérletek sordn nem mindig a valdszinilibb
esemény kovetkezik be tobbszér. Az elorejelzést nem mindig igazolja a
tapasztalat.” (4. osztaly) A matematika tanitasanak €és a tankonyviroknak egyarant
alapvet6 dilemmaja, hogy meghatarozasainak mennyire kell pontosnak lenni a
fogalom alakulasanak idészakaban. Ha ebben az idészakban tl nagy precizitasra
torekszenek, a gyerekek nem fogjak megérteni a tartalmakat. Amennyiben
megelégsziink egy kevésbé korrekt meghatarozassal, az esetleg matematikailag
helytelen. A fenti definiciot a szerzé nyilvanvaloan nem akarta bonyolitani még
azzal is, hogy megvizsgalja annak érvényességi korét. Ebben a fogalmazasban a
»valoszinliségi jaték” fogalma klasszikus valoszinliségi modellben torténd
jatékokra sziikiil.

A 4. melléklet tablazatabol az is lathato, hogy az als6 tagozaton felvetett
valdszinliségi problémak elsdprd tobbsége a klasszikus valdszintiségi modellben
vizsgalodik. Dobokockéaval, pénzérmével dobnak, szines golyokat hiiznak egy
zsakbol stb. Minden esetben véges sok elemi esemény szerepel, melyek egyenld
valdszintiséggel kovetkeznek be. Ily moédon ez a tevékenységtipus jol elokésziti a
valdszintiség klasszikus kiszamitasanak modjat. A gyerekek megtapasztaljak, hogy
ami tobbféleképpen elofordulhat, az altalaban tobbszor elé is fordul egy
kisérletben. A szakirodalomban tobb helyen olvashatunk arrél, hogy a
fogalomalkotashoz a példak mellett elengedhetetleniil sziikség van az ellenpéldakra
is. (Skemp, 1975. 28.0) Amennyiben a gyerekek csupan a klasszikus valdszintiségi
modell segitségével megoldhatdé problémakat kapnak, nem talalkoznak olyan
ellenpéldaval, melyben nem annak van nagyobb esélye, ami tobbféleképpen
eléfordulhat. (P1. 7. melléklet 17. feladat)

A tankdnyvek nem valoszintliségi fejezeteiben olyan tevékenység, melyben a
véletlennek is szerepe van mindossze a C. Neményi als6 tagozatost tankdnyveiben
talalhato.

3.3.2. A valésziniiség fogalmanak épiilése a felsé tagozatos tankonyvekben

Az 5-8. évfolyam szamara kidolgozott tankonyvek szerkezeti felépitése igen
eltérd. Az egyes évfolyamokon feldolgozott tananyagok, tevékenységformak és
azok idozitése valtozatos képet mutat. A legtobb esetben a valdsziniiség 6nalld
fejezetben szerepel, és nem feltétleniil az év végén. Kivétel ez aldl a 6. és 7.
osztalyos Apaczai tankonyv. Ez utobbiban nincs 6nallo fejezet a témara, az
aranyos kovetkeztetések illetve a szamelmélet témajanak feldolgozasakor
talalhatunk néhany valoszintliségi feladatot.

A Hajdu tankonyvek 5. és 6. osztalyban a tortek, illetve a szazalékszamitas
tanitdsanak idején iktatjak be a valdszinliség témakorét 6nallo fejezetben. A tobbi
tankonyvben a valoszinliség témakore onalldo egység még akkor is, amikor a
fejezetcim a statisztikdaval kozos. Példaul a Sokszinti 5. osztilyos tankonyv a
statisztika mérés cimu fejezetének valosziniiségi jatékok cimi alfejezete.
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Az 5. szamu mellékletben lathatd, hogy a kiilonb6zo tevékenységtipusokbol
hany darab jelenik meg a tankényvekben.?*

Tovabbra is igaz az a megallapitas, hogy a jaték elenyészd részét teszi ki a
tevékenységeknek. Még abban az esetben is, amikor a fejezetcimben a ,,jaték” szo
megjelenik. Kivételt képez ez alol a NTK 5. osztalyos tankonyve. Az itt talalhato
jatékok eljatszdsa utan a tanar dontése, hogy az osztdlyban milyen
kovetkeztetéseket vonnak le, maga a tankdnyv ezt nem siirgeti. A tankonyv
szemléletében ezen az évfolyamon az als6 tagozat szerves folytatasat képezi.

... Az egzaktsagnak nincs hatara, nincs olyan preciz modon megfogalmazott
definicio vagy tétel, amibe még precizebb allaspontrol bele ne lehetne kotni.” irja
Kalmar Laszlo Integrallevél c. konyvében. A tankonyvekben lathatd, hogy a
szerzOk torekszenek a valdszinliség fogalmanak definidlasara. A felsé tagozatos
tankonyvek a relativ gyakorisaggal kisérlik meg meghatarozni a fogalmat. Ezen
meghatarozasok egy szigori matematikus szdmdra biztosan pontatlanok, de a
fogalomalkotas ezen fazisaban elfogadhatok. A valdszinliség fogalmanak
meghatarozasa mindegyik tankdnyvben a relativ gyakorisdg fogalmanak
segitségével torténik.

e Hajdu tankonyv, 7. osztaly: ,,4 nagy szamok torvénye azt fejezi ki, hogy nagy
szamu kisérlet esetén nagy a valosziniisége annak, hogy a relativ gyakorisag jol
megkozeliti a valosziniiséget.” Megjegyz€s: A nagy szamok tapasztalati
torvényét valdjaban axidomanak fogadja el. A ,,jol megkozeliti” kifejezés ebben
a meghatarozasban inkabb hétkdznapi, mint tudomanyos értelemben szerepel a
gyerekek szamara.

e Apaczai tankonyv, 8. osztaly: ,, Az a p szam, amely koriil egy esemény relativ
gvakorisaga ingadozik, az esemény valosziniisége. Az A  esemény
bekovetkezésének valosziniiségét P (A) = p (0 < p < 1) valés szam jeldli. (P
betii a latin probabilis: valoszinii szo kezdobetiije.)”

e Sokszinli tankonyv, 7. osztaly: ,,Adott A esemény valosziniiségének azt a
szamot tekintjiik, ami koriil a relativ gyakorisag ingadozik. Az A esemény
valosziniiségének jele: P(A)” Megjegyzés: Itt az ,ingadozik” tulajdonsag
szintén alapfogalomként szerepel.

o NTK, 7. osztaly: ,, A vizsgalt tetszoleges események valosziniisége tehat az a
szam, amely koriil az esemény relativ gyakorisagi értékek ingadoznak, ha
elegendoen sok kisérletet végziink.” 8. osztaly: ,, Megfigyelhetjiik, hogy egy-eqy
esemény relativ gyakorisaga nagyon sok kisérlet esetén mindig koriilbeliil
ugyanannyinak adodik. Ezt az értéket nevezziik az esemény valosziniiségenek.
P(A4) az A esemény valdsziniisége, ahol 0 <P(A) < 1.”

A meghatarozasok mindegyike a nagy szamok torvényét axiomanak fogadja
el, akar megnevezi, akar nem. Ko6zos jellemz6 tovabba, hogy alapfogalomnak
tekinti az ingadozik, a koriilbeliil ugyanannyinak adodik, illetve a jol megkozelit

2L A tankonyvek mellett a tanarok hasznalnak feladatgytijteményeket vagy egyéb oktatast segitd
anyagokat is. Ezért a tablazat tanulmanyozésa csak az egyes tevékenységtipusok hangsulyanak
megallapitasara alkalmas.
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kifejezéseket. A felsdé tagozatos tankOnyvek meghatdrozasai a valdszinliség
fogalmanak statisztikus megkozelitésére iranyulnak.

A tankonyvek 7. vagy 8. osztalyban fontosnak tartjak, hogy egy modszert
kozoljenek a valosziniiség klasszikus valosziniiségi mezdben torténd kiszamitasara.
Példaul Hajdu tankonyv 8. osztaly: ,,Ha véges sok elemi esemény van, €s az elemi
események bekovetkezésének egyenld a valdsziniisége, akkor egy

kedvezé esetek szama ,,

esemény valbdszinlisége = — —
0sszes esetek szama

Ezek a szabalyok példat adnak a valoszinliség kiszamitasanak egy modjara.
Mar a szabaly kimondasa el6tt is rendelkeznek tapasztalatokkal a valoszinliség
kiszamitasanak ezen lehet6ségérol, és a feladatok tobbsége is ezt kéri. A szabalyok
megadasakor a szerzOk minden esetben kijeldlik annak érvényességi korét is.
Ennek ellenére tovabbra is igaz az a megallapitas, hogy tankonyveinkben kevés
ellenpélda szerepel olyan problémdk bemutatasara, amikor ez a szabaly nem
alkalmazhato. (4. melléklet tablazata)

A kisérletek és feladatok szamanak aranya ezekben az években megvaltozik.
Egyre tobb id6t toltenek feladatmegoldassal, és kevesebbet kisérletezéssel vagy
jatékkal. Az also tagozatos tapasztalatokra épitve, a valdszinliség kombinatorikus
uton valo kiszamitasara helyezodik a hangsuly.

A Kkisérletek végzése esetében nem tisztazott, hogy mi a kisérlet végzésének
célkitizése. Hianyolhatd, hogy nincsenek a valdszinliségre vonatkozd lehetséges
hipotézisek egymas mellé allitva, melyek koziil néhanyat a kisérlet eredményének
hatasara elvethetnének. Ennek hianyaban az a képzet alakulhat ki a tanuloban, hogy
a kisérlet szerepe valamilyen elméleti érték meghatdrozasa, vagy bizonyitasa.

Tovabbra is igaz az az allitas, hogy a feladatok egy része nem elsdsorban a
valdszintiségi szemlélet fejlodésére van hatassal, hanem mas gondolkodasi
modszerek fejlesztését segiti. Példaul a Sokszinii 5. osztalyos tankonyv hat feladata
koziil ot a skatulya elvre épill. A klasszikus valoszinliségi modellben
megfogalmazott, ,,mi a valoszinlisége, hogy...” tipust feladatok nehézsége pedig a
legtobbszor az esetek Osszeszamlalasaban rejlik, amivel a kombinatorikus
gondolkodas fejlesztése torténik. A 4. melléklet tablazatabol kiolvashato, hogy a
feladatok tobbsége kombinatorikus uton oldhaté meg.

A fent leirtak alapjan kijelenthetd, hogy a valdszintiség egy szammal torténd
kifejezése a felsd tagozaton minden esetben megtorténik. Mindegyik konyvben
szerepel, hogy egy esemény valdszinliségéhez rendelhetd szam 0 és 1 kozotti
értekeket vehet fel. A kombinatorikus kiszamitdsi modbol és a relativ
gyakorisagokbol egyarant adodik, hogy ez a szam kozonséges tort formajaban
jelenik meg. Ha relativ gyakorisagokkal kozelitenek, a kisérletek szama valtozo,
csak kevés esetben 100. Két tankdnyvben (Apaczai és Hajdu) torténik utalas arra,
hogy a valoszintliséget szazalékban is ki lehet fejezni.

A tankOnyvek nem valoszinliségi fejezeteiben olyan tevékenység, vagy
feladat, melyben a véletlennek is szerepe van nem talalhato. Kivételt képez a 6. és
7. osztalyos Apéczai tankonyv, melyekben viszont nincs valosziniiségi fejezet.
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3.3.3. A valosziniiség fogalmanak tovabbépiilése a kozépiskolai
tankonyvekben

A kozépiskolai folytatasban a valosziniség témakorének feldolgozasa a 10.
¢s 11. évfolyamra koncentralodik. A 9. osztaly tananyagabol kimarad a téma, a 12.
évfolyam pedig az 6sszefoglalas, az érettségire valo késziilés jegyében zajlik.

Tekintettel arra, hogy a jaték ¢és a kisérlet itt mar nagyon csekély mértékben
jelenik meg, nincs értelme tovabb a tevékenységeket ilyen szempontbol
kategorizalni. A kisérletezés néhany esetben szamitogépes szimulacioval torténik,
mely lehetdvé teszi nagy mintan a relativ gyakorisagok értelmezését.

A valosziniiség fogalmanak meghatarozasa sordn az Apaczai és a Hajdu
tankonyvek tovabbra is a relativ gyakorisagokbol indulnak ki:

e Apaczai tankonyv, 10. osztaly: ,, Azt a szamot, amely koriil az A esemény
relativ  gyakorisaga viszonylagos stabilitast mutat, az A esemény
valosziniiségének nevezziik. Jele: P(A).”

e Hajdu tankonyv 10. osztaly: ,, A valosziniiség-szamitas abbol a feltevésbol
indul ki, hogy minden véletlen A eseményhez hozzarendelheto egy 0 és 1 kozé
eso szam, az esemény valosziniisége, amely megmutatja, hogy sok kisérlet utan
az eseteknek koriilbeliil mekkora hanyadaban kévetkezik be az esemény. Az A
esemény valosziniiségét a kovetkezoképpen szokas jelolni: P(A) A lehetetlen
esemény valosziniisége P(O) =0. A biztos esemény valosziniisége P(H) = 1”7

A Vancso tankonyvben a valoszinliség meghatarozasa nem a relativ
gyakorisagokkal kapcsolatos. Allitasok kovetkezd lancaval:

o Az elemi eseményekhez tartozo valosziniiségek osszege 1.

o A lehetetlen esemény valosziniisége 0.

o A Dbiztos esemény valésziniisége 1.

o FEgy esemény valosziniisége nulla és egy kozotti szam (beleértve a 0-t és az -
et):0<P<]

A kozépiskolai tankdnyvek mindegyike kiilon fejezetet szdn a valdsziniliség
klasszikus kiszamitasanak modjara, és annak gyakorlasara. Ha megvizsgaljuk az
érettségi  feladatsorokat,”® azt tapasztaljuk, hogy a kozépszinti érettségin a
valoszinliség klasszikus kiszamitdsdra vonatkozé példa az utobbi 7 év
mindegyikében szerepelt. Emelt szinten is kevés olyan feladatot taldlunk, amely
nem a kombinatorikus modellt koveti. (2011. majusi érettségi feladatsorban
taldlhatdé egy geometriai modell segitségével megoldhatdo feladat.) Ebbdl
kovetkezik, hogy az érettségire vald késziilés soran is a kombinatorikai modell lesz
hangsulyos.

A tankonyvekben dontd tobbséggel a ,,Mi a valoszinlisége, hogy...?” tipusu
kérdések jelennek meg. Ha egy eseménynek van valdsziniisége, abbol nem
kovetkezik, hogy azt elméleti modell segitségével ki is tudjuk szamolni. A ,,Mi a
valosziniisége, hogy....” tipusu kérdésfeltevés a egy elmélet segitségével torténd
megoldast kér. Ezaltal kimondatlanul magasabbra értékelddnek az elméleti
modellel megoldhatd problémak.

? hitp://www.oh.gov.hu/3_1_6_korabbi_erettsegi/korabbi-erettsegi-100830 (2012.10.05.)
40



http://www.oh.gov.hu/3_1_6_korabbi_erettsegi/korabbi-erettsegi-100830

Az elméleti modell modellek megsziiletése utan nagyon kevés esetben kertil
sor az eredmények statisztika utjan torténd tesztelésére. Ezért példaul elenyészo
szamu ilyen feladattal talalkozunk: ,,Vegyél egy tizforintost. és 50, 100, 10000
vagy 10000 dobas segitségével, dontsd el, hogy hamis vagy sem.” A Vancso
tankonyv 10. osztalyos 116. 0. 267. és 271. feladatai sorolhatok ebbe a kategoriaba.

A tankdnyvek kozott eltérés figyelhetd meg abban, hogy a modellvalasztés
kérdését mennyire hangstlyozzdk. Erre a Vancso tankonyv a tobbinél nagyobb
hangstlyt fektet. Ez az egyetlen tankonyv, mely a valosziniiség kiilonb6zd
megkozelitéseit taglalja.

Attekintettiik, hogy a tankonyvek a valoszintiséget milyen tipust szammal
fejezik ki. Azt tapasztaltuk, hogy a tankonyvek valdszinliségszamitasi fejezeteiben
kozonséges torttel torténik. Nagyon Kkevés olyan feladat talalhatdo, mely a
valdszintiség értékének meghatarozasat kifejezetten szazalék alakban kéri. Példaul
Apaczai tankonyv 9. osztaly szdzalékszamitas témakorében:

Hany szazalék az alabbi események valosziniisége?
a) Egy szabalyos érmét feldobva fejet dobunk.
b) Két szabalyos érmét feldobva két fejet dobunk.
c) Egy szabalyos dobokockat feldobva 6-0st dobunk.
d) Egy szabalyos dobokockdt feldobva primszdamot dobunk.
e) Két szabdlyos dobokockat feldobva a dobott szamok dsszege 9 lesz.

3.4. A dokumentumelemzés dsszegzése

A valosziniség témakdre a NAT-ban felsorolt fejlesztési feladatok
mindegyikében megtalalhato. A NAT részletes fejlesztési feladatokat tartalmazo
részében a gondolkodéas és az ismeretek alkalmazasanak teriiletén nevezi meg a
valdszinliség témakorét, a tobbi fejlesztési feladatban a témakor indirekt modon
jelentkezik.

A kerettantervek nem egyformak a valoszinliség-statisztika témakoréhez
tartozo fejlesztési feladatok megfogalmazasaban, és a valdszinliség-statisztika
témakoréhez ajanlott 6raszamok meghatarozasaban.

A kerettantervek az 4altaldnos célok meghatdrozasakor minden esetben
emlitést tesznek a valoszinlségi gondolkodas fejlesztésének lehetdségérdl a
matematika mas teriiletein, ez viszont a részletes kidolgozas soran csak kevés
esetben jelenik meg.

Az also tagozatos tankonyvekben valdszinliség témakore az év végére marad.
Az als6 tagozatos tevékenységek alapvetden jatékok és kisérletek, de mar ebben a
szakaszban megjelennek feladatok. A tevékenységek tobbsége klasszikus
valdszinliségi modellben vizsgalodik.

A fels6 tagozatban a valdsziniiség relativ gyakorisagokkal vald értelmezése
hangsulyos. Ezzel parhuzamosan megjelennek a valdszintiség kombinatorikus
modon valo szamolasara szolgalo feladatok.

A kozépiskolai tankonyvek a valoszinliség fogalmanak értelmezését eltérd
moédon jarjak koriil. Az érettségi kovetelmények tiikrében egyértelmii, hogy a
feladatok tobbsége tovabbra is a klasszikus kiszamitasi modot gyakoroltatja.
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A tankdnyvekben nem, vagy csak elenyész6 mértékben jelennek meg
valoszinliségi problémak a matematika mas témakoreiben.

A valoszintiségszamitasi feladatok a valdszinliség meghatarozasat nem
szazalék alakban kérik.
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4. A VIZSGALAT BEMUTATASA
4.1. A vizsgalat elozményei

4.1.1. Green vizsgalata

Az 1970-es évek végén és 80-as évek elején Anglidban az akkor aktualis
érettségi reformjanak elokészitéseként sor keriilt az angol gyerekek matematika
tudasanak vizsgalatara. A matematikai gondolkodads szintjeit kivantak
megallapitani. Ezen beliil David Green 1978 és 1981 kozott a 11-16 éves gyerekek
valoszinliségi gondolkodasat vizsgalta. Céljai kovetkezok voltak:

o Az érettségi kovetelmények é€s a tantervi revizio elokészitése;

e A valosziniiség témakorében tudasszintek feldllitdsa (Az angol értékelési
rendszerben minden teriileten megallapitottak tudasszinteket. Ennek
részeként  keriilt sor a valdszinliségi  gondolkodas  szintjeinek
megallapitasara.);

e Vizsgalni az esély intuitiv és tudomanyos fogalmanak meglétét.

Ebben a vizsgalatban 2930 gyerek vett részt. A gyerekeknek 26 kérdésbol allo
teszt feladatsort kellett megoldaniuk. Green 1982-ben adta kozre kutatasanak
eredményeit ,,Probability concept in 11-16 year old pupils” c. kutatasi jelentésében.
A kérdések koziil 18 kozvetleniil a valoszinliségi itéletalkotasra iranyult, 3 a
kombinatorikus gondolkodast vizsgalta, 5 pedig a valoszintiség verbalis kifejezését.
A valosziniiségi gondolkodas négy szintjét allapitotta meg. Green maga nem
fogalmazta meg a szintekhez tartozo feltételeket, egyszertien megadta azoknak a
feladatoknak a sorszamat, amelyek az egyes szintekhez tartoznak. A kérdések
tartalmat és nehézségét figyelembe véve az egyes szintek tartalmat a kovetkezo
modon becsiilhetjiik meg:

0. szint: Nem felel meg az 1. szint kdvetelményeinek

1. szint: Felismeri, ha egy esemény val6szinlibb egy masiknal, vagy két
esemény egyforman esélyes. Egyszeri kombinatorikai feladatot
megold.

2. szint: Rendelkezik az esély fogalmaval, jol értelmezi a ,,biztos”, a

»lehetetlen” és a ,,lehetséges, de nem biztos™ kifejezéseket.
3. szint: Indoklasai adekvatak, helyesek

A tanulok Green tesztben elért eredményeit a 6. melléklet tartalmazza.
Kovetkeztetései koziil a jelen kutatas szempontjabdl a legfontosabbak a

kovetkezok:

e A fiuk jobban teljesitettek a matematikai feladatok megoldasdban, mint a
lanyok. Ez a val6szintiségre vonatkozo tesztre is igaz volt, de a fitk és lanyok
teljesitménye kozotti kiilonbség kisebb.

e A valészinliségi tesztben ugyan egyre jobban teljesitettek az életkor
novekedésével, de a fejlodés liteme nagyon lassu. A valoszinliség fogalma csak
lassan alakul.
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e Bir a kombinatorikus kérdések megoldasaban a didkok jol teljesitettek,
kombinatorikai tudasukat nem alkalmaztadk a valoszinliségi kérdések
megvalaszolasa soran.

e A verbalis kifejezoképességet vizsgald (indoklasos) feladatokban gyakran
inadekvat valaszokat adtak minden ¢letkorban.

4.1.2. A SIMULO Kkutatas

Az 1989/90-es tanévben harom orszag tanuldi vettek részt a SIMULO
vizsgalatban: Brazilia, Magyarorszag és Kanada (Quebec) Ebben 10-14 éves
gyerekek valdszinliségi gondolkodasat vizsgaltdk. A kutatds Claude Gaulin a
kanadai Laval egyetem professzora és Szendrei Julianna az Orszagos Pedagdgiai
Intézet fomunkatarsa vezetésével zajlott. A projekt kapcsolddott David Green
méréséhez. A Green-tesztbdl 19 kérdést vettek at, kihagyva azokat a kérdéseket,
melyek a Green-tesztben nem bizonyultak hatékonynak, illetve nagyon orszag-
specifikusak voltak. 426 didkot teszteltek. A Quebecben ezen tulmenden minden
egyes gyerekkel interjut készitettek a kérddiv feladatairdl.

A kutatas mindegyik orszdg esetében ugynevezett elérhetdségi mintaval
tortént.

Elsodleges céljuk az orszagok teljesitményének 0Osszehasonlitasa volt.
Kanadaban akkor még nem szerepelt a tantervben a valdszinliségszamitas
témakore, igy érdekes kérdés volt az is, hogy a valdszinliségszamitas fogalmai
tanulas nélkiil hogyan alakulnak. Jobban teljesitenck-e azok a diakok, akik a
témaval célzottan foglalkoznak a matematika o6rakon.

Az Osszehasonlitast nem pusztan a tesztek €és az interjuk alapjan végezték,
megvizsgaltak az orszagok tanterveit is.

A 7. melléklet tartalmazza, hogy a tanulok milyen Green-szinten teljesitettek a
SIMULO kutatésban.?

Jelen kutatas szempontjabol is fontos megallapitasok:

e A valészinliségi gondolkodds ugyan nagyon lassan, de 0Osszességében
fejlodik az életkor elérehaladtaval. Ennek ellenére minden életkorban
vegyesen allnak a gyerekek a kiilonb6z6 Green-szinten.

e A legmagasabb Green szintet a magyar gyerekek érték el. Ennek oka lehet,
hogy itt koran kezdddtek el a valdszinliséggel kapcsolatos tevékenységek.
Ebbdl kovetkezden azt a megallapitast tették, hogy a valoszinliségszamités
iskolai tanitasa hat a valdszintiségi gondolkodas fejlddésére.

o Altaldban itt is megerSsitést nyert, hogy a fiuk atlaga magasabb,
valoszinliségi gondolkodasuk jobb. Quebecben viszont nem talaltak eltérést
a fiuk és a lanyok teljesitménye kozott.2

e Né¢hany kérdés Green tesztbdl valo atvétele soran nyelvi nehézségekbe
itkoztek. Vilagossa valt, hogy a kérdések leforditasa soran bizonyos szavak
jelentése a kiilonbozd nyelveken arnyalatnyi kiilonbséggel bir. Nagyon igaz

2% A kutatésrol részletes tanulmanyt készitett John Izard 1991-ben. (lzard, 1991)
24 Quebecben abban az idészakban még nem szerepelt a tananyagban a valdszinliségszamitas.

44



ez azokra a szavakra, melyek a valdszinliségszamitas teriiletét érintik.
Példaul: ,esély”, ,valoszinii”, ,esélytelen”... Ezért a kutatas vezetoi
fokozott Ovatossagra hivtak fel a nemzetkozi Gsszehasonlitasokkal
kapcsolatban.

e A kutatds tapasztalatai azt mutattdk, hogy a valdszinliségi gondolkodas
feltérképezéséhez nem elegendd a kérddives modszer. Ezért tovabbi
kutatdsokban javasoljak a gyerekek megfigyelését tevékenység kdzben.

e A tanarok szamara azt ajanljak, hogy a valdszinliség témakorében ne a
definiciokon alapulé rutin feladok megoldasat szorgalmazzak, hanem a
tevékenységekre, jatékokra helyezzék a hangsulyt.

4.2. A sajat vizsgalat

A 2008-t61 2011-ig tartd idOszakban mi is vizsgalatot végeztiink a
valdszintiségi gondolkodas megfigyelésére.

4.2.1. A vizsgalat els6 szakasza

Az els vizsgalatot az ELTE Tanit6 és Ovoképzd Foiskolai Karan végeztiik
a Matematika Tanszéken oktatd kollégaim segitségével. A vizsgalat alapvetd
motivacidja az volt, hogy informaciot nyerjiink a tanitdjeloltek valoszintiségi
gondolkodasarol abbdl a célbdl, hogy ennek eredményeit a képzés mindségének
javitasa érdekében hasznosithassuk. 2008-ban és 2009-ben az ELTE-TOK 178
harmadéves hallgatdja vett részt a mérésben. (2008-ban az akkori 3. évfolyam
Osszes hallgatodja.)

A meérést megeldzben a hallgatok részt vettek 6t matematikai szemeszteren,
melyek sordn tanultdk a szdmelmélet, halmazok, logika, fliggvények, geometria
feltevésbdl indultunk ki, hogy hallgatoink szamara nem idegen a valdsziniiség
témakore sem. Mivel az egyetemi felvételi feltétele az érettségi vizsga, a téma
alapvetd fogalmaival megismerkedtek a kozépiskolaban. Ismerik a gyakorisag, a
relativ gyakorisdg fogalmat. Megtanultdk egyszerli problémak megoldasat,
események valoszinliségének kiszamitasat a klasszikus valoszintiségi modell
alapjan. Tanultdk, hogy egy eseményhez kapcsolhato esélyt kifejezhetnek egyetlen
szammal.

Ezek alapjan elmondhat6, hogy tanitdjelolt hallgatoink reprezentaljak a
valoszinliségszamitast mar tanult, de nem feltétleniill matematikai érdekldédést
populaciot.

4.2.2. A vizsgalat masodik szakasza

A vizsgalat kérdbives részének eredményeit 2009-ben bemutattam
Debrecenben a Matematika és Informatika Didaktikai Kutatasok c. konferencian.
Az eredmények értelmezése, a megoldasokban mutatott bizonytalansag
megosztotta a hallgatosagot azzal kapcsolatban, hogy a tapasztaltak valdszinliségi
gondolkodasra jellemzO sajatossagok, vagy pedig a tanitoképzdés hallgatok
tudasbeli hianyossagai. Lehetdségilink nyilott kozelebb jutni ennek a dilemmanak a
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feloldasahoz. 2010-ben az ELTE Természettudomanyi karanak oktatoi
segitségével sor keriilhetett a kérddives vizsgalat megismétlésére Ebben a mintaban
magasabb matematikai el0képzettséget, vagy legalabbis természettudomanyos
érdekl6dést feltételezhetiink. Igy keriilt sor a kérddives vizsgalat megismétlésére az
ott tanitd oktatok segitségével. A 139 megkérdezett els6éves hallgatd koziil 35-en
matematika szakosak, 104-en pedig egyéb (fizika, foldrajz és biologia) szakosak
voltak.

El6allt annak a lehetdsége is, hogy a vizsgalatot egy altalanos iskola 5. és 6.
osztalyaban is lefolytassuk. A gyerekek a valoszintiségszamitast még nem tanult
populaciot reprezentaljak. Az eredeti tervek szerint az Osszehasonlitasra
felhasznaltuk volna a Simulo projekt dokumentumait. Ezt azonban a fent felsorolt
okok miatt elvetettiik, és a kérddives vizsgalatot megismételtiik altalanos iskolai
tanulok korében is. A 2011-ben megkérdezett 66 didk a budapesti Bajza Utcai
Altalanos Iskola 5. és 6. osztalyos tanuldja. Az 6 szamukra a valdsziniiség
fogalménak szemléletes bevezetése mar megtortént, tapasztalatot szereztek a
gyakorisag, a relativ gyakorisag fogalmairdl, de nem tanultdk még a valdszinliség
klasszikus valdszintiségi modellel torténd kiszamitdsdnak modjat.

A hérom populacié eredményeinek Osszehasonlitasatol azt vartuk, hogy
meg tudjuk ismerni a valdszinliségi gondolkodas olyan vonasait, amelyek a
matematikai képzettség emelkedésével jarnak egyiitt.

4.3. A vizsgalati modszerek részletes bemutatasa

A vizsgalat soran a kovetkezo modszereket hasznaltuk:
e Kérddives felmérés és a kérddivek elemzése
e Tanitési orak tartasa illetve megfigyelése az ELTE Tanitoképzé Karan
e Tanitasi 6rdk megfigyelése az altalanos iskola 2., 3., 4., 5. osztalyaban®

4.3.1. A kérdoiv bemutatasa

A kérdoiv osszeallitasanak két fontos szempontja volt:

e Ne akadalyozza a megoldast az, ha a valdszinliség témakorben nincs elég
tanultsag. Ezt azzal biztositottuk, hogy kérdéseink egy része a koznyelv
alkalmazasaval —megvélaszolhatd volt, nem igényelt semmiféle
eloképzettséget. A lathatdban matematikai tartalmti problémék pedig
altalanos iskolai tanulok szdmara is megoldhatoak voltak.

o Altalaban torekedtiink arra, hogy a megoldd ne érezze, hogy konkrét
tananyagra lenne sziikség a kérdések megvalaszolasahoz. Ugyanakkor a
kutatds egyik kérdése éppen az, hogy szovegkornyezettdl fliggden van-e
iskolai és koznapi tudas. Ezért néhany kérdés kétféleképpen is megjelent.
Feltettiik koznapi értelemben ugy, hogy matematikai tartalma rejtve
maradt. Illetve ugyanazt megkérdeztik ugy is, hogy valamilyen
matematikai tananyagot, mar megoldott feladatot idézett. (P1. 19. és 22.
feladatok)

2 A kitoltott feladatlapok, a tanitasrol késziilt jegyz6konyvek, videofelvételek és a
hangfelvételek megtalalhatoak az ELTE-TOK Matematika Tanszékének archivumaban.
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kérdoiv 23 feladatbol allt, melyek koziil 12 azonos a SIMULO kutatas

magyar kérdéseivel.® A feladatok egy része tobb alkérdést is tartalmazott, ezért a
megkérdezetteknek Osszesen 44 alkérdésre kellett valaszolniuk a kérddiv kitoltése

soran.

Az atvett feladatok sorszama a kovetkez6: 1.2.3.9.10. 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17.
A mi vizsgalatunkban két okbol tiint célszerlinek a Green-teszt és a SIMULO

projekt kozos kérdésinek atvétele:

Ezen kérdések megvalaszolasa altalaban nem igényel el6képzettséget. fgy
alkalmasak arra, hogy kiilonboz6 életkoru és tanultsag személyek
(gyerekek ¢€s felndttek, matematikai és nem matematikai érdeklédésti
egyének) gondolkodasat feltérképezziik.

Az atvett kérdéseket a nagy mintan torténd tesztelés soran mar jol
bemérték. Igy lehetséges volt csokkenteni annak valészinfiségét, hogy
semmitmondé kérdések kertiljenek a tesztbe.

Bar kézenfekvonek tlinik az akkori eredmények Osszehasonlitdsa a mi
mérésiinkkel, ezt nem tettiik meg. Ennek okai a kovetkezok:

4.3.2.

Nem dallnak rendelkezésiinkre az eredeti feladatlapok mindsitésének
szempontjai, igy nem tudjuk pontosan, hogy az értékeldk milyen valaszokra
milyen pontszamot adtak. Bizonyos feladatok — féleg a nyelvhaszndlatra
vonatkozoak — esetében csak az eredményeket ismerjiik, de azt nem, hogy
ezek hogyan sziilettek. Az 6sszehasonlitas alapja pedig az azonos szempont
alapjan torténo értékelés.

Az eltelt évek soran megvaltozott a magyar matematika oktatas tanterve, és
valtoztak a tanitdsi szokdsok is. Ezért egy ilyenfajta 0sszehasonlitas esetleg
torz képet mutatna.

A mi elsédleges célunk a valdszinliségi gondolkodads sajatossagainak
feltérképezése, mig a Green-teszt elsddleges célja a kdvetelményrendszer
bemérése volt. Vagyis Green inkabb arra volt kivancsi, hogy mi az, amit
tudnak, és mi az, amit nem tudnak a gyerekek. A mi kutatdsunk arra
fokuszal, hogy hogyan gondolkodnak a megkérdezettek.

Mindkét vizsgalat egyértelmiien igazolta, hogy a valoszintiségi gondolkodas
kutatasahoz a kérddives modszer nem elégséges. Ezt mas kutatok ajanlasa
(Fischbein, Kapadia) is alatamasztja.

Tesztliinkben szerepelnek olyan kérdések is, melyek sem a Green-tesztben,
sem a SIMULO projektben nem szerepeltek

A megfigyelt tanitasi érak szervezése

Abbol a — mas kutatok altal megfogalmazott — feltevésbol kiindulva, hogy a

valoszinliségi gondolkodds vizsgalatdhoz nem elég a kérddives modszer,
sziikségesnek tartottuk kiilonbozo tevékenységek megfigyelését.

Az ELTE-TOK ,,Kombinatorika valoszinliség és statisztika” cimii féléves

kurzusa soran a teszt megirdsa utan 84-hallgatonak vizsgaltuk a valosziniiségi

A teljes kérdéivet a 7. szamu melléklet tartalmazza.
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fogalmait orai tevékenység kozben. Mivel az alapozd szakasz leendd
pedagbdgusairdl van sz, a képzés soran a hangsulyt altaldban a valosziniiségi
szemlélet fejlesztésére €s annak tantargypedagdgiai vonatkozéasara helyezziik, és
kevésbé a valdszinliség szamitasara. A megfigyelés modszerét alkalmazva 3
szemindriumi csoportban kovettiik valdszinliségi szemléletiik alakuldsat. A
szemindriumi 6rak 90 percesek voltak. Ezeken az 6rdkon a tandron és a hallgatokon
kiviil részt vett egy személy, aki jegyzokonyvezte azt. Egy csoportban pedig
hangfelvételen is rogzitettik az oran elhangzottakat Mindegyik esetben
ugyanazokat a problémakat vetettiik fel, azonos oravazlat alapjan dolgoztunk. A
szeminariumok tematikajat a 8. melléklet tartalmazza.

Az  Altalanos  iskolds  tanuldk  gondolkodasanak  megfigyelésére
oralatogatasokon vettiink részt. Ezek az orak a tanitokkal eldre megbeszélt
forgatokonyv szerint zajlottak. A latogatott iskolak a kovetkezok voltak:

e Az ELTE Gyakorlo Altalanos Iskola és Kozépiskola (Budapest): 4.
osztalyban 2 ora és 5. osztalyban 5 ora

e Lauder Javne Altaldnos Iskola (Budapest): 2. osztilyban 2 6ra és 3.
osztalyba 2 6ra

e Felsotarkanyi AMK Altalanos Iskolaja: 2. és 3. osztalydban 1-1 éra

A Lauder iskolaban az 6rakrol videofelvétel késziilt, a Felsotarkanyi iskolaban
hangfelvétel, a Gyakorld iskolaban jegyzokonyvezett megfigyelés €és egy esetben
videofelvétel. Tobb esetben ugyanazokat a problémakat vetettink fel a
gyerekeknek, mint a hallgatoknak.
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4.4. A vizsgalat részletes elemzése

A kutatasi kérdések megvalaszolasahoz a kérdoéivek adatatnak feldolgozasat és
tanorakon szerzett tapasztalatokat egyarant felhasznaltuk.?’

a) Az elemzés elso részében a kérdoiv kvantitativ eredményeit mutatjuk be az
egyes Vizsgalati csoportok Osszehasonlitasaban.

b) A kutatas eredményeinek részletes bemutatasa a kérdéiv feladatainak és az orai
megfigyelések parhuzamos elemzésével torténik. Ezt az alabbi résztémakorok koré
csoportositva végeztiik:
e A nyelvhasznalat szerepe (A kérddiv 4. 5. 6. 7. 8. 9. feladatai)
e A valosziniiség becslése és szdmitasa (A kérdéiv 1. 2. 10. 11.12.13.
16. 17 feladatai)
o A kérdésfeltevés modjanak jelentdsége (A kérdoiv 19. 20. 21. 22. 23.
feladatai + 6rai megfigyelések)
o  Erzelmi tényez6k (A kérddiv 3. 18. feladatai + orai megfigyelések)
e A tudas aktivizalhatosaga (A kérdoiv 14. 15. 23. feladatai)

¢) A kutatést olyan tevékenységek bemutatasaval egészitjiik ki, melyek
megmutatjadk a valdszinliségszamitas kapcsolatat a matematika egyéb teriileteivel.
(6rai megfigyelések alapjan)

Az ismertetés ugyanebben a sorrendben torténik.

4.4.1. A vizsgalati csoportok teljesitményének osszehasonlitiasa a kérdoiv
alapjan

A teljes kérddiv 44 alkérdést tartalmazott. Kitoltottsége 87,55%-0s volt.
Azt mutatja, hogy a megkérdezettek minden kérdésre megprobaltak valaszt adni
mindharom vizsgalati csoportban. A kitdltottség tekintetében az egyes vizsgalati
csoportok kOz6tt nem mutatkozott szignifikans eltérés (p < 0,05). A
legalacsonyabb kitoltottsége a 12. (20%) és 13. (22%) feladatok indoklasanak volt,
ezt kovette a 23. feladat indoklasa (58%), majd a 12. és 13. feladat megoldasa
(76%, illetve 66%). Az Osszes tobbi feladat kitoltttsége 80% feletti volt.

A kérd6iv 44 alkérdése koziil 26 esetben egyértelmiien eldontheté volt,
hogy a kapott valasz jo vagy sem.”® Ezek a kérdések alkalmasak arra, hogy a
megkérdezett harom vizsgalati csoport tudasit Osszehasonlitsuk. A tobbi
alkérdésekre adott valaszokat a kvalitativ elemzésben hasznaltuk fel. A 26 kérdés
leirja a valaszolok meglevd tudasat, a tobbi alkérdés a gondolkodasmodok
esetleges elkiilonitésére alkalmasak.

Az Osszehasonlitasba bevont 26 alkérdésre adott valaszokat pontoztuk a
probléma megértése, illetve a megfelelé matematikai modell valasztasa és
alkalmazasa alapjan. Az egyes kérdések 2, 3, vagy 4 pontosak voltak, attol
fiiggben, hogy milyen mélységben volt lehetséges a tuddsszintet arnyalni. A teljes

2TA kérdoiv kiértékelése soran az adott valaszok aranyat szazalékban adtuk meg.
%8 A7 6sszehasonlitisba bevont alkérdések: 1. 2. 3. 3. indoklas 4.b 4.¢ 6. 7. 8. 10. 10. indoklas
11.11. indoklas 12.13. 14. 15. 16. 17. 17. indoklas 18. 18. indoklas 22. 23. 23. indoklas
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mintan a Cronbach-a reliabilitds-mutat6 0,756 volt, ami azt mutatja, hogy a kérdéiv
Osszpontszama jol korrelal az egyes feladatok részpontszamaval. A Iépésenkénti
regresszid-analizis eredménye, hogy a legnagyobb magyarazo ereje a 23. kérdés
indoklasanak volt, mely az Osszpontszam 36%-at magyarazza, ezt koveti a 17.
kérdésre adott valasz, majd a 11. kérdés indoklasa, és a 4.e kérdésre adott valasz. E
négy kérdés egylittes magyarazo ereje 74% volt.
Az alabbi dobozdiagramok az dsszpontszdm alapjan nyujtott teljesitményt

szemléltetik a 30 — 90% tartomanyban.

TTK hallgatok TOK hallgatdk Gverekek

A * 4]

30 20 ]

1. diagram

Ahogy az varhat6 volt, a TTK hallgatok nyujtottak a legmagasabb atlagos
teljesitményt (77%). Ok azok az érettségi vizsgat tett személyek, akiknél magasabb
matematikai tudast feltételeztiink. Ezt kovették a TOK hallgatok eredményei (atlag
66%), az érettségi vizsgat tett, de nem feltétlen matematikai érdekl6désii személyek
csoportja. Végiil a valdszinliségszamitast még nem tanultak csoportja, a gyerekeké
(atlag 58%). A TTK hallgatok teljesitménye volt a leginkdbb egyenletes, itt volt a
legkisebb a szoras (0,087). Ugyanez a TOK hallgatok esetében 0,1, a gyerekek
esetében 0,097. Néhany vélaszolé (4 TTK hallgats, 11 TOK hallgatd és egy
gyerek) eredménye az atlagos terjedelmen kiviil esett.

A kovetkez6 diagram a valaszolok Osszteljesitményének gyakorisagi
eloszlasat mutatja:
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2. diagram

A TTK hallgatok esetében a gorbe erdsen jobbra tolddik, ami azt mutatja,
hogy lényegesen kevesebb az alacsonyan teljesitok szama, mint a masik két
csoportban. A TTK hallgatok 80%-a legalabb 60%-o0s teljesitményt nyujtott. A
TOK hallgatok esetén a gorbe kissé balra tolodik, legtobbjiik (80%-uk)
teljesitménye 60-85%-0s tartomdnyba esett. A gyerekek teljesitményének
gyakorisaga volt a leginkabb egyenletes, itt a gorbe kissé nyujtottabb, és laposabb,
mint a masik két esetben. Ez azt jelenti, hogy joval tobben vannak az alacsony
pontszamot elérdk, emellett 55%-uk legalabb 60%-os 0sszteljesitményt nyljtott.

Variancia-analizist hajtottunk végre annak vizsgalatira, hogy van-e a
vizsgalati csoportok 0Osszteljesitménye kozott szignifikans kiilonbség. Ennek
eredményét a kovetkez6 tablazatban olvashatjuk:

A csoportok dsszehasonlitdsa

Csoportok | Atlagos Standard hiba | 95% konfidencia-intervallum

eltérés legkisebb eltérés | legnagyobb
eltérés

TTK - | 0,07208* 0,01034 0,0473 0,069

TOK

TTK - | 0,15454* 0,01329 0,1224 0,1867

Gyerekek

TOK - | 0,08246* 0,01347 0,0499 0,1150

Gyerekek

*Szignifikans eltérés (p < 0.05)

Ennek alapjan megaéllapithatd, hogy az 0Osszteljesitmény tekintetében az
egyes vizsgalati csoportok Osszpontszama kozott paronként szignifikéns eltérés
mutathat6 ki.

A feladatonkénti variancia-analizist elvégezve viszont mar csak 6 alkérdés
esetében (1; 10. indoklas; 11.; 11. indoklas 18. és 23.indoklas) volt mindharom

51




csoportot tekintve paronként szignifikdns az eltérés. Az eltérés nem volt
szignifikans a kovetkez6 kérdésekben az egyes vizsgalati csoportok kozott:

Vizsgalati | Azon kérdések sorszdma, melyekben nem mutathatdé ki
csoportok: | szignifikans eltérés:
TTK -TOK | 2.:4.b; 14.; 15.; 17.; 17. indoklas; 18. indoklas;

TTK- 3.; 3. indoklas; 6.; 8.; 15.
Gyerekek
TOK- 2.; 3.; 3. indoklas; 4.e; 6.; 7.; 10.; 13.; 15.; 16.; 17.; 17. indoklas;

Gyerekek | 19.; 22.; 23.

A TOK hallgatok és a gyerekek esetében 15 alkérdést tekintve nem volt
jelentds az eltérés, mely azt sejteti, hogy ez a két csoport kozelebb all egymashoz.

Megvizsgaltuk, hogy a kérddéivre adott valaszok alapjan milyen mértékben
lehet felismerni a valaszolok vizsgalati csoportjat azaz, hogy a valaszolé TTK
hallgaté, TOK hallgat6 vagy gyerek volt. Ennek érdekében diszkriminancia-
analizist és klaszteranalizist végeztiink.

A diszkriminancia-analizist stepwise modszerrel inditottuk el, amikor is az
algoritmus a kérdések koziil azokat valogatja be, amelyek fontosak a jo
szétvalogatashoz. 17 1€pés utan 15 valtozoval oldotta meg az algoritmus a
szétvalasztast. A Wilk’s Lambda statisztika ekkor csokkent le olyan mértékiire
mar, ami elfogadhatd volt. Az osztalyozas pontossaga az alabbi tablazatbol
olvashato ki:

Besorolas
TTK TOK | Gyerek
Eredeti TTK | 755% | 20,9% | 3,6%
csoport: TOK | 16,9% | 78,7% | 4,5%
Gyerek | 4,5% 42,4% | 53%

Osszességében a vélaszolok 73,1%-4t sikeriilt jol osztilyozni, (azaz abba a
csoportba keriilt, ahova eredetileg is tartozik). Ezen beliil legjobban a TOK
hallgatokat (78,7%), legrosszabbul a gyerekeket (53%). Figyelemremélto, hogy a
gyerekek 42,4%-a a TOK hallgatok csoportjahoz all kozelebb, valamint, hogy a
TTK hallgatok 20,9%-ara a TOK hallgatok valaszai voltak jellemzdek. A két
diszkrimindlo valtozo segitségével szemléltetni lehet a sikbeli szorodéas abran a
valaszadokat:
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Canonical Discriminant Functions
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A kérdésenkénti variancia-analizis és a diszkriminancia-analizis eredményei
alapjan gy sejtjilk, hogy az egyes vizsgélati csoportok (TTK hallgatok, TOK
hallgatok és gyerekek) nem kiiloniilnek el élesen egymastol.

Hogy sejtésiinket megerdsitsiik, az Osszes kérdés bevonasaval kétlépéses
klaszteranalizist hajtottunk végre. A cél annak megfigyelése volt, hogy a program
magatol hogyan osztja csoportokba (klaszterekbe) az 0sszes személyt, valamint az
egyes klaszterekben milyen mértékben jelenik meg a harom kiilonb6z6 vizsgalati
csoport. A klaszterszamot ezért 3-ra allitottuk be.

A klaszteranalizis eredményét az alabbi kereszt-tabla mutatja:

1. klaszter | 2.klaszter 3.klaszter

a csoport ennyi %-aban

TTK keriilt az egyes 69,1% 27,3% 3,6%
klaszterekbe
az 0sszes valaszolo kozul: | 25,1% 9,9% 1,3%

) a csoport ennyi %-aban

TOK keriilt az egyes 37,6% 41,6% 20,8%
klaszterekbe
az 0sszes valaszolo kozul: | 17,5% 19,3% 9,7%
a csoport ennyi %-aban

Gyerekek | keriilt az egyes 44.6% 36,0% 19,3%
klaszterekbe
az 0sszes valaszol6 kozul: | 2,1% 6,8% 8,4%

Osszes 44.6% 36,0% 19,3%

Az 6sszes valaszolot sikeriilt a harom klaszter valamelyikébe besorolni.
Megfigyelhetd, hogy az osszes klaszter tartalmaz TOK hallgatot, TTK hallgatot és
gyereket egyarant. Az Osszes valaszolot tekintve, a legnépesebb az 1. klaszter
(44,6%), a legkevesebben a 3. klaszterbe kertiltek (19,3%).
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A TTK hallgatok jelentés tobbsége az 1. klaszterbe keriilt. A TOK hallgatok
viszonylag egyenletesen oszlottak el az egyes klaszterek kozott, de tobbségiik a 2.
klaszterbe kertilt. A gyerekek eloszlasa is egyenletesnek tekinthetd, tobbségiik az 1.
klaszterbe kerdilt.

Az egyes klaszterek dsszetételét az alabbi kordiagramok szemléltetik:

1. klaszter 2. klaszter 3. klaszter
BTTK =TOK M Gyerek BTTK ®TOK MGyerek BTTK ®TOK MGyerek
3. diagram

Az egyes klaszterek teljesitménye a kovetkezOképpen alakult: A
legmagasabb Gsszteljesitményt a 2. szamu klaszter tagjai adtak (81%). Ezt kovette
a 3. klaszter (73,9%). A legalacsonyabban pedig az 1. klaszter tagjai teljesitettek
(61%). A szoras értéke az 1. klaszterben volt a legmagasabb (0,91), a
legalacsonyabb pedig a 3. klaszterben (0,68).

Elmondhat6 tovabba, hogy a 2. klaszter tagjai a feladatonkénti bontasban is
a legtobb helyen a legjobb teljesitményt nytjtottak. Kivételt képeznek a kovetkezd
feladatok: 6.; 7.; 10.; 14.; 15.; és a 17. indoklas. Ezekben a 3. klaszter tagjai
nyujtottak a legjobb teljesitményt. A klaszterek kozott a legerdsebb elvalaszto ereje
a kovetkez6 kérdéseknek volt: 4b; 4.e, 10.; 11.; 11. indoklas,; 23.; és 23. indoklas.
A kérdések részletes elemzését a dolgozat kovetkezd fejezetei tartalmazzak.

A vizsgalati csoportok teljesitményének Osszehasonlitdsdban elmondhato,
hogy az Osszteljesitmény tekintetében jol elkiiloniil a TTK hallgatok, a TOK
hallgatok és a gyerekek csoportja. Ugyanakkor az egyes kérdésekre adott valaszok
nem minden esetbe kiilonitik el a harom vizsgalati csoportot. Ezt tartuk fel a
variancia-analizis, a diszkriminancia-analzis €s a klaszteranalizis segitségével.
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4.4.2. Részletes elemzés

442.1. A nyelvhaszndlat szerepe

A nyelvhasznalat szerepét illetéen alapvetden két kutatasi alkérdésre kerestiik a
valaszt.

a. A megkérdezettek milyen modon fejezik ki egy esemény valdszintiségére
vonatkozo becslését?

b. Milyen eltérések vannak a valdsziniiség témakorében fellelhetd hétkoznapi
¢és tudomanyos fogalmak hasznalataban? (esélyes, esélytelen, lehetetlen,
biztos, valdszinii)

Mindkét kérdés esetében egyarant felhasznaltuk a kérd6iv tapasztalatait és a

tandrakon szerzett tapasztalatokat.

a. A kérdoéiv 4. szamu kérdésével azt szerettiik volna megtudni, hogy a
valoszinliséget milyen szavakkal, kifejezésekkel, szamokkal fejezik Ki.

4. Erzése szerint mekkora eséllyel kovetkeznek be az alabbi események?
a) Holnap Budapesten esni fog az eso.

b) Egy pénzérmével fej dobast kapunk.

c) Egy véletlenszertien kivalasztott budapesti ember ismeri a japan nyelvet.
d) Egy véletlenszerlien kivalasztott negyedikes gyerek szereti a csokoladét.

e) Egy dobokockaval 3-ast dobunk.

A vizsgalodas arra iranyult, hogy a valoszintiséget szamokkal (1/6, 70%, 4
az 5-hoz, stb.), vagy szavakkal (majdnem biztos, eléfordul, nem valodszini, stb.)
fejezik ki szivesebben. Ugy gondoljuk, hogy az esély kifejezésének ez egy fontos
jellemzbje. Ha valaki szamokkal fejezi ki az esélyt, akkor tudja, hogy egy
eseményhez szamot rendelhetiink. Egy a matematikdbol a 2000-es évek elején
érettségi vizsgat tett személy mar tanulta, hogy az valdszintiség kifejezésére
szolgdlo szam 0 és 1 kozott van, a vizsgalt gyerekek pedig még nem tanultdk.
Felvetédik a kérdés, hogy hasznaljak-e szamokkal wvaldo egyértelmi
kommunikaciot, a kevesebb informéciot hordozoé nyelvi kifejezés helyett. Példaul a
,hem tal valdszinl, hogy...” kifejezés nem biztos, hogy a partner szamara is
ugyanazt jelenti.

A magyar kdznyelv a meteorologiai jelentésekhez kapcsolodoan kezdte el
hasznalni a valdsziniiség kifejezésére a %-os format. A dokumentumelemzések
soran viszont egyértelmiien kideriilt, hogy a kozoktatas valdszinliségszamitasi
feladataiban inkabb a tort alakot hasznaljak. Sét a szazalékszamitas tanitasa soran
kevés tankonyv ¢l azzal a lehetdséggel, hogy a valdszinliségszamitas témakorét
hozzékapcsolja. Emiatt — bar tudni illik, hogy a szazalékban kifejezett érték
kozonséges tort alakban is felithato — nem feltétleniil ugyanaz a képzet tarsul
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példaul az 50% és az 1/2 szamokhoz.?® Ezért érdekes kérdést vet fel, hogy
amennyiben valaki a szdmokkal valo kifejezést hasznélja, az % alakban, vagy
kozonséges torttel torténik. (Bryant — Nunes 2012, p.11)

Az 4. diagram azt mutatja, hogy az egyes populacié hany szazaléka
valaszolt az esély kifejezésére szammal az a — e kérdésekre.

Az esély kifejezése szamokkal

100,00%

80,00%
60,00%
40,00%
20,00%
0.00% a b c d

e
Gyerekek 34,85% 42,42% 28,79% 36,36% 31,82%
TOK 69,66% 82,02% 61,80% 66,85% 64,61%
TTK 87,77% 97,84% 79,14% 83,45% 94,96%

FGuerekek MTAK WTTK

4, diagram

A diagram azt mutatja, hogy a valdszinliségszamitast mar tanult egyének
esetén erésen jelen van az esély szammal torténd kifejezése. A gyerekek pedig
szivesebben fejezik ki az esélyt szavakkal. Az is lathatd, hogy a magasabb
matematikai tudas esetén inkabb hasznaljak a valdszinliség joslasara a szamokat.

Az a. c. és d. kérdések hétkoznapi események joslasat, intuitiv itéletalkotast
kértek. Ezeknél a kérdéseknél a TTK és TOK hallhatok esetében — ahogyan az
varhato volt — egy kicsivel csokkent a szammal torténd kifejezés aranya, de itt is az
volt jellemzd. A b. (fej-irds) és e. (dobdkocka) kérdések olyan problémat vetettek
fel, mellyel a kozépiskolat végzettek minden bizonnyal taldlkoztak mar. Mivel a
gyerekek még nem taldlkoztak a valoszinliség kiszamitasanak modjaival, ezekre a
kérdésekre is sok esetben intuitiv modon reagaltak. De 35%-ban 6k is hasznaltak
szamokat, ami azt mutatja, hogy az esély szamokkal vald kifejezése megjelenik
mar a valdszinliségszamitas iskolai tanulasa el6tt is.

Az 5. diagram azt mutatja, hogy a szdmmal vélaszolok milyen aranyban
hasznalnak szazalékos alakot illetve tort alakot.

9 Ezen megallapitas igazsaga a jegyzOkonyvezett orék soran egyértelmiien kideriilt, de részletes
igazolasa tovabbi vizsgalatot igényelne.
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A szammal valaszolok koziil a szazalékos format hasznalja

100,00%

80,00%

60,00%

40,00%

20,00%

0,00%
b c d

Gyerekek 95,65% 92,42% 89,47% 83,33% 66,67%

TOK 100,00% 100,00% 87,27% 93,28% 74,78%
TTK 77,05% 74,26% 72,73% 84,48% 27,27%
DOGyerekek mTOK mTTK
5. diagram

A diagramon jol lathato, hogy az esélyt szamokkal kifejezok elOszeretettel
hasznaljak a szazalékos format. Ez az intuitiv itéletalkotasok soran nem is meglepd.
S6t, nem meglepé a b. kérdésre adott valaszban sem. Hogy egy pénzérmével
milyen eséllyel lehet fejet dobni, talan a legtipikusabb és leginkabb elcsépelt
valdszintiségi kérdés. Annyira, hogy itt 6hatatlanul elékeriil a kdznyelvi kifejezés:
50-50, fifty-fifty.

Erdekes a TTK és TOK hallgatok populacidjanak eltérése 4.e kérdésre adott
valaszokban. Ugy tiinik, hogy a TTK hallgatok jobban atvették a tanult tankonyvi
formakat. Annak ellenére, hogy a tanitoképzds hallgatoknak van mar matematikai
eléismeretiik a témaban, mégis leginkabb a koznyelvi formét valasztjadk. Még
abban az esetben is, amikor a kdzonséges tort pontosabban fejezi ki az esélyt. Ez
kideriil az ,,e” kérdésre adott valaszaikbol. Mikdzben jol tudtdk, hogy a kockéval
1/6 valosziniséggel lehet harmast dobni, mégis inkabb 16,66% alakban
valaszoltak. Kiilon ki kell emelni azt, hogy ennek az alkérdésnek nagy magyarazo
ereje volt. Szignifikans eltérés mutathaté ki a TTK hallgatok és TOK hallgatok,
valamint TTK hallgatok és gyerekek kozott. A TOK hallgatok és a gyerekek
Osszehasonlitasa nem mutatott szignifikans eltérést a variancia-analizis soran
(ebben a kérdésben).

A mérést kovetd féléves TOK kurzuson a feladatmegoldasok soran is nagyon
sokszor felvetddott az a kérdés, hogy a kiszamitott valdszintiséget szazalékban kell-
e megadniuk. (Annak ellenére, hogy addigra mar a valoszinliség fogalmank ujboli
bevezetésre megtortént.) Szamunkra ez azt jelenti, hogy nagyon nehéz a
valoszinliség fogalmanak matematikai értelmezését elvalasztani a valdsziniiség
koznyelvi értelmezésétél. A TTK hallgatok tobbsége ugyan a valdsziniséget
pontosabban leird szamot hasznalt, de 27%-uk mégis inkabb a szazalékos
kifejezésmodot hasznalta, ami azt mutatja, hogy a tanultsag ellenére van kotddés a
szazalékos kifejezésmodhoz. (Olyannyira, hogy két TTK hallgato is irt ,,1/6%”-ot.
Biztos, ami biztos.)
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A tanitoképzds hallgatok kozel 10%-a, (17 16), és a TTK hallgatok koziil
egyetlen ember minden esemény bekovetkezését 1/2 eséllyel josolta és ezt fejezte
ki szamokkal vagy szavakkal. Ez rejtetten mutatja gondolkodasukat, mely a
problémafeltevéstdl fiiggetleniil mindig a ,.kedvezd per 6sszes” modell feliiletesen
megjegyzett alkalmazasabol eredhet. (Két esetet lehetséges, bekovetkezik vagy
sem, ¢és nem torddik azzal a feltétellel, hogy az elemi események nem egyforman
valosziniiek. Amikor az oran visszatértiink a kérdésre ilyen érveket szerepeltettek:
»dzerintem 50%, hogy egy budapesti ember tud japanul: Két eset van: vagy tud,
vagy nem.” Lathatd, hogy 6k valamiféle tudas birtokaban vannak, jol ismernek
egyetlen modellt, melyet a probléma megoldasdhoz igyekeznek felhasznalni. A
val6szinlis€gszamitas nehézsége azonban éppen az adott problémat jol leiré modell
megtalalasaban rejlik. Az TTK hallgatok koziil tovabbi 9 olyan volt (kb. 7%), aki
az e. esemény kivételével minden mast 50%-ra josolt. A kockadobasnal viszont azt
valaszoltdk, hogy az esély 1/6. Feltételezhetd, hogy ezt a valaszt rogzitett
ismeretként adtak, sokszor hallottak a kockadobasrol mint iskolapéldarol.

A kérdéiv 5 — 9. szamu kérdések célja a valosziniiséggel kapcsolatos
hétkoznapi fogalmak aktiv hasznalatainak megismerése.

Véletlen? Valdszini? Nem valoszinii? Kis eséllyel kovetkezik be?
Esélytelen? Ezek a mindennapi €élet kérdései, melyekre nincs jo, vagy rossz valasz.
Hogy egy adott eseményt mennyire itéliink valdszintinek, az szubjektiv tényezoktol
fiigg. A matematikdban nem szakszd az, hogy ,valoszin(i”. Ugyanakkor az
»esemény valdszinlisége” szakkifejezés: egy 0-nal nem kisebb és 1-nél nem
nagyobb szamot jeldl. Egy szamrdl pedig dnmagaban nem allithatjuk, hogy eclég
nagy vagy kicsi. Pusztan annyit, hogy esetleg nagyobb-e egy masiknal.

A kérdésfeltevéssel kapcsolatos meggondolasokbol, ha ezeknél a kérdéseknél
elsdsorban a tudés felmérése lett volna a szempont, akkor az csak igy torténhetett
volna, hogy egy adott esemény egy masiknal valosziniibb vagy sem. A biztos
eseményre ¢s a lehetetlenre van a matematikdban jol meghatarozott érték. Ezek
valdszinlisége nem szubjektiv tényezok fliggvénye. A lehetetlen eseményé 0, a
biztos¢ 1. De vajon mit takar példaul a ,,nem valoszinii” kifejezés? Az esemény
nem valdszin(, ha valosziniisége 0-hoz elég kozel van? Vagy lehet akar 0 is? Ezen
kérdéskorrol szoltak a kérddiv 5-9. kérdései. Az 5-8. kérdésekben a valaszoloknak
kellett szubjektiv valoszinliséget elohivo szavakhoz eseményeket kitalalni, a 9.-ben
pedig a szavak értelmét meghatarozni konkrét események nélkiil.
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5. Irjan egy olyan mondatol, melwek az wolsc szaved ezek , . véletflenszenien kivetkezik he.”

6. frjon egy olyar mondatot, melyrek az utolsd smeve ezek: . Jds eséllyel kivetkezik he.

7. Fajezze be ¢ kivathazd mondatol tetszds saerint!

8. Fgjezze be o kévellezd mondatot tetszds szerint!

véletlenszerien kivetkerilk be.

kiz ezéllyel kivetkezik be.

Nem valdszind, hogy Budapest

Nagyon waldszind, hogy Sidney

Az 5 — 8. kérdésre adott valaszok alapvetden haromfélék voltak:

A valaszad6 egyetlen konkrét eseményt irt le, melyhez valdszintiségként
szamot rendelhetiink, és ezt a szdmot a feladat értékelése soran jol meg lehetett
becsiilni. Példaul: ,,Egy 10 forintossal fejet dobni véletlenszertien kovetkezik
be.” Ebben az esetben eldszor megprobaltuk a leirt események valdszinliségét
megtippelni, majd ezeket kategorizalni.

A valaszaddo egyetlen konkrét eseményt irt le, melyhez ugyan
hozzéarendelhetiink egy szamot, de az értékeléskor az ismeretek nem voltak
elegenddek ahhoz, hogy a szdm nagysdgrendjét megbecsiiljiik. Példaul: ,,A
torténelem dolgozat véletlenszerlien kovetkezik be.”  Ennek becsléséhez
ismerni kellett volna a torténelemtanar szokasait. Az ilyen jellegii valaszokat,
az értékelésbol kihagytuk. Ezért itt elég alacsony volt az értékelhetd valaszok
ardnya. (A TTK valaszok 18%-at, a TOK valaszok 11%-at, a gyerekek
valaszainak 16%-at el kellett vetni.)

A valaszado nem konkrét eseményt irt, hanem altalanossagot fogalmazott meg.
,En nem hiszem, hogy barmi is véletlenszeriien kovetkezik be”; ,,Minden
mondat, ami "ha"-val kezdédik, véletlenszeriien kovetkezik be.”; , A
részecskék mozgasa véletlenszertien kovetkezik be.” Az ilyen jellegl
valaszokat az ,,egyéb kategoriaba soroltuk.

Megfigyelhetd volt az a torekvés, hogy a mondatokat Ggy egészitették ki, hogy az
allitdsok igazak legyenek.
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"...véletlenszeriien kbvetkezik be"

TOK

Gyerekek

T t t T T T t T T T
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

M Kis valdszinliségl esemény m 50%-0s valoszinliségli esemény O Nagy valdszinliség(i esemény Oegyéb

6. diagram

A ,,véletlenszerlien kovetkezik be...” kérdésben a tanitoképzds hallgatok és a
gyerekek nagy szamban olyan eseményt irtak le, ami 1/2-nél joval kisebb
valdszintiséggel kovetkezik be. (Nyerek a lotton, az utcan a fejemre esik egy tégla,
stb.) Ebbol arra kovetkeztethetiink, hogy a ,,véletlenszeri”, és a ,kis eséllyel
kovetkezik be” fogalmak a hétkdznapi szohasznalatban nem valnak szét €lesen. A
véletlen a matematikabol kevésbé képzettek egy részének egyet jelent azzal, hogy
kis eséllyel kovetkezik be. A magyar nyelvben valdban van a ,,véletlen” szénak
egy ilyen értelmezése is. Példaul: ,,Micsoda véletlen, hogy taldlkoztunk!” A
matematikaban viszont véletlen jelenség az, aminek a kimenetelét a rendelkezésre
allo feltételek nem hatdrozzdk meg egyértelmilen. Igy egy véletlen esemény
valoszinlisége nem feltétlen kicsi. Arra kovetkeztetliink, hogy a kis valoszintliségii
eseményt irok a véletlent, mint hétkdznapi fogalmat hasznaltdk, és nem a véletlen
esemény tudomanyos fogalmat. Ez a TTK hallgatok vélaszaiban is szamottevo
(35%).

Mindharom vizsgalt csoportban kozel egyezd, de nem tul nagy aranyban
voltak azok, akik 50%-0s, vagy a korili eseményt irtak. Ezek jellemzben a
pénzdobast taglaltak. Ugy gondolom, hogy az 50%-os eseményt valasztok a
véletlenrdl szerzett tudasukat akartak kifejezni. igy hangstlyoztak, hogy a véletlent
nem azonositjak sem a kis eséllyel, sem a valdszintivel.

A TTK hallgatok viszonylag nagy szdmban (42%) az egyéb kategériaba
voltak sorolhatéak. Ez azt jelenti, hogy 6k altalanosan fogalmaztak, ha ugy tetszik
a fogalmat egy magasabb nézOpontbol vizsgaltak.

Igazdn meglepdek voltak a 7. és 8. kérdésre adott valaszok, melyekben azt
vizsgaltuk, hogy a ,,nem valoszinii”, illetve a ,,nagyon valdszinli kifejezésekhez
milyen hétkdznapi életbdl vett példakat valasztanak. ElsOsorban arra voltunk
kivancsiak, hogy a ,,nem valoszinli” kifejezéshez tarsitanak-e lehetetlen eseményt,
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illetve a ,,nagyon valdszinli” kifejezéshez biztos eseményt. A kovetkezd két
diagram az ezekre adott valaszokat mutatja.

"Nem valoészin(, hogy Budapest...."

100

80 E— —

60

40

20

TOK Gyerekek

M [ehetetlen nem lehetetlen

7. diagram

»,Nagyon valészind, hogy Sidney..."

100

80

60

40

TOK Gyerekek

W biztos nem biztos

8. diagram

Eldzetesen azt feltételeztiik, hogy mind a ,,nem valdszini”’, mind a ,,nagyon
valoszinli” eseményekre kevesen taldlnak ki lehetetlen, illetve biztos eseményt.
Ennek ellenére kiilondsen magas volt a TTK hallgatoknal és a gyerekeknél a biztos
illetve lehetetlen eseményt kiotlok szama. Ezt kétféleképpen is lehet értelmezni.
Lehet ugy, hogy a ,nagyon valdszini” kifejezés a hétkdznapi értelemben
Osszemosodik a biztossal. A valaszolok nem tudhattak azt, hogy mi az, ami mar
eléggé valoszinli ahhoz, hogy nagy valdszinliséglinek mindsitsiik. Ezért azt
gondolhattak, hogy ami biztos, az eléggé valoszinii. AKi tudja, hogy egy esemény
esélye 0 < p <1, annak szdmara az 1 valdszintiségli esemény nagyon valoszinti.

A Lkis eséllyel kovetkezik be” és a ,nem valdszinii” kérdések
Osszehasonlitasa soran azt varhatnank, hogy hasonld valdsziniiségli eseményeket
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valasztottak példaként, hiszen a kifejezések ekvivalensként is értelmezhetok. Mégis
jelentds eltérés mutatkozott a lehetetlen esemény valasztasaban. A ,kis eséllyel
kovetkezik be” kifejezéshez nem tarsul olyan mértékben a lehetetlen esemény, mint
a ,,nem valo6szinli” kifejezéshez egyik csoportban sem.

Lehetetlen esemény valasztasa
100
80
60
40 -
20 —
. - ~n |
TTK TOK Gyerekek
m kis eséllyel kovetkezik be nem valoszind
9. diagram

Mindharom vizsgélati csoportban, de kiilondsen a TTK hallgatok esetében
jelentés ez az eltérés. (A ,,nem valoszini” kifejezéshez 71,9%-uk, mig a ,kis
eséllyel kovetkezik be” kifejezéshez 12,95%-uk valasztott lehetetlen eseményt.)

A 4 — 8. kérdésekben az események kivalasztasa a hétkoznapi életbol vett
példa. Ugyanerre a sz6hasznalatra utalt a 9. feladat kérdése is, de most konkrétan,
hétkoznapi példavalasztas nélkiil kellett a kifejezések értelmezésérdl nyilatkozni. A
figyelmet jobban a kifejezésre iranyitottuk, nem terelodott el a példakeresés
iranyaba. Itt a kérdésfeltevés a ,,tudomanyosabb” valaszt sugallta:

o, (1t kifejezést megszamoziunk:

Mem kovetkezhet be....

Mem kovetkezik be nagyon gyakran...

Eleg gyakran bekdvetlkezilk....

Majdnerm minden esetben bekovetkezil...

Mindig bekovetkezik....

irja o kévetkezd kifejezések mindegyikéhez annak o kifejezésének a sorszamat, amit

A S

leginkabb azonos értelmiinek érez vele! (Ugyanazt a szamaot tobbszor is hasznalhatja)

al . Majdnem bizzos, hogy..."
b} . Memwvaloszind, hogy...”

cl . Magyon valdszind, hogy...”

dl Valdszind, de csak kicsit, hogy...”
el ,Kicsiaz esélye, hogy...”

Ez a fajta kérdésfeltevés elvontsagaban jobban idézett egy matematika
feladatot. Akar egy tankdnyvben is talalkozhatunk ehhez hasonloval.
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Ebben a kérdésben — konkrét esemény megfogalmazasa nélkiil — viszont mar
joval kevesebben tarsitottak a ,,nem valdszinli” kifejezéshez a ,,nem kovetkezhet
be” kifejezést, azaz a lehetetlen eseményt.

"nem valoszinli= lehetetlen?"

100,00%

80,00%

60,00%
40,00%
20,00% I —
0,00% T
TTK TOK

Gyerekek

M példavalasztas foglommeghtarozds

10. diagram

A 10. diagram mutatja a jol lathatdo a kiilonbséget mindhdrom vizsgalati
csoportban. A ,,nem valoszinli” kifejezéshez a TTK hallgatok 72,9%-a valasztott
lehetetlen eseményt akkor, amikor konkrét példat kellett adni, de csak 8,6% a
fogalom meghatarozasa soran. Kisebb az eltérés a TOK hallgatok csoportjaban, 6k
38,78%-ban valasztottak lehetetlen eseményt a példavalasztasos feladatban, és
12,58%-ban a fogalom meghatarozasa soran. A legkisebb eltérés a gyerekeknél
mutatkozott 46,55% és 28,42%.

Hasonl6 megfigyelést tehetiink, ha a ,nagyon valészinli” kifejezés
hasznélatat vizsgaljuk. Joval kevesebben tarsitottdk ehhez a ,mindig
bekovetkezik™, azaz a biztos kifejezését.

"nagyon valoszinii = biztos?"

100,00%

80,00%

60,00%

40,00%

20,00% —

0,00% . |
TTK TOK Gyerekek

W példavalasztas foglommeghtarozas

11. diagram
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A legnagyobb eltérés most is a TTK hallgatok korében tapasztalhatd
(82,14% példavalasztas esetén, és 14,29% a fogalom meghatarozas soran) Kisebb,
de jelentds eltérés mutatkozik a TOK hallgatok és a gyerekek csoportjaban is.

A fentiek alapjan megallapithatd, hogy mindhdrom vizsgalt csoport masképp
hasznalja a ,,nem valoszini” és a ,,nagyon valoszinli” kifejezéseket akkor, amikor
hétkoznapi szovegkodrnyezetbe dgyazottak, €s masképp akkor, amikor egy kifejezés
jelentését kell meghatarozni egy iskolai tanpéldat idéz$ feladatban. Ugy tiinik,
hogy ezen kifejezésnek a tartalma erdsen fiigg a szituaciotol.

A valaszokbol kideriil, hogy gazdagon hasznaljak a hétkdznapi €letben olyan
valosziniiséggel kapcsolatos — kifejezéseit, melyeknek nincs matematikali
megfeleléje. Ez mutatja a témakor tanitasanak egy nehézségét, hogy minden
problémat ugyanannak a néhany szakszonak a segitségével kell matematikai
modellre forditani.

Osszegzés:

Egy esemény valoszinliségének kifejezése torténhet szdmokkal vagy
szavakkal. Az esély szamokkal torténd kifejezésre vald hajlandésag fligg az
eloképzettségtol. Minél képzettebb valaki matematikabdl, annal inkabb fejezi ki
joslasat szamokkal.

Az esély kifejezése alapvetden szazalékos formaban torténik. Kiilonosen igaz
akkor, amikor szubjektiv modon kell itéletet alkotni. Tekintettel arra, hogy ez a
jelenség igen erdsen megfigyelhetd, érdemes lehet a kdzoktatasban kihasznalni. A
szazalékszamitds, illetve az arany témakorének feldolgozéasa idején a valdszinliség
egy részének targyalasa aktualis lehet.

A matematika tanuldsa sordn rengeteg olyan kifejezést hasznalunk, amely
mast jelent a hétkdznapi széhasznalatban, mint a szaknyelvben. (Szendrei, 2005)
Ez a probléma a valosziniiség témakorében masképp van jelen. Az 5 — 9.
kérdésekre adott valaszok sokszinliségében €s rendszertelenségében megfigyelhetd,
hogy a valaszolok nem egyforman gondolkodnak a valdszini, esélytelen, kis
eséllyel kovetkezik be, stb. fogalmakrol, amelyeknek nincs matematikai
megfeleldje. SOt a biztos €s a lehetetlen megitélése is szovegkdrnyezettdl fiiggden
valtozik. Az eltérések nem annyira a teszten elért eredménnyel, hanem az adott
problémahelyzettel allnak kapcsolatban.

4.42.2. A valosziniiség becslése és szamitdsa

A kovetkez6 kérdéscsoportban azt probaltuk megtudni, hogy milyen az egyes
vizsgalati csoportok tuddsa a valdszinliségszamitas teriiletén. A tesztkérdések
kozos jellemzoje, hogy mindegyik olyan problémat vet fel, amelyik alkalmasan
valasztott valdsziniiségi modell segitségével megoldhatd. A képzett matematikus
szamara egyetlen jo valasz van rajuk. A valaszokbdl — kiilonosen ott, ahol indoklast
is kértiink — kovetkeztetni lehet a vélaszolok gondolkoddsmodjara. Nevezetesen
arra, hogy a valosziniiség megitéléséhez alkalmaztak-e valamilyen matematikai
modellt (és ha igen, akkor milyet), vagy pedig intuitiv itéletalkotas sziiletett.
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Az elso kérdés a legegyszertibbek koziil valo:

1. Egy nsztdlyha 13 ful és 16 Lany 4. Mindegywik gyereknevét felinuk egy cédulara Ezeleet
betesszik egy sapldba A tandr dsszeleven a cédul deat, és becsukott szemmel latiz egyet
kizilil Alkaét lahizza, nyeremeényhez jut.

Karkdzza be azt az dllitdst, amit a leginkihb iguznak érez!

a) MNagyobb az esélye annal, hogy fid nevét hizza o, mint annak hogy lanyét
b} Nagyohb az esélve annak hogy lany nevét hizza ki, mint anndk hogy figét.
t) Ugyanakdora az esélye annale hogy fi nevét hizeald, rint annal, hogy Lanyét

Ennek a kérdésnek a megvalaszolasahoz a klasszikus valdszintiségi modellt is
alkalmazhatjuk, akar képletet alkalmazva ki is szamolhatnank, hogy melyik
esemény mekkora valdszintiséggel kovetkezik be. Elegendé azonban csak annyit
sejteni, hogy ami tobbféleképpen el6fordulhat, az valdsziniibb. A 12. diagram
mutatja a vizsgalati csoportok valaszat.

1. kérdés

100% -

80% -

60% -

40% -~

20% -

0% -

TOK Gyerekek

mlany Ugyanakkora mFiu

12. diagram

Egy 5. osztalyos oraldtogatds soran a tanar felvetette ugyanezt a problémat
szOban is. A gyerekek kiilonb6z6 érveket hangoztattak, de egy gyerek indoklasa
figyelemreméltd volt: ,,a fiuk a mazlistabbak”. Tudjuk, hogy a nemi identités
ebben az életkorban fontos szerepet kap. Aki tehdt nem matematikai, hanem
szubjektiv itélet alkotott, hajlamos lehetett a vele ellentétes, vagy éppen azonos
nemtire tippelni.

Az adatok azt mutatjak, hogy a felndttek és a gyerekek egyarant jol érzik
ezt az Osszefiiggést. Ugyanakkor az is lathatd, hogy kiilondsen a gyerekek és a
TOK hallgatok elég nagy szamban tippeltek ,,ugyanakkora” esélyt (TOK: 11,8%,
gyerekek 28,79%). Mivel ennél a feladatnal nem kértiink indoklast, csak
kovetkeztetni lehet az 6 gondolkoddsmodjukra. Az egyik lehetség, hogy valaki a
13 fia és 16 lany kozotti eltérést olyan kicsinek érzi, ami nem szdmottevo az esély
becslésekor. A masik lehetéség, hogy hibas klasszikus valdsziniiségi modellt
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alkalmazza: ,,Két lehetéség van, vagy fitt vagy lanyt hlizunk. Ezért a valdsziniiség
mindkét esetben 1/2.”
A masodik feladatnal konkrétan rakérdeztiink a modellvalasztasra:

2. Kt korongot készitettink: egy pirosat és egy kélet & megpdrgetett mutatd véletlenszerien all
meg valamelyik szamon. Melvik korong esetéhen lesz nagyohb az esélye a 3-as szamnak?

pitog kék

Rarilizza be azt az dllitdst, amit a leginkibb igaznak drez)

a) A piros koronggal nagyobb esélye van annaly hogy 3-ast kapunle mert kevesebb szambal
valasztunks egyet.

by A kék koronggal nagyobb az esélye annals, hogy 3-ast kapunls, mert tithb szambal
walasztunls egyet.

c) A piros koronggal nagyobb az esélye annak, hogy 3-ast kapunle mert a piroz korongon
nagyobb teriletet foglal el a 3-as mezd, mint a kéken.

d) Egyforma az esély akétkorong esetén

A megoldok szamara ez egyértelmiien matematika feladatnak tiinik, ezért azt
gondoljuk, hogy szubjektiv tényez6k nem befolyasoljak a dontést. Matematikailag
nem a klasszikus valoszinliségi modell alkalmazasa helyes, hiszen a kérdéses
események nem egyforman valosziniiek. Az ugyan igaz, hogy ha csak a szamok
darabszamdra gondolnak — hogy ha kevesebb szambol kell valasztani, akkor azért
nagyobb a val6szinilisége a kivanatos szam kihtizdsanak, de ez a feladat nem errdl
szOl. Ezért csak a ,,c” valaszt fogadhatjuk el helyesnek.

2. kérdés

100% -
80% -
60% -
40%
I

20% -
0% "
TTK TOK Gyerekek
d 0,70% 0% 1,67%
c 76,67% 74,60% 61,67%
b 22,63% 19,80% 33,33%
a 0 5,60% 3,33%

13. diagram

A diagramrol leolvashat6, hogy mindharom vizsgalt csoport elég jol érzi azt,
hogy a szammal lefedett teriiletek nagysagait érdemes Osszehasonlitani. A b. és d.
(végképp rossz) valaszt adok szama elenyész0. Az gyanithatd, hogy az a. valaszt
adok gondolkodasaban a probléma onnan gydkerezik, hogy a feladathoz rossz
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modellt illesztett, a szovegbdl nem latta at azt, hogy a korcikkek tertiiletének
nagysagat kell 6sszevetni. A gyerekek ezzel a fajta kérdésfeltevéssel valosziniileg

még egyaltalan nem talalkoztak.
Ugyancsak teriilet modellt Iehetett alkalmazni a 17. kérdés megoldasaban is. (Az

eredeti feladatlapon a kdrok nem torzultak el)

17. Ket —csak szinében kilonb626 - korongot kesatettiink, egy sargat es egy zoldet. Szamokat
irtunk rajuk. Amegporgetett mutato veletlenszerden all meg valamelyik szamon.

———

3 (4

sarga zold

Karikazza be azt az allitast, amit a leginkabb igaznak érez!

a) Asarga koronggal kénnyebb 1-et kapni.

b) Azold koronggal kénnyebb 1-et kapni.

¢) Aket koronggal ugyanakkora esellyel kapunk 1-et.
d) Erre akérdesre nem lehet valaszolni.

Indokolja valaszat!

Maguk a valaszok nem mondanak sokkal tobbet a 2. feladat eredményeinél.
Mindharom vizsgélt csoport koriilbeliil ugyanazt az eredményt produkalta. Az
viszont nagyon szépen latszik, hogy ki hogyan gondolkodott. Az indoklasok
ugyanis illeszkedtek a valaszhoz. Aki a b. (helyes) valaszt jelolte meg, az teriilettel
is indokolt. (Ez alél 2 TTK és 5 TOK hallgaté volt kivétel). Aki az a. valaszt
jelolte, darabszammal indokolt. (Csak a gyerekek csoportjaban volt a szamuk
jelentos).
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17. kérdés

100%
80%
60%
40%

20%

0%
TTK TOK Gyerekek

W J6 valasz és j6 indoklas Jévalasz ésrossz indokldas  mRossz vdlasz

14. diagram

Egyik vizsgalati csoportban sem elhanyagolhato (TTK: 11%, TOK: 8%,
gyerekek: 11%) azoknak a szdma, akik azt valaszoltdk, hogy ezt a kérdést nem
lehet megvalaszolni. Erdekes megfogalmazasok sziilettek annak indoklasara, hogy
a kérdésre miért nem lehet valaszolni.

Az indoklasok kozott szerepeltek szubjektiv tényezok:

,Nem csak a szintdl fiigg ill. azok elrendezésétdl, hogy hol all meg. Ott van
tényezonek a porgetési sebesség, maganak a korongnak a jol miikodése (nehezebb-
konnyebb vele porgetni stb.)” (TOK hallgaté) ,,A véletlenen milik!” (TOK
hallgatd) ,,Ha meg is porgetnénk a valosagban, akkor sem mondhatom ki, hogy
ennek hol kell megallnia” (gyerek) ,,Fiigg a porgetéstdl, hogy milyen erdvel
forgatjuk meg a mutatokat” (TOK hallgato)

Es megjelentek a modellvalasztas dilemmai:

,» Lertiletében a zold korongon van tobb hely, hogy 1-est kapjunk, de szamszertien a
sargan” (TOK hallgatd) ,,A sargan tobb az 1-es, de a z6ldén nagyobb feliiletet
foglal el” (gyerek) ,,A sarganal a 2-es van nagyobb szamban, a zoldnél az 1-es.
Viszont sok azonos szdm van egymas mellett, igy barmelyik kijohet porgetés soran,
1 és 2 is.” (TTK hallgato) ,,Nem tudjuk, hogy mekkora a szamok felosztasa, azért
nem lehet valaszolni” (gyerek) ,,Mert a két korong ugyanakkora” (gyerek)

Kissé meglepd volt, hogy az egyértelmiien matematika feladatnak szant
kérdésben is jelen vannak a szubjektiv tényezOk. Gyanithatd, hogy ezzel a
jelenséggel mindenképpen szamolni kell a matematika tanitdsa soran, a
valoszintiség témakorében pedig fokozottan jelen van. Erdekes, hogy a TTK
hallgatok indoklésaiban szubjektiv tényez6k nem szerepeltek.

A kérdoiv 10. és 11. kérdésének szerkezete megegyezd, nehézsége viszont
kiilonbozo.
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10, Az & 1elif zedk 3 fekete és egy fehér golydttartalmaz, a B qelfl zzdkhan ket fekete éz egy fehér
golyd vat,

Karikizza be azt az dllitdst, amit o leginkibb iguznak érez)
a) Magyobb eséllyel lehet fekete golyot hizm az & zsdchal.
b) Magyobb eséllyel lehet fekete golyothizn a B zsdkhal,
c) Ugyanaklora eséllyel lehet fekete golydt iz a két zsdchal.

Indokoljal

11, Az Cpeld zsak 6 fekete és 3 feher golyit tatalmaz, a D jelil zedchan 4 fekete és 2 fehér
golyd wan.

Karikdeza be azt az dallitdst amit o leginkdbb igaznak éraz)
a) MNagyohh eséllyel lehet fekete golydt bizni az C zsdkhal.
b) Hagyobb eséllyel lehet feleete golydt iz a D zsdkhdl,
t) Ugyanakkora eséllyel 1ehet fekete golvdt hizm akét zsdkhal.

Indokolion!

A 10. feladat megoldasahoz nem sziikséges, hogy a valoszintiséget mint két
szam aranyat értelmezziik. Ott elegendd azt latni, hogy az A jelli zsdkban tobb
fekete golyd van, mikdzben mindkét zsakban ugyanannyi fehér. Ezzel szemben a
11. feladatban sem a fehér golyok, sem a feketék szdma nem egyenld, ezért az
aranyossagi gondolkodas elkeriilhetetlen.

Ha 0Osszehasonlitjuk a 10. és 11. kérdésre adott valaszokat (15 — 16.
diagram), lathatjuk hogy az utobbi joval nehezebbnek bizonyult. (A 10. kérdésben
az a. volt a helyes valasz, a 11.-ben pedig c.) A 10. kérdésre b. valaszt adok szdma
mindharom csoportban elenyészd volt, és nem szamottevd a c. valaszt ado TTK
hallgatok szama sem.
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100 ; -
10. kérdés
80
60
40
20 .:
0 —_— N
a b C
mTTK 93,54 2,87 3,59
TOK 81,25 3,98 14,77
m Gyerekek 77,27 3,03 19,7
15. diagram
100 - -
11. kérdés
80
60 —
40 —
20
0 wm W
a b C
EmTTK 12,32 5,07 82,61
TOK 19,08 9,82 71,1
m Gyerekek 56,06 10,61 33,33
16. diagram

A 10. feladatra adott valaszokbol arra kovetkeztethetiink, hogy mindharom
csoportban elég jol érzik azt, hogy ,,tobbdl konnyebb egyet kivalasztani, mint
kevesebbdl”, mikdzben a nem kivanatos fehér golyok szama ugyanannyi. Az
eltérés szignifikans a TTK hallgatok és gyerekek kozott, illetve a TTK hallgatok és
TOK hallgatok kozott.

A 11. feladatra a gyerekek koziil a legtobben az a. (rossz) valaszt adtak.
Ennek oka, hogy 6k nem jutottak el a fogalomalkotasban addig, hogy nem a fekete
golydk darabszamat, hanem az Gsszes golyohoz viszonyitott aranyat kell hasznalni
a feladatmegoldds soran. Ez a gondolkodasbeli hianyossag akadalya lehet a
fogalomfejlédésnek. Az aranyossagi gondolkodas fejlesztésére a gyerekek esetében
éppen ezekben az iskolai években kell nagyobb hangsulyt forditani. Megjegyzendo,
hogy az ekképp gondolkodok szdma nem elhanyagolhaté sem a TTK, sem a TOK
hallgatéinak korében.

Mi jellemzi azokat a megoldokat, akik a 10. kérdést jol megvalaszoltak, de a
11. kérdést nem? A valodszinliség szamitasahoz sziikség van az arany értésére. A
variancia-analizis soran kideriilt, hogy a 10. feladat megoldasaban nincs
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szignifikans eltérés a TOK hallgatok és a gyerekek kozott, viszont a 11. feladat
megoldasaban a harom vizsgalati csoport teljesitménye paronként szignifikans
eltérést mutat.

Az, hogy ki hogyan gondolkodott, az indoklasokbdl deriilt ki. A 10. feladatra
négyféle indoklas sziiletett: A legegyszertibb indokléas, hogy az A jeli zsdkban
tobb a fekete, mint a B-ben. Ebben az indokldsban vagy nem foglalkozik a
valaszol6 a fehér golydk szamaval, vagy a latvanyt annyira nyilvanvalonak tekinti,
hogy feleslegesnek tartja a mondat befejezését. Ezt utdlag nem tudjuk eldonteni.
Magasabb szintii gondolkodasra utal, ha valaki tekintetbe veszi a fehér golyok
szamat is, €s indoklasaban ezt ki is fejezi. Mas — még magasabb szinti —
megkozelitése a problémanak, amikor valaki kiszamolja az egyes zsakokban a
fekete golyok huzasanak esélyét, majd ezeket 6sszehasonlitja. (Vagy ha ezt nem is
teszi meg, a valaszaban utal arra, hogy arannyal dolgozott.) A problémanak itt is
van egy olyan megkozelitése, amikor valaki rossz modellt hasznal: ,,Vagy feketét
hiuzunk, vagy fehéret. Pepitit nem lattam.” (TOK hallgatd) A szubjektiv
itéletalkotas itt csak kis szamban volt egyértelmiien jelen (2 TOK hallgato és 1
gyerek). Tovabba azt sem tudhatjuk, hogy a kérdést megvalaszolok, de az indoklast
kihagyok milyen modon gondolkodtak.

A kovetkez6 tablazat a 10. feladatban az indoklast is ad6 valaszolok
gondolkodasat mutatja:

TTK TOK Gyerekek
,,1Obb a fekete” 20,89% 42,85% 80,3%
,,1Obb a fekete, és fehér csak 1 van” 20,89% 22,62% 10,6%
Kiszamolta, vagy aranyt nevezett meg 54,48% 20,67% 4%
Rossz modell 3,74% 13,86% 5,1%

A tablazatbol latszik, hogy a gyerekek nagy része a legegyszertibb indoklast
valasztotta. 10 — 13 éves gyerekek esetében nem meglepd, hogy indoklasai
logikailag nem tokéletesek. Tovabbi vizsgalat targya lehet, hogy a valoszinliségi
problémak megoldasaban ez milyen hatranyt okoz. Meglepd viszont, hogy a TOK
hallgatok kb. 43%-a valamint a TTK hallgatok kb. 20,8%-a még ezen a szinten
érvel.

A ,,tobb a fekete, és fehér csak 1 van” tipusu indoklas jol kifejezi a probléma
értését, és a feladat megoldashoz elegendd. Az igy indoklok nem tartottak
sziikségesnek a szamolast, vagy az aranyok felirasat.

Mas volt a helyzet a legtobb TTK hallgato s sok TOK hallgatok esetében.
Ok a 10. feladatban is a valésziniiségek kiszamolasat, majd ezek 6sszehasonlitdsat
valasztottak. Erzésiink szerint 6k a matematika ordkon megszerzett tudasukat
kivantdk hangsulyozni. = Megjegyzendd, hogy a szamolas soran néhanyan
visszatértek a jol bevalt szazalékokhoz: ,,En a zsikokban 1év6 golydkat %-0san
osztottam fel. Ha egy golyo 25%-nak felel meg, akkor 75%-os eséllyel htizhatok
feketét a golyok koziil.”

Erdekesen moédosult az indoklas a 11. feladatndl. Az indoklast adok
gondolkodasat a kovetkez6 tablazat mutatja:
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TTK TOK | Gyerekek
,,1Obb benne a fekete” 6,07% | 19,31% 59,1%
Kiszdmolta, vagy aranyt nevezett meg 83,34% | 63,07% 21,2%
Rossz modell 2,29% | 5,12% 3,03%
Szubjektiv itéletalkotas 8,3%| 125%| 16,67%

Ennél a feladatnal az arannyal valé gondolkodas elkeriilhetetlen. Mint ahogy
a valaszokbol sejteni lehetett, a gyerekek nagy része és a TOK hallgatok kb. 6tode
ezt nem latja. Szamukra egyszeriien abbdl a zsakbol konnyebb fekete golyot huzni,
amiben tobb fekete van. Aki az a. vélaszt jelolte meg, igy gondolkodott €s ezt meg
is fogalmazta. Tipikus érvelési hiba volt, a kovetkez6: ,,Mert ha mindkét zsakbol
ugyanannyi fehéret vesziink el, mint feketét, akkor latszik” (gyerek) ,,Mert ha
Osszeparositom a golyokat, akkor a "C"-ben 3 fekete marad.”(TOK)

A TOK hallgatok most sokkal nagyobb szidmban indokoltak arannyal. Azt
gyanitom, hogy ezt az el6z6 feladatnal is képesek lettek volna megtenni, de akkor
még sziikségtelennek tartottak. Lehet, hogy a feladatok egymast koveté sorrendje
érlelte meg benniik a gondolatot. Gyanithaté, hogy az ilyen tipusu feladatok
megoldasanak egyik fontos allomasa, amikor ezt az Osszefiiggést képesek vagyunk
latni. Még akkor is jelentds elorelépés, ha hibasan alkalmazzak: ,,6:3 aranybol
szintén esélyesebb feketét hlizni, mint 4: 2 aranybol” (gyerek) ,,A C zsakbol 66%,
hogy feketét huizok, a D zsakbol 68%, hogy feketét huzok” (TOK)

Ennél a feladatnal joval nagyobb szdmban sziilettek szubjektiv valaszok,
melyek tobbnyire a golyok elhelyezkedésére utaltak: ,,A zsdk tetején vannak a
fekete golyok. Am ha olyan tipus vagyok, hogy beletiirok a zsakba, ez mar nem
allja meg a helyét.” (TOK) A szubjektiv tényezok megjelenésének novekedése
Osszefiiggésben van a feladat bonyolultsagaval. Ha a feladat meghaladja az egyén
matematikatudasat, akkor talan inkabb hajlamos szubjektiv itéletalkotasra.

Szintén ardnyossagi gondolkodast kivan a kérd6iv 16. szamu kérdése:

16. Egy zsdlcba 8 piros, 4 kék, és 2 zold golydt tettek. Osszerdztak a zsakot, és kihiztak ot
golydt: 4 pirosat &5 1 kéket. Ezutan meg egy golydét kivettek. Az utoljara kivett golyé szinérdl
néhany allitast irtunk.
Karikizza be azt az allitast, amit o leginkdbh igaznak érez!
a) A piros golyd hizasanak alegnagyobb az esélye.
by Akek golyd huzdsinak alegnagyobb az eselye.
o) A zold golyd huzasanak alegnagyobb az eselye.
d) Barmelyik golyé hizasanak ugyanakkora az eselye.

Ebben a feladatban nem szerepel rajz. A valaszolonak belsé képet kell
teremteni a feladatrol. Akarcsak a 10. feladatokban, itt sem kell feltétlen szamolni.
Elég az a tapasztalat, hogy tobbdl nagyobb eséllyel lehet valasztani, mint
kevesebbdl. Egy kicsi konnyebbséget jelent, hogy most egyetlen zsakot kell
elképzelni. A 16. feladat kiértékelése a 10. feladattal valdé Osszehasonlitasban
érdekes.
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TTK TOK Gyerekek
10. feladat 93,54 81,25 77,24
16. feladat 94,93 87,21 70,76

17. diagram

A 17. diagram a helyes valaszok szamat hasonlitja 0ssze a 10. és 16.
feladatban. Lathato, hogy a 16. feladatot is igen jo aranyban oldottak meg helyesen
mindharom vizsgéalati csoportban. S6t a felndtt hallgatok korében (nem
szamottevd) javulas mutatkozik, ami abbdl eredhet, hogy csak egyetlen zsakot kell
szem elott tartani. A gyerekek viszont picit gyengébben teljesitettek ennél a
feladatnal. Talan az magyarédzza, hogy a 16. feladatban nem volt képi 4brazolas. Ez
megjelenités jelentdségét mutatja, mely kiilonosen a gyerekeknél fontos.*

A 12. és 13. feladatok mindegyik vizsgalati csoportban meghaladtak a
valaszolok matematika tudasat:

12. Jancst és Péter elhatarozzal, hogy tszér egymas utan dobnak a kockaval Megegyernek
abban, hogy Jancst akdor kap egy pontot, ha a dobas eredmenvye 2, 3,4, 5, vagy 6. Hanem ez
tarténil, Péter kap nehany pontot. Az 6t dobas utan az a nyertes, aki tébb pontot gyijtétt. Ha
azt szeretnénk, hogy a jaték 1gazsagos legyen, hany pontot kell kapnia Péternek, amikor a
kocka 1-et mutat?

Valasz: pontot

Indolnlial

13, Jancs és Péter most 15 ugvanezzel a szaballyal jatszanak, csak most stven kockadobas utan
szamol jak ézsze pontjaikat. Ebben a jatékban hany pontot kapjon Péter, amikor akocka
egyest mutat?

Valasz: potitot

Indokoijal

Az egyik érdekesség, hogy vajon zavarja-e a megoldot, hogy 5 vagy 50
dobads van a jatékban. A kérddéiv 12. és 13. feladatainak megfogalmazasa és
egymast kovetd sorrendje arra csabit, hogy az egyik eredményébdl
kovetkeztessiink a masikra.

%0 A kérdésfeltevés modjanak jelentéségét vizsgald részben mas — erre vonatkozo —tapasztalat is
bemutatasra kertil.
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A feladatok bonyolultsaga miatt nem is feltételeztiik, hogy barki kiszamolja a
megfeleld valoszintiségeket. Ennek a feladatnak volt messze a legrosszabb a
kitoltottsége. A TTK hallgatok 84,89%-a, a TOK hallgatok 70,39%-a és a
gyerekek 77,27%-a adott becslést a pontszamra. Ennél is joval kevesebben voltak,
akik indokoltak valaszukat. (TTK minddssze 9,35%, TOK 45,17%, gyerekek
19,69%). Késobb, amikor tanitvanyaimmal beszélgettiink a feladatrol, er6s
nemtetszésiiket fejezték ki. Jelezték, hogy egyaltalan nem tudtak mit kezdeni vele.
A 12. feladatban nem tudjuk teljesen igazsagossa tenni a jatékot, és ezt elemi
modszerekkel Dbelathatjuk. Az egyes dobasanak valoszinlisége ugyanis a
kovetkezoképpen alakul:

5\ 5°
P(Péter nem dob egyest) = <0) i 0,4018
54
P(Péter 1 — szer dob egyest) = ) i 0,4018
53
— =~ 0,1607
6°

52
P(Péter 3 — szor dob egyest) = i 0,0321

51
& ~ 0,0032

uTw vl U1k Ul

\/\/\/\/

P(Péter 2 — szer dob egyest) = (
P(Péter 4 — szer dob egyest) = (

4

1
P(Péter 5 — szor dob egyest) = <5 ik 0,0001

Ha Péter 1 pontot kap, akkor ugy tud nyerni, ha legalabb 3-szor egyest dob. Ennek
valoszintisége 0,0321 + 0,0032 + 0,00001. igy az csak esetek kb. 4%-ban fordul
eld, tehat semmiképpen nem igazsagos, Jancsinak kedvez.

Ha 2 pontot kap, akkor ugy tud nyerni, ha legalabb kétszer egyest dob. Péter
nyerési esélye ekkor: 0, 1607 + 0,0321 + 0,0032 + 0,00001. Ez az esetek kb. 20%-
ban fordul eld, tehat nem igazsagos, még mindig erdsen Jancsinak kedvez.

Ha 3 pontot kap, akkor szintén legalabb kétszer kell egyest dobnia. Ez még mindig
nem elég.

Ha 4 pontot kap, akkor kb. 40% esély van ra, hogy dontetlennel végzddjon a jaték
(ekkor egy egyest dobnak és négy nem egyest), €s 20% arra, hogy Péter nyerjen.
Amennyiben 4-nél tobb pontot kap, ugy Péter szamara lesz kedvez6 a jaték kb.
60% vagy tobb eséllyel.

Ennek a gondolatmenetnek (vagy hasonlonak), nem lehetett felfedezni
nyomat a kérddivek egyikén sem. Nem jelezte senki, hogy a jatékot nem lehet
teljesen igazsagossa tenni. (Akkor a legkevésbé igazsagtalan, ha 4 pontot kap) A
valaszolok vagy tippeltek egy szamra, vagy kihagytak a feladatot.

A 13. feladatban 50 kockadobas esetén érdemes meghatarozni, hogy
varhat6an hanyszor dobunk egyest. Mivel diszkrét egyenletes eloszlasrol van sz,
az egyes dobasanak varhato értéke 8,33. A keresett pontszam az (50-8,33)/8,33 =
5,002

Mivel azonban a dobdsok szdma mindenképpen egész szam, a
feladatmegoldo a kovetkezoképpen is okoskodhat: A legnagyobb valdsziniisége
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54—3 54—2

annak van, hogy 50 dobasbol 8-szor dobnak egyest: (570) ‘50 < (580) ‘50 <
41
(590) . % Ebben az esetben (50-8)/8=5,25 pont.

Az a fajta meggondolas is értékes, ha valaki észreveszi, hogy minden
dobaskor Jancsinak 5-szor nagyobb esélye van, tehat az érte jard pontszam is lehet
0tszOros.

A kockadobdsos feladatoknal ,,valami” 1/6 er6sen bevésddik a tudatba. Példaul ez
lehet az oka annak, ha valaki Péternek 6 pontot itélne egy dobasért.
A 12. és 13. feladatra adott valaszokat a 18 — 19. szam1 diagram mutatja:

100 7 r
w0 12. kérdés
60
40
-4
0 Jlj_l g
1 pont pzc;r?:t 4 pont |5 pont 6 pont ?t;rlz])?)l
ETTK 546 | 4,69 |15625/70,32 1,56 | 2,34
TOK 156 | 9,21 | 11,35| 54,63 6,38 | 2,83
mgyerekek | 39,21 | 13,75 | 11,76 | 23,52 7,84 | 3,92

18. diagram

" [ 13.kérdés

60

40

20

o Ll ol o

1 pont pzo_it 4 pont |5 pont|6 pont f;k;il

BTTK 1,91 | 3,82 | 4,76 | 56,18 | 0,95 | 32,38
TOK 13,67 | 8,16 | 2,29 | 3945 | 4,39 | 32,04
W gyerekek | 15,68 | 9,8 3,92 | 2549 1,97 | 43,14

19. diagram

A gyerekek teljesitményében szembeszoké a 12. feladatban adott 1 pont
valasztasa (39%). Ugy gondolom, hogy a feladat olyan mértékben volt
attekinthetetlen szamukra, hogy visszatértek jol bevalt (jelen esetben rossz)
modellhez: vagy 1-est dob vagy nem. Igy tett a TOK hallgatok 15%-a is. Azon
kevesek, akik indoklast is adtak, ezt szavakkal is kifejezték. A 13. feladatban
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mindharom csoportban csokkent az egy pontot itélok szama. A nagyobb dobasszam
tette atlathatobba szamukra a problémat.

Ebben a feladatban mindharom csoportban elhanyagolhat6 volt azok szama,
akik 6-nal tobb pontot itéltek Péternek. Konnyen atlathatd ugyanis, hogy Osszesen
5 pontot Iehet gyijteni a jaték soran. SzembeszokOoen magas volt azoknak a szama
viszont, akik a 13. feladatban 6-nal (joval) tobb pontot itéltek Péternek. Az
pontszamokbdl kovetkeztetni lehet a gondolkodasra. Példaul sokan, akik a 12.
feladatban 5 pontot adtak, most 50-et, vagy a 4 pontot 40-re emelték. Az 6
gondolkodasuk mogott az allhat, hogy ha 10-szer annyi fordulét jatszanak, akkor
10-szer annyi pontot kell adni. Gyakori hiba volt az is, hogy 8-szoroztak a 12.
feladatban adott pontszamot. Az 5-40 parositas tobb izben eléfordult. Ok vélhetéen
kigondoltak az egyes dobasanak varhato értékét, és ezt hasznaltak szorzoként. A
TTK hallgatok 18%-4nal, a TOK hallgatok 20%-4nal, a gyerekek 16%-anal volt
nyomon kovethetd ez a fajta okoskodés. Ez a feladatpar ebbdl a szempontbol jo
példat mutat arra, hogy a valdszinliség témakorében az analogidk alkalmazéasaval
6vatosan kell banni.

A 12. és a 13. feladatban egyarant a vartnal joval kevesebben adtak 6 pontot
Péternek. Ugy tiinik, a gondolkodas ezen buktatéjat mindharom vizsgalati csoport
sikeresen elkertilte.

Osszegzés:

A Klasszikus valdsziniiségi modell segitségével megoldhato feladatok
legkevésbé a gyerekek csoportjaban sikertiltek, legjobban pedig a TTK hallgatok
csoportjaban.

Az olyan tipusu valdszinliségi feladatok megoldasat és a modellallitast,
amiben az ardnyossadgnak szerepe van, akadalyozza az aranyossagi gondolkodas
fejletlensége. Az egyenes aranyossag empirikus értése nélkiil a feladat szerkezete
nehezen 4tlathato.

Az analbégias gondolkodas a matematika tanulasanak és értésének fontos
része. A valdsziniség témakorében az analdgidk alkalmazasaval ovatosan kell
banni. A valdszinliségi problémak megoldasa soran sok lehetdség adodik hamis
analogiak alkalmazasara.

Erdemes a kozoktatas gyakorlataban atgondolni az arany és a valdsziniiség
fogalmi fejlédésének kozos pontjait.

4.4.2.3. A kérdésfeltevés modjanak jelentosége

A kovetkezd kérdéscsoportban azt probaltuk megtudni, hogy a kérdés feltevésének
modja hogyan befolyasolja a valosziniiségi dontést a kiilonbozé vizsgalati
csoportokban. Hogy 0Osszehasonlitasokat tudjunk tenni, ezért kétszer kérdeztiink
ugyanarra, de mas modon. A tesztkérdések tehat parban allnak. Ezek egyike sem
szerepelt sem a Green-tesztben, sem a SIMULO projektben.

Az egyik kérdéspar kérddiviink 22. és 19. kérdése volt.
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22 Eren a képen labdak vannak Eicsik és nagyok, csikosak és péttyésele

=
ZI=P o g .@

A labddl kazil taldomra ldvettiink egyet.
Earilizza be az az dllitds, amit a legnlibh wildszindnek draz!
a) Kicsi, pottyis labd & vettink la.
b Magy labdat vettind ki
c) Kicsilahdat vettink la.
d)  Ceikos labdé vettink k.

Jrcdokolia wilaszat

19 Eatt nagyon komolyan sportol. Minden héten 6tszdr letnegy a tornaterembe.
Tgvanaklkor nagyon szerett a sitemenyt s, &5 hetente 4-5 alkalommal meglatogatia a
kazeli culraszdat 5.

Karikazza be azt az allitast, amit a leginkibb valoszininek érez!

a) Eati holnap lemegy a tornaterembe.

by Eat holnap sitemenyt eszik

c) Eat holnap lemegy a tornaterembe & elmegy a culraszdabais,

Mindkét feladatban nehézséget okoz, hogy események egylittes vagy
kiilon-kiilon bekovetkezésének valdszinliségét kell nagysag szerint jellemezni.
(Tudjuk, hogy két esemény egyiittes eléfordulasanak (a szorzatuk) valosziniisége
nem lehet nagyobb egyik esemény eléforduldsanak valdszintiségénél sem: P(AB) <
P(A) és P(AB) < P(B)) A felnéttek esetében a kdzépiskolaban mar szerepelhetett
eseményalgebra, a gyerekek esetében nem.

Nehezen atlathat6 az analdgia a két feladat szerkezete kozott. Nevezetesen
az, hogy mindkét feladatban szerepel szorzatesemény. Mindkét példaban a gyors €s
felszines valaszadéas csapdat rejt. Hiszen bar kicsi pottyds labdabol sok van,
kicsibol még tobb. Ugyanigy a masik feladatnal: Kati elég sokszor megy edzésre és
a cukraszdaba is, ezek egyiittes el6fordulasanak valoszintisége mégis kisebb, mint
kiilon-kiilon barmelyikeé.

A szorzatesemény rossz becslésével (a szakirodalom ezt ,,conjuctive
fallacy”-nak nevezi) szamos szerzé foglalkozott mar. Ez altalanos jelenség
szubjektiv itéletalkotasok soran (Tverskyand Kahneman). A kérdésekkel jelen
esetben nem az volt a cél, hogy ismét igazoljunk egy olyan tényt, melyet mar sokan
dokumentaltak. A valaszokbdl azért latni fogjuk, hogy ez most is beigazolddott.
Inkabb az foglalkoztatott, hogy fligg-e a kérdésfeltevéstdl a csapda elkertilése.
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A két kérdésfeltevésben alapvetd kiilonbség van: Az els6hoz tartozik kép,
mig a masodik esetben a feladatmegoldonak kell megteremtenie a képet magaban.
Kérdéses, hogy melyikben vehetd észre, hogy a szorzatesemény valoszintisége nem
lehet nagyobb egyik esemény valosziniiségénél sem.

19. és 22. feladat

100,00%

80,00%

60,00% |

40,00%

20,00% -

0,00%

22. feladat 19. feladat 22. feladat
Szorzatesemény Jé vdlasz Egyéb

19. feladat 19. feladat 22. feladat

oTTK 46,04% 65,47% 46,04% 27,34% 5,04% 4,32%

mTOK 42,13% 73,03% 39,33% 13,48% 13,48% 18,54%

W Gyerekek 60,61% 83,33% 25,76% 4,55% 6,06% 7,58%
20. diagram

Mindkét feladatnal és mindharom vizsgalati csoportban magas volt azok
szama, akik a szorzatesemény legnagyobb valoszinliségére tippeltek. Az egyik
esetben azt éreztek a legvaldsziniibbnek, hogy kicsi pottyds labdat vettiink ki, a
masik feladatban pedig azt, hogy Kati holnap lemegy a tornaterembe és elmegy a
cukraszdaba is. Ez igazolta a conjuctive fallacy effektust. Ennek elkeriiléséhez azt
kellene latni, hogy tobb szempont egyidejli figyelembe vétele a halmaz sziikitését
vonja maga utan.

Az is leolvashato, hogy a 19. (,,Kati”) feladat megoldasa soran mindharom
vizsgalati csoportban joval tobben sétaltak ebbe a csapdaba, mint a 22. (,,Labda”)
feladatban.

A teljesitményben mutatkozd nagy kiilonbség oka lehet a kérdésfeltevés
modja. A labdas feladat esetében a képen jol megszamlalhatd, hogy mennyi kicsi
labda van, mennyi potty0s, csikos, nagy. Az is lathato, hogy a kicsi pottyos labdak
szdma kevesebb a kicsi labddkénal. A masik feladat nem tartalmaz ilyenfajta
segitséget, az errdl alkotott belsé képek igen valtozatosak lehetnek. Ugyanis nem
olyan konnyt elképzelni ezt a szituaciot. Példaul aki a naptar lapjait maga elott
megjeleniti, csak azt a momentumot emeli ki, hogy elég sok olyan nap lehet,
amikor Kati cukraszdaba és edzésre egyarant megy.

A két feladat még egy fontos momentumban kiilonbozik egymastol. A labdas
feladat esetében egy mar matematika 6ran megszokott, de a mindennapi ¢€letben
nem jelenlevd problémat dolgozunk fel, mely erésen 0sztondz a matematikai
modell alkalmazasara. A ,Kati” feladat sokkal ¢letszeriibb, mely esetleg
megfogalmazasaban azt sugallja, hogy matematikai megfontolasok helyett inkabb a
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megérzésekre hagyatkozzanak, ezért nem farasztjak magukat a megfeleld modell
megkeresésével. Azt a problémat, amelyikhez konnyebben kapcsolhatd
matematikai modell, mindharom csoportban konnyebben oldottadk meg.

Eredetileg egyik feladathoz sem terveztlink indoklast. A kérddiv bemérése
soran azonban szembesiiltiink azzal, hogy — az altalunk matematikai iskolai
példanak szant — labdas feladat megoldasaban is szamolni kell egyéb
nézopontokkal. Azzal, hogy akadhat olyan egyén, aki a labdak méretébdl és/vagy
elhelyezkedésébdl kovetkeztet. Ezért itt az indoklas kérése utdlag keriilt a tesztbe.
,Mert ha térben nézziik a labdéakat, lehetnek ugyanakkorak, mint a tobbi, csak
tavolabb vannak.” (TOK) ,,Nagyobb helyet foglalnak a nagyok™ (gyerek) ,,Csak
van, amelyik tavolabb van, azt kisebbnek latjuk, de van olyan pottyds, ami
ugyanakkoranak latszik, mint a nagy csikos.” (TOK) ,,Viszont a nagyobb jobban
kézbe keriil.” (TTK) Ez utobbi megjegyzést 9 TTK hallgato, 7 TOK hallgaté és 2
gyerek tette meg, fiiggetleniil attol, hogy mi volt az eredeti valasza. Mindegyik
probléma abbdl a feladatkitiizési hibabol ered, hogy a labddk mérete kiillonbo6zo,
igy a véletlenszeri kivalasztas a gyakorlatban nem valosithaté meg. Célszeriibb lett
volna a képen egyforma méretii labdékat szerepeltetni, a kicsi/nagy tulajdonsagpart
példaul piros/kék tulajdonsagparra cserélni. Annak ellenére, hogy ez a jelenség
ebben a vizsgalatban nem okozott szamottevo eltérést, mégis fontos tanulsaga van
a feladatirok szamara: Egy erdsen matematikai gondolkodast sugallo tanpélda
megfogalmazasakor is akadhat olyan tanuld, aki belegondol annak
valdsagtartalmaba.

A két feladat Osszehasonlitdsa soran, tehat egyértelmiien kideriilt a képi
reprezentacio meglétének fontossdga. Sokkal jobb teljesitményt nyujtott
mindharom vizsgalati csoport annak a feladatnak a megoldasaban, melyhez képi
reprezentacio is tarsult.

Az orai megfigyelések soran is azt tapasztaltuk, hogy a megoldok altalaban
jobban atlatjdk azokat a problémakat, amelyekhez targyi tevékenységek vagy
keépek kapcsolhatok:

A kovetkez6 kisérletet elvégeztiik a budapesti Lauder Iskola 2., és a TOK
Gyakorl6 Iskola 5. osztalyaban is:
A 2. osztalyban egy zsadkba 4 piros és 2 kék golyot tettek. A gyerekek minden
kisérletben egyszerre harmat huztak. Azt vizsgaltdk, hogy a kovetkezd allitasok
koziil melyek lesznek igazak a harom kihuzott golyora:

e A: Mindhérom piros

e B: Mindharom kék

e C: Van kozte piros

e D: Nem mind piros

e E: Van kozte kék

A tanitd a gyerekek elétt helyezte a golyokat a zacskdba, majd miel6tt a
kisérlethez hozzakezdtek, érdeklodott a tippjeikrdl. Mivel akkor mar nem lattak
bele a zacskoba, csak fejben, reprezentacido nélkiil gondolkodhattak. Ebben a
fazisban egyetlen tanulé sem jelezte azt, hogy szerinte van olyan allitas, ami
mindenképp igaz lesz (a C biztos esemény), €s van olyan allitas, amelyik sehogyan
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sem lehet igaz (a B lehetetlen esemény). 10 kdzds probahtizas utan (melyet a
tablara is felirtak) kezdett érlelédni ez a gondolat, de az osztalyban ezt harom
gyerek tudta csak megfogalmazni. Miutan 6k mindenkit meggyoztek, a lehetetlen
eseményt és a biztos eseményt kizartak a vizsgalatbol, és csak a maradék harommal
foglalkoztak.

A tovéabbiakban mindenki arra tippelt, hogy a harom allitas koziil melyik lesz
legtobbszor igaz. Egyetlen tanuld sem vette észre, hogy a D ¢és E allitdsok ugyanazt
jelentik. Ezutan elvégezték a kisérletet melynek eredménye a kovetkezd volt: az A
allitas 7 alkalommal bizonyult igaznak, a D és E allitasok pedig 12 alkalommal. A
kisérletet frontalisan végezték, tigy, hogy minden gyerek huzasat a tanitd a tablan
jegyezte. Csak 8 kisérlet utan sziiletett meg az els¢ felismerés, hogy amikor a D
allitashoz ,,strigula keriil”, akkor az E-hez is, és hogy akkor viszont az A allitashoz
nem. (Ezt a tapasztalatot ugyanaz a gyerek fogalmazta meg, aki a lehetetlent is
eldszor vette észre.) A tapasztalatot beépitve a strigulazas eljarasa kissé felgyorsult.

Amikor tippjeiket Osszehasonlitottdk az eredménnyel, kissé csalodottak
voltak. Tobbségiik ugyanis eredetileg arra tippelt, hogy a harom piros lesz
leggyakrabban igaz. Az egyik kisgyerek igy fogalmazott: "Mivel 4 piros volt
benne, az volt esélyesebb.” Madsvalaki:,,Ez nem jelenti azt, hogy butidn
gondolkodtam. Most igy lett.” A tanitd ezzel egyetértett, és ebben az évfolyamban
egyelére ennyiben maradtak. (Pedig annak valdszintisége, hogy mindharom golyd
piros 1/5, tehat a kisérlet soran kapott 7/19 relativ gyakorisig meghaladta a
varakozast)

Ugyanezt a tevékenységet elvégezték a Gyakorld iskola 5. osztalyaban is. Ezt
az Ordt egy tanitdsi gyakorlatat teljesitd tanitd szakos hallgatd tartotta. Nagy
kiilonbség volt az 6ran a masodikosokhoz képest, hogy itt a gyerekek kisérlet
nélkiil, fejben ki tudtdk sziirni a lehetetlen és a biztos eseményt. Onmaguktol nem,
de a tanar kérdésére észrevették a D és E allitasok azonossagat is. A probléma ezek
utan egy kérdésre sziikiilt: Minek nagyobb az esélye, harom piros golyd, vagy
,vegyes” huzasanak? Akik hangosan megfogalmaztak sejtésiiket, tobbnyire a
harom pirosra tippeltek. (Hogy milyen volt a tippek ardnya, azt nem tudtam
egészen pontosan dokumentalni, mert az 6rat a hatsoé padbol kovettem)

A kisérlet elvégzése utan ebben az évfolyamban mar feltartak az okokat is. A
modszer a kovetkezd volt. A golyokat megszamoztak, majd csoportmunkaban
felirtdk mind a 20 lehetséges kimenetelt. Ezek utan aldhuztdk azokat, amelyekre
igaz, hogy mindharom goly¢ piros.

A TOK hallgatok szamara is felvetettik ugyanezt a problémat a megfeleld
elméleti részek targyalasa utan. A problémat gyakorld feladatnak szantuk. Ebben a
fazisban nem allt szdndékunkban kisérletet végezni, ezért azt kértiik, hogy
szamitsak ki az egyes események valdszinliségét. Az ekvivalens allitasok
kivalasztasa, valamint a 0 és 1 valoszinliségli események kivalasztasa nem jelentett
problémat. A feladat tovabbi megoldasa ennek ellenére nehézségbe litkdzott. Egyik
hallgato igy kérdezett: ,,Van arca a golyoknak?” A kérdés hatterében az allt, hogy
az egyforma szinli golyok kozott kell-e kiilonbséget tenni. (Vagyis az elemi
események megadasa okozott problémat.) Ekkor tigy modositottuk a feladatot,
hogy az egyik piros golyo szinét zoldre valtoztattuk. Ekkor kicsit kdnnyebben
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sikeriilt megtalalni az elemi eseményeket. Tovabbi segitséget jelentett, hogy a
zsékot ¢€s tartalmat megjelenitettiik kivetiton is, ahol a szines golyokat
megszamoztuk.

Az orai megfigyelések jol kiegészitik a kérddiv 19. és 22. kérdésének
elemzése soran nyert tapasztalatunkat: a tanuldk jobban atlatjdk azokat a
problémakat, amelyekhez targyi tevékenységek vagy képek kapcsolhatok.

A kérdésfeltevés modjanak jelentdségét mutatja a kovetkezd két feladat,
mely a kérddiv egymast kovetd két kérdése volt, és melyek kozil a 21. kérdés a
labdas feladat abrajara vonatkozik. A didknak gyakran nem csak a kérdésre adott
valaszt akarja megadni, hanem azt is megprobalja kitalalni, hogy a tanar milyen
valaszt var. Nem volt konnyt a 20. és 21. kérdések szovegének értelmezése:

20. lgaznak tartja-e a kovetkezo allitast? A dohanyzé emberek rovidebb ideig
élnek, mint azok, akik nem dohanyoznak.” IGEN / NEM

Indokoljavalaszat!

21. Igaznak tartja-e a kovetkezo allitast? A pottyos labdak kicsik.” IGEN / NEM

Indokoljavalaszat!

A matematikai probléméak megoldasa soran a legtobbszor a formalis logika
szabalyait kovetjiilk. Nem igaz példaul a kovetkezd kijelentés: ,,Minden primszam
paratlan.” Az A&llitas igazsagértékét megvaltoztatja az egyetlen kivétel. A
tarsadalomtudomanyok ¢és a természettudomanyok — amennyiben az adott
problémaban nem relevans — az ilyen esetekben nagyvonalubban viselkednek, az
allitas igazsagértéke nem valtozik egy-két kivételtol. Példaul az a kijelentés, hogy
,»A borjunak egy feje van” igaz, még akkor is, ha mar hallottunk kétfejii borju
sziiletésérol. Azaz, az igazsag ott tendencia jellegiien kezelt.

Felvethetdek olyan problémdk, amelyek kétféleképpen is értelmezhetdek:
e Ha tapasztalataink azt mutatjak, hogy A megjelenésekor rendszeresen
megjelenik B is €s viszont, akkor a két jelenséget egyiittjaronak tekintjiik.
e Az ok-okozati tipusnal ez a séma igy modosul, hogy akarhanyszor
megjelenik A, mindig megjelenik B is, de ez forditva nem igaz.
Piaget csak ez utobbi, masok, Magyarorszagon példaul Nagy Jozsef pedig az
»egylttjaras” értelmezésben végeztek vizsgalatokat. (idézi Ban Sandor, 1998 p.
221-227.)*
Vizsgalatunkban mi arra voltunk kivancsiak, hogy a két kérdést azonos
szerkezetiinek kezelik vagy sem. Nem az az elsédleges kérdés, hogy ok-okozati
sémaban gondolkodnak, vagy az egyiittjaras értelmezésében, hanem inkabb az,

%1 Sok szerzé munkajaban megjelenik a korrelativ gondolkodas (correlational thinking)
kifejezésének hasznalata, melyben elsédleges forrasként Piaget-t nevezik meg.
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hogy egyforman gondolkodnak-e a két kérdés megvalaszolasakor. Ezért is kertilt ez

a két kérdés kozvetlen egymast kovetden a feladatlapra.

A 21. diagram mutatja 20. illetve 21. kérdésre igennel valaszolok szamat.

100 7 7
Igennel valszolék
80
60
40
20
0 -
TTK TOK Gyerekek
m 20. kérdés 60,63 50,64 85,71
21. kérdés 8,89 16,67 23,81
21. diagram

A kiilonbség szembe6tld. Mindegyik populdcidban tobben vélaszoltak
igennel a dohanyzas karos hatasat firtatd kérdésre, mint a labdas feladat kérdésére.

Fontos megfigyelni, hogy hanyan valaszoltak a két kérdésre ugyanazt a fajta
gondolkodast hasznalva. A TTK hallgatok 40,28%-a, a TOK hallgatok 43%-a és a
gyerekek 24,24%-a kezelte azonos szerkezetiiként a két feladatot.

A valaszadasban fellelhetd eltérés oka talan a feladatok megfogalmazasaban
rejlik. Az egyik esetben a probléma egy formalis logika szabalyait alkalmazando
matematika feladattal valt ekvivalenssé. Ha ennek szabalyai szerint jartak el,
természetesen nem igaz, hogy a pottyds labdéak kicsik, hiszen nem minden pottyds
labda kicsi. Van ellenpélda. A masik probléma esetében viszont a valaszadok
szabadabbnak érezhették magukat, a kérdés természettudomanyos felvetése jobban
megengedi a kivételek figyelmen kiviil hagyasat. A fentiek mutatjak azt, hogy
ugyanaz a feladat egészen mas meggondolast kivan a koznapi gondolkodasban,
mint a matematikai gondolkodasban.

A valaszadokat zavarhatta a 20. feladat hétkoznapi tartalma. A 21. feladat
esetében viszont inkdbb a matematika tantargy keretében 4ltaldban a
megszokottakhoz igazitottak képzelt elvarasainkat. A feladatok indokldsos része
volt hivatott a bizonytalansdgot tompitani, mely Iehetdséget adott
gondolkodasmodjuk feltarasara és a masodik esetben a természettudomanyos
magyarazatra.

Osszegzés:

A valosziniiségszamitas tanuldsa soran rengeteg olyan probléma vetddhet
fel, mely tobbféleképpen értelmezhetd. A valaszadashoz legjobban illeszkedd
modell kivélasztasa csak akkor lehet sikeres, ha a didkok ebben segitséget kapnak.
A reprezentécio segitséget jelent a feladat értelmezésében.
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A modellvalasztas nagy mértékben fligg a kérdésfeltevés modjatol.
Mind a kérddives, mind az 6rakon szerzett tapasztalatok azt igazoljak, hogy
a kérdés feltevésének modja nagymértékben befolyasolja a tanulok gondolkodasi

crer

felelni.

4.4.2.4.  Erzelmi tényezdk

Az érzelmek elemzése a pszichologiai kutatdsok témaja. Az érzelem
fogalma nem rendelkezik ¢éles hatarokkal, ezért a kategorizalas és meghatarozas
koriilményes. Szamos tudomanyos igényll és ismeretterjesztd tanulmany
foglalkozik az érzelmek vizsgalataval. Tobbségiik nem is tesz kisérletet az érzelem
fogalménak meghatarozasara, hanem csak egyszeriien belevag azok elemzésébe
Mondhatjuk, hogy az érzelem a pszichologia tudomanyanak egyik alapfogalma.
Altalaban ugy értelmezik, hogy az a kornyezet jelenségeihez, eseményeihez torténd
viszonyulas kifejez0dése, melyeket vegetativ jelzések kisérnek. (Juhasz, 2006)

A modern pszichologia bizonyitotta, hogy az érzelmek nem fliggetlenek a
logikus gondolkodastol, hanem annak nélkiilozhetetlen segédeszkozei. (Mérd,
2010)

Az egyik érzelmekkel kapcsolatos jelenség a matematika tanuldsa soran a
motivacié. A tanuld motivaltsaga noveli a problémamegoldas hatékonysagat. A
valoszinliségi szemlélet fejlesztése soran egy sor olyan probléma adodik, amely
onmagaban is felkelti a tanulok érdeklodését. Ilyenek példaul a valdszinliségi
jatékok, de ezt jelzi a mi kérddiviink magas kitoltottsége is. Ezért ebben a témaban
a fogalmak bevezetésének iddszakaban tobbnyire nem az a kérdés, hogy hogyan
motivaljuk tanuldinkat a feladat megoldasara.

A valbészinliség tanulasakor altalaban egy szoveggel adott matematikai
probléma megoldasara keriil sor. A megértést kovetden altalaban a modellalkotas
kovetkezik, ami a szoveg matematika nyelvére valo atkodolasat jelenti. (Polya,
1945) Azt gondolhatnank, hogy a probléma megoldasahoz vezetd terv megtalalasa
mar nem ,,érzelmi kérdés”. Tanitasi tapasztalataim soran mégis az a sejtés kezdett
erdsodni, hogy a megfeleld valosziniiségi modell kivalasztasat érzelmi tényezok is
befolyasoljak. Ennek probaltunk utanajarni a kérdoéives kikérdezésen €s a tanitasi
orakon egyarant.

A kérddiv 3. szamu kérdését az tevékenység kdzben is megvizsgaltuk:

1. Egy szabalyos pénzérmevel egym as utan Stszér irast dobtunk

Earikizza be azt az &lfitdst, amit a leginkabb igaznak érez!

a) A kévetkezd alkalommal nagyobb lesz afe) dobasanak az esélye.

by A kévetkez & alkal ommal nagyobb lesz az iras dobasanak az esélye.

o) A kévetkezd alkalommal vgyanakkora eséllyel dobunk fejet vagy irast
Indokolja valaszat!

Elemezziik a helyzetet:
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e A feladat nem arra kérdez ra, hogy mekkora az esé¢lye annak, hogy egymas
utdn hatszor irdst dobjunk, hanem a hatodik dobds esélyeit firtatja. Annak
ugyanis tényleg kicsi a valoszinlisége, hogy egymas utan hat irast dobjunk. A
fliggetlen események valosziniiségeinek szorzata, jelen esetben (1/2)° Ellenben
annak valdszinlisége, hogy 0t iras dobasa utan a hatodik is iras, éppen 1/2.

e A matematikai megoldas mellett l1étezik a probléma intuitiv megkdzelitése,
melyben a dobassorozat kiegyenlitddését varjak. Aki igy gondolkodik, annak
szdmara a fej dobasanak lesz nagyobb valosziniisége. (Ez a fajta intuitiv
megkdzelités talan a nagy szamok torvényének téves értelmezésére vezethetd
vissza.)

e Gondolhatja valaki, hogy abbol a tapasztalatbol indul ki, hogy ezzel a
pénzérmével mar 5-szor dobtak irdst. Ezzel a pénzérmével az irds dobasanak
megfigyelt relativ gyakorisaga 1. Ezek szerint varhatéan a hatodik dobas iras
lesz.

A valaszokbol kovetkeztetni lehet a modellvalasztasra. Szamunkra nem
pusztan az volt a kérdés, hogy az egyes vizsgalati csoportok milyen modellt
valasztanak. Vizsgaltuk, hogy befolyasolhato-e a modellvalasztas érzelmi tényezok
hatasara.

A kérd6iv kérdésére adott valaszokat a 22. diagram mutatja:

" | Pénzdobas
60
40
20
0 — e S
fej iras ugyanakkora
BTTK 0,72 2,98 96,3
TOK 6,21 3,39 90,4
B Gyerekek 3,03 7,58 89,39
22. diagram

A diagram alapjan gy tiinik, mindhdrom vizsgalati csoport egyértelmiien a
matematika oran elvart modon gondolkodott. A pénzfeldobds egy klasszikus
problémafelvetés, mellyel nagy eséllyel mindenki taldlkozott mar. S6t talan atlatva
szandékunkat, tudatosan keriilték a feladatban vélt csapdat.

Kevesen tekintett¢k az érmérdl kapott informdciot statisztikanak, vagy
kozelitették meg a kérdést szubjektiven. Azok, akik igy gondolkodtak, kivétel
nélkiil adekvatan indokoltak. ,Irast, mert ugyanazt a mechanizmust fogjuk
kovetni a pénzérme feldobasanal, mint az el6z6 esetekben.” (TOK) ,Lehet, hogy a
fej oldala nehezebb” (gyerek) ,,Nem lehet mindig irast dobni” (TTK)

Azonban ezzel nem fejez6dott be a dolog, kivancsiak voltunk arra is, hogy
hogyan reagalnak ,,valosadgos” helyzetben. A TOK hallgatok kdrében négy héttel a
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kérdoives kikérdezés utan az orakon eljatszottuk ezt a problémat. Az eltelt id6 alatt
a kérdést és az akkor adott valaszaikat elfelejtették, és nem is utaltunk ra.

Az oran piros-kék koronggal dobtunk, a jegyzOkonyvet vezetd beépitett
kolléga segitségével. Ugy tigyeskedtiink, hogy a dobasokat csak 6 latta. Minden
esetben csak arra kellett tippelni, hogy a korong kék vagy piros oldalra esett.
Fiiggetleniil attol, hogy mit volt a dobas, elozetesen megbeszélve minden
alkalommal azt mondta be, hogy a korong piros oldalra esett. Arckifejezésiinkkel,
gesztusainkkal, kozbeiktatott megjegyzéseinkkel azt a latszatot keltettiik, mintha
magunk is csodalkoznank a kisérlet kimenetelének e sorozatan. Az események
minden hallgatdi csoportban hasonld médon folytak.

Az els6 dobas eldtt — ahogyan varhat6 volt — a hallgatok fele a piros, a masik
fele a kék dobasra adta le tippjét. (Kb. 15-15 f6) Minden egyes dobas utan azonban
egyre nott a kékre tippelok szama. Az 6todik dobas utan egy csoportban harman
maradtak, akik tovabbra is pirosra tippeltek, egy masikban mindossze ketten. A
hatodik dobas el6tt feltettiik a kérdést: ,,Na most milyen eséllyel dobok kéket?”. A
hallgatok ilyenfajta véalaszokat adtak: ,Mar kidobtuk a pirosakat, a kék jon.”
,»Minél tobb pirosat dobtunk, annal valdszintibb, hogy kék kovetkezik™ ,,Probaljon
a tanarné a masik kezével dobni!” ,,Nagyon kicsi a valdsziniisége annak, hogy
egymas utan hat pirosat dobjunk” Hosszu ideig senkinek sem jutott eszébe, hogy a
feltett kérdésre valaszoljon. Ugyanis konkrétan rakérdeztiink, hogy mi az esélye a
kék korong dobasanak.

Végiil valaki igy nyilatkozott: ,,Tudom, hogy megint fele-fele a kék dobas
esélye, de mar annyi pirosat dobtunk!”. Ez utdobbi megjegyzésen aztan €lénk vita
alakult ki, de wvégil megegyeztek abban, hogy minden alkalommal 1/2
valdszintiséggel dobunk kéket vagy pirosat. A jaték elemzésekor a jatek kozben
tanusitott viselkedésiiket szembesitettiik a kérdéivben adott valaszaikkal.

Arra a meglepd kovetkeztetésre jutottunk kozdsen, hogy bar birtokukban van
valamiféle tudds a problémaval kapcsolatban ezt a tényleges jatékban nem
alkalmazzak. Erre utal az a tény, hogy mar nem fele-fele aranyban tippeltek pirosra
és kékre, amikor a dobassorozattal elérehaladtunk. Sokkal erésebbnek bizonyultak
a kiegyenlitddést rovid tavon varo6 érzelmi tényezok a jaték soran, mint a meglévo
tudas aktivizalasa.

Hasonlo jelenséget mutatott be a 18. feladat, ami egy lottojaték volt. A
magyar matematikatanitas altalaban a lotto-problémaval vezeti be a kivalasztasos
feladatok, majd az ismétlés nélkilli kombinaciok tanitasat. Egyszeri
lottészelvényekkel alsd tagozaton is taldlkoztak mar.  Akik elvégezték a
kozépiskolat, azok a matematika tanuldsa soran valoszintileg ki is szdmoltak mar,
hogy a kiilonbozé lottofajtakban milyen eséllyel lehet nyerni. Ezt a
problémafelvetést tankonyveink is targyaljak. Kérddiviink 18. kérdésében kis
nyerési esélyli kitoltésre kérdeztiink ra:
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18. & farsang Gnnepsegre 1skolat lottdt terveztek. 12 szam kézil 4-et huznak Harom
gyerek akévetler § lottészel vényeket toltatte b

TR KKK [TX

5 o 7 3 5 i 7 g

[=1]
=]
[==]

1] 11 9 )11 | 12 9 ; 11

A B C

Mlelyik szelvénynek van ezel kézétt a leghisebb nyerést eselye?

Valasz:
Indokalia valaszatl

A vizsgalati csoportok valaszait a kovetkezd. diagramon lathatjuk:

Lotto
100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%
0,00% el l—\_-
A" "B" et Ugyanakkora
aTTK 0,72% 28,06% 2,16% 64,75%
ETOK 1,12% 51,69% 0,56% 37,08%
W Gyerekek 3,03% 66,67% 7,58% 15,15%

23. diagram

A valaszokbol az latszik, hogy az érzelmi befolyasoltsag nem fliggetlen a
tanultsagtol. A TTK hallgatok legnagyobb hanyada a matematikdban tanultaknak
megfeleld valaszt adta, azaz ugyanakkora a nyerési esély a harom esetben.
Azonban nem elhanyagolhatd a rossz valaszt adok szama ebben a vizsgalati
csoportban sem (28%). Joval kevesebben adtak helyes valaszt a TOK hallgatoi
(minddssze 37%), a tobbség érzelmi alapon dontott. Annak ellenére, hogy
kozépiskolaban ezt tanultak. A gyerekek pedig lathatéan nincsenek tisztaban a
lottdjaték matematikajaval, szubjektiv modon kozelitik meg a kérdést.
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A hibas gondolkodas oka az lehet, hogy a gyakorlatban altalaban nem
varunk semmiféle szimmetridt egy valdszinliségi esemény vagy eseménysorozat
megfigyelése soran. Nagyon csodalkoznank példaul, amikor elered az esd, és az
esOcseppek valamiféle szabalyos alakzatot rajzolnanak. Az is meglepne, ha egy fej-
iras dobassorozat példaul igy alakulna: FFFFFFFFF....., vagy FIFIFIFL........ (A 3.
feladat éppen errdl szolt) Erzéseinkre hagyatkozva altalaban elutasitjuk a ,,rendet”
egy valosziniiségi megfigyelésnél. Ugy gondolom, hogy ezt a — jelen esetben hamis
— analdgiat alkalmaztdk. A rossz valaszok koziil mindharom csoportban a B
bizonyult a legnépszeriibbnek, annak ellenére, hogy az A Iehetoséggel is
szimmetriat kinaltunk fel. Az indoklasok pro és kontra igen valtozatosak voltak.
Néhanyan példaul hivatkoztak a Magyarorszagon kozismert és igen kedvelt
,»Valami Amerika” c. filmre, ahol az egyik szereplé éppen az 1, 2, 3, 4, 5
szamokkal nyert 90 szambol.

Elég szép szammal akadtak (9 TTK és 14 TOK hallgato), akik ugyan tudtak
a probléma matematik4jat, az elvardsnak megfeleld valaszt is adtak, indoklasukban
mégis fontosnak tartottak intuicidjukat megosztani. ,,Realisan nézve a B-nek, de
matematikailag ugyanannyi” (TTK hallgatd) Ezeknél a hallgatoknal érezhetd, hogy
a szubjektiv tényezdket nem tudjak teljesen kioltani a matematika o6rakon
megtanult formalis mondatok. Bar a lottojatékot nem dolgoztuk fel a tanitasi 6rak
soran, az a sejtéslink, hogy valdsagos problémahelyzetben még erdsebben
érvényesiilnének az érzelmi tényezok.

Ha teljesitményiiket 0sszehasonlitjuk a pénzfeldobasos feladatban nytjtott
teljesitménytikkel, mindharom vizsgalati csoportban joval alacsonyabb az atlag:

A pézdobas és a lottd feladat jo valaszoloi
100,00%

80,00%

60,00% -

40,00% -

20,00% |

0,00% T T 1
TTK TOK Gyerekek

W Pénzdobas Lotto

24. diagram

A szembedtld kiilonbség oka az lehet, hogy a ,lott6” feladat sokkal
nehezebben attekinthetd. Kiilondsen nagy kiilonbséget lathatunk a jo valaszt ado
gyerekek szamaban, akik szamdra a lott-probléma matematika érakon még nem
keriilt feldolgozasra.

Bar az érzelmi tényezok megjelenése a kérdéiven is lathatd, igy gondoljuk,
hogy a kérddives kikérdezés modszere nem ad teljes képet. Igazan akkor tudunk
képet alkotni, ha tevékenység kozben figyeljilk meg tanitvanyainkat. A féléves
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kurzus megfigyelései soran kivétel nélkiill minden oran tapasztalhaté volt az
érzelmi tényezOk megjelenése. Nem csak azért, mert az esetek egy részében mi
provokaltuk. A jelenséget megfigyelhettiik akkor is, amikor ez egyaltalan nem volt
célunk. Ezek koziil az egyik tapasztalatomat megosztom az olvaséval.

Tanitasunk 7. oOrdjan a relativ gyakorisigok megfigyelése tortént. A
kovetkezd kérdést tettilk fel. Egy kockaval dobunk. Mi lesz gyakoribb? Kettes,
vagy hatos? (Ebben a fazisban még nem volt benne a kérdésben, hogy hanyszor
fogunk dobni.) A didkok a kovetkez6 valaszokat adtak:

,,10-bdl legfeljebb 3-szor dobunk 6-ost. Igaz, kettest is.”

,Kettest tobbet fogunk dobni” ,,Csak azért mondod, mert a hatost szoktuk
figyelni.”

,Ugyanakkora az esélye”

Néhany valosagos kockadobas utan a szamitogépen szimulaltuk a kisérletet.
Ismertettiik a véletlen szdm generalasat, és bemutattuk a grafikon készitésének
modjat. Tobb mint 500 eseménybdl allo kisérletsorozatot figyeltiink meg, és mellé
ilyenfajta grafikonokat®*:

Geos dobas
Atlmg
—_———— Tems dobhas

A didkok ugy reagaltak, ahogyan szerettiik volna:,Ritmusa van”, ,,Az
elején nagyon kileng”, ,,Egyre simabb”, ,,Mindig 0,16 koriil van”

Megjegyzés: Mindekdzben az egyik hallgatd felvetette azt a kérdést, hogy
vajon a szamitogép adta véletlen szamok valdban véletlenek-e. ,,A programot
ember készitette, tehat nincs benne véletlen.” Mindenaron be akarta bizonyitani,
hogy a szamitégép mas, mint a valodi dobas. Azt szerette volna megtudni, hogy a
véletlen szdmot milyen mddon generéalja a gép. Erre a kérdésre ott és akkor nem
voltunk felkésziilve, tehat elnapoltuk. A kovetkezd orara viszont elolvasva Lovasz
Laszlo ,,Véletlen és alvéletlen” cimli remek cikkét, és megosztottuk a frissen
szerzett tudast. Mi tagadas, a hallgatonak igaza volt, a szamitégép pusztan arra
képes, hogy bar megfelel6, de mégiscsak alvéletlen sorozatot generaljon. (Ez
azonban a mi problémank szempontjabol természetesen nem relevans kérdés.)

Mikozben errdl filozofaltunk, egy masik hallgato, aki tarsasjatékban szerzett
tapasztalatai alapjan nem nyugodott bele a grafikonok nyujtotta latvanyba 100
dobast végzett. 9 alkalommal dobott hatost, és 18 alkalommal kettest. Ugy érzete,
igaza van: hatost joval nehezebb dobni, mint kettest. Errdl a valtozé diagramokban

%2 A grafikon a 6-0s és 2-es dobasok relativ gyakorisagat mutatja. Az ,4tlag”-ot a hallgatok
kérésére 1/6-ra allitottuk be.
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fellelheto hasonldsag sem gydzte meg. Nem hagyta magat, Gjabb kisérletet végzett,
melyben ismét az § feltevése igazolodott. fgy kommentalta: ,Igen, mert lehet
gondolni valamire, hogy azt akarja dobni. Ilyenkor a kocka érzi, és tigy porog
neki.” Ennyiben maradtunk.

Ugyanezen az oran a két kockaval vald dobas esélyeit is vizsgaltuk. A kérdés az
volt, hogy két kockaval dobva mi a valdsziniibb? Az 6sszeg hat, vagy az 6sszeg 7?

A tippelés soran a kovetkez6 megjegyzések hangzottak el:
,,Ki melyikre huz. A szive szerint” (Ez a hallgaté nem a kérdésre valaszolt)
A legtobben (12 hallgato) ugy gondoltak, hogy az esély megegyezd. fgy érveltek:
,»3-3 feleképpen johet ki, tehat ugyanannyi az esélye.” ,,Ugyanannyi az esély, mert
a 6-nak és a 7-nek 3-3-féle bontasa van”
,»2-t0l 12-ig kaphatunk eredményt. A 6 és a 7 éppen kozépen van. Ezért ugyanannyi
az esély.”
Ugyanaz a didk késébb modositotta észrevételét: ,,Rajottem, hogy egy kozepe van:
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 (Ezt fel is irta a tablara)”
,Azért lesz kevesebb a 6, mert abban a 3;3 is benne van. Két kiilonbz6t konnyebb
dobni, mint két azonosat.” (Ez utobbi megjegyzést tobben vitattak)
Parban dolgozva 30 dobasbol allo kisérletsorozatot végeztek. Ez persze kevés volt
ahhoz, hogy kovetkeztessenek, hiszen 5 parnal gy6zott a 7, és 5 parnal a 6. Ennek
alapjan azokban, akik az esélyeket egyenlonek vélték meger6sodott a feltevés.
Azok viszont, akik a 7 Osszeget lattak esélyesebbnek, nem hagytak annyiban.
Javasoltak egy tjabb kisérletsorozat elvégzését. Az uj kisérletben ugyan tobbszor
jott ki a 7 0sszegként, de egyik tabor sem lett meggydzve. Megjegyzéseik:

»Amint eldre szuggeraltuk!”
,,Kevés volt a kisérlet!”

Végiil ismét a gépet hivtak segitségiil, az tobb kisérletet tud egyszerre végezni. Sok
diagramot megfigyeltek, amik kozott akadtak ilyenek:*

180 o

160

———-Az Osszeg & |

140

120

100

80

(Sle]

40

20

o

1 oS4 187 280 373 466 559 652 7Aa5 838 2931

De persze a legtobb helyen nagyobb volt az eltérés:

% A grafikonok a 6-os és 7-es sszegek dobasanak gyakorisagat mutatjak.
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—==-Az Osszeg 6
Az osszeg 7

it

280 373 466 838 2931

Ezek utan keriilt sor az okok feltarasara a kovetkezO a tablazat segitségével,
melyben a 36 eset koziil azokat jeldltiik, melyek a 6-0s illetve a 7-es Osszeget
allitjak elo.

6-o0s dobas 7-es dobas

112]13[4]5]|6 1121314 15]|6
1 1+5 1 1+6
2 2+4 2 2+5
3 3+3 3 3+4
4 4+2 4 4+3
5 5+1 5 5+2
6 6 [6+1

Ebben az odraleirasban igen sok olyan momentum szerepel, ami az érzelmi
tényezok jelenlétét igazolja. A didkok megjegyzései, €s a kisérlet kimenetelére
vonatkozé elképzeléseik tiikrozik ezt a tényt. Az is tapasztalhatd volt, hogy igen
sok esetben kitartottak az esemény valoszinliségét illeté elsddleges megérzésiik
mellett. (Egy kockéval konnyebb kettest dobni, mint hatost. Két kockaval
ugyanolyan eséllyel dobunk 6sszegként hetet, mint hatot.) Tették ezt még abban az
esetben is, amikor a kisérletek nem ezt tamasztottak ala.

Osszegzés:

A kérddives és az orai tapasztalatok alapjan egyarant megerdsitést nyert az a
sejtés, hogy a valoszinliség témakorében az érzelmi tényezok egyetlen vizsgalati
csoportban sem elhanyagolhatdak. A hiedelmek befolyasoljak, vagy gatoljak az
es€ly ismert elméleti modell alapjan torténd becslését. A hiedelmek tipusainak
bdévebb koriiljarasa tijabb kutatasok iranyat jeldlheti.

A kérdoives felmérés azt mutatja, hogy az érzelmi befolyasoltsag a
matematika és a valdsziniségszamitas tanuldsdnak hatasara csokken. Minél
képzettebb valaki matematikabol, annél kevésbé befolyasoljak a hiedelmek.

A kérddives és az Orai tapasztalatok dsszevetése azt mutatja, hogy az érzelmi
tényezok valdsdgos problémahelyzetben sokkal erdsebbek, mint a tanfeladatok
megoldasakor. Az érzelmi tényezék hatasa az egyik oka annak, hogy a
valészinliségszamitdsban  megszerzett ismeretek tevékenységben nehezen
aktivizalodnak, akadalyozhatjdk a megfeleld modell kivalasztasat. Kiilondsen
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fontos ezt szem eldtt tartani a szemléletfejlesztés idoszakaban, a valosziniiség
fogalméanak alapozéasakor. Ellenkez0 esetben nem azt készitjiik eld, amire
vallalkoztunk.

4.4.2.5. A tudas aktivizalhatésdga

A valoszinliségszamitas tanitdsa soran feldolgozott problémédk a matematika
egyéb teriileteit is érintik. A feladatmegoldasokban tamaszkodunk a didkok
megszerzett kombinatorikai, geometriai, szamelméleti, statisztikai ismereteire,
sziikségilink van szdmolasi képességeikre €s az aranyos kovetkeztetés értésére. Az
el6zo fejezetekben feldolgozott feladatok és szituaciok mar részben megmutattak,
hogy az ismeretek €s képességek mobilizalasanak vannak gatjai. Akadalyt jelenthet
a kérdésfeltevés mas modja (19. és 22. feladat, valamint 20. és 21. feladatok
Osszehasonlitasa), és az érzelmi tényezdk is befolydsolo tényezot jelentenek (3. és
18. feladatok.)

Vannak azonban olyan gatak is, melyek a valdszinliségszdmitas természetébol
erednek. A kérddiv 14. és 15. kérdésével és a TOK féléves kurzusan azt vizsgaltuk,
hogy egy kombinatorikdbol mar megszerzett tudast valosziniliségi probléma
megoldasa soran milyen eredményességgel alkalmaznak.

14. Egyszerre feldobunk egy 10 fonntos és egy 20 fonntos pénzérmét. Leesés utén tihb
kilénbizd esetet lath sl Példanl: Fejet dobunk a 10 forintossal és Irdsta 20
forintossdl. Ezt az eredményt be i3 irtuk egy téhlazatha
Fria be ugyanebbe a tbldzatha az dsszer tobbi lehetdsd get!

10-forintos 20forintos
F I

15. Egyazetre feldohunk hérom korongot, melynek az egvilk oldala piros, a mésik kék Leesés
utan tikh kilinhdzd eset kivetkezhet e, Példaul mindharom koronggal prrosat dobhunle
FFP

Sarolia ol az dsszes tabl lehetdisd get!

PPE,

A 14. feladat megfogalmazisa egyértelmii. A 10 és 20 forintos érmék
megkiilonboztetése és a tablazatos elrendezés miatt csak egyetlen j6 megoldésa
van, 4 lehetséges esetet kell megkiilonboztetni. A 15. feladat viszont kétféleképpen
is értelmezhetd. Nem tudhatjuk ugyanis, hogy a kérdésben szerepld ,,eset” sz6 mire
utal. Az Osszes elemi esemény meghatarozasat kéri, vagy azt kivanja, hogy a
kisérlet soran tapasztalhatd ,latvanyokat” soroljuk fel. Ha az 0Osszes elemi
eseményt akarjuk felirni, akkor 8 eset lehet, ha a ,latvanyt”, akkor 4 (PPP, PKP,
PPK, KKK). A feladatok egymast kdvetd sorrendjével azt probaltuk sugallni, hogy
az elemi eseményeket hatarozzak meg. Ezt sugallta a PPP linearis felirasa is.
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A kérdésekre adott valaszokat a kovetkezd diagramok mutatjak:

100,00%

14. kérdés

80,00% -

60,00% -

40,00% -

20,00% -

0,00% -

25. diagram

TOK Gyerekek

W Jo valasz

100.00% 15. feladat
80,00%

60,00%

40,00%

20,00% I I I
[

8eset

TTK

aeset 8eset 4 eset 8eset 4eset

TOK Gyerekek

m 6l = Hibdsan

26. diagram

A 14. kérdés jo megvalaszolasa mindharom csoportban az eldzetes

feltevésnek megfeleléen priman ment.

A 15. kérdésre adott valaszokbol két dologra lehet kdvetkeztetni. Egyrészt a
kombinatorikdban vald jartassagra. Voltak, akik lathatéan a 8 eset felirdsara
torekedtek, de nem oldottdk meg jol, kimaradt valami, vagy egy esetet tobbszor is
felsoroltak (a diagramon sziirke). A diagram mutatja, hogy minél gyakorlottabb a
feladatmegold6 annal kevésbé hibazott. Masrészt az is lathatd, hogy mindharom
vizsgalati csoportban megjelenik a kérdés masfajta, a latvanyra vonatkozo
értelmezése. A jo valaszadokat tekintve koriilbeliil ugyanabban az aranyban: (TTK
27,3; TOK 24,7; gyerekek 16,67)

A 15. kérdésben megfogalmazott probléma a TOK kurzus és az altalanos
iskolakban tapasztaltakkal egybevetve valik érdekessé:
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A TOK kurzus 3. éréjanak egyik témaja az elemi és az Osszetett események
megkiilonboztetése volt. Harom hallgatoi csoportban is azonos modon tettiik fel
ugyanazt a kérdést: ,,Harom korongot feldobunk. Hanyféleképpen eshetnek le?”

A folytatas is mindhdrom csoportban koriilbeliil azonos modon zajlott:
Kivétel nélkiil mindenki 4 esetet sorolt fel a flizetében (a kérdéiven 53%-uk 8
esetet sorolt fel), és ez fel is keriilt a tablara: PPP, PPK, PKK, KKK Senki sem
emlékezett arra, hogy a kérdéiven mar szerepelt ez a kérdés. Ezek szerint most arra
gondoltak, hogy milyen latvanyt kaphatunk.

Tanar: ,,Tippeljék meg, hogy a 20 dobasbol melyik esemény hanyszor kovetkezik
be!”

A tippek is felkeriiltek a tablara:

PPP | PPK | PKK | KKK
5 5 5 5

3 7 7 3

4 6 6 4

Masfajta tipp nem volt.

Altalaban nagyobb szamot tippeltek arra, hogy a dobas ,,vegyes” lesz, de az egyik
csoportban volt 4, a masik kettében 3-3 {6 kétkedo, aki 5,5,5,5 tippet adott. Kivétel
nélkiil mindenki ,,szimmetrikusan” tippelt. A kisérletek tényleges elvégzése utan
természetesen sehol sem kaptak a tippjeiknek megfeleld eredményt. Igy
indokoltak: ,,Véletlen.”; ,,En gondoltam, hogy nem pont ennyi lesz, de most is
ugyanugy tippelnék.”

Osszesitik az eredményeket, majd ezek felkeriilnek a tablara.

PPP | PPK | PKK | KKK
1. csoport | 26 59 52 28

2. csoport | 12 32 35 15
3.csoport | 6 22 39 7

A kisérletsorozat kimenetelére a hallgatok reakcioi a kovetkezok voltak:
»Nem lepddtem meg. Szerintem kevesebb esély van arra, hogy egyszinii”; ,,Csak
egy esetben lehet PPP, KKK, de tobb kombinaci6é van a vegyesnél.”; A
dobokockanal is igy van. Egyest vagy hatost nehezebb dobni!” Ez utobbi
megjegyzeés azért érdekes, mert kiolvashatd beldle, hogy ez a hallgatd egyaltalan
nem latta a probléma Iényegét. Ezért a kisérletsorozat kimenetelét azonnal érzelmi
megkozelitésbe helyezte. Voltak olyan hallgatok is, akik a véletlennek tudtak be ezt
a kisérletsorozatot. A kétked6k azért a tarsak érveinek hatasara egy idé utan
igazolni lattak, hogy a ,,vegyes” dobas gyakoribb.

Ezek utan keriilt sor az okok keresésére, melyben megfogalmaztak, hogy a
vegyes dobdsara ,,tobb eset van”. Minden csoportban felvetddott az a gondolat,
hogy nem mindegy, melyik korongrél van sz6. Igy kérdeztek: ,, Tehat szamit a
sorrend?” Ez a fajta kérdésfeltevés azért jelentds, mert itt foghaté meg, hogy a
kombinatorikaban megszerzett tudast hogyan aktivizaljak. Ebben a problémaban
nehezen értheté a ,,sorrend” jelentése. Harom koronggal vald dobaskor ugyanis
nincsenek sorrendben a korongok. S6t, igencsak csodalkoznank, ha azok minden
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esetben szép egyenes vonalban sorakoznanak a padon. A hallgatok ekkor mar
érezték, hogy milyen kombinatorikai alapesetet kell modellként valasztani, de hogy
miért, az még nem volt vildgos. Nehéz volt azt a kombinatorikai feladatot
megalkotni, amelyik modellje lehet a valdsziniliségi problémanak.

Nagy sokara megsziiletett az a gondolat, hogy szamozzuk be a korongokat.

Ezaltal tudtuk ezt a megfeleltetést bemutatni.
. — KPK

@ -

....&s igy tovabb, mind a nyolc esetben.

Ugyanezt a problémat dolgoztak fel a Lauder iskola 3. osztalyaban is. Ok
nem jutottak el az esetek Osszeszamlalasahoz, csak a gyakorisdgok megfigyelése
volt a cél. A tippelés sordn a gyerekek joval nagyobb aranyban gondoltak, hogy
mind a négy esemény ugyanannyiszor fog eléfordulni. Egyaltalan nem érzékeltek,
hogy az egyszinli dobasra kevesebb esély van. Amikor eredményeiket a
csoportjukban oszlopdiagramon Osszesitették, kissé meglepddtek, de még a
véletlen szamlajara irtak. Ezutan a diagramok Osszehasonlitasa kovetkezett.
Nagyon jol lathato volt a hasonldsag kozottiik, ami jelezte a tendenciat. Ilyenfajta
diagramok sziilettek.

Vede Loan Marg Ve fhesek New Sige

P omEm BN ESX B

Ebben az életkorban a cél a tapasztalatszerzés volt, ezért természetesen nem
firtattdk tovabb az okokat. Volt azonban két gyerek az osztalyban, aki
megfogalmazta, hogy ez azért lehet igy, mert PPK-t vagy KKP-t tobbféleképpen
lehet dobni.

Ugy gondoljuk, hogy ez az elkészté tevékenyég nem csak a
tapasztalatszerzés miatt volt hasznos. A munka soran fejlédtek a gyerekek az
adatok lejegyzésében, szamoldsi képességeikben (Osszesiteni kellett az
eredmeényeket), csoportban valo egyiittmiikodésben, megtanultak a diagramkészités
egy modjat, leolvastak adatokat mas diagramokrol, és 0sszehasonlitottak azokat.
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A kérdoiv 23. kérdésével szintén a tudas aktivizalhatosagat vizsgaltuk:

23. Egy 5 dm sugaru vilagos korbe egy 3 dm sugaru sotét kort rajzoltunk az
abran lathato modon.
Karikazza be azt az allitast, amit a leginkabb valosziniinek érez!

a) Egy, az abran talalomra kivalasztott pont sotét szindi.
b) Egy, az abran talalomra kivalasztott pont vilagos szinii.

Ez a kérdés felfoghatd matematika feladatként. Ha az utasitasbol az ,,érez”
szOt elhagynank, lehetne barmelyik kozépiskolas tankonyvben. Aki érettségizett,
annak ismernie kell a kor és a korgytirt teriiletének kiszamitdsi modjat. Mivel a
feladat tartalmazza a sziikséges adatokat is, konnyen megoldhatd a meglévo
matematikai ismeretekkel: 9 < 25w — 97, tehat a vilagos rész teriilete a nagyobb.
Az abra viszont optikailag kissé megtévesztd, de a sugarak aranya ott is 3:5.

Aki nem tudja a kor teriiletének kiszamitasat, érzéseire hagyatkozva oldja
meg a problémat. S6t, aki nem akarja matematizalni a problémat, nyugodt szivvel
megteheti, hiszen a kérdés arra vonatkozik, hogy melyiket érzi nagyobbnak. Az
indoklds kérésével probaltuk arra iranyitani a figyelmet, hogy ne pusztan az
érzésekre hagyatkozzanak, gondolkodjanak el a miérteken.

A gyerekek nem tanultdk még a kor teriiletének szamitdsat, igy szamukra
nem volt meg a sziikséges feltétel a feladat szamitasos matematikai modelljének
megteremtéséhez.

Mind a TTK hallgatok, mind a TOK hallgatok rendelkeznek viszont a feladat
megoldasihoz sziikséges tudassal. (A TOK hallgatéi éppen el6zé félévben
végezték el a geometria kurzust.) Az § esetiikben a tudas aktivizalasa a kérdés. A
valaszokat a kdvetkezd diagram mutatja:

23. kérdés

100%

80%

60%

40%

20%

0%

TTK TOK Gyerekek
vilagos 56 32,33 36,32
B sotét 44 67,67 73,68

27. diagram
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A gyerekek nagyon nagy tobbséggel (73%) a sotétre tippeltek. Mivel naluk
nem jOhetett szOba a szamitds, ezért ebbdl csak arra lehet kovetkeztetni, hogy
optikai illuzi6 hatasara a sotét teriiletét nagyobbnak lattak.

Megfigyelheté azonban, hogy a masik két csoportban is magas volt azok
szdma, akiket az optika megtévesztett. Az is lathatd, hogy matematikdbol minél
képzettebb valaki, annal kevésbé hagyja magat becsapni.

Az indoklasokbdl deriil ki igazan, hogy milyen megfontolasok alapjan
valasztottak. Ha valaki jol, vagy rosszul, de szamolt, azzal indokolt. Ha valaki
olyan itéletet fogalmazott meg, hogy a sotét vagy a vildgos teriilete a nagyobb,
akkor az illetd a kérdésben matematikai problémat latott. Ha pedig valaki gy
indokolt, hogy nem tudja miért, de ezt vagy azt érzi nagyobbnak, azzal kifejezi,
hogy a kérdésfeltevésnek megfeleléen valaszolt és nem kivan a dolog matematikai
vonatkozasaval foglalkozni. Ide sorolom azokat is, akik a kérdésre ugyan
valaszoltak, de indoklast nem adtak.

A kovetkez6 diagram az indoklasok megoszlasat mutatja:

100 . 7
23. indoklas
80
60
40 -
20 | I
0 -
tertilettel szamolt érzés alapjan
indokolt P)
TTK 49,19 37,09 13,72
TOK 48,62 9,74 41,64
Gyerekek 54,34 0 45,66
28. diagram

A tertilettel indokolt mindsités itt most azt jelenti, hogy a valaszol6 itéletet
alkotott a sotét €s vilagos részek teriiletének viszonyaban, de az indoklasban nem
szamolt. Ez a fajta itéletalkotas csak akkor sziiletik, ha a megold6 tigy gondolja,
hogy az a valdsziniibb, aminek a teriilete nagyobb. Ebben az esetben 6 nem
szubjektiv modon valaszt, matematikai szakértoként viselkedik, de indoklasa
hianyos. Aki kiszamolta a két sikidom teriiletét vagy csak azok aranyat, az
természetesen szintén latja az alkalmazhat6é modellt. A TTK hallgatok matematikai
képzettsége €s matematikai érdeklodése abbal lathato, hogy 86,28%-uk az elsd két
kategoridba sorolhatd. Ugyanez a TOK hallgatoknal 58,36%, a gyerekeknél
54,34%.

A TOK hallgatok meglepéen kevesen (9,74%) éltek a szamolds
lehetdségével annak ellenére, hogy érezték a probléma Iényegét, és rendelkeztek a
megfeleld matematikai apparatussal a megoldashoz, hiszen éppen az azt megel6zo
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félévben vettek részt egy geometria kurzuson, ahol ez eldkeriilt. Mégis nagyon
sokan (41%) intuitiv modon alkottak itéletet.

Az intuitiv itéletek igen valtozatosak voltak: ,,A sotét egybefiiggd”; (TTK
hallgatd) ,,Az ember inkabb a kdzepére bok.” (TOK hallgato) ,,En sosem taldlom el
a darts kozepét” (TOK hallgato); ,,Ez van beljebb” (gyerek); ,,Mert egy pont
mindig sotét szinli” (gyerek)

Osszegzés:

A matematikabol megszerzett tudas valoszinliségi itéletalkotdsok soran valo
aktivizalasanak gatjai részben a valdszinliségi probléma természetébdl erednek:
e (Gatat jelent a probléma és az azt ler6 matematikai modell kozotti
megfeleltetés.
e Egy valoszinliségi kérdésfeltevésben lehetdség van az intuitiv
itéletalkotasra, ezaltal a matematikai modell megkeresésének elhagyasara.
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4.4.3. A valosziniiségszamitas kapcsolata a matematika egyéb teriileteivel

A dokumentumelemzés, az orak tapasztalatai és a kérddivben feldolgozott
kérdések mutatjak, hogy a valészinliségi feladatok a legtobb esetben a matematika
mas terlileteit is érintik. A kérddiv 2. 10-17. 22. 23. kérdésének elemzésénél ezt
mar feltartuk. Magasabb évfolyamokon, a valoszinliség szamitdsanak idészakaban
a matematika mas teriiletein szerzett ismeretek sziikséges feltételt jelentenek a
feladatmegoldasban. Azt tapasztaltuk, hogy a kombinatorikai meggondolasok
kiemelt jelentdséget kapnak. Ez olyan hiedelmeknek adhat taptalajt, mintha minden
valoszinliségi probléma megoldhatd lenne kombinatorikus modszerekkel.

A valoszinliségi szemlélet alakitasa soran is SOK olyan problémat vethetiink
fel, ami mas matematikai témakor épiilését is segiti. Tévedés azt gondolni, hogy
amennyiben a tanora kiemelt célja a valdsziniiségi szemlélet fejlesztése, akkor
egész oOran kizardlag dobokockakat dobalunk, pénzérméket csorgetiink vagy egy
zsakbol szines golyokat hizunk. A tandrdkon megvalosulhat a valdsziniiségi
szemlélet fejlesztése Ugy is, hogy olyan problémakat vetiink fel, amelyek
matematika mas teriileteit is érintik, vagy €ppen azok a hangsulyosak. Ebben a
fejezetben néhany Osszetett tevékenységet szeretnénk bemutatni (Szendrei —
Szitanyi, 2007), a kapcsolodasi lehetdségeket, természetesen a teljesség igénye
nélkiil, és els6sorban a szemléletformalas idején feldolgozand6d tananyagra
koncentralva.

Orai tevékenység:

A tablan egy rajz lathato, ami egy Osszeg szamjegyeinek helyét mutatja, és
amit a tanulok a fiizetiikbe lerajzolnak:

_|_

Jatékszabaly: A jatékvezetd egy szamot huz az 1-9-ig szamkartydk koziil, a
tanulok a kapott szamot beirjak valamelyik helyre (utdna valtoztatni nem szabad),
ezutan Ujra huz visszatevéssel egyet, és a masodik szamot is beirjak, majd
ugyanigy tovabb. Az nyer, aki a legnagyobb szamot tudja eldallitani.

Ebben a jatékban a valdsziniiségi szemlélet alapozasa tigy valosul meg, hogy
megtapasztaljak, hogy nem az 0 akaratukon, hanem a véletlenen mulik, hogy
mekkora lesz egy-egy huzott szamjegy. Megfigyelhetik, hogy az el6zmények nem
befolyéasoljak az Gijabb huzas eredményét. Ha eldszor huzunk az 1, 2, 3 szdmokbdl,
akkor azt az egyesek helyére érdemes irni. Erzik viszont, hogy példaul, a 7, 8, 9
elég nagy szamok ahhoz, hogy a szdzasok helyére irjak, mert mégaz 1, 2, 3,4, 5, 6
is lehetséges. S6t, latjak, hogy ha 9-et huztunk, akkor biztos, hogy nem htzunk
kés6bb nagyobbat stb.

Ennek a jatéknak azonban nem csak valdszinliségi vagy stratégiai fejlesztd
hatdsa van. Igen sok tapasztalatot szerezhetnek a helyiértékek szerepérol.
Tapasztalatot szerezhetnek példaul arrdl is, hogy ha az 6sszeadast Gigy valtoztatom,
hogy az egyik tagot megnovelem, és a masikat nem csokkentem, akkor az dsszeg
nagyobb lesz. Ugyanis tegyiik fel, hogy ,,A” gyermek a huzasok utan a 342 + 721
Osszeget allitotta eld, ,,B” pedig 432 + 721-et. Egy ilyen Osszefiiggést sokkal
érdekesebb egy ilyen jaték keretében észrevenni, mintha a tanar elmondana azt a
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gyermek szamara semmitmondé mondatot, hogy ,.ha egy Osszeadas egyik tagja
nagyobb ¢€s a masik valtozatlan, akkor az 0sszeg is nagyobb”.

A jatékot kiprobaltuk TOK hallgatok korében. A szamokat dobokockaval
dobtuk. A kovetkez6 szamokat dobtuk, ilyen sorrendben: 4, 3, 2, 5, 2, 1. Mivel az
els0 dobas utan a fejlett valosziniiségi érzékkel rendelkezé emberek joggal
varhattak még a hatos kidobasara is (még volt hatra 6t dobas), szinte senki nem irta
be a szazasok helyére a négyest. Ahogy fogytak a dobasi lehet6ségek, egyre
tobbszor lehetett hallani azt a bekiabalast, hogy ,,nagyot tessék dobni!” Erezhetd
volt, hogy megfogalmazas nélkiil tudjak, hogy ha sikeriil nagyot dobni nagy
helyiértékii helyre, az 0sszeg is nagyobb lesz.

Egy ilyen Osszefiiggést feltarhatunk tigy is, hogy megoldatunk a gyerekekkel jo par
céliranyosan megszerkesztett feladatsort. Példaul ilyet:
634+243= 634+253=

'

634+244= 634+263=

Lo L
634+245= 634+273=

A kétfajta tevékenység kozotti kiilonbséget leginkdbb a motivalod hatdsnak
lehet tulajdonitani. A jaték soran a tanuld személyes érdeke, hogy ,,j6” helyre irja a
szamjegyeket, jol elvégezze az Osszeadasokat, majd Osszehasonlitsa az
eredményeket. Erzelmei motivaljak, a nyerni akaras érdekében vallal, vagy nem
vallal kockazatot. Tudnunk Kkell, hogy ez az érzelmi hatds gatat jelent a
rendszerezett ismeretszerzésben. Sok esetben ugyanis a tanulok csak az éppen
aktualis jatékra koncentralnak. Miutan nyertek vagy vesztettek, mar gondolatban a
kovetkezo fordulot varjak, a jaték elemzése nem izgatja kiilondsebben 6ket. Ezért a
rendszerezett ismeretszerzésrol a tanarnak még kiilon gondoskodnia kell.

A feladatsor megoldasahoz fiz6d6 egyetlen érdek viszont a megfelelni
akards. A feladatsor megolddsa eldtt ugyanis nincs tudomasa arr6l, hogy miert
csinalja. A feladatsor — szemben a jatékkal — igen rendszerezett, ezaltal alkalmas
lehet az iranyitott felfedeztetésre.

Ilyen, és ehhez hasonld jatékokat a latogatott orakon is lattunk. A
Felsotarkanyi iskola 2. osztalyaban két kockaval dobtak, és a szorzatra vonatkozo
eseményeket figyelték meg. Ezen az oran szerezték meg az elsé tapasztalatot arrdl,
hogy egy szorzat akkor paros, ha az egyik tényezdje paros, és csak akkor paratlan,
ha mindkét tényezéje az. Harmadik osztadlyban éppen az irasbeli Osszeadas és
kivonas gyakorldsanak adott keretet egy szamkartydkkal végzett valosziniiségi
jatek. A Gyakorlo iskola 4. osztdlyaban pedig a miveletek sorrendjének és a
zardjel hasznalatanak gyakorldsa volt a cél egy alkalmasan vélasztott valdszinliségi
jatékkal.

A kovetkezd tevékenységet a TOK féléves kurzus idején harom
szemindriumi csoportban elvégeztiik, és kérésemre elvégezték a Lauder iskola 2.
osztalydban, majd egy évvel késobb, 3. osztdlyban megismételték. Ugyanezt a
tevékenységet a Gyakorl¢ iskola 5. osztalyaban is lathattam.

A TOK hallgatokkal a lehetetlen esemény fogalmanak bevezetése volt a cél.
A kovetkezoképpen vetettiik fel a problémat: ,[épegetiink a szamegyenesen.
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Péaronként 10 koronggal fognak jatszani. Rajzoljanak szamegyenest egy lapra, és
babuval lépkedjenek! A korongok feldobasa utan annyit lépjenek a pozitiv
iranyaba, amennyi piros korong esett az asztalra, és annyit a negativ irdnyba,
amennyi kék! Mit gondolnak, a 10. dobas utan hova érkezik a babu legtobbszor
ezek koziil? Az els6 dobas a 0-rdl indul, a masodik onnan, ahova az els6 jutott.”

—4 -3 10 1 -16

Az els6 csoportban a kovetkezo tippek sziilettek: 1, -3, 10, -3, 1,-3, -3 A tablara
irtuk, hogy hova jutottak: —6, -4, -4, -2, -4, -6,-6,-4,0

Tanar:”4-nél vannak. Hova fognak jutni?” Tippek: 1, 4, 8, -6 Ebben a fazisban még
nem volt észrevehetd, hogy csak paros sokat 1éphetiink.

Tanar: ,,Karikazzak be azokat a helyeket, amikor paratlanra érkeztetek
Diakok: ,,Most nem, de az el6zében igen” ,,Most nem jo valami”
Hossza 1d6 utan sziiletett csak meg a felismerés: ,,Mindig 2-t, 0-t, 4-et hatot vagy
8-t lépiink jobbra vagy balra.” Végill egy didk: ,,Azonos paritasi szamok
kiilonbsége paros. Rajottem, hogy hogyan lehetne paratlant kapni: paratlanrél kell
indulni!” Egy masik diak: ,,Szerintem az is fontos, hogy paros sok korong volt.”
Ezek utan keriilt sor a szadmelméleti ismeretek mozgdsitasara, és a probléma
feloldasa utan a lehetetlen és a biztos események meghatarozasara.

A masodik csoportban ugyanez a tevékenység a kovetkezoképpen zajlott:

Tippek: 1, -3, -4, 10, -3, 1, -4, -4, -3. Ahova jutottak: -2,12,1, -2, -4, 7,-18,-4,
0

Tanar: Ugy veszem észre, hogy volt a csoportban olyan, aki hibazott a
1épegetésnél.

1. Diak: ,,Igen, mert nem mindegy, hogy a pozitiv iranyba kezdek 1épni, vagy a
negativ iranyba.”

2. Didk: ,,Mi egyszer kiprobaltuk igy is, gy is. Mindegy.”

3. Didk: Elég megnézni azt, hogy melyikbdl van tobb és mennyivel. Annyit kell
csak lelépni.

Tanar: Na de ki hibazott?

4. Diak: A —18 tul nagy, ez nem esélyes. Valoszintlileg mi hibaztunk

5. Didk: Lehet, hogy mi. A 0 kdzelében kellett volna maradni.

Nagyon hosszu ideig csak a szamok nagysagrendjében gondolkodtak, de a vita utan
rajottek, hogy az hibazhatott, aki paratlanra érkezett. ezutdn kovetkezett a
magyarazatok keresése:

Egy didk bemutatta: ,,Eldobom valahogy” Dobott, majd a padjan igy rendezte a
korongokat:

4 piros és kék kiejti egymast. Csak kettd maradhat az el6z0 miatt.”

A harmadik csoport tippjei: 1, 1, 1, -3, -4, -3, -3, 1, 1, 1 Ahova jutottak: 13, —10,
12, 18,-2,6,6,-2,-22

A vitdk és megbeszélések hasonloképpen zajlottak, mint az el6z0 csoportban.
Eldszor itt sem volt egyértelmii, hogy mindegy melyik irdnyba lépiink elszor.

"5
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Mivel csak egyetlen helyen hibaztak, konnyen rajottek, hogy melyik szam a nem
lehetséges. A magyarazatot is konnyebben megtalaltak.

A részletes magyarazat keresésére két modszer kindlkozik. Osszegytjthetjiik a
lehetséges dobasokat, és az egy 1épés hosszara vonatkozé lehetoségeket:
10p=-10;9p+1k=-8;8p+2k=-6;7p+3k=-4;6p+4k=-2.........

Vagy egyszeriien csak azt figyelik, meg, hogy mi torténik, ha egyetlen kék
korongot pirosra valtoztatunk:

$5800° — 35° 398

Eggyel Eggyel tobb
kevesebb

Ugy gondoljuk, hogy ez egy olyan Osszefiiggés, amit ha a tanulok maguk
ismerhetnek fel, sokkal inkabb magukénak érzik, mint a tanar sz4jabol elhangzott
mondatot: ,,Ha a kisebbitend6t eggyel csokkentem, és a kivonandot eggyel
novelem, a kiilonbség kettovel csokken”

Akarhogyan is dobunk tehat a 10 koronggal, az els6 dobas utan
mindenképpen paros helyre ériink. A tovabbi dobasok soran pedig minden esetben
paros sokat lépiink. A lépegetés soran a tanulok tapasztalathoz juthatnak a pozitiv
szamok ellentettjének értelmezéséhez sziikséges tevekenységrol, pozitiv és negativ
szdmok Osszeadasardl, valamint arrél is, hogy az Osszeg paritasara vonatkozd
Osszefiiggés a negativ szamok korében is érvényes marad. A valdszinliségrol
alkotott fogalmak tekintetében élményszer(ibb tapasztalathoz juthatnak a lehetetlen
eseményrdl, mint mondjuk egy olyan allitassal, hogy ,.két kockaval dobva a dobott
szamok Osszege 13”.

Mind a Lauder iskoldban, mind a Felsdtarkanyi iskoldban a tanité elsddleges
célja a kiilonbség paritdsara vonatkozo tapasztalat megszerzése volt. Alkalmat
adott viszont a lehetetlen és a biztos szavak hasznalatara, és értékes hozadéka volt a
véletlen és a nem véletlen elkiilonitése. Az 6ra menete mindeniitt nagyjabol
hasonlé moédon zajlott, mint a TOK-on. A Felsétarkanyi iskolaban a tanitoknak
szerencséje volt, mert volt olyan gyerek, aki hibazott a 1épegetés soran: 2, 0, 14, 3,
4, 4, 2, 8 Erre a tévedésre szamitott, mert ez nyujtott lehetdséget a probléma
felvetéséhez. Mivel csak ez az egy tévesztés volt, a kakukktojast hamar
megtalaltak.

A Lauder iskoldaban 2. osztalyban senki sem hibazott. A 10. dobas utan
mindenki paros szamra érkezett. 2,6,2,0,6, 6,12,10,4,2,4,2,2,2, 8

A tanitd megkérdezte, hogy mit vettek észre. Mindenki felfedezte, hogy ezen
szamok mindegyike paros. S6t, azt is megfigyelték, hogy menet kozben is csak
paros szdmokon lépkedtek.

Az egyik gyerek igy indokolt: ,,Persze, hiszen 10 koronggal dobtunk. Es az
mindenképpen paros”

Tanito: ,Es, ha azt dobtuk, hogy 7 kék 3 piros? A 7 is és a 3 is paratlan.”
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Gyerek: ,Igen, de 7+3 az 10, igy mindenképp paros. Két paratlan szam
Osszege mindig paros.” Ennek a megjegyzésnek a mélyén az all, hogy a gyerek mar
megsejtett valamit, de még nem latta at teljesen a problémat.

Egy masik gyerek igy indokolt: ,,ha példdul 9 pirosat dobunk és 1 kéket,
akkor el0szor a piros 9-re 1épiink, de aztan vissza kell 1épniink egyet és az mar 8.”
Ez a gyerek konkrét esetben mar meg tudta fogalmazni észrevételét, de az
altalanositas még varat magara.

Tanité: ,,Elmondhatjuk-e, hogy biztos, hogy mindig paros szamra érkeziink?”
Erre a kérdésre megoszlottak a vélemények. Egyeldre itt megalltak, az igazi okok
feltarasa €s az altalanos érvényll Osszefiiggés megfogalmazasa most még korai lett
volna. A kérdés tehat nyitva maradkt.

Mivel a gyerekek még nem tanultak a negativ szamokrél, 6k nem
szamegyenesen lépkedtek, hanem egy piros-kék jatéktablan. Nem pozitiv és
negativ, hanem piros és kék iranyba.

Egy évvel késobb, 3. osztdlyban ugyanezt a tevékenységet végezte ugyanez
az osztaly. Addigra mar ismerkedtek a negativ szdmokkal is, ezért a
jatéktablajukon levdé szamok eldjelet is kaptak. A tablat most fiiggélegesen
tartottak, hasonloan a homéro-modellhez. El6szor nem emlékeztek az el6z6 évi
tapasztalatokra, ezért Ujnak érezték a tevékenységet. S6t, most akadt olyan
tanulopar, amelyik a 13-ra érkezett. Nagyon hamar észrevették, hogy 6k hibaztak.
Az el6z6 évi gondolatok szépen lassan Ujraformalodtak, majd megérlel6dott az
Osszefiiggés is: Gyerek: ,,10-et akarhogy bontom, a kettd szdmot kivonom, az
mindig paros.” Nem mondhato, hogy ez egy precizen fogalmazott matematikai
tétel, de a 1ényeg benne van. Ez a gyerek mar latta az osszefiiggést, és ki is tudta
fejezni. Ezutan a problémat részletesen kidolgoztak, a tanitd 10 korongot tett a
tablara a piros felével, majd egyesével atforditottak a kék felére, és megallapitottak
a kiilonbségeket.

A folytatdsban 9 koronggal dobtak. Itt azt figyelték meg, hogy felvaltva
lépkednek pératlan, és paros szdmokra. Az e mdgott meghuzodd szamelméleti
osszefiiggést azonban most nem jartdk végig. Ujabb tapasztalatot szereztek.

Az a tevékenység, melyben 10 koronggal kellett dobni, mas-mas célt szolgalt
a  kiilonboz6  korcsoportokban. A TOK hallgatokkal a  valésziniiségi
szemléletfejlesztés volt hangsulyos, hiszen az 6ra célja a lehetetlen esemény
fogalmanak bevezetése volt. Az altalanos iskolak 2. osztalyaban a tevékenység
alapvetd célja az volt, hogy szamelméleti tapasztalatokat szerezzenek. (Ha egy
paros szamot két egész szam Osszegére bontunk, akkor a tagok egyezd paritastak;
két paros szam Osszege is, kiilonbsége is paros.) Harmadik osztdlyban e mellett a
negativ szam fogalmanak mélyitése, az egész szamok korében végzett miiveletek
elokészitése tortént. Mindezek mellett fontos tapasztalatokat szereztek véletlen és
nem véletlen eseményekrol, hasznaltak a lehetetlen és biztos kifejezéseket.

Osszegzés:

A valodszintiségi problémak fogalmazhatdk ugy, hogy megoldasuk sordn mas
matematikai témakdrok teriiletén is torténjék fejlesztés.
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Az alapoz6 szakaszban tervezhetok olyan tevékenységek, melyekben a
kiemelt fejlesztési cél nem a valdszinliségi szemlélet fejlesztése, hanem a
matematika mas terlilete hangstlyos, de értékes hozadéka a tapasztalatszerzés a
véletlenrél. Es forditva: tervezheték olyan tevékenységek is, melyekben a
valoszinliségi szemléletfejlesztés a kiemelt cél, de a matematika mas teriiletén
alkalmazott gondolkoddsmddot is fejleszt. Ezért az alapoz6 szakasz tevékenységeit
célszerti komplex modon szervezni.

4.5. A vizsgalat osszegzése

A valoszintségi itéletalkotasok soran az anyanyelv hasznalata szerepe
donté jelentdséggel bir. Egyrészt a valosziniiség kifejezésének modjabol
kovetkeztethetiink a valaszadd gondolkodasmodjara. A gondolkodasmod nem
annyira a képzettségtol, mint inkabb az adott problémahelyzettol fligg. Masrészt a
matematika tanuldsa soran rengeteg olyan kifejezést hasznalunk, amely mast jelent
a hétkdznapi szohasznalatban, mint a szaknyelvben. (Szendrei, 2005) Ez a
probléma a valdszinliség témakorében fokozottan jelen van. A matematikai modell
készitését neheziti, hogy a koznyelvben taldlhato gazdag szokinccsel
megfogalmazott problémat kevés szakszoval bir6 modellbe kell forditani.

A klasszikus valdszinliségi modellben megfogalmazott valdszinliségi
problémak megoldasanak egyik fontos dsszetevodje az arany fogalma. Az egyenes
aranyossag empirikus értése nélkiil egy valosziniiségi feladat szerkezete nehezen
atlathato.

Az analdgias gondolkodas a matematika tanulasanak és értésének fontos része.
A valoszintiség témakorében az analdgiak alkalmazasaval 6vatosan kell banni.

A valoszinliségszamitas tanuldsa sordn rengeteg olyan kérdés vetddhet fel, mely
tobbféleképpen értelmezheté. A valaszaddshoz legjobban illeszkedd modell
kivalasztasa csak akkor lehet sikeres, ha a didkok ebben segitséget kapnak. A
kérdés feltevésének modja nagymértékben befolyasolja a tanuldk gondolkodasi

A valoszinliség témakorében az érzelmi tényezok nem elhanyagolhatoak. A
hiedelmek befolyasoljak, vagy gatoljak az esély ismert elméleti modell alapjan
torténd  becslését. Az  érzelmi  befolyasoltsag a matematika ¢és a
valoszinliségszamitas tanulasanak hatasara csokken. Minél képzettebb valaki
matematikabol, annal kevésbé befolyasoljak a hiedelmek. Az érzelmi tényezok
valosagos problémahelyzetben sokkal erdsebbek, mint a tanfeladatok
megoldasakor. Az érzelmi tényezOk hatasa az egyik oka annak, hogy a
valoszinliségszamitasban megszerzett ismeretek tevékenységben nehezen
aktivizalodnak.

A matematikdbol megszerzett tudas a valoszintliségi itéletalkotasok soran
valo aktivizalasanak gatjai részben a valdsziniiségi probléma természetébdl
erednek. Gatat jelent probléma ¢és az azt ler6 matematikai modell kozotti
megfeleltetés. Egy valoszinliségi kérdésfeltevésben lehetdség van a szubjektiv
itéletalkotasra, ezaltal a matematikai modellkeresésének elkertilésére.

A valoszinliségi problémak a matematika egy¢éb teriileteit is érintik.

103



5. OSSZEFOGLALAS

A kutatas soran a valoszinliségi gondolkodas sajatossagait vizsgaltuk.
Els6sorban azt kivantuk feltarni, hogy a valészintiségi problémak megoldasa soran
a megoldok milyen gondolkodasi stratégiakat valasztanak. Ennek tiikrében
vizsgaltuk a valosziniség fogalmank fejlédési lehetdségeit, és a témakor
feldolgozasanak modjat a jelenlegi magyarorszagi kozoktatas gyakorlataban. A
kutatas részeként elemeztik a kozoktatas dokumentumait, valamint kérdbives
kikérdezéssel ¢és orai megfigyelésekkel vizsgalatuk a valdszintiségi gondolkodés
jellegzetességeit.

A kutatés a kovetkez6 kérdésekre kereste a valaszt:

1. Tapasztalhatok-e eltérések a kiilonboz6 matematikai el6képzettséggel

rendelkezd csoportok valosziniiségi itéletalkotasaban?

2. Aktivizadlodnak-e a valdszinliségszamitas témakorében megtanult ismeretek

valdszintiségi itéletalkotds soran?

3. Hat-e a valosziniiséggel kapcsolatos elsddleges megérzés matematikai

problémamegoldas kdzben?

4. Hol a helye ennek a témakdrnek a magyar matematikatanitasi

gyakorlatban?

A hozzajuk tartozo hipotézisek a kovetkezdk voltak:

1. A magasabb matematikai el6képzettségli csoportok atlagosan jobban
teljesitenek a valdszintiségi problémak megoldasa soran.

2. A valdszinliségszamitas témakorében megtanult ismeretek a valoszinliségi
itéletalkotas soran nehezen aktivizalodnak. A valdszinliség fogalmank
kiilonboz6é értelmezései kozott fellelhetd eltérések az itéletalkotast
nagymértékben befolyasoljak.

3. Egy esemény valoszintiségének becslését a fogalomalkotds minden
fazisaban befolyasoljak szubjektiv tényezok is.

4. a) A valoszinliségi szemléletfejlesztés iddszakaban végzett iskolai
tevékenységek a  valoszinliség relativ  gyakorisdgokkal  torténd
megkozelitését segitik. A valoszinliség kiszamitasdnak idészakaban végzett
feladatok a valoszinliség kombinatorikus modon valo szamitasat erdsitik.

b) A valoszinliség témakdre a matematika mas témakoreivel
Osszekapcsolhato.

Az 1. kérdés és az 1. hipotézis:

A harom kiilonb6z6 matematikai el6képzettségli vizsgalati csoport
teljesitményének 0sszehasonlitasa a kovetkezd eredményt hozta:
Atlagosan a legmagasabb teljesitményt az ELTE — TTK hallgatéi nyujtottak.
(Ebben a mintdban magasabb matematikai  eléképzettséget, illetve
természettudomanyos érdeklddét feltételeztiink.) — Ezt kovette az ELTE — TOK
hallgatok csoportjanak atlagos teljesitménye (Ez a csoport reprezentalja a
valdszinliségszamitdst mar tanult, de nem feltétleniill matematikai érdekldédésti
populaciot). Atlagosan legalacsonyabb teljesitményt nyujtott az altaldnos iskolédsok
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csoportja, akik valdsziniiségszamitast még nem tanultak. Ennek alapjan az 1.
hipotézisiinket nem vetjiik el.

Az 0Osszteljesitményt tekintve a harom csoport szignifikansan elkiiloniil,
ugyanakkor az egyes kérdésekre adott valaszok sok esetben nem kiilonitik el a
harom vizsgélati csoportot.

A 2. kérdés és a 2. hipotézis:

A vizsgalat eredményeinek tiikkrében a 2. hipotézis sem vetheto el.

A kérdoives vizsgalat, és az orai tapasztalatok alapjan kimondhatjuk, hogy a
matematika és a valoszinliségszamitas tanuldsa soran megszerzett tudas nehezen
aktivizalodik a valoszinliségi itéletalkotasok soran.

Az események valoszinliségének becslésére haromféle gondolkodasi stratégiat
alkalmaztak:

¢ Intuitiv modon, érzésekre hagyatkozva.

o A valosziniség relativ gyakorisagokkal torténé megkozelitésével.

o A valdszinliség valamilyen elméleti értékének kiszamitasaval.

Ugy talaltuk, hogy a kérdéshez legjobban illeszkedd stratégia kivalasztasa a
valoszinliségi gondolkodas kulcskérdése. A kérddives és oOrai tapasztalatok azt
mutatjak, hogy a stratégiavalasztast mindharom vizsgalati csoportban befolyasoljak
a nyelvi tényezok, a kérdésfeltevés modja, a valoszinliségszamitas és a matematika
mas teriiletein megszerzett ismeretek, valamint az érzelmi tényezok.

A valoszintségi itéletalkotasok soran a nyelvhasznalat szerepe dontd
jelentoséggel  bir. Egyrészt a  valoszinliség  kifejezésének  modjabol
kovetkeztethettiink a valaszold gondolkodasmodjara. Masrészt a matematikai
szaknyelv és a hétkdznapi szohasznalat kozott meglévo eltérés a tudas
aktivizalasanak gatjat jelentheti.

A val6szinliség témakorében az érzelmi tényezOk nem elhanyagolhatoak. A
hiedelmek befolyasoljak, vagy gatoljak az esély ismert elméleti modell alapjan
torténd  becslését. Az  érzelmi  befolydsoltsag a matematika ¢és a
valoszinliségszamitds tanuldsdnak hatdsdra csokken. Az érzelmi tényezdk
valdsagos problémahelyzetben erdsebbek, mint a tanfeladatok megoldasakor. Az
érzelmi tényezOk hatdsa az egyik oka annak, hogy a valdszinliségszamitasban
megszerzett ismeretek tevékenységben nehezen aktivizalddnak.

A 3. kérdés és a 3. hipotézis:

Fischbein kutatasai igazoltak, hogy létezik elsddleges intuicid a
valoszinliségrol. Az intuiciok a matematika tanitdsa soran mindvégig jelen vannak.
A kérddives és az Orai vizsgalat azt mutatta meg, hogy a valdsziniiséggel
kapcsolatos megérzés gyakran ellentétes a mérhetd, kiszamolhatd valoszintiséggel.
A dontéselmélet mas kutatdsai is ezt a feltevést tamasztjak alda (Kapadia —
Borovcnik 1991).

A kérddives vizsgalat soran az is kidertilt, hogy az elsddleges megérzés olyan
erésen hat a valdszinliségi problémamegoldasra, hogy helyenként a matematikabol
megszerzett tudast is elfedi.
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Igazoltuk, hogy egy esemény valosziniségének becslését a fogalomalkotas
minden fazisaban befolyasoljak szubjektiv tényezok is.
Tehat a harmadik hipotézis sem vetheto el.

A 4. kérdés és a 4. hipotézis:

a) Mind a tantervi, mind a tankonyvi dokumentumok elemzése aldtamasztjak a 4.

a. hipotézist: A valoszinliségi szemléletfejlesztés iddszakaban végzett iskolai
tevékenységek a valdsziniiség relativ gyakorisagokkal torténd megkdzelitését
segitik, emellett a tankdnyvekben megjelennek a valdszinliség kombinatorikus
moédon vald szadmolasara szolgald feladatok. A valdszinliség kiszamitasanak
idészakaban végzett feladatok tovabb erdsitik a valdszinliség kombinatorikus
moédon vald szamitasat. A tankonyvekben megjelend probléméak donto
tobbsége a klasszikus valosziniiségi modellel oldhatdé meg.
A dokumentumelemzések azt is megmutattak, hogy a kozoktatas gyakorlata
keveset foglalkozik a modellvalasztas kérdésével. Ha a kérdoives vizsgalat és
az oOrai megfigyelés tapasztalatait Osszevetjik a dokumentumelemzés
eredményével, azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy a valdszinliségszamitas
eredményes tanitdsanak alapvetd kérdése a valdszinliség megadasahoz
valaszthato modellek ismerete és ezek eltéréseinek tudatositasa.

b) A kerettantervek az altalanos célok meghatarozasakor minden esetben emlitést
tesznek a valdszinliségi gondolkodas fejlesztésének lehetdségérdl a matematika
mas teriiletein, ez viszont a részletes kidolgozas soran csak kevés esetben
jelenik meg. A tankonyvekben nem, vagy csak elenyészé mértékben jelennek
meg valosziniiségi problémak a matematika mas témakdreiben. A dolgozat
példat mutatott a valosziniiség témakorének a matematika mas témakoreivel
torténd Osszekapcsoldsara, ezaltal egzisztencialis kijelentésiink igaz.

Tovabbi kutatasi lehetdségek:

A dolgozatban bemutatott korabbi kutatasok (Green kutatasai és a SIMULO
kutatds) a valdszinliségi gondolkodds négy szintjét allapitottdk meg. Tovabbi
kutatasok sziikségesek annak vizsgalatahoz, hogy a szintek megallapitasa akkor
milyen moddon tortént. Amennyiben ez lehetséges, érdemes lenne kiilonb6zo
matematikai eloképzettségli vizsgalati csoportok valoszinliségi gondolkodéasanak
Green-féle szintjeit meghatarozni.

Kutatdsunk 4. kérdése adott valasz tulajdonképpen a jelenlegi magyar
kozoktatasi gyakorlatban 1évé hidnyokra hivja fel a figyelmet. Ezért utat jelol
fejleszté kutatdsok szamara. Sziikség van arra, hogy kidolgozzanak, és a
gyakorlatban kiprobaljanak olyan tanitasi anyagokat,

a) amelyek soran a valdszinliségi problémak statisztikai megoldasa vezet célhoz;

b) amelyek egyszerre fejlesztik a valdszintiségi gondolkodast €s megvaldsithatnak
a matematika egy masik teriiletén valo fejlesztést. E mellett sziikség van annak
hangstlyozasara, hogy a valoszinliségi szemléletfejlesztés sordn végzett
tevékenységek a matematika mas teriileteit is érintik.
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6. SUMMARY

We examined the specialties of the probability thinking during our research. First
of all, we intended to discover, what kind of thinking strategies are chosen by the
ones who solve problems related to probability. According to this, we examined the
development of the term of probability and the manner how this topic is elaborated
in the current practice of the Hungarian education. Analysis of education
documents was part of our research and we also examined the specialties of
probability thinking by questionnaires and observations of lessons.
The goal of our research was to find answers to the following questions
1. What kind of differences can be experienced in probability decision of
groups of people having different level of mathematical grounding?
2. Is the learnt knowledge activated during probability decisions?
3. Has the primary anticipation related to the probability influence on
mathematical problem solving?
4. How can this subject be positioned in the practice of Hungarian teaching
mathematics?

The related hypothesizes are the following:

1. Groups having higher level of mathematical grounding perform better in
average in probability problem solving.

2. The knowledge gained in studying probability is going to be activated
during decision making hardly. The differences among the interpretations
of probability influence the decisions substantially.

3. Subjective factors also have influence on the estimation of the probability
of an event in each and every phase of concept formation.

4. a) The exercises completed in lessons during the period of the development
of probability approach help the approximation of probability by relative
frequency. The exercises during the calculation of probability enhance the
combinatorial manners.

b) The probability topics can be linked to other areas of mathematics.

The first question and hypothesis

The comparison of the performance of three groups having different
mathematical grounding is the following:

Students of ELTE-TTK gained the best performance on the average. We
assumed the highest level of mathematical grounding and interest in natural
sciences in this group. Students of ELTE-TOK gained the second average result.
They represented the population of ones who have already learnt calculation of
probability but not necessarily having mathematical interest. Students of 5™ and 6"
classes of primary school reached the third position in the competition. They have
not learnt calculation of probability yet. We do not rule our first hypothesis out.

Regarding to the overall results, the three groups are significantly different.
On the other hand, the three groups cannot be differentiated based on the answers
given to one or another individual question.
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The second question and hypothesis

According to the results of our examination the second hypothesis cannot
be ruled out either.

Based our questionnaire and experiences on lessons we can state that the
knowledge gained during studying mathematics and probability is hardly activated
during making probability decisions.

There can be three different thinking strategies for estimation of an event.

e Intuitive manner, reclining upon anticipation.

e Approximation of probability by relative frequency

e Calculation of the theoretical value of the probability
Selecting the best strategy according to the question is the key point of the
probability thinking. Based on our experiences, the selection of the model is
influenced by linguistic factors, the manner how the question is asked, the
knowledge about probability and other mathematical areas and emotional factors as
well.

The used terminology has crucial significance in probability decisions. On
one hand, we can judge the way of thinking based on the manner how the
probability is expressed. On the other hand, the differences between the
mathematical terminology and the ordinary usage of the language could prevent the
activation of the gained knowledge.

The emotional factors cannot be neglected in topics of probability. Beliefs
could influence or even prevent the estimation of the chance based on the
theoretical model. The emotional influence reduces by learning mathematics and
probability. The emotional factors are stronger in real life situations than in case of
solving mathematical exercises. The emotional factor is one of the reasons why the
gained knowledge about probability can hardly be activated.

The third question and hypothesis

Fischbein verified that primary intuition about the probability does exist.
The intuitions continuously present in teaching mathematics. The questionnaire and
the lesson observations indicated that anticipation related to the probability quite
often contradicts to the measurable and countable probability. The results of
decision theory confirm this assumption (Kapadia — Borovcnik 1991).

The evaluation of the questionnaire indicated that the primary anticipation
influences the probability problem solving so strongly that sometimes it obscures
the gained mathematical knowledge.

We proved that the estimation of the probability of an event is influenced
by subjective factors in each phase of concept formation.

The fourth question and hypothesis

a) This hypothesis was proven by the analysis of curriculum of studies and
schoolbooks. The schoolwork in the period of development of probability

108



approach helps the approximation of probability be relative frequency. Besides
that the exercises for combinatorial manner of calculating the probability also
appear in schoolbooks. In the period of calculating probability, the exercises
enhance the combinatorial manner. Most of the exercises appearing in the
schoolbooks can be solved by the classic probability model.

The document evaluations also indicated that the questions around the model
selection hardly appear in practice of education. If we compare the experiences
of the questionnaire and observation of lessons to the result of document
analysis we can conclude that knowledge about the selectable models for
solving probability problems and bringing the differences among them to
students’ consciousness are the fundamental questions to teach probability
successfully.

b) The curriculums of studies always mention the possibilities of developing
probability thinking within other areas of mathematics. On the hand it rarely
appears in the elaborated plans. Probability problems of other mathematical
areas do not or rarely appear in the schoolbooks. This document exhibits
example of linking topics of probability to other areas of mathematics. This
example proves our hypothesis.

Further possibilities of research

Researches exhibited in this paper — Green’s researches and the Simulo program —
determined four levels of probability thinking. Further researches are needed to
investigate how these levels were determined. If it was possible, it would be worth
to determine the Green-levels of probability thinking for groups having different
levels of mathematical grounding.

The answer to the fourth question of our research draws the attention to the lacks in
the current practice in Hungarian public education. Therefore it shows the direction
of the new researches.
It is necessary to elaborate and try in practice such teaching materials that
a. Show statistical manners of solving probability problems
b. Develop probability thinking and other areas of mathematics at the same
time. It is also necessary to emphasize that activities performed during
development of probability approach also influences other topics of
mathematics.
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MELLEKLETEK

1. melléklet: A tantervek altal megjelolt képességfejlesztési teriiletek a a
valoszinliség, statisztika témak kifejtése soran. (A tablazatban szerepld
szam azt mutatja, hogy az adott tanterv hanyszor emliti az adott
képességfejlesztési teriiletet)

Apaczai | Mozaik | Miiszaki | NTK | OM

a valoszintiségi szemlélet 3 3 1 4 3

alapozasa.

logikus gondolkodas 1 1 1 1

kifejezOképesség 1 1 2

a matematika €s a valosag 1 4 1

kapcsolata -

kombinatorikus 1 1 1| 2

gondolkodas '2‘

problémamegoldas 1 1 1 K
<
o

megfigyelés 1 3 1 1 3

szamolas 1 1

rendszerezoképesség 1 1 1 1

abrazolas 1 1

a valoszintiségi szemlélet 2

fejlesztése

a matematika €s a valosag 1 1 1

kapcsolata =

gyakorlati alkalmazas 2 2 %i

mennyiségi 2 =.

kovetkeztetések %

szamolas 2 &

dontési képesség 2

kommunikécio 1

modellalkotas 1 1 1
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kovetelmények rendszerében.

1-8. évfolyam:

Apaczai Kerettantervesalad

2. melléklet: Tantervi Utmutatasok a tananyag, fejlesztési feladatok és

Ev Tananyag Fejlesztési feladatok Kovetelmények

1-2. Valoszintliségi jatékok, A valoszinliségi és a -
kisérletek megfigyelése. statisztikai

szemlélet alapozasa.

A logikus gondolkodas
fejlesztése.
Kifejez6képesség fejlesztése
a sejtések
megfogalmazasaval.

3-4. Valoszinliségi jatékokban a | A valdszinliségi és A biztos és a véletlen
lehetséges és lehetetlen statisztikai szemlélet megkiilonboztetése
fogalmak értelmezése. alapozasa. konkrét
A biztos és a véletlen A matematika és a valdsag tapasztalatszerzés
esetek megallapitasa. kapcsolatanak atjan.

A gyakorisag, a valoszinii, | folyamatos figyelemmel Példak
kevésbé kisérése. megfogalmazasa a
valoszinii értelmezése Kombinatorikus képességek | biztos, a lehetséges és a
konkrét példakon. fejlesztése. lehetetlen fogalméanak
A problémamegoldo hasznalataval.
gondolkodas
fejlesztése.

5-6. Valoszintiségi kisérletek A figyelem terjedelmének és | Relativ gyakorisag
elvégzése, megfigyelése. tartdssaganak novelése. kiszamitasa néhany
Relativ gyakorisag. Rendszerezés. kisérlet alapjan.
Egyenl6en valdszinti A valoszinliségi és Konkrét feladatok
események statisztikai szemlélet kapcsan a biztos és a
valdsziniiségének fejlesztése. lehetetlen eseményeket
meghatarozasa egyszeri A szamolasi készség felismeri.
esetekben. fejlesztése.

7-8. A valoszinliség elézetes Onall6 eljarasok keresése, A relativ gyakorisagot
becslése, megoldasi kiszamitja.

szemléletes fogalma

kisérletek, tippelések szabad
végzése,

Osszevetése a kapott
informaciokkal,

valosaggal.
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Mozaik Kerettantervrendszer

Evfolyam | Tananyag Fejlesztési feladatok Kovetelmények
1-2. Koz0s jatékok, kisérletek a | Logikus gondolkodas, -
“biztos”, “lehetséges, de varhat6 események
nem biztos”, “lehetetlen” megfogalmazésa szoban.
fogalmak megértése A megfigyel6 és
érdekében probalgatassal, rendszerezd képesség
talalgatéassal. fejlesztése matematikai
Valoszinliségi kisérletek jatékok segitségével.
végzése, megfigyelése. Tapasztalatszerzés,
szemléleti alapozas konkrét
valosziniliségi jatékok
alapjan.
Abrazolasi képesség,
modellalkotas.
Oksagi kapcsolatok
keresése.
3-4. Kisérletek, jatékok alapjan | Oksagi kapcsolatok tudja hasznalni a
a lehetséges esetek keresése. biztos, lehetséges
keresése. Események lejatszodasanak ¢s lehetetlen
Biztos, lehetetlen, lehet de | elképzelése, sejtések fogalmakat;
nem biztos események megfogalmazasa. tudja egyszerli
eldontése egyszeriibb Tapasztalatok, varhato valdsziniiségi
esetekben. események kisérletek
Események megfogalmazasa szoban. lehetséges eseteit
bekovetkezésének Megfigyel6 és rendszerezd megkeresni;
megfigyelése, lejegyzése. képesség.
Sejtések, indoklasok Modell alkotésa probléma
megfogalmazasa. megoldasahoz.
5-6. Valoszintiségi jatékok és A valdszinliségi és Konkrét feladatok
kisérletek. statisztikai szemlélet kapcsan a biztos
fejlesztése. és a lehetetlen
esemény
felismerése.
7-8. Valoszinliségi kisérletek a | Valdsziniiségi és Valoszintiségi kisérlet

teljes eseményrendszeren.
Valoszinliség elozetes
becslése, szemléletes
fogalma

statisztikai szemlélet
fejlesztése.

kimeneteleinek
felsorolasa.
Gyakorisag, relativ
gyakorisag fogalma.
Teljes
eseményrendszer, és
részhalmazai.
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A Nemzeti Tankonyvkiadé Miihelyének kerettanterve

Evfolyam | Tananyag Fejlesztési feladatok Kovetelmények

1-2. Tapasztalatok gyiijtése a A ,,valoszinliséges Gondolkodasukban
véletlen és a biztos szemlélet” alapozasa, kezd kiilonvalni a
eseményrol jatékok soran. tapasztalatok gytiijtése a ,»Diztos”, a

véletlen és a nem véletlen ,lehetetlen” és a ,,nem

megkiilonboztetésére. biztos, de lehetséges”.
Képzeletiik kiterjed
jatékokhoz kapcsolodod
kisérletek lehetséges
kimeneteleinek
attekintésére.

3-4. Tapasztalatok gyijtése a A ,,valosziniiséges Tapasztalataik,
kiilonboz6 eséllyel szemlélet” fejlesztése, megfigyeléseik alapjan
bekovetkez6é eseményekrdl | tapasztalatok gytijtése a megfogalmazott
jatékok soran. véletlen és a nem véletlen | becsléseiket képesek
Adott kisérlet lehetséges szétvalasztasara, a Osszevetni
eseményeinek valdsziniibb és a kevésbé és korrigélni a
szambavétele, a kisérlet valdszinii sorozatba, tablazatba
soran bekovetkezett atélésére, rendezett
események jegyzése, adott | megkiilonbdztetésére, adatok és a grafikon
események ellendrzésére. informacioi szerint.
gyakorisagi diagramjanak
készitése.

Adott kisérlet
eseményeinek sorba
allitasa
bekovetkezésiik esélye
szerint. A sejtések
ellendrzése kisérlettel.

5-6. Valoszintiségi jatékok és A valoszinliségi és -
kisérletek. statisztikai szemlélet, a

megfigyeloképesség, az
elemzoképesség fejlédése.

7-8. Valoszintiségi kisérletek A valoszinliségi és A gyakorisag, relativ
egyszeri konkrét statisztikai szemlélet gyakorisag
példak esetében. fejlédése. fogalmanak
Gyakorisag, relativ értése.
gyakorisag fogalma,
tulajdonsagai.

Valoszintliség elozetes
becslése, szemléletes
fogalma

A kombinatorikus
valdsziniiség szemléletes
fogalmanak megértése.

Az Oktatasi Minisztérium altal kiadott kerettanterv

Evfolyam | Tananyag Fejlesztési feladatok Kévetelmények

1-2. Események, A matematikai -
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ismétlodések jatékos
tevékenység soran.
"Biztos", "lehetséges, de
nem biztos", "lehetetlen”
érzékelése talalgatassal,

probalgatassal.

tevékenységek iranti
érdeklddés felkeltése
matematikai jatékok
segitségével. A megfigyeld
¢és rendszerezd képesség
fejlesztése valosziniségi
jatékokkal.

A valdszinliségi szemlélet
alapozasa.

A szobeli kifejez6képesség
fejlesztése.

Abrazolasi képesség.
Kombinatorikus
képességek fejlesztése,
tapasztalatok

megfogalmazasa,
0sszegzés.

3-4. A lehetséges és A matematika és a valoésag | A biztos és a véletlen
lehetetlen tapasztalati kapcsolatanak folyamatos megkiilonbozetése
uton valo értelmezése. figyelemmel kisérése. konkrét
A biztos és véletlen Kifejezoképesség tapasztalatszerzés
megkiilonboztetése. fejlesztése a sejtések utjan.

A gyakorisag, valdszinii, megfogalmazasaval. Példak
kevésbé valoszinii Logikus gondolkodas megfogalmazasa a
értelmezése konkrét fejlesztése. biztos, a lehetséges
példakon. Tapasztalatok szerzésével ¢s a lehetetlen
késdébbi fogalomalkotas fogalmanak
elokészitése (a biztos, a hasznalataval.
lehetséges és a lehetetlen
események , tortszamok).
A problémamegoldd
gondolkodas fejlesztése.
5-6. Valoszinliségi jatékok és A valoszinliségi és Konkrét feladatok
kisérletek. statisztikai szemlélet kapcsan a biztos és a
fejlesztése. lehetetlen események
felismerése.

7-8. Valoszintiségi kisérletek Valoszinliségi és statisztikai | Relativ gyakorisag.

egyszert konkrét példak szemlélet fejlesztése.
esetében.

Valoszintliség elozetes

becslése, szemléletes

fogalma.

Miiszaki Kiado Matematika 1-8. Mintatanterv

Evfolyam | Tananyag Fejlesztési feladatok Kovetelmények

1-2. Valoszintiségi jatékok, A rendszerezoképesség, a -
példaul kockadobasok megfigyeloképesség és a

kimeneteleinek
megfigyelése. A
,,biztos”, a ,,lehetséges”

matematikai szemléletmod
fejlesztése.
A matematika iranti
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és a ,,lehetetlen”
események elkiilonitése.

érdeklddés felkeltése
matematikai jatékok
segitségével.

Szobeli és képi
kifejez6képesség
fejlesztése. Kombinatorikus
képesség fejlesztése, a
valosziniliségi szemlélet
alapozasa.

3-4. Valoszinliségi kisérletek | A megfigyeloképesség ésa | A biztos és a véletlen
kimeneteleinek matematikai szemléletmod | megkiilonboztetése
megfigyelése. A fejlesztése, a mindennapi konkrét
kimenetelek élet és a matematika kozotti | tapasztalatszerzés
gyakorisaganak kapcsolatok felfedeztetése. | utjan.
meghatarozasa. Sejtések | Kifejezoképesség Példak
megfogalmazasa, fejlesztése a sejtések megfogalmazasa a
Osszehasonlitasuk az megfogalmazasaval. ,,biztos”, a
eredménnyel. Logikus gondolkodas lehetséges”

A valdszin(ibb és a fejlesztése. A és a , lehetetlen”
kevésbé valoszini problémamegoldo fogalmanak
események gondolkodas fejlesztése. hasznalataval.
megkiilonboztetése

(,,biztos”, ,,lehetséges”,

»lehetetlen”). A

tanulé mindennapi

¢letével kapcsolatos

véletlen események

megfigyelése,

lejegyzése.

Tapasztalatok

szerzésével tovabbi

fogalomalkotas

elokészitése (a,,biztos”, a

»lehetséges” és a

,,Jehetetlen”

események, tortszamok).

5-6. Véletlen események A megfigyel6-, Események
megfigyelése. elemzoképesség és a megfigyelése, biztos,
Valoszintiségi matematikai szemlélet lehetséges,
kisérletek fejlesztése. A mindennapi lehetetlen események
eredményeinek ¢élet matematikai kivalasztasa.
statisztikai elemzése, az | vonatkozasainak és a
események gyakorisaga; | matematika gyakorlati
relativ gyakorisag. alkalmazhatdsaganak
A biztos, a lehetséges és | felismertetése. A
a lehetetlen matematika gyakorlati
esemény fogalmanak alkalmazasara torekvés. A
alakitasa. szamolasi rutin fejlesztése.

Tervszerliség.

7-8. Egyszerti valoszintiségi A matematikai latasmod Egyszerli
kisérletek végzése, fejlesztése. A mindennapi kisérletekben a
a kimenetel becslése, véletlen jelenségek valdszinliség
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megfigyelése, értelmezése. becslése, a
lejegyzése. A becslés és kimenetelek
a val6sagos kimenetel lejegyzése, a relativ
Osszehasonlitasa. A gyakorisag
relativ kiszamitasa.
gyakorisag
meghatarozasa. A
valoszinliség kiszamitasa
kombinatorikus
gondolatmenettel. A
kiszamitott valosziniiség
¢s a relativ gyakorisag
Osszehasonlitdsa.
9-12. évfolyam:
Apéczai Kerettantervesalad
Evfolyam | Tananyag Fejlesztési feladatok Kovetelmények
9. - - -
10. Esemény fogalma. Valdszinliségi szemlélet Véges sok kimenetel
Eseménytér: elemi és fejlesztése. esetén szimmetria
Osszetett események, Megfigyel6képesség, megfontolasokkal
biztos és lehetetlen analizald képesség szamithato
esemény. fejlesztése. valdszintiségek
Miuveletek Szamolasi készség (egyenl6 esélyii elemi
eseményekkel. fejlesztése. eseményekbdl)
Gyakorisag, relativ A mennyiségi kovetkeztetés | egyszerii
gyakorisag, fejlesztése egyszerii feladatokban.
valosziniiség. szamitasok relativ Esemény, eseménytér
A valodszinliség gyakorisagokkal, elemzése konkrét
klasszikus modellje. kombinatorikus példak esetén.
modszerekkel megoldhatd A klasszikus modell
valosziniiségszamitasi ismerete.
feladatok. Szemléletes kapcsolat
A dontési képesség a relativ
fejlesztése a mindennapi gyakorisag és a
életben el6forduld egyszerii | valdszintiség kdzott.
valoszintiségi allitasok
jelentésének elemzésével.
11. Kombinatorikus Valoszinliségi és statisztikai | A klasszikus (Laplace)

valdsziniiség.
Binomialis eloszlas.
Klasszikus
valosziniiségi modell.
Valdszinliség és
statisztika.

szemlélet fejlesztése.
Kommunikacios készség,
vitakultura fejlesztése
allitasok és cafolatok
megfogalmazasaval.
Becslési képesség és a
dontési képesség fejlesztése
szerencsejatékok
szabalyainak vizsgalata
soran.

modell ismerete.
Szemléletes kapcsolat
a relativ gyakorisag és
a valoszinliség kozott.
Valdszintiségek
kiszamitasa
visszatevéses
mintavétel esetén,
binomialis eloszlas.
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A szamolasi készség
fejlesztése.

12.

Mozaik Kerettantervrendszer

Evfolyam | Tananyag Fejlesztési feladatok Koévetelmények

9. - - -

10. Tovabbi valdszintiségi A valos helyzetek A valdszintiségi
kisérletek, a valoszinliség | értelmezése, megértése és kisérlet, a
becslése, kiszamitasa értékelése. gyakorisag, a
egyszerl esetekben. relativ  gyakorisag
A valoszinliség és az esemény
szemléletes fogalma fogalma.

(esemény, lehetetlen Események
esemény, biztos esemény, Osszegének és
komplementer esemény szorzatanak
fogalma, valdszintisége). fogalma,
A valbszinliség tulajdonsagai.
kiszamitasa konkrét A valdsziniiség
esetekben. fogalmanak
ismerete. A
klasszikus
valdsziniiségi
modell ismerete, és
annak alapjan
megoldhato
egyszerii gyakorlati
problémak
megoldasa.

11. Egyszerl A koriilmények kellé A relativ gyakorisag és
valdsziniiségszamitasi figyelembevétele. a valoszinliség kozotti
problémak. El6zetes becslés szemléletes kapcsolat
Néhany konkrét eloszlas Osszevetése a ismerete. Miiveletek
vizsgalata. szamitasokkal. eseményekkel konkrét
Miveletek eseményekkel valdszinliségszamitasi
konkrét valosziniiség- példak kapcsan.
szamitasi példak esetén Egyszeri feladatok

€87, ,vagy”, ,nem”). megoldasa a
valoszinliség klasszikus
modelljében.

12. A valoszinliség Geometriai modell A geometriai

meghatarozasa geometriai
mérték segitségével. A
geometriai modellre

visszavezethet6 feladatok.

A véletlen paradoxonai.

szerepeltetése a
valdszinliség
meghatarozasara.

valdszinliségi modell
alkalmazasa egyszer(i
feladatokban.
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A Nemzeti Tankonyvkiadé Miihelyének kerettanterve

Evfolyam Tananyag Fejlesztési feladatok Kévetelmények

9. - - -

10. Valoszinlségi kisérletek. | A valos helyzetek Egyszerii problémak
A valoszinliség értelmezése, megértése és megoldasa a
szemléletes fogalma, értékelése. Kisérletek klasszikus
kiszamitasa egyszerii elvégzése és szamitogépes valdszintiségi modell
esetekben. modellezése. alapjan.

11. Relativ gyakorisag. Modellalkotéasra nevelés. A relativ gyakorisag
A valoszinliség ¢és a valdszintiség
klasszikus modellje kozotti szemléletes

kapcsolat ismerete,
egyszeri
valosziniségi
feladatok megoldasa.

12. Gyakorisag, relativ A leir6 statisztika €s a Az el6z6 években

gyakorisag. valosziniliség szamitas felsorolt
A Klasszikus gyakorlati szerepe, tovabbhaladasi
valdszintiségi modell. alkalmazasa. feltételek.

A szamitogép felhasznalasa

statisztikai adatok

kezelésére, véletlen

jelenségek vizsgalatara.

Az Oktatasi Minisztérium altal kiadott kerettanterv

Evfolyam | Tananyag Fejlesztési feladatok Koévetelmények

9. - - -

10. A valoszinliség A valos helyzetek Egyszerli problémak
szemléletes fogalma, értelmezése, megértése és megoldasa a
kiszamitasa egyszer(i értékelése. klasszikus
esetekben. valdszintiségi modell

alapjan.

11. Egyszer(i Modellalkotasra nevelés. A relativ gyakorisag
valoszinliség-szamitasi és a valosziniiség
problémak. Relativ kozotti szemléletes
gyakorisag. kapcsolat ismerete,
A valbszinliség egyszeri
klasszikus modelije. valoszinliségi

feladatok megoldasa.

12. Osszefoglalds: A leir¢ statisztika és a Az el6z6 években
Gyakorisag, relativ valosziniiség szamitas felsorolt
gyakorisag. gyakorlati szerepe, tovabbhaladasi
A klasszikus alkalmazasa. feltételek. Egyszerti
valoszintiségi modell. A szamitogép felhasznalasa | klasszikus

statisztikai adatok valosziniiség-
kezelésére, véletlen szamitasi feladatok
jelenségek vizsgalatara. megoldasa.
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3. melléklet: Az attekintett tankonyvek listaja

Miiszaki Kiado:
Kidas éve | Szerzok Cim
1. 2011 Scherlein Marta, Dr. Hajdu Sandor, Novak Matematika 1.
Laszloné
2 2010 Scherlein Marta, Dr. Hajdu Sandor, Novak Matematika 2
) Laszloné
2009 Scherlein Marta, Czako6 Anita, Dr. Hajdu Matematika 3.
3. . s e
Sandor, Novak Laszloné
2011 Scherlein Marta, Czako Anita, Dr. Hajdu Matematika 4.
4. . s e s
Sandor, Novak Laszloné
5 2011 Hajdu Sandor Zoltan, Dr. Czeglédy Istvan, Matematika
) Czeglédy Istvanné, Zanko Istvanné Gondolkodni jo! 5.
2011 Hajdu Sandor Zoltan, Andrasi Tiborné, Dr. Matematika
6. Czeglédy Istvan, Czeglédy Istvanné, Novak Gondolkodni jo! 6.
Laszloné, Zanko Istvanné
2012 Hajdu Sandor, Czeglédy Istvanné, Dr. Czeglédy | Matematika
7. Istvan, Novak Laszloné, Siimegi Laszloné, Gondolkodni jo! 7.
Szalontai
2011 Czeglédy Istvanné, Dr. Czeglédy Istvan, Dr., Matematika
8. Novak Laszloné, Stimegi Laszloné, Szalontai Gondolkodni jo! 8.
Tibor, Zank6 Istvanné
9 2009 Dr. Czeglédy Istvan, Dr. Hajdu Sandor, Dr. Matematika
' Kovécs Andras, Hajdu Sandor Zoltan Gondolkodni jo! 9.
10 2011 Dr. Czeglédy Istvan, Dr. Hajdu Sandor, Dr. Matematika
' Kovécs Andras, Hajdu Sandor Zoltan Gondolkodni jé! 10.
1 2011 Dr. Hajdu Sandor, Dr. Czeglédy Istvan, Dr. Matematika 11.
) Kovacs Andras, Hajdu Sandor Zoltan
12 2007 Dr. Czeglédy Istvan, Dr. Hajdu Sandor, Hajdu Matematika 12.
) Sandor Zoltan, Dr. Kovacs Andras
2010 Dr. Vancsé Odén, Dr. Ambrus Gabriella, Matematika 9.
Frenkel Andor, Szarka Klara, Sziics Agnes,
13. Papp Péter, Kaposiné Pataky Krisztina, Dr.
Szabadi Laszl6, Orosz Sandorné, Székely Péter,
Téth Attila
2010 Dr. Ambrus Gabriella, Bolcskei Attila, Csik Matematika 10.
14 Zoltan, Kaposiné Pataky Krisztina, Nagyné
' Szokol Agnes, Papp Péter, Dr. Szabadi Laszlo,
Szasz Antonia, Toth Attila, Dr. Vancsé Odon
2011 Do6mel Andras, Dr. Marosvari Péter, Mezei Matematika 11.
15 Jozsef, Nagyné Szokol Agnes, Szasz Antonia,
' Székely Péter, Dr. Szabadi Laszlo, Dr. Vancso
Odon
Bartha Dénesné, Domel Andras, Dr. Fiithrerné Matematika 12.
Nagy Gyorgyi, Kaposiné Pataky Krisztina, Dr.
16. Marosvari Péter, Nagyné Lakatos Eszter,

Nagyné Szokol Agnes, Dr. Szabadi Laszlo,
Szasz Antonia, Dr. Vancsé Odon
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Nemzeti Tankonyvkiado

17. | 1998 dr T6rok Tamas Matematika 1.
18. | 1999 dr Torok Tamas, Debnarik Gézané Matematika 2.
19. | 1999 dr Torok Tamas, Bognar Péterné Matematika 3.
20. | 2000 dr Torok Tamas, Bognar Péterné Matematika 4.
21, | 1993 C. Neményi Eszter, Sz. Oravecz Marta Matematika 1. osztaly
22. | 1994 C. Neményi Eszter, Sz. Oravecz Marta Matematika 2. osztaly
23. | 1998 C. Neményi Eszter, Wéber Aniko Matematika 3. osztaly
24, | 2001 C. Neményi Eszter, Kaldi Eva Matematika 4. osztaly
2011 Békéssy Szilvia, dr. Fried Katalin, Korandi Matematika 5.
25. Jozsef,
Par6czay Jozsef, Szdmadd Laszlo, Tamds Bedta
2011 Békéssy Szilvia, dr. Fried Katalin, Korandi Matematika 6.
26. Jozsef,
Paroczay Jozsef, Szamado Laszlo, Tamas Beata
2011 Békéssy Szilvia, dr. Fried Katalin, Korandi Matematika 7.
27. Jozsef,
Paroczay Jozsef, Szamado Laszlo, Tamas Beata
2011 Békéssy Szilvia, dr. Fried Katalin, Korandi Matematika 8.
28. Jozsef,
Par6czay Jozsef, Szamadd Laszlo, Tamas Beata
29 2009 Juhasz Istvan, Orosz Gyula, Paroczay Jozsef, Matematika 9.
) Szaszné dr. Simon Judit
30 2011 Juhasz Istvan, Orosz Gyula, Paroczay Jozsef, Matematika 10.
) Szaszné dr. Simon Judit
31 2011 Juhasz Istvan, Orosz Gyula, Paroczay Jozsef, Matematika 11.
) Szaszné dr. Simon Judit
Mozaik Kiado6
3 2010 Arvainé Libor I1diko, Langné Juhasz Szilvia, Sokszinii matematika 1.
) Szabados Aniko
2010 Arvainé Libor I1diko, Langné Juhasz Szilvia, Sokszinii matematika 2.
33. oy
Szabados Aniké
2011 Arvainé Libor I1diko, Langné Juhasz Szilvia, Sokszinii matematika 3.
34, i
Szabados Aniko
2010 Arvainé Libor I1diko, Langné Juhasz Szilvia, Sokszinii matematika 4.
35. .
Szabados Aniko
2011 Csordas Mihaly, Kontar Laszlo, Kothencz Sokszinii matematika 5.
36. Janosné, Kozmané Jakab Agnes, Pintér Klara,
Vincze Istvanné
2007 Csordas Mihaly, Kontar Laszl6, Kothencz Sokszinii matematika 6.
37. Janosné, Kozmané Jakab Agnes, Pintér Klara,
Vincze istvanné
38 2008 Jakab Tamas, Kosztolanyi Jozsef, Pintér Klara, Sokszinti matematika 7.
) Vincze Istvan
39 2010 Jakab Tamés, Kothencz Janosné, Kozmané Sokszinli matematika 8.
) Jakab Agnes, Pintér Klara, Vincze Istvan
40 2010 Kosztolanyi Jozsef, Kovacs Istvan, Pintér Sokszinii matematika 9.
) Klara,Urban Janos, Vincze Istvan
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M 2010 Kosztolanyi Jozsef, Kovacs Istvan, Pintér Sokszint
) Kléara,Urban Janos, Vincze Istvan matematikal0.
42 2010 Kosztolanyi Jozsef, Kovacs Istvan, Pintér Sokszinii matematika
' Klara,Urban Janos, Vincze Istvan 11.
43 2010 Kosztolanyi Jozsef, Kovacs Istvan, Pintér Sokszinii matematika
' Klara,Urban Janos, Vincze Istvan 12.
Apaczai Kiado
2011 Csahoczi Erzsébet, Csatar Katalin, Kovacs Matematika Tankonyv
44, Csongorné, 5.
Morvai Eva, Széplaki Gyorgyné, Szeredi Eva
2011 Csahoczi Erzsébet, Csatar Katalin, Kovacs Matematika Tankonyv
45, Csongorné, 6.
Morvai Eva, Széplaki Gyorgyné, Szeredi Eva
2011 Csahoéczi Erzsébet, Csatar Katalin, Kovacs Matematika Tankonyv
46. Csongorné, 7.
Morvai Eva, Széplaki Gyorgyné, Szeredi Eva
2011 Csahéczi Erzsébet, Csatar Katalin, Kovacs Matematika Tankonyv
47. Csongorné, 8.
Morvai Eva, Széplaki Gyorgyné, Szeredi Eva
2010 Csatar Katalin, Kornai Julia, Kovéacs El6d, Matematika a
48. Lovey Eva, Palovicsné Tusnady Katalin, kozépiskolak 9.
Schubert Mihaly évfolyama szamara
2010 Csatar Katalin, Kornai Julia, Kovacs El16d, Matematika a
49, Lovey Eva, Palovicsné Tusnady Katalin, kozépiskolak 10.
Schubert Mihaly évfolyama szamara
2012 Csatar Katalin, Kornai Julia, Kovacs El6d, Matematika a
50. Lovey Eva, Palovicsné Tusnady Katalin, kozépiskolak 11.
Schubert Mihaly évfolyama szdmara
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4. melléklet: Az als6 tagozatos tankonyvi tevékenységek osztalyozasa

Tankonyv Osztaly Tevékenység Nem
klasszikus
jaték | kisérlet | feladat | mintapélda, modell
meghatarozas

C. Neményi 1. 1 - - - 0

2. 6 1 2 - 0

3. 1 7 3 - 0

4. 12 4 5 - 1
Torok 1. - 3 2 - 0

2. 1 2 7 - 0

3. 1 6 3 - 0

4. - 2 1 1 0
Hajdu 1. - - - - -

2. - 2 1 1 1

3. 1 3 2 2 1

4. - 5 8 2 1
Sokszinii 1. - - - - -

2. 2 - 2 - 0

3. 1 3 4 - 1

4. - 2 5 - 1

125




5. melléklet: A felso tagozatos tankonyvi tevékenységek osztalyozasa

Tankonyv Osztaly Tevékenység Nem
klasszikus
jaték | kisérlet | feladat | mintapélda, modell
meghatarozas

NTK 5. 10 10 9 1 3

6. - - 3 - -

7. - 6 20 2 1

8. - 4 26 7 7*
Apéczai 5. 1 3 4 2 -

6. 1 - 6 - 2

7. - - 10 - -

8. 1 3 22 5 10
Hajdu 5. - 1 2 2 -

6. - 4 - 2 -

7. - 2 1 6 2

8. - - 8 6 3
Sokszint 5. - 3 - 1 -

6. 1 - 6 3 -

7. 1 2 9 7 -

8. 1 - 15 5 -

% csak a kiegészit6 anyagban, emelt szinten
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6. melléklet:

A Green teszt eredményei

5. melléklet

A SIMULO kutatas eredményei

Atlagos szint

Eletkor

11 év 1,14
12 év 1,32
13 év 1,66
14 év 1,8
15 év 2,2

Atlagos szint
’ Quebec Magyarorszag Brazilia
Eletkor
11 év 1,0 1,3 -
12 év 1,4 1,8 1,5
13 év 2,0 2,0 1,8
14 év 1,9 2,0 -
15 év 2,3 - 2,2%

% 15-19 éves diakok
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6. melléklet: A kérdoiv

1. Egy osztalyba 13 fi és 16 lany jar. Mindegyik gyerek nevét felirjuk egy céduldra. Ezeket
betessziik egy sapkaba. A tanar dsszekeveri a céduldkat, és becsukott szemmel kihiz egyet
koziliik. Akiét kihizza, nyereményhez jut.

Karikdzza be azt az dllitdst, amit a leginkabb igaznak érez!

a) Nagyobb az esélye annak, hogy fit nevét hizza ki, mint annak, hogy lanyét.
b) Nagyobb az esélye annak, hogy lany nevét huzza ki, mint annak, hogy figét.
c) Ugyanakkora az esélye annak, hogy fiti nevét hiizza ki, mint annak, hogy lanyét.

2. Két korongot készitettiink: egy pirosat €s egy kéket. A megporgetett mutato véletlenszeriien
all meg valamelyik szamon. Melyik korong esetében lesz nagyobb az esélye a 3-as szamnak?

piros kék
Karikdzza be azt az dllitast, amit a leginkdbb igaznak érez!

a) A piros koronggal nagyobb esélye van annak, hogy 3-ast kapunk, mert kevesebb szam-
bol valasztunk egyet.

b) A kék koronggal nagyobb az esélye annak, hogy 3-ast kapunk, mert tobb szambol va-
lasztunk egyet.

¢) A piros koronggal nagyobb az esélye annak, hogy 3-ast kapunk, mert a piros korongon
nagyobb teriiletet foglal el a 3-as mez6, mint a kéken.

d) Egyforma az esély a két korong esetén.

3. Egy szabalyos pénzérmével egymas utan 6tszor irast dobtunk.
Karikdzza be azt az dllitast, amit a leginkdbb igaznak érez!

a) A kovetkezd alkalommal nagyobb lesz a fej dobasanak az esélye.
b) A kovetkezd alkalommal nagyobb lesz az iras dobasanak az esélye.
¢) A kovetkezo alkalommal ugyanakkora eséllyel dobunk fejet vagy irast

Indokolja valaszat!

4. Erzése szerint mekkora eséllyel kivetkeznek be az alabbi események?
a) Holnap Budapesten esni fog az es6.
b) Egy pénzérmével fej dobast kapunk.
c) Egy véletlenszertien kivélasztott budapesti ember ismeri a japan nyelvet.
d) Egy véletlenszertien kivalasztott negyedikes gyerek szereti a csokoladét.
¢) Egy dobokockaval 3-ast dobunk.

5. Irjon egy olyan mondatot, melynek az utolsé szavai ezek: , .....véletlenszeriien kévetkezik
be:?

véletlenszertien kovetkezik be.
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6. Irjon egy olyan mondatot, melynek az utolsé szavai ezek: ,....kis eséllyel kovetkezik be.”

kis eséllyel kovetkezik be.

7. Fejezze be a kovetkezé mondatot tetszése szerint!
Nem valészinii, hogy Budapest

8. Fejezze be a kovetkezd mondatot tetszése szerint!
Nagyon valészin, hogy Sidney

9. Ot kifejezést megszamoztunk:

1. Nem kovetkezhet be....

2. Nem kovetkezik be nagyon gyakran. ..

3. Elég gyakran bekovetkezik....

4. Majdnem minden esetben bekovetkezik. ..
5. Mindig bekovetkezik....

Irja a kovetkez kifejezések mindegyikéhez annak a kifejezésének a sorszdmdt, amit
leginkdbb azonos értelmiinek érez vele! (Ugyanazt a szamot tobbszor is haszndlhatja)

a) ,,Majdnem biztos, hogy.‘..”|:]

b) ,,Nem val6szini, hogy...”,:]

c) ,Nagyon valdszind, hogy...”l:l

d) ,Valészinti, de csak kicsit, hogy..” [ |
e) ,Kicsi az esélye, hogy...” Ij

f) .Esélytelen, hogy...” [___:]

10. Az A jelii zsak 3 fekete és egy fehér golyot tartalmaz, a B jelii zsakban két fekete és egy

fehér golyo van.
B
A

Karikdzza be azt az dllitast, amit a leginkdbb igaznak érez!

a) Nagyobb eséllyel lehet fekete goly6t huzni az A zsakbol.
b) Nagyobb eséllyel lehet fekete golyot hizni a B zsakbol.
¢) Ugyanakkora eséllyel lehet fekete golyot huzni a két zsakbol.

Indokolja valaszat!
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11. Az C jelii zsak 6 fekete és 3 fehér golyot tartalmaz, a D jelii zsakban 4 fekete és 2 fehér
goly6 van. v
O C D
O
Karikdzza be azt az dllitdst, amit a leginkabb igaznak érez!
a) Nagyobb eséllyel lehet fekete golyét hizni az C zsakbol.

b) Nagyobb eséllyel lehet fekete golyot hizni a D zsakbol.
¢) Ugyanakkora eséllyel lehet fekete goly6t huzni a két zsdkbol.

Indokolja vdlaszat!

12. Jancsi és Péter elhatdrozzéak, hogy tszor egymas utan dobnak a kockéval. Megegyeznek
abban, hogy Jancsi akkor kap egy pontot, ha a dobas eredménye 2, 3, 4, 5, vagy 6. Ha nem
ez torténik, Péter kap néhany pontot. Az 6t dobas utan az a nyertes, aki t6bb pontot gyiijtstt.
Ha azt szeretnénk, hogy a jaték igazsagos legyen, hany pontot kell kapnia Péternek, amikor
a kocka 1-et mutat?

Valasz: pontot

Indokolja valaszat!

13. Jancsi és Péter most is ugyanezzel a szaballyal jatszanak, csak most 6tven kockadobés utan

szamoljak 6ssze pontjaikat. Ebben a jatékban hany pontot kapjon Péter, amikor a kocka
egyest mutat?

Valasz: pontot

Indokolja valaszat!

14. Egyszerre feldobunk egy 10 forintos és egy 20 forintos pénzérmét. Leesés utan tobb killén-

b6z0 esetet lathatunk. Példaul: Fejet dobunk a 10 forintossal és frast a 20 forintossal. Ezt az
eredményt be is irtuk egy tablazatba.

Irja be ugyanebbe a tabldzatba az dsszes t6bbi lehetdséget!

10-forintos 20-forintos
F 1

15. Egyszerre feldobunk harom korongot, melynek az egyik oldala piros, a masik kék. Leesés

utdn tobb kiilonbozo eset kivetkezhet be. Példaul mindhdrom koronggal pirosat dobunk:
PPP

Sorolja fel az osszes tobbi lehetdséget!
PPP,
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16. Egy zsakba 8 piros, 4 kék, és 2 zold golyot tettek. Osszeraztak a zsakot, és kihuztak 6t go-
lyét: 4 pirosat és 1 kéket. Ezutan még egy golyot kivettek. Az utoljara kivett goly6 szinérol
néhany allitast irtunk.
Karikdzza be azt az dllitdst, amit a leginkabb igaznak érez!

a) A piros goly6 huzasanak a legnagyobb az esélye.

b) A kék golyd huzdsdnak a legnagyobb az esélye.

¢) A zold golyo huzasanak a legnagyobb az esélye.

d) Barmelyik goly6 hiizasanak ugyanakkora az esélye.
17. Két — csak szinében kiilénbdz6 - korongot készitettiink, egy sargat €s egy zoldet. Szamokat
irtunk réjuk. A megpdrgetett mutatd véletlenszerien all meg valamelyik szamon.

14

sarga z6ld
Karikdzza be azt az dllitdst, amit a leginkabb igaznak érez!

a) A sarga koronggal konnyebb 1-et kapni.

b) A zold koronggal konnyebb 1-et kapni.

c) A két koronggal ugyanakkora eséllyel kapunk 1-et.
d) Erre a kérdésre nem lehet valaszolni.

Indokolja vdlaszat!

18. A farsangi iinnepségre iskolai lottot terveztek. 12 szam koziil 4-et hiiznak. Harom gyerek a
kovetkezo lottoszelvényeket toltotte ki:

2 |3 % 1|2 4

516 |7 |8 S |16 |7 |8 6 |7 |8
10 | 11 9 10 (11 | 12 9 11
A B C

Melyik szelvénynek van ezek kozott a legkisebb nyerési esélye?

Valasz:

Indokolja valaszat!
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19. Kati nagyon komolyan sportol. Minden héten 6tszor lemegy a tornaterembe. Ugyanakkor
nagyon szereti a sliteményt is, és hetente 4-5 alkalommal meglatogatja a kozeli cukrészdat is.

Karikdzza be azt az dllitdst, amit a leginkdbb valdsziniinek érez!

a) Kati holnap lemegy a tornaterembe.

b) Kati holnap siiteményt eszik.

¢) Kati holnap lemegy a tornaterembe és elmegy a cukraszdédba is.
d) Holnap Kati nem eszik siitit és edzésre sem megy.

20. Igaznak tartja-e a kovetkezd dllitdst? ,,A dohanyzo emberek rovidebb ideig élnek, mint
azok, akik nem dohanyoznak.” IGEN / NEM

Indokolja valaszat!

21. Ezen a képen labdak vannak. Kicsik és nagyok, csikosak és pottyosek.

on@

’000@ @ 0@

Igaznak tartja-e a kivetkezd allitdst? A pottyos labdak kicsik.” IGEN / NEM
Indokolja valaszat!

22. A labdék koziil taldlomra kivettiink egyet.
Karikdzza be azt az dllitdst, amit a leginkdbb valosziniinek érez!

a) Kicsi, pottyos labdat vettiink ki.
b) Nagy labdat vettiink ki.

¢) Kicsi labdat vettiink ki.

d) Csikos labdat vettiink ki.

Indokolja valaszat!

23. Egy 5 dm sugaru vilagos korbe egy 3 dm sugart sotét kort rajzoltunk az abran lathaté mo-
don.

Karikdzza be azt az dllitast, amit a leginkdbb valosziniinek érez!

a) Egy, az dbran talalomra kivalasztott pont sotét szinii.
b) Egy, az dbrén talalomra kivalasztott pont vildgos szind.

Indokolja vdlaszat!
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7. melléklet: Az ELTE-TOK féléves kombinatorika, valdszinliség, statisztika
kurzusanak tematikéaja 2008/2009 tanév, Egy periodus ideje: 90 perc.

1.

10.

11.

12.
13.

Tapasztalatszerzés valosziniiségi dontésekrol
e A kutatasban szerepl6 kérdoiv kitoltése
e Beszélgetés hétkoznapi valoszinliségi problémakrol
e Benyomasok a kérd6iv feladatairdl
Tapasztalatszerzés jatékban: a véletlen a matematikai nevelés egyéb teriiletein.
e Valoszintliség tartalmu jatékok a szamolasi készség fejlesztésére és a
miveletek gyakorlasara
e A relativ gyakorisag fogalma
Események megfigyelése
o Elemi esemény, dsszetett esemény fogalmanak elokészitése
e Osszetett események elemi eseményekre bontasa
Az eseményekkel kapcsolatos elnevezések
e Események esély szerinti 6sszehasonlitasa
e Tudatositas, megnevezés: események; elemi esemény; események szorzata,
események Osszege, részesemény; jeldlések
A valoszintiség fogalma mint események relativ gyakorisaga
e  Olyan problémak megoldésa, melyekben a valdszinliség nem szamolhat6
elméleti modell segitségével
A leir6 statisztika fogalmai
A valoszinliség kiszamitasa klasszikus valdszinliségi mezdben
e Adott probléma megoldasa statisztikai modell illetve klasszikus
valdsziniiségi modell segitségével. A kapott eredmények dsszevetése.
e A valoszinliség kiszamitasa kombinatorikus esetekben (kedvezo elemi
események szama/Gsszes elemi esemény szama) és ennek feltételei.
Zarthelyi dolgozat;
Kombinatorikai problémak csoportositasa
e Megoldasi modszerek keresése sorba rendezési és kivalasztasi problémakra:
grafok, tablazatok
A kombinatorika alapkérdése és tipikus problémak
e  Permutaciok, variaciok, kombinaciok és kiszamitasuk
Gyakorl6 feladatok a valoszinliség kiszamitasa klasszikus valdsziniiségi mezoben
e  Valoszinliségi problémak feldolgozasa az alsé tagozaton. Mddszertani
kérdések.
Zarthelyi dolgozat
A megszerzett ismeretek mozgositasa jatékban; paradoxonok
e Ugyanazok a jatékok mas kontésben
e Paradoxonok a véletlen matematikajaban
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