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Bevezetés

A halézatelmélet napjaink egyik legaktudlisabb tudoményteriilete. Az életiink
jelenlegi kihivésai sziikségessé teszik a kiillonb6z6 kapcsolatok dinamikainak
elemzését. Ezen kapcsolatok felfoghatdak tigy mint élek és csiicsok egy grafon
beliil, ezért az alapokat a grafelméletbél kell szarmaztatnunk, amely Erdds
és Rényi [1] korai munkdindl kezd6dik. Az Erdds-Rényi grafban a csicsok
szama rogzitett és ezek valamely elore definialt valdsziniiséggel kotédnek Ossze.
Azonban Barabdsi konyvében [2] empirikusan szemléltetett, hogy a valds

hélézatok masképp miikodnek.

Barabési és Albert [3] a preferential attachment szabdlyt javasolja a véletlen
grafok evoluciéjanak leirdsdhoz. TObb valés haldzatot is felsorolnak, igymint
a filmszinészek egyiittmiikodési grafja, a WWW, az elektromosséagi halézat és
a tudomanyos hivatkozasok mind hatvanyrendi fokszameloszlassal birnak. A
modelliikben minden 1épésben egy 1j csics csatlakozik a halézathoz m éllel
ugy, hogy annak a valdsziniisége, hogy az 1j csics egy régi csiicshoz csatlakozik
aranyos a régi csucs fokszamahoz.

Disszertacionkban két 1j halozatfejlédési modellt tanulményozunk. A mo-
delljeink szerkezetét és a fejlodési miikodésiiket néhany mindennapi megfi-
gyelés és a motifokkal kapcsolatos mély tudoményos eredmények ihlették.
Egyrészt szem elott tartottunk olyan tevékenységeket és szerkezeteket, ame-

lyek a személyes kapcsolatokon alapszanak a szinészeknél, illetve olyan csa-



patoknal, ahol néhany személy kitlintetett. fgy figyelembe vettiik a baratsagi
hélét, a parttagok toborzasat és a parttagok kozotti egyiittmiikodést, onkénte-
sek toborzasat és egyiittmiikodését, a tuddsok kozotti egyiittmiikodést, az
informalis kapcsolatok egy vallalat alkalmazottai kozott, stb. Ezekben az
esetekben a halézat relative kis méretii csapatokbdl all, egy személy tobb
csapat tagja is lehet ugyanazon id6ben, 1j csapatok sziilethetnek, illetve
sziinhetnek meg, egy 1j tag akkor csatlakozik a halézathoz, ha csatlakozik
egy mar létez csapathoz. A matematikai modelliink a [4] cikkben bevezetett

modell dltalanositasa.



1. fejezet

A 3-interakcios modell

Az 1. Fejezet a [5, 6] cikkek alapjan frédott. Ebben definidltunk egy ujfajta
folytonos ideji graffejlédési modellt, amelyben a 3-klikkek, azaz a haromszogek
az alapegységek. Ezek mindegyike 3 egyed egyiittmiikodését jelenti. A kezdeti
idépontban csak egyetlen haromszogiink, az ¢s az ami adott. Az 6s képes 1j
csucsokat bevonzani a halézatba, amelyek 0, 1, 2 vagy 3 éllel tudnak csatlakoz-
ni hozza. A 2 és 3 éllel valo csatlakozas esetén 1, illetve 3 1j szaporoddképes
haromszog sziiletik, mindez ¢, illetve g3 valdsziniiségekkel. A maradék két
esetben az utédok nem lesznek szaporodoképesek, osszesen qg valdszintiséggel.
A keletkez6 haromszogek az 0s haromszogh6z hasonléan rendelkeznek a sajat
sziiletési folyamataikkal. Egy szaporoddéképes egyed atlagos sziiletéseinek a
szdmét u(t) jeloli a ¢ id6pillanatban. A hdaromszogek haldluk, azaz a sza-
poroddképes fazisuk végét a I(t) = b+ c£(t) kockdzati rdta hatdrozza meg,
ahol b, ¢ nem-negativ konstansok, illetve £(¢) a t idSpillanatig megsziiletett
utédoknak a szama. A hélézat aszimptotikdjara nézve az o Malthusi pa-
raméter hatdrozta meg mind a hdromszogek Z (¢) szaménak, a csicsok V (t)

szdménak és az élek W (t) szdménak a novekményét.



F6 eredmények

A matematikai konstrukcié megadasa utdn a legfébb eredményeink a kovet-

kez6ek voltak:

Legyen p (00) > 1.

1.1. Tétel. A hdromszogek kihaldsinak a valdszinisége a legkisebb mem-

negativ megolddsa o kovetkezd egyenletnek:
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1.2. Tétel. Legyen o a Malthusi paraméter. Ekkor

lim e Z (t) = Yoomoo

t—o0

majdnem biztosan és L'-ben, ahol az Y, valdszintiségi vdltozé nem-negativ és

pozitiv a nem-kihalds eseménye felett, 1 vdarhato értéki. Tovdbbd,

1
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1.3. Tétel. e~V (t) majdnem biztosan konvergdl és

V(t) 1

4)
Z (t) o
t — oo esetén majdnem biztosan a nem-kihalds eseménye felett.

1.4. Tétel. e~ “'W (t) majdnem biztosan konvergdl és

W) | En
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t — oo esetén majdnem biztosan a nem-kihalds eseménye felett.

A eredményeink feltételezik, hogy a graffejlédési modelliink szuperkritikus, az-
az azt a nem-trivialis esetet vizsgalja, amikor a folyamat kihaldsanak valészinii-
sége kisebb mint 1. Ekkor a paraméterektol fiiggéen megadtunk egy nume-
rikusan kezelhet6 alakot a kihalds valdsziniiségére. A tovabbi eredmények
rendre a haromszogek, a csiicsok és az élek aszimptotikus viselkedésére adnak
eredményt. Hasonlé eredmények megadhatdak egy adott csics fokszdmara.
A tételek empirikus szemléltetéséhez néhany hozzdjuk kapcsol6dé szimulacids

eredményt prezentaltunk.



2. fejezet

A 2- és 3-interakcios

modell

A 2. Fejezet a [7] és [8] cikkek alapjan i{rédott, amiben az eléz6 fejezet-
ben prezentalt modellt altaldnositottuk két tipusra. Az el6zével ellentétben
itt mar nem csak a haromszogek képesek szaporodni, hanem az élek is, és
mindkét tipusi objektum képes a masikat is produkélni. Egy él minden egyes
reprodukciés idépontjaban egy 1j csics csatlakozik az élhez 1 vagy 2 éllel.
Egy haromszog egy reprodukcids idopontjaban egy 1j cstcs csatlakozik a
héromszoghoz 1, 2 vagy 3 éllel. Ezek alapjan egy él r1 valdszintiséggel él,
r9 valészintiséggel pedig haromszog utédot tud sziilni, mig egy haromszog pq
valészintiséggel élt, po valdsziniiséggel egy haromszoget és ps valdsziniiséggel
hirom hdromszoget képes sziilni. A kockdzati réta az utédok szdmanak
linearis transzformaltja b és ¢ nem-negativ konstansokkal, ugyanigy mint az
€l6z6 modelliinkben. Legyen m;;(t) az ¢ tipusi s j tipusd utédai dtlagos

széma a t ideig. Legyen M ezek mJ;(t) Laplace-transzforméltjainak matrixa.



F6 eredmények

Meghataroztuk az utédeloszlds generatorfiiggvényét.

2.1. Tétel. Jelilje a kihalds valdsziniségét so, ha az 8s eqy €l, és s3, ha az s
eqy hdromszdg. Tegyiik fel, hogy 0 <r; <1,0<p; <1ésar,=0,p; =1
feltételek koziil legfeljebb az egyik teljesiil. Legyen o a Perron—Frobenius gydke
M-nek. Ha o < 1, akkor ss = s3 = 1. Ha o > 1, akkor so < 1 és s3 < 1.
Bdrmely esetben (sa,s3) a legkisebb nem-negativ megolddsa az aldbbi vektor-

egyenletnek:
(52, 53) = (f2(s2,53), f3(s2,83)) .

ahol fo és f3 az élek, illetve a hdromszogek utddeloszlasainak generdtorfiggué-

nye.

Tegyiik fel, hogy a folyamat szuperkritikus és o a Malthusi paraméter. Tegyiik
fel, hogy 0 < r; < 1,0 < p; <1ésary =0, p1 =1 feltételek koziil legfel-
jebb az egyik teljesiil. A kdvetkezd eredményekben oW és 3WW mennyiségek
m.m. nem-negativak, E(eW) = E(GW) = 1, W és 3W m.m. pozitivak a
tilélés eseménye mellett. A(a) és B(a) a Laplace-transzforméltak dltal meg-

hatarozottak, v és u jelolik M jobb és bal oldali sajatvektorait, és
!/
Z U’ZUJ ml j )> .
l,j=2

2.2. Tétel. Jelolje ;E(t) a t ideig megsziletett élek szamdt, azon esetben

mikor az ds i-tipusu, © = 2,3. Ekkor

. —at . Vi U2
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majdnem biztosan i = 2,3 esetén.

2.3. Tétel. Jelslje ;E(t) a t idépillanatban életben lévd élek szdmdt, azon



esetben mikor az 0s i-tipusu, ¢ = 2,3. Ekkor

. “at P viug A(a)
tlggoe LE(t) = ZwiD(a)

majdnem biztosan i = 2,3 esetén.

2.4. Tétel. Jelolje ;T(t) a t ideig megsziletett hdromszégek szdmdt, azon

esetben mikor az 6s i-tipusi, i = 2,3. Ekkor

Viu3

lim e_atiT(t) =,W
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majdnem biztosan i = 2,3 esetén.

2.5. Tétel. Jelilje 1T(t) a t iddpillanatban életben lévd hdromszégek szdmdt,

azon esetben mikor az ds i-tipusi, i = 2, 3.

. —at _ ’UiU3B(Oz)
tlggoe T(t) = ZW*D(CY)

majdnem biztosan i = 2,3 esetén.

Az 6t6dik eredmény az élek, illetve haromszogek kihalasdanak valészintiségét
adja meg. A tovébbi eredmények az élek és harom-szogek aszimptotikus vi-
selkedését irja le az Osszesen megsziiletett egyedszam, illetve az éppen életben
1év6 egyedek szamara tekintettel. Hasonlé eredmények megadhatdak egy
adott cstcs fokszdmara. A tételek empirikus vizsgdlatdhoz néhany hozzajuk

kapcsolédo szimuldcios eredményt mutattunk.
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Introduction

Network theory is one of the most current fields of science nowadays. The
actual challenges of our life require the analysis of the dynamics of different
relationships. These relationships can be considered as edges between nodes
within a graph, therefore we have to origin the fundamentals from random
graph theory, most of all, from the early works of Erdés and Rényi [1]. In the
Erdés-Rényi graph the number of vertices is fixed and they pair independently
with some fixed probability. However in the book of Barabdsi [2] it was

empirically illustrated that real life networks work differently.

In their fundamental paper [3], Barabdsi and Albert proposed the preferen-
tial attachment method to describe the evolution of random networks. First,
they list several real-world networks such as the collaboration graph of movie
actors, the WWW, the electric powergrid, and the citation patterns of scien-
tific publications having power law degree distributions. In their model every
timestep a new vertex with m edges is added to the network so that the prob-
ability that the new vertex is connected to an old vertex is proportional to

the degree of the old vertex.

In this thesis, we study two new network evolution models. The structure and
the rules of the evolution of our models were inspired both by some everyday
experiences and deep scientific results on motifs. On the one hand, we had in

our mind activities and structures based on personal connections of the actors
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and where teams of some persons are important. Thus, we considered the
friendship, the recruitment of party members and cooperation among party
members, the recruitment and cooperation of volunteers, cooperation among
scientists, informal connections among the employees of a company, etc. In
these cases, the network consists of relatively small teams, a person can be a
member of several teams at the same time, new teams can be born, and they
can die, a newcomer can join the network if he/she joins an existing team.

Our mathematical model is a generalization of one studied in [4].
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Chapter 1

The 3-interaction model

Chapter 1 was based on the new results of our articles [5, 6]. Here we defined
a new continuous-time network evolution model, where the interactions were
based on the 3-cliques, i.e. the triangles. In the initial time only one triangle,
the ancestor is given. This ancestor attracts new incomers, where these objects
can join by 0, 1, 2, or 3 new edges. The connections with 2 and 3 edges form 1
and 3 new triangles with probabilities ¢; and g3 respectively. In the other two
cases the offspring is not capable of reproduction, with gy probability in total.
An arbitrary triangle, just like the ancestor tringle has its own reproduction
process. An object’s mean offspring number was defined by the p(t) quantity
at time ¢t. The death of a triangle, i.e. the end of their reproduction phase is
given by the [(t) = b+ c£(t) hazard rate, where b, ¢ are non-negative constants
and £(t) is the number of offspring at time ¢. In the asymptotic results the
Malthusian parameter o determines the increment of the number of triangles
Z (t), the number of vertices V (t) and the number of edges W (%).
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Main results

After describing the mathematical construction, our main results were the

following:

Let p(00) > 1.

Theorem 1.1. The probability of the extinction of the triangles is the smallest

non-negative solution of equation

_ata@tytl)
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Theorem 1.2.

lim ™ Z (t) = Yoo Moo
t—o0

almost surely and in L', where the random variable Yao is non-negative and
it is positive on the event of non-extinction, it has expectation 1. Moreover,
_ 1
X7 (g + 3qs)° [ et (1— L () dt’

Theorem 1.3. e~V (t) converges almost surely and

V(t) 1

%
Z(t)  «
as t — oo almost surely on the event of non-extinction.

Theorem 1.4. e *'W(t) converges almost surely and

W)  Em

Z (1) «

as t — oo almost surely on the event of non-extinction.
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The results assume that our graph evolution model is super-critical, so we
investigate the non-trivial case when the probability of extinction is less than
1. In this case we gave a formula for the probability of extinction that can
be approximated numerically. The further results are on the asymptotical
behavior of number of triangles, number of vertices and number of edges.
Similar results are applied on the degree of a fixed vertex. To give an empirical
evidence of our theorems, we presented some simulation results according to

them.
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Chapter 2

The 2- and 3-interaction

model

Chapter 2 was based on the new results of our articles [7] and [8]. Here we
generalized our previously presented model for 2 types of objects. A new
vertex can join to an old edge either with one or with two edges. Similarly,
a new vertex can join to a triangle with 1, 2 or 3 edges. Therefore unlike in
the previous model, here not only the triangles are capable for reproduction,
but also the edges and both of them can reproduce the other. An edge can
give birth to a new edge with r; and a new tringle with ro probability, while
a triangle can give birth to an edge with p;, a triangle with ps and three
triangles with ps probability. The hazard rate is the linear function of the
number of offspring with constants b, ¢, just like in our previous model. Let
m;;(t) be the expected number of j type offspring of an 4 type ancestor. Let

M denote the matrix of the m;(¢) Laplace transforms of m;;(t) functions.
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Main results

First we obtained the generating functions of the offspring distributions.

Theorem 2.1. Denote by so the probability of the extinctions if the ancestor
is an edge, and by s3 if the ancestor is a triangle. Assume that 0 < r; < 1,
0 < p1 <1 and it is excluded that both 11 = 0 and p; = 1 are satisfied at
the same time. Let o be the Perron—Frobenius root of M. If o < 1, then
sa=s3=1. If o> 1, then s3 < 1 and s3 < 1. In any case, (s2,$3) is the

smallest non-negative solution of the vector equation

(52,53) = (f2(s2,53), f3(s2,53)),

where fo and f3 are the generating functions of the offspring distributions of

an edge, resp. a triangle.

Assume that our process is super-critical and « is the Malthusian parameter.
Assume that 0 <7y < 1,0 < p; <1 and it is excluded that both 71 = 0 and
p1 = 1 are satisfied at the same time. In the following results the quantities
oW and 3W are a.s. non-negative, E(;W) = E(zW) =1, oW and sW are
a.s. positive on the event of survival. A(a) and B(«) are given by the Laplace

transforms, v and u denote the right and left eigenvectors of M, and
/
Z ww; (—mj (@)
L,j=2

Theorem 2.2. Let ;E(t) denote the number of all edges being born up to time
t if the ancestor of the population was a type i object, i = 2,3. Then

: —at _ VU2
tlg(r)loe E(t) = IWaD(a)

almost surely for i = 2,3.
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Theorem 2.3. Let ZEA'(t) denote the number of all edges present at time t if
the ancestor of the population was a type i object, i = 2,3. Then

et ppy Vit A(@)
tlgroloe E(t) = ZW*D(O{)

almost surely for i =2, 3.

Theorem 2.4. Let ;T(t) denote the number of all triangles being born up to
time t if the ancestor of the population was a type i object, i = 2,3. Then

v;u3

li 7atiT t) = W———
o0 ®) WaD(a

~—

almost surely for i =2,3.

Theorem 2.5. Let ZT(t) denote the number of all triangles present at time t
if the ancestor of the population was a type i object, i = 2,3. Then,

. —at _ ’UZ"U,3B<01)
tlggloe () = ZW*D(O()

almost surely for i = 2,3.

The fifth result reflects on the extinction of the edges and triangles. The
further results describe the asymptotic behavior of the edges and triangles
being born and being alive at time ¢. Similar results are applied on the
degree of a fixed vertex. To give an empirical evidence of our theorems some

simulation results were shown related to them.
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