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Introduction

In the sequel, I am going to give a detailed summary about the
main areas which are touched by my dissertation and, in parallel,
I also describe the most important related results. The motivation
of the investigations was served by the following essential result
from the theory of standard convexity of real valued functions,
which is originally due to Johan Jensen.

THEOREM. (Jensen, 1906) Let X be a linear space and D C
X be a nonempty convex subset. Then the following statements
are pairwise equivalent.

(1) The function f : D — R is Jensen convex.

(2) For any given positive integer n € N, the function f :
D — R fulfills the n-variable Jensen Inequality, that is,
forall zy,...,x, € D, we have

f($1+-1-1-+:cn) < f($1)+'T'L'+f($n)‘

(3) The function f : D — R is rationally convex on D, that
is, forall v € [0,1] N Q and for all x,y € D, we have

flre+ (1 —=r)y) <rf(x)+ (1 —r)f(y).

Among others, this result has two crucial message. Accord-
ing to this, the dissertation, and hence, the summary can be di-
vided in two main parts.

e First Part. Here we were concentrating on the connection be-
tween the statements (1) and (3). In view of this, having the in-
equality of the standard convexity with the weight %, that is, hav-
ing the Jensen inequality for some real valued function, we can
conclude its rational convexity. This immediately yields some
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crucial properties of the convexity parameter set of a Jensen con-
vex function. Namely, it follows that is must be at least a count-
able (cardinality property) and dense (topological property) sub-
set of [0, 1], furthermore it contains the intersection of the field of
rational numbers and [0, 1] (algebraic property).

For a given function f : I — R, where I C R denotes a
nonempty interval, one can define the set

Cr:={te[0,1] | fist-convex on I}

The full characterization of the convexity parameter set, that is,
of the above set is due to Norbert Kuhn.

THEOREM. (Kuhn, 1984) For any function f : I — R, the
convexity parameter set Cy is either {0, 1} or it can be written as
F N [0,1], where F is the subfield of R generated by Cy.

In the first part of the dissertation, related to a generalized no-
tion of convexity of extended real valued functions, we are going
to formulate Kuhn type theorems. Now we turn to the detailed
explanation of the different sections.

In Capter 1., we explain the notion of mean values and the
most important types of classes of means what we will need for
our purposes. Then we formulate the main tools from linear alge-
bra and fixed point theory what will be used in the further steps.
Finally we state our main results about deriving new means from
given ones and apply them for the class of Matkowski means.

Constructing new means from given ones

The main notion of this chapter is the descendant of a mean.
For a given n-tuple of two-variable means (M, ..., M, ), we are
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dealing with two-variable means Vi, . . ., N, satisfying the equa-
tions

Ni(z,y) = Mi(z, Na(2,y)),

N($,y) Mi(Ni,1($,y),Ni+1($,y)),

Ny ( y) Mn(Nn_l(iL',y),y)

simultaneously on I, where 2 < ¢ < n — 1. Such an n-tuple
(N1, ..., Ny,) will be called a descendant of the original means
(My, ..., M,). The existence and the uniqueness of the descen-
dant is not trivial, furthermore, the formulation of the theorem
is circumstantial in the sense that it needs a detailed preparation,
hence we omit it. In the dissertation it can be found as Theorem
1.7.

The following theorem states that the descendants of a chain
of weighted quasi-arithmetic means with the same generator
function always exists, they are uniquely determined, and are also
weighted quasi-arithmetic means. As one can see, the generator
function is the same and the weights of the descendants can be
directly calculated using the original weights.

THEOREM. Letn > 2, s1,...,8, €]0,1[, and h : [ — R
be a continuous, strictly increasing function. For (x,y) € I2,
consider the function ¢, : [z,y|2 — R, where ¢, ,(t) is
defined by the vector

(Ml(l‘, tg), cee ,Mi(tifl, ti+1), cey Mn(tnfl, y)),
using the means M; = MER0=50R) ywhere i € {1,... n}.
Then, for all (z,y) € Ii, the fixed point set @,y = {f €
[z, y|Z ‘ Pz (&) = 5} is the singleton
{(M(O’lh, (1—0o1)h) (.%', y)’ o 7J\/E(Unh7 (1—on)h) ($7 y))}7

where

(S ()

j=i k=1
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forallie{1,...,n}.

In general, having proper Matkowski means (that is, not nec-
essarily weighted quasi-arithmetic means), the calculation of the
descendants might be difficult. However, assuming some rela-
tions between the generator functions the task can be done using
a two way recursion.

THEOREM. Let n > 2 be a positive integer, j € {1,...,n}
andp,q,hi,...,hn_1:1 — R be continuous, strictly increasing
functions, furthermore set hy := h,, := 0. For (x,y) € I2,
consider the mapping ¢y, © [z,y]% — R", where ¢y, (t) is
defined by

(M (2, t2), ..., Mi(tiz1,tiv1), .., Mn(tn—1,9)),
using the means
MPHhionhi) e (1,05 — 1},
M; = { Mpthi-vhita) e — 5
MPi-hita) e {j41,...,n}).

Then, for (x,y) € I2, the related fixed point set Dy y) is the

singleton {(€1,...,&n)}, where & = MP D (z,y) and the rest
of the coordinates are defined by the two-way recurrence

M(p’hi)(l‘aéﬂrl) lfle{laaj_]-}a
M(hiflvfﬁ(gi_l’y) fie{j+1,...,n}.

Deriving new convexity properties

In Chapter 2., we introduce and also characterize the concept
of lower and upper M -convex functions, we apply our previous
results, and investigate the algebraic and topological properties
of their generalized convexity classes. Then, taking the special
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subclass of asymmetrically t-convex functions, we formulate also
the counterpart of Kuhn’s Theorem.

It follows from Kuhn’s theorem that the standard convexity
set is closed under taking convex combinations weighted with its
elements. The following proposition generalizes this statement.

PROPOSITION. Let f : [ — R be any function and let M €
{M ¢, My} Then the following statements hold.

(a) If M, N1, Ny € M with Ny < Ny on the set 12, then M o
(Nl, NQ) e M.

(b) If M\,N € M, then the compositions M o (min, N) and
M o (N, max) also belong to the family M.

Similarly to the standard case, a topological property can be
derived from the above proposition.

COROLLARY. Let f : I — R be any function and define the
classes M} and ﬂ; by the sets of all M € M, and M € Mf,
where M is separately continuous in both variables, respectively.
Finally, let M* € {M},ﬂ;} Then M* has no isolated points
with respect to the pointwise convergence, more precisely, for all
M € M?*, there exist sequences of means (Ly,), (U,) C M* such
that L,, < M < U,, whenevern € N, furthermore L,, — M and
U, — M pointwise on the set Iz asn — oo.

Using the results earned in the previous sections, it can be
proved that the lower convexity class is always closed under tak-
ing the descendants. This is not true in the case of upper convex-

1ty.

THEOREM. Let f : I — R be any function, n > 2,
furthermore My, ..., M, € M ¥ be continuous means. Then
D;(M, ..., My,) C Mg foralli € {1,...,n}.

Assuming that the lower convexity class contains certain type
of Matkowski means, we get the following consequences.
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COROLLARY. Let f : I — R,n >2,51,...,8, €]0,1[, and
finally h : I — R be a continuous, strictly increasing function.
Assume further that M(sih (1=s)h) ¢ Mg foralli e {1,...,n}.
Then, forall i € {1,...,n}, the Matkowski mean M(aih, (1=0:)h)
also belongs to the family M, where the weight o;, for a given
i €{1,...,n}, can be calculated by

noJ sk noJ si -1
= () (B 1)
j=t k=1 j=0 k=1
forallie {1,...,n}.
COROLLARY. Letn > 2,p,q,h1,...,hn—1: I — Rbe con-
tinuous, strictly increasing functions and f : I — R. Set further
ho := hy, := 0 and assume that there exists j € {1,...,n} such

that, for all i € {1,...,n}, the mean M; defined by

MP+hi-1, hi) ifie{l,...,j—1},
M; := { MPthi—vhita) g — 5
MPi-rhita) i e {5 41,...,n}
is contained in Mf. Then Ny,...,N, € Mf, where, for all
(x,y) € Ii, the value N;(x,y) is defined by

MEM) (@ Niga(w,y)) i i€ {151},
MPD(z,9) if i=34, andby
MP-L (N, (z,9),y) if i€{j+1,...,n}

Turning to the notion of asymmetrical convexity, the related
lower and upper convexity classes can be identified with suitable
subsets of the open unit interval. In this case the statements about
the algebraic and topological structure became more transparent.
We obtain the special convexity property of the parameter set. It
turns to be closed under the multiplication of its elements and we
also get its density in ]0, 1].
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THEOREM. Let f : I — R be any function and AC €
{AC;, ACy}. Then the following statements hold.

(1) If t,s1,s2 € AC with s1 < so, then tss + (1 — t)s) €
AC.

(2) Ift,s € AC, thents and 1 — (1 —t)(1 — s) also belong
to AC.

(3) The set AC is dense in the open unit interval, provided
that it is nonempty.

Applying our general results obtained for Matkowski means,
we earn the following corollaries.

COROLLARY. Let I C R be an interval, f : I — R, n > 2
and s1,...,8n € ACy. Then o; € AC; foralli € {1,...,n},
where

o (ST (S1)

j=i k= =0 k=1

COROLLARY. For a function f : I — R the following state-
ments hold.
(1) If1/2 € ACy then QN10,1[C AC;.
(2) If t/m € AC; for some £,m € N with £ < m and
20 # 'm, then, for all n > 2 and for all i € {1,...,n},

the fraction
R i (m — )t
v (ntl — (m — £)n+l
belongs to AC -

Finally, we construct a proper upper asymmetrically convex
extended real valued function whose parameter set contains ratio-
nal (and hence algebraic) numbers, is dense in [0, 1] but it fails
to be an intersection of a field and the open unit interval. An
other example having similar behavior was given by Lewicki and
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Olbry$ concerning transcendental parameters and the real valued
case. The existence of a real valued function with the same prop-
erty under algebraic parameters forms still an open problem.

THEOREM. Let I C R be a subinterval with a := sup I €
INQq, C: I — R beany convex function, and define f : I — R
by

fla) e {C(a:) if € (INQo)U{a},
+oo ifz eI\ (QoU{a}).

Then, for all t €1]0,1[NQ1, the function f is upper Ai-convex
but it is not upper A1 _;-convex.

_ COROLLARY. Keeping the above notation and conditions,
AC is not closed under addition, consequently it cannot be writ-
ten as an intersection of |0, 1[ and a proper subfield of R.

e Second Part. The second part of the dissertation general-
izes and investigates the statement about the equivalence of (1)
and (2). The original assertion provides that, having the Jensen
inequality of n variables with fixed positive integer n > 2 for a
real function, its Jensen convexity can be deduced. Obviously,
the statement is interesting only when n > 2. In view of our
terminology, this means that the n variable Jensen inequality is
reducible. The calculation in the proof of the theorem shows
that this depends strongly on the reducibility of the mean in back-
ground, namely of the arithmetic mean.

Reducibility of means and convexity properties

In Chapter 3., we formulate precisely the notion of reducibil-
ity of general mean values. The main theorem of this part, which
gives a sufficient condition for being reducible, is the following.

THEOREM. The mean M : D™ — X is x-reducible provided
that it is x-continuous.
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After this, generalizing widely the well-known means, we in-
troduce the notion of generalized deviation means on topological
vector spaces of Hausdorff type. These means naturally turned
out to be reducible. Moreover, the reductions belong to the same
class and the generators can be easily given using the original
ones.

THEOREM. Letn € N, k € N, and let E € E(D)". Then
the generalized E-deviation mean DY : D" — D is reducible
with respect to any injective function x : Ny — N,,. Furthermore,
the x-reduction of DY is uniquely determined, namely we have

Df(:p) = DEx (1), (x € DY).
In the Section 3.4. of Chapter 3., we also character-

ize the generalized deviation means using relatively Gateaux-
differentiable strictly convex functions.

THEOREM. Assume that D C X is a convex set and let F' €

F(D). Then the function Er : D x D — D*, defined by
Ep(u,v) = —Fy(v),
is a generalized deviation. Furthermore, ifn € N, F € F(D)"
and Er = (Ep,...,ER,), then, for x € D", the equality
y = DEF(z) holds if and only if y is the unique minimizer over
conv(z(Ny,)) of the function Fg, : D — R defined by
Fra(v) = Fi(z1,0) + -+ + Fo(wn,v).
Conversely, if X is the real line and D is an open subinterval,
then, for all deviations E € E(D), there exists a function F' €
F(D) such that, for all u € D,
F;(U):—E(U,U), (UED)

is satisfied.

In the very last section we are dealing with the reducibility of

the notion of (M, N)-convexity of real functions, which is a self-
evident generalization of the Jensen convexity; one can obtain it
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by replacing the arithmetic mean on the left hand side and on the
right hand side by the general mean values M and N, respec-
tively. As in the standard case, its reducibility depends strongly
on the reducibility property of the mean values what are involved,
namely of M and N.

THEOREM. Let D C X be a nonempty convex set, I C R be
an interval, n € N, k € N,,, and let x : N, — N,, be an injective
function. Let further M : D™ — X and N : I™ — R be means
such that M is x-reducible and N is x-continuous and uniquely
x-reducible. If a function f : D — I is (M, N)-convex, then it
is also (K, Ny)-convex for all x-reduction K : D¥ — X of the
mean M.

Applying this result, we immediately get the following con-
sequences, which concern special mean values instead of general
ones.

COROLLARY. Let D C X be a nonempty convex set, I C R
be an interval and n € N. Let further w : D — R} and E :
I x I — R™ such that E; is a deviation for all i € N,,. If a
Sfunction f : D — I satisfies the n-variable inequality

A (@1, mn)) < DP(f(21), ..., flan))
forall x1,...,x, € D, then, for all k € N, and for all injective
function x : N — N,,, it also satisfies the k-variable inequality
f(AwX(xla s axk)) < DEX (f(xl)a ey f(xk))a

whenever x1, ...,z € D.

COROLLARY. Let D C X be a nonempty convex set, I C R
be an interval and n € N. Let further G : D x D — (D*)" and
E I x I — R"such that G; is a generalized deviation and E;

is a deviation for all i € N,,. If a function f : D — I satisfies the
n-variable inequality

F(DC (a1, .. 20)) < DE(f(21),..., fzn))
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forall x1,...,x, € D, then, for all k € N, and for all injective
function x : N — N,,, it also satisfies the k-variable inequality

F(DX (1, .. aw)) < D(f(a1),- .., f(zx)
forall xq,...,x € D.

COROLLARY. Let I C R be an interval and n € N. Let
further G, E : I x I — R" such that G; and E; are deviations
forall i € N,,. If the n-variable inequality

DE (21, .. xn) < DF (21, ..., xp), (1,...,2n € D)

holds, then, for all k € N,, and for all injective function x : N —
N,,, we also have the k-variable inequality

DGX(xl,...,xk) < DEX(JZl,. . .,xk)
forall zy,...,x € D.

Finally we also establish the reducibility property of an ab-
stract version of a Holder-Minkowski type inequality.

THEOREM. Let X1,..., Xy be real Hausdorff topological
linear spaces, let D1 C Xi,...,D; C X, be nonempty con-
vex sets and I C R be an interval. Letn € N, k € N,,
and let x : Ny — N, be an injective function. Let Ny :
DY — Xi1,...,Ny : D} — Xy be x-reducible means and let
M : I'" — R be a x-continuous, uniquely x-reducible mean. If
a function f : D1 x --- x Dy — I satisfies the n - {-variable
inequality

M(f(zh,...,2%) < f(Ni(ah), ..., Ne(zh))

forall z* € DY, ... .z’ € D7, then, for any x-reductions K, :
D]f — Xi,..., Ky : D;f — Xy of N1,..., Ny, respectively, it
also fulfills the k - £-variable inequality

Mx(f(ajl, .. .,:L‘E)) < f(Kl(xl), .. .,Kg(l’g))
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for all xl e D’f,...,a:g € DEF, where, for m € N and xl e
.. .zt € D", we denote

. ah = (fh e, 2h).



Bevezeto

Az aldbbiakban Osszefoglalom azokat a témakoroket, ame-
lyekkel a diszszertaciém foglalkozik és, ezzel parhuzamosan, fel-
sorom a kapcsolddd fontosabb eredményeket. A vizsgdlatokat
Johan Jensen kovetkezd, a valds konvex fiiggvények elméletében
alapvet6nek szamité eredménye motivilta.

TETEL. (Jensen, 1906) Legyen X valds vektortér és D C X
nemiires, konvex részhalmaz. Ekkor az aldbbi dllitdsok pdronként
ekvivalensek.

(1) Az f : D — R fiiggvény Jensen-konvex.
(2) Bdrmely rogzitett n € N esetén, az f : D — R
fiiggvény eleget tesz az n-vdltozos Jensen egyenlitlen-

ségnek, vagyis, barmely x1,...,x, € D esetén, fenndll
az
f<$l+"'+l'n> < f(@1) + -+ fzn)
n B n
egyenlitlenség.

(3) Az f : D — R fiiggvény raciondlisan konvex az
értelmezési tartomdnydn, vagyis, barmely r € [0,1]NQ
suly és x,y € D pontok esetén

flrz+ (1 —=r)y) <rf(x)+ (1 —7r)f(y).

A fenti tételnek, tobbek kozott, két fontos iizenete van, igy,
témadjat tekintve, a dolgozatom is két nagyobb részre bonthato.

¢ Els6 rész. Ebben a részben az (1) és (3) éllitasok kozotti kape-
solatot emelném ki. Ennek értelmében, ha egy valds értéki fiig-
gvény % sullyal standard értelemben konvex, tehit Jensen kon-
vex, akkor raciondlisan is konvex. Ebbdl az allitdsbdl rogton
kovetkezik a Jensen konvex fiiggvények konvexitdsi paraméter-
halmazédnak tobb Iényeges tulajdonsdga. Nevezetesen, a konvex-
it4si paraméterhalmaz egy legaldbb megszdmlélhat6 (szdmossdgi
tulajdonsdg) strd (topologikus tulajdonsdg) részhalmaza a [0, 1]
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intervallumnak, tovabb4 tartalmazza a racionalis szamok testének
[0, 1] intervalumba esd szeletét (algebrai tulajdonsdg).

Legyen I C Rintervallum. Ekkor, adott f : I — R fiiggvény
esetén, definidljuk a

Cy:={t €[0,1] | az f fuggvény t-konvex I-n}

halmazt. A konvexitasi paraméterhalmaz, vagyis a fenti halmaz
jellemzése Norbert Kuhn nevéhez fliz6dik.

TETEL. (Kuhn, 1984) Adott f : I — R fiiggvényre, a Cy
konvexitdsi paraméterhalmaz vagy a trividlis {0, 1} halmaz vagy
felirhaté F'N0, 1] alakban, ahol F' a legszitkebb C¢-et tartalmazo
részteste R-nek.

A disszertdci6 els6 részében Kuhn eredményéhez hasonld
tételeket fogalmazunk meg egy, bovitett valds értékd fiig-
gvényekre bevezetett, dltaldnositott konvexitasi fogalom mellett.
Most ratériink az egyes alfejezetek részletesebb ismertetésére.

Az elsé alfejezetben definidljuk a kozépérték fogalmat és
a fontosabb kozéposztilyokat, amelyekre a késébbiekben sziik-
ségiink lesz. Ezutdn megemlitiink héhdny nélkiilozhetetlen es-
zkozt a linedris algebrabdl és a fixpontelméletbdl. Végiil meg-
fogalmazzuk a kozepek szarmaztatisara vonatkozé fobb ered-
ményeinket és alkalmazzuk ket a Matkowski kozepek oszta-

lyéra.

Kozepek szarmaztatasa

Az alfejezet kozponti fogalma adott kozepek leszdrmazott-
Jjainak osztdlya.
Adott kétvéltozds kozepekbdl allo (M, ..., M,) vektorértéki
fliggvény esetén, az Ny, . . ., N, kétvéltozos kdzepeket az eredeti
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kozepek leszarmazottjanak fogjuk nevezni, ha eleget tesznek az
Ni(z,y) = Mi(z, Na(2,y)),
Ni(z,y) = M;(Ni-1(2,y), Niz1(2,y)),
No(z,y) = Mp(No—1(2,9),y)

egyenletrendszernek az I-n, ahol i € {2,...,n—1. Ilyen kézepek
létezése és egyértelmiisége nem trividlis, az errdl szold tétel-
nek (a disszertacioban Theorem 1.7.) mar csak a kimondasa is
hosszadalmas elokésziileteket igényel, ezért a sz6ban forg6 ered-
ményt itt precizen nem ismertetjiik.

A kovetkezd tétel kimondja, hogy sulyozott kvaziaritmetikai
kozepek esetén a szarmaztatott kozepek mindig 1éteznek, suily-
ozott kvaziaritmetikaiak maradnak az eredeti generatorfiiggvén-
nyel, és hogy az 1j sulyok a régiek segitségével egyértelmiien
szamolhat6ak.

TETEL. Legyen n > 2, s1,...,8, €|0,1[ ésh : I — R
folytonos, szigoriian novd fiiggvény. Adott (z,y) € Ii esetén,
legyen ¢y : [, y]% —R"q

@(z,y)(t)
= (Mi(z,t2), ..., M;(ti—1,tit1), - - » Mn(tn—1,9))

képlettel definidlt fiiggvény, ahol M; := WMEh(=sh) pg
i € {l,...,n}. Ekkor, bdrmely (z,y) € I2 esetén a
Doy = {€ € [2,9]2 | Qlay) (&) = &} fixpontok halmaza az
{(M("lh’ (1-o1)h) (z,y),... , M(onh, (1=onm)h) (z, y))} egyelemii
halmaz, ahol

0i = <zn:ﬁ 1ik8k> (Zn:ﬁ 1 ikSk:)l

j=i k=1 §=0 k=1

minden i € {1,... ,n} esetén.
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Altalénos esetben, ha a kozepeink nem feltétleniil silyozott
kvaziaritmetikaiak, a leszarmazottak szamoldsa nehézkessé, sot,
esetenként akar lehetetlenné is valhat. Kideriil azonban, hogy
ha a generatorfiiggvények két el6re megadott fiiggvény specidlis
eltoltjai, akkor a leszdrmazottak egy kétirdnyu rekurzié segit-
ségével konnyen leirhatok.

TETEL. Legyenn > 2,5 € {1,...,n}ésp,q, h1,...,hp_1:
I — R adott folytonos, szigoriian nové fiiggvények, tovdbbd
legyen ho = hy, = 0. Adott (z,y) € I2 pdr esetén, legyen
Pz,y) * [xvy]% —R"a

Dz (1)
= (Mi(z,to), ..., Mi(ti—1, tiv1), - .., My (tn—1,9))
formuldval definidlt fiiggvény, tigy, hogy
MPthionhi)  pgge {1,...,5 — 1},
M; := { MPHhi-vhita)  pg i = j,

Mi-hita) - pgie {j+1,...,n}.

Ekkor, barmely (z,y) € I2 esetén, a @y fixpontok halmaza
megegyezik a {(&1,...,&n)} egyelemii halmazzal, ahol &; =
M® 9 (z, 1), tovdbbd

M®P) (2, 6501),  hai€{l,....5—1},

MPi-00 (& y), haie {j+1,...,n}.

Uj konvexitasi tulajdonsagok szarmaztatasa

A mdsodik fejezetben definidljuk és jellemezziik bovitett
valos értékii fiiggvények also- és felsd konvexitdsdt egy adott M
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kozépre vonatkozoan. Bevezetjiik a kapcsolédd konvexitdsi os-
ztdlyokat €s megvizsgéljuk algebrai és topologikus tulajdonsa-
gaikat. Végiil, attérve az aszimmetrikus konvexitds speciélis es-
etére, megfogalmazzuk és bizonyitjuk Kuhn tételének ellenpdrjdt
is.

Kuhn tételébdl kovetkezik, hogy a standard konvexitdsi
paraméterhalmaz zart a sajit elemeivel sdlyozott konvex kom-

bindciok képzésére nézve. A kovetkezd 4llitds ezt az eredményt
altalanositja.

ALI;ITAS. Legyen f : I — R adott fiiggvény és M &

{M, My}. Ekkor az aldbbi dllitdsok igazak.

(a) Ha M,N{,Ny» € M és N1 < Ns az Ii halmazon, akkor
M o (Nl,NQ) e M.

(b) Ha M,N € M, akkor az M o (min, N) és M o (N, max)
kompoziciok ismét az M osztdlyhoz tartoznak.

A standard esethez hasonldan, topologikus tulajdonsdg szar-
maztathat6 a fenti eredménybdl.

KOVETKEZMENY. Legyen f : I — R esetén
M = {M € M; | M szepardltan folytonos},
M; = {M € My | M szepardltan folytonos},

és M* ¢ {M*,ﬂ;} Ekkor az M* osztdlynak, a pontonkénti
konvergencidra nézve, nem létezik izoldlt pontja. Pontosabban fo-
galmazva, barmely M € M* kozép esetén, léteznek kozepeknek
olyan (L), (U,) C M* sorozatai, hogy L, < M < U,,
valahdnyszor n € N, tovdbbd L, — M és U,, — M pontonként
az I 3 halmazon, ha n — oo.

Az el6zbekben elért eredményeket felhasznélva, bizonyithaté
az alsé konvexitasi osztdly leszarmazottakra val6 zartsdga. Felsd
konvexitds esetén ez az 4llitds nem marad érvényben.
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TETEL. Legyen f : I — R adott fiiggvény, n > 2,
tovabba legyenek M, ..., M, € M; folytonos kozepek. Ekkor
D;(My,...,M,) C M; mindeni € {1,...,n} esetén.

Feltéve, hogy az alsé konvexitdsi halmaz specidlis Matkowski
kozepeket is tartalmaz, az alabbi kovetkezmények vezethetSk le.

KOVETKEZMENY. Legyen f : I =R, n > 2 s1,...,5, €
10, 1[ és, végiil, legyen h : I — R folytonos, szigoriian névé
iiggvény. Tegyiik fel, hogy Ml (1=s)h) ¢ A . minden i €

ggveny. 8y 8y f

{1,...,n} esetén. Ekkor, minden i € {1,...,n} indexre, a
Moih: A=o)h) Matkowski kozép tagja az M ¢ osztdlynak, ahol
a o; sily, adott i € {1, ...,n} indexre,

maodon szdmolhato.

KOVETKEZMENY. Legyenn > 2, p,q,h1,...,hp—1 : [ —
R folytonos, szigoriian novd fiiggvények és f : I — R. Legyen
ho := hy, := 0 és tegyiik fel, hogy létezik olyan j € {1,...,n}
index, hogy, mindeni € {1,...,n} esetén az
MPthi-1, hi) haie{1,...,5—1},
M; := { MPThi-1.hita)  pg i = 4
M(hi-1, hita) haie{j+1,...,n}

kozép az M ¥ osztdlyhoz tartozik. Ekkor Ny,...,N, € M £
ahol, barmely (x,y) € I% esetén, az N;(x,y) fiiggvényértéket,
az © indextdl fiiggden, az aldbbiak szerint értelmezziik:

M@ (2, Niyy (2,9)), ha ie€{l,...,j—1},
MP 9 (x,y), ha i=j és
M( i— 1‘1)( (x y) y)’ ha ZE{]+1,,”}
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Attérve az aszimmetrikus konvexitds fogalmara a fels§ és
alsé konvexitdsi osztdlyok beazonosithatéak a [0,1] interval-
lum valamilyen alkalmas részhalmazdval. Ekkor az algebrai
és topologikus tulajdonsagokrol szold tételek még kifejez6bbek
lesznek. Megkapjuk a paraméterhalmaz specidlis konvexitdsat, a
szorzésra val6 zartsagat és a siirtiségi tulajdonsdgot is.

TETEL. Legyen f : I — R és AC € {ﬁf,ﬁf}.

(1) Bdrmely t,s1,s2 € AC esetén tsy + (1 —t)s; € AC
feltéve, hogy s1 < s2.

(2) Bdrmelyt,s € AC esetén, tsés1—(1—t)(1—s) eleme

az AC halmaznak.
(3) Az AC paraméterhalmaz siirii 10, 1[-ben feltéve, hogy
nem lires.

Alkalmazva a Matkowski kozepekre nyert éltaldnos ered-
ményeket, az aldbbi kovetkezmények vezethetdk le.

KOVETKEZMENY. Legyen I C R nemiires intervallum, f :
I - R n>2ésy,...,sn € ACy. Ekkor o; € AC; bdrmely
i€{1,...,n} esetén, ahol

= (EhE)E )

J:

KOVETKEZMENY. Adott f : I — R fiiggvényre az aldbbi
dllitdsok igazak.
(1) Hal/2 € .ACf, akkor QN 10,1[C &f.
(2) Ha t/m € AC; valamilyen {,m € N pozitiv egészek
mellett 1igy, hogy £ < m és 20 # m, akkor, bdarmely
n > 2 esetén és barmely i € {1, ... ,n} indexre, az
€n+1 _ W(m _ g)nJrlfi
gnJrl _ (m _ f)nJrl

hdnyados az AC f halmazhoz tartozik.

T i =
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Végiil konstrudlunk egy feliilrél aszimmetrikusan konvex,
bévitett valos értékii fiiggvényt amelynél a kapcsol6ddé paraméter-
halmaz tartalmaz raciondlis (és igy algebrai) szdmokat, siri
a 0, 1] intervallumban, de nem igaz rd a Kuhn tétel allitasa,
nevezetesen, nem irhat fel a |0, 1] intervallum és valamilyen
alkalmas résztest metszeteként. Egy hasonldan viselkedd valds
értékd fiiggvényre sikeriilt példat adnia Lewicki és Olbrys lengyel
matematikusoknak, ahol csak azt tudjuk, hogy a paraméterhal-
maz tartalmaz transzcendens elemet. Olyan valds értéki fiig-
gvény létezése, amely, valamilyen algebrai ¢ paraméterrel, asz-
immetrikusan ¢-konvex, de nem aszimmetrikusan (1 — ¢)-konvex,
madig nyitott probléma.

TETEL. Legyen I C R olyan intervallum, amelyre a :=
sup I € INQy, legyen C : I — R konvex fiiggvény és f : I — R
olyan, hogy

fa) = {C’(az), hax € (INQp)U{a},
"\ 400, haz eI\ (QoU/{a}).

Ekkor, barmely t €10,1[NQ esetén, az f fiiggvény feliilrél Ay-
konvex, de nem feliilrél A1 _y-konvex.

KOVETKEZMENY. A fenti jeloléseket és feltételeket meg-
tartva, If nem zdrt az osszeaddsdra, kovetkezésképpen nem
irhaté fel a |0, 1] intervallum és R valamilyen résztestének met-
szeteként.

e Masodik rész. Ebben a részben az (1) és (2) allitdsok ek-
vivalencidjarol szol6 4llitast ltaldnositjuk. Az eredeti 4llitasbol
kovetkezik, hogy ha egy val6s értékd fiiggvény eleget tesz az n-
véaltozds Jensen egyenlStlenségnek, valamilyen rogzitett n mel-
lett, akkor teljesiti a kétvaltozos Jensen egyenlStlenséget is. Ny-
ilvan, az allitas akkor érdekes, ha n > 2. A disszertacioban ezt
az n-vdltozos Jensen egyenlitlenség redukdlhatésdgdnak nevez-
ziik. Az eredeti tétel bizonyitdsdbol kideriil, hogy ez a tulajdonsag
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sz

szorosan Osszefiigg a hattérben 16v6 kozép redukdlhatosdgdval,
ami esetiinkben a szdmtani kozép.

Kozepek és konvexitasi tulajdonsagok redukalhatésaga

A harmadik fejezetben precizen definidljuk adott kozép re-
dukdlhatésdgit. Az alabbi tétel egy elegendd feltételt fogalmaz
meg.

TETEL. Az M : D" — X kozép x-redukdlhato, ha x-
folytonos.

Ezt kovetden, messzemenden altalanositva a j6l ismert kozé-
posztilyokat, bevezetjik az dltaldnositott eltéréskozép fogalmat
Hausdorff-féle topologikus vektortereken. Kideriil, hogy ezek a
kozepek természetes modon rendelkeznek a redukélhatésagi tu-
lajdonsaggal, tovabba a redukalt kozepek generatorfiiggvényei
konnyen megadhatdk az eredeti generatorok segitségével.

TETEL. Legyenn € N, k € N, és E € E(D)". Ekkor a
DE . D" — D dltaldnositott E-eltéréskozép bdarmely injekitv
x : N — N, fiiggvényre nézve redukdlhaté. Tovdibbd a DF
kozép x-redukdltia egyértelmiien meghatdrozott, nevezetesen

DY (z) = D(x),  (x € DF).

A 3.4. fejezetben, specidlis Gateaux-differencidlhat6 konvex
fliggvények segitségével, egy jellemzését adjuk az altalanositott
eltéréskozepeknek.

TETEL. Legyen D C X konvex halmaz és F' € F(D). Ekkor
az

Er(u,v) = —F,(v)
modon értelmezett Ep : D x D — D* fiiggvény egy dltaldnosi-

tott eltérés. Tovibbd, ha n € N, F € F(D)" és Er =
(Egy,...,ER,), akkor, barmely x € D" esetén, az y = DFrF (z)
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egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha y egyértelmii minimumhe-
lye az

Fre(v) = Fi(z1,0) + -+ + Fy(wn, v)

mddon értelmezett Fp, : D — R fiiggvénynek a conv(x(N,,))
halmaz felett.

Megforditva, ha X = R és D egy nyilt intervallum, akkor,
bdarmely E € E(D) eltérés esetén, létezik F' € F(D) fiiggvény,
hogy, bdrmely u € D pontra,

Fy(v) = -E(u,v),  (veD)
teljesiil.

A legutols6 fejezet valds fiiggvények (M, N)-konvexi-
tdsdnak redukdlhatésdgdval foglalkozik. A széban forgd kon-
vexitdsi tulajdonsdg kozvetlen dltaldnositdsa a standard Jensen
egyenl6tlenségnek oly médon, hogy az egyenl6tlenség bal, il-
letve jobb oldaldn 1év6 szdmtani kozepet az M, illetve az N al-
talanos kozepekkel helyettesitjitk. A redukéalhatésagi tulajdonsag
erdsen fiigg a definidlé egyenlStlenségben szerepld kozepek re-

dukélhat6sagatol.

TETEL. Legyen D C X egy nemiires konvex halmaz, I C R
egy intervallum, n € N, k € N, és legyen x : N, — N,, injektiv.
Legyenek tovdbbd M : D™ — X és N : I™ — R kozepek tigy,
hogy M x-redukdlhato, N pedig x-folytonos és egyértelmiien
x-redukdlhaté. Ha az f : D — I fiiggvény (M, N )-konvex,
akkor (K, Ny)-konvex is az M kizép minden K : D*¥ — X x-
redukdltjdval.

A fenti tételt alkalmazva specidlis redukdlhat6 kozepekkel, az
alabbi allitdsok bizonyithatok.

KOVETKEZMENY. Legyen D C X nemiires konvex halmaz,
I C R intervallum és n € N. Legyen tovabbd w : D — R} és
E I x1I — R"iigy hogy E; egy eltérés minden i € N,, index
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esetén. Ha az f : D — 1 fiiggvény kielégiti az n-vdltozds

FA= (@1, 20)) < DE(f(21), .., fon)
egyenldtlenséget minden x1, ..., x, € D esetén, akkor, barmely
k € N, és barmely x : N — N, injektiv fiiggvény esetén,
kielégiti a k-vdltozos

FAX (@1, ar)) < DPX(f(a1), ..., flan))
egyenldtlenséget is, ahol x1, ..., x; € D.

KOVETKEZMENY. Legyen D C X egy nemiires konvex hal-
maz, I C Rintervallum és n € N. Legyen tovabbd G : D x D —
(D" és E : I x I — R"™ olyan, hogy G; egy dltaldnositott
eltérés és E; egy eltérés minden i € Ny, esetén. Haaz f : D — 1
fiiggvény kielégiti az n-vdltozos

F(DY (@1 a)) < DE(f(@r), ... flan)
egyenlotlenséget minden x4, ...,x, € D esetén, akkor, minden
k € N, és minden x : Ny — N, injektiv fiiggvény esetén,
kielégiti a k-vdltozos

F(DOX (21, ... xp)) < DEX(f(a1), ..., fan))
egyenldtlenséget is, ahol x1, ... ,x, € D.

A kovetkezd 4llitds szerint, ha két eltéréskozép 6sszehason-
lithat6, akkor a redukéltjaik is 6sszehasonlithatdk.

KOVETKEZMENY. Legyen I C R intervallum és n € N.
Legyen tovdbbd G, E : I x I — R" olyan, hogy G; és E; eltérés
minden i € N, esetén. Ha

DG(aﬁl,...,xn)SDE(xl,...,a:n), (x1,...,2n € D),

akkor, bdarmely k € N,, és bdarmely x : Ny — N, injektiv fiig-
gvény esetén,

@Gx(ﬂzl,...,:z:k) < DEX(xl,...,xk), (z1,...,21 € D).

is teljestil.
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Végiil, a fenti Aallitdsok bizonyitdsdban szerepld tech-
nikdk segitségével, Holder-Minkowski-tipust egyenltlenségek
redukalhat6sagi tétele is bizonyithato.

TETEL. Legyenek Xi,..., Xy Hausdorff-féle topologikus
vektorterek, D1 C Xy,...,Dy C X, nemiires konvex hal-
mazok és I C R intervallum. Legyen n € N, k € N, és
X : N — N, egy ijektiv fiiggvény. Legyenek végiil N1 : D} —
X1,...,Ng : D} — X, x-redukdlhato kézepek, M : I — R
pedig x-folytonos és egyértelmiien x-redukdlhato. Ha az f
Dy x --- x Dy — 1 fiiggvény kielégiti n - (-vdltozds

M(f(a',...,2") < F(Mu(al), .., Ne(a))
egyenlétlenséget minden ' € DY, ... Lzt e Dy esetén, akkor az
Ny, ..., Ny kozepek barmely K, : le - X1,...,. Ky : Déf —
Xy x-redukdltja esetén, kielégiti a k - £-vdltozds

My (F(ah, . a") < F(Ki(Y), ., Ko(a))
egyenldtlenséget is, ahol x' € D’f NS Df és ahol, adott
m € Nésxl € DI, .. Lzt e Dy elemekre,

f(xl,...,xf) = (f(x%,,x{),,f(az%@,,xﬁ@))
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