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1 Background and motivation
Deep under the hood, most of the pattern recognition driven appli-
cations are built on the concept of measuring the similarity or the
inversely proportional dissimilarity of real world objects described
by numerical vectors. Correspondingly, similarity and dissimilarity
are usually formulated in terms of mathematical functions operating
on vectors. Obviously, what similar and dissimilar mean, depends
on the field of application. As a common property, (dis)similarity
functions are usually desired to be invariant to some certain classes
of transformations. For example, in face recognition applications
– having similar performance as human mind – the (dis)similarity
measure is desired to be invariant to under- and over-exposure, noise,
geometric and color space transformation, since up to a limit these
distortions conserve the piece of information important from the
application’s point of view: the face. In pattern recognition, the
requirements of the application define which transformations the
(dis)similarity measure has to be invariant to, and the invariance
implies that the information (pattern) is conserved under this class of
transformations. If the coordinates of the vectors can be interpreted
similarly (e.g. all pixels of a grayscale image represent intensity levels;
all elements of stock price time series are prices), the needs of most
applications can be satisfied by (dis)similarity measures invariant
to some general classes of transformations, like linear, non-linear,
monotonic or non-monotonic ones. Consequently, the research of
(dis)similarity measures invariant to some of these classes is of high
value in various fields and applications of pattern recognition.
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2 New scientific results and theses
2.1 Novel dissimilarity measures invariant to mo-

notonic tone mappings
Many (dis)similarity functions have been proposed in the literature
of pattern recognition, some of them being developed to satisfy the
needs of particular applications, others being general enough to be
applied in various problems efficiently. Some thourough overviews
of (dis)similarity functions can be found in the books [1], [2], [3], [4].
Based on the Matching by Tone Mapping (MTM) [5] measure, novel
dissimilarity functions invariant to monotonic tone mappings have
been introduced. The detailed description of the proposed techniques
can be found in Chapter 2 of the dissertation and in the corresponding
paper [6].

Thesis 1.

1. I have introduced the Matching by Monotonic Tone Mapping
(MMTM) dissimilarity measure and its piecewise constant (PWC)
and piecewise linear (PWL) approximations, both of them being
approximately invariant to monotonic, even non-linear trans-
formations.

2. I have shown that both of the proposed measures inherit the
advantageous properties of the MTM measures: they are absolute
measures and can be computed efficiently.

3. Based on the test results I can state that the discrimination
power of the MMTM measures is highly competitive with that
of previous techniques, the measures can be used efficiently in
problems, where a dissimilarity measure invariant to monotonic
transformations is required.
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2.2 Translation invariant (dis)similarity measures
in kernel space

Kernel functions [7, 8] are widely used in the field of machine learning
to improve the properties of various mathematical methods by keeping
the computational demands relatively low. A kernel function is defined
as a function k : Rd × Rd → R, which can be decomposed into
the form k(x,y) = 〈φ(x), φ(y)〉, where φ : Rd → Rn denotes a
usually non-linear transformation, the so called feature mapping of
the kernel k. Kernel functions are usually utilized in the so called
kernel trick [9]: if a mathematical algorithm operates on its input
vectors through inner products, the inner product can be replaced by
kernel evaluations, thus, the algorithm works in a high dimensional
feature space implicitly. Regarding (dis)similarity measures, Schölkopf
proposed the kernel trick to improve the discrimination power of the
Euclidean-distance [9]:

Dk
EUC(x,y) = (k(x,y) + k(x,y)− 2k(x,y))

1
2 , (1)

and it can be readily seen that the normalization of any kernel [10]
computes the correlation coefficient in kernel space:

Sk
CC(x,y) = k(x,y)√

k(x,x)k(y,y)
. (2)

Both of these kernelized measures are constructed by simply replacing
the inner product in the original formulation of the measures to a
kernel function k.

The main advantage of working with kernels is that they enable
calculations in high (possibly infinite) dimensional feature spaces
efficiently. However, the operations we can perform efficiently in the
kernel are limited to kernel evaluations. Consequently, the kerneliza-
tion of (dis)similarity measures that cannot be formulated as linear
combinations of inner products is not straightforward. For example,
in spite of its popularity, there are no results on the kernelization of
the widely used Pearson correlation coefficient (PCC) measure. The
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difficulty in the kernelization of PCC is its translation invariance,
namely, one has to know the mean of the coordinates of the feature
map to compute PCC in the kernel space. As a novel contribution
to the field, we have examined the kernelization of the centered Eu-
clidean distance (cEUC) and PCC in general, and for the polynomial
kernel function in details. The detailed discussion of the results can
be found in Chapter 3 of the dissertation and in our corresponding
paper [11].

Thesis 2.

1. Having a kernel with an associated feature mapping into `1,
the kernelized translation invariant (dis)similarity measures
cEUC and PCC are equivalent to the EUC and CC measures,
respectively.

2. Having a kernel with a finite dimensional feature mapping into
Rn, under some mild conditions the cEUC and PCC measures
can be kernelized at least in countably infinitely many different
ways.

3. Using the homogeneous or inhomogeneous polynomial kernels,
the translation invariant measures cEUC and PCC can be ker-
nelized in continuum many different ways,

4. out of which there exist at least countably infinitely many that
can be computed in terms of kernel evaluations.

2.3 Segmentation of retinal vessels by template
matching and contour reconstruction

For several reasons the automated segmentation of the vasculature
in retinal images is an imporant field of research in medical image
analysis. On the one hand, the segmentation of the vasculature
is a basic step in the segmentation of many other lesions [12, 13,
14]. On the other hand, the characteristic shape of the vascular
system can aid the localization of other, occasionally degenerated
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anatomical parts like the optic disc [15], or macula [16]. Moreover,
novel studies have pointed out that the geometrical features of the
vascular system are in correlation with various diseases [17, 18, 19, 20,
21, 22]. According to the thorough and excellent overview of image
processing issues related to retinal images in [23], there is substantial
interest in automatically segmenting the vasculature and measuring
its properties. Our contribution to the field is the development of a
novel technique for the segmentation of vessels in retinal images. The
detailed description of the method can be found in Chapter 4 of the
dissertation and in our corresponding paper [24].

Thesis 3.

1. I have proposed a novel technique for the segmentation of vessels
in retinal images. As a novel contribution to the field, in the
development of the method I have taken into consideration that
various vessel structures are under-represented in the manually
annotated training databases. Correspondingly, the proposed
method learns and utilizes the visual features of a large number
of predefined vessel profiles individually.

2. Based on the test results I can state that the method is highly
competitive with the state-of-the-art techniques, and the features
the method is based on have high descriptive power for the
representation of the vascular system.
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3. Bevezetés és motiváció
A mintázatfelismeréshez (pattern recognition) kapcsolódó alkalma-
zások többségében megjelenik a hasonlóság fogalma: a valós világ
számvektorokkal jellemezhető objektumainak egyfajta hasonlóságát
kell meghatároznunk. Ehhez kapcsolódóan a hasonlóságot jellem-
zően vektorokon operáló ún. hasonlósági függvények / hasonlósági
mértékek formájában definiáljuk. Természetesen az, hogy mit tekin-
tünk hasonlónak, vagy éppen különbözőnek, általában a problémától,
illetve az alkalmazási területtől függ. Mindazonáltal a legtöbb ha-
sonlósági függvénynek van egy közös tulajdonsága: invariánsak a
vektorok bizonyos transzformációival szemben. Például arcfelismerést
megvalósító alkalmazásokban – amelyek ma már az emberi érzékelés-
sel összemérhető teljesítményre képesek – a hasonlóság mérőszámának
invariánsnak kell lennie a képek alul- vagy éppen túlexponált jel-
legére, additív zajokra, geometriai- és színtranszformációkra, mivel
egy bizonyos pontig ezen transzformációk megőrzik az alkalmazás
szempontjából lényeges tartalmat: az arcot. A gyakorlatban jellemző-
en a probléma és az alkalmazási terület határozza meg, hogy mely
transzformációkkal szemben kell a hasonlósági függvénynek – a le-
hetőségekhez mérten – invariánsnak lennie. Ha az objektumokat
leíró vektorok koordinátáit hasonlóan értelmezhetjük (például egy
kép minden pixele egy intenzitásinformációt hordoz, egy árfolyam
idősor minden eleme egy árat jelent), jól használhatók azon hason-
lósági függvények, melyek valamely nagy függvényosztályra nézve
invariánsak, például a lineáris vagy sima, de nem-lineáris, monoton
vagy nem-monoton transzformációkra. Ennek megfelelően a bizonyos
transzformációosztályokra invariáns hasonlósági függvények elméleté-
ben, illetve a hasonlósági függvények újszerű alkalmazásaiban elért
eredmények a mintázatfelismeréshez kapcsolódó számos területen
találhatnak alkalmazásra.
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4. Az értekezés új tudományos eredményei
és tézisei

4.1. Új, monoton transzformációkra invariáns ha-
sonlósági függvények

A mintázatfelismerés irodalmában számos hasonlósági függvényt
vezettek már be. Némelyek kellően általánosak ahhoz, hogy különböző
problémák esetén is jól használhatóak legyenek, másokat bizonyos
alkalmazási területek speciális igényeinek kielégítésére dolgoztak ki.
A hasonlósági függvényekről alapos és részletes áttekintést találhat
az olvasó a [1, 2, 3, 4] könyvekben. Kapcsolódó eredményünk, hogy
az Intenzitástranszformációval történő illesztés (Matching by Tone
Mapping – MTM) [5] módszer alapján új, a monoton intenzitás-
transzformációkra invariáns hasonlósági függvényeket vezettünk be.
A módszerről részletes leírást találhat az olvasó a disszertáció második
fejezetében és a [6] cikkben.
1. Tézis.

1. Bevezettem a Monoton intenzitástranszformációval történő il-
lesztés (Matching by Monotonic Tone Mapping – MMTM) nevű
hasonlósági függvényt, s annak szakaszonként konstans (piecewi-
se constant – PWC) és szakaszonként lineáris (piecewise linear –
PWL) közelítéseit. A javasolt hasonlósági függvények közelítőleg
invariánsak monoton, nem-lineáris transzformációkra.

2. Megmutattam, hogy az MMTM függvények öröklik az MTM
módszer előnyös tulajdonságait, abszolút mérőszámok, és haté-
konyan számolhatók.

3. A teszteredmények alapján kijelenthetem, hogy az MMTM függ-
vények diszkriminációs ereje összemérhető a korábban publikált,
monoton transzformációkra invariáns hasonlósági mértékeké-
vel, az MMTM függvények eredményesen használhatók olyan
problémákban, melyekben monoton transzformációkra invariáns
hasonlósági függvényre van szükség.
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4.2. Eltolás invariancia kernel térben
A kernelfüggvények [7, 8] széleskörűen alkalmazott eszközök a gépi
tanulóalgoritmusok, a mintázatfelismerés és a statisztikai elemzések
területén. Kernel függvények segítségével a számításigény növekedése
nélkül javíthatjuk vagy módosíthatjuk az arra alkalmas matematikai
módszerek legkülönbözőbb tulajdonságait. Egy k : Rd × Rd → R
kernelfüggvény legfontosabb tulajdonsága, hogy felírható k(x,y) =
〈φ(x), φ(y)〉 alakban, ahol φ : Rd → Rn egy jellemzően nem-lineáris,
ún. sajátságtranszformációt jelöl. A kernelfüggvényekhez, illetve az
utóbbi felíráshoz szorosan kapcsolódó ún. kernel trükk [9] lényege az,
hogy ha egy matematikai algoritmus csak belsőszorzat műveleteken
keresztül érintkezik az adattal, akkor a belsőszorzatokat kernel kiér-
tékelésekre cserélve az algoritmus a sajátságtranszformáció képtere
által definiált sok- (esetenként végtelen) dimenziós sajátság-térben
(az ún. kernel-térben) fog dolgozni. Mindez rendkívül előnyös lehet,
ha a transzformált vektorok sajátságtérbeli eloszlása a nem-lineáris
sajátságtranszformáció hatására kedvezőbbé válik az eredeti vektorok
eloszlásától. A gyakorlatban azon kernelfüggvények érdekesek, melyek
esetén k(x,y) kiszámításához nincs szükség φ(x) és φ(y) megha-
tározására, így a számításigény alacsonyan tartható. Hasonlósági
függvények tekintetében Schölkopf javasolta a kernel trükk alkalma-
zását az euklideszi távolságra [9]:

Dk
EUC(x,y) = (k(x,y) + k(x,y)− 2k(x,y))

1
2 , (3)

továbbá könnyen látható, hogy bármely kernelt normalizálva [10] a
kernel-térben számolt korrelációs együtthatót kapjuk:

Sk
CC(x,y) = k(x,y)√

k(x,x)k(y,y)
. (4)

A Dk
EUC és Sk

CC kernelizált hasonlósági mértékek formálisan meg-
egyeznek az euklideszi távolsággal, illetve a korrelációs együtthatóval,
azzal a különbséggel, hogy felírásukban a belsőszorzatot kernel kiér-
tékelésekre cseréltük.
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A kernelfüggvények lehetővé teszik, hogy sok- (esetenként vég-
telen) dimenziós terekben hatékonyan dolgozzunk, azonban kernel-
függvénvek segítségével eredendően csak kernelkiértékelést tudunk
végrehajtani, azaz a sajátságtérben történő belsőszorzat számítást.
Ennek eredményeként elsősorban azok a hasonlósági függvények, illet-
ve matematikai algoritmusok kernelizálhatóak, melyek az adatvekto-
rokkal csak belsőszorzaton keresztül érintkeznek. Például széleskörű
alkalmazása ellenére sem találni az irodalomban eredményeket a
Pearson korrelációs együttható (PCC) kernelizálására vonatkozóan.
A PCC kernelizálásának legnagyobb akadálya az eltolás invarian-
cia: a PCC kiszámításához ismerni kell a vektorok koordinátáinak
összegét/átlagát; mindez kernelizálás esetén azt jelenti, hogy a saját-
ságtranszformáció koordinátáinak összegét kell meghatározni kernel
térben, ami kernel kiértékelések segítségével nem kézenfekvő. Ku-
tatásaink során arra a kérdésre kerestük a választ, hogy az eltolás
invariáns hasonlósági mértékek – a centrált euklideszi távolság (cE-
UC), és a PCC – milyen feltételek mellett kernelizálhatóak, továbbá
részletekbemenően megvizsgáltuk a nevezett hasonlósági mértékek
kernelizálásának lehetőségeit a széleskörűen használt polinom kernel
esetén. A kérdéseket részletesen tárgyaljuk a disszertáció harmadik
fejezetében és kapcsolódó [11] cikkünkben.

2. Tézis.

1. Adott kernel és hozzá tartozó, `1-be képező sajátságtranszfor-
máció esetén a kernelizált cEUC és PCC hasonlósági mértékek
rendre megegyeznek az EUC és CC mértékekkel.

2. Adott kernel és hozzá tartozó, Rn-be képező sajátságtranszformá-
ció esetén a cEUC és PCC mértékek legalább megszámlálhatóan
végtelen különböző módon kernelizálhatók.

3. A homogén és inhomogén polinom kernellel a cEUC és PCC
hasonlósági mértékek kontinuum sok különböző módon kerneli-
zálhatók,
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4. s ezekből létezik legalább megszámlálhatóan végtelen sok, mely
kernel kiértékelésekkel számítható.

4.3. Érhálózat szegmentálása retinaképeken min-
tázat illesztéssel és kontúr rekonstrukcióval

Az érhálózat szegmentálása retinaképeken több okból is fontos ku-
tatási terület az orvosi képfeldolgozás területén. Egyrészt számos
elváltozás detektálása esetén [12, 13, 14] az első lépések egyike az
érhálózat szegmentálása és levonása. Másrészről az érhálózat karak-
terisztikus alakja segítheti más anatómiai képletek (például a vakfolt
[15], vagy sárgafolt [16]) azonosítását. Harmadrészt számos kutatás
mutatott ki kapcsolatot az érhálózat alakja, tulajdonságai, és külön-
böző betegségek között [17, 18, 19, 20, 21, 22]. A retina képekhez
kapcsolódó képfeldolgozási problémák alapos és részletes áttekintése
[23] szerint az érhálózat szegmentálása és tulajdonságainak jellemzése
alapvető fontosságú feladat. Kutatásaink eredményeként új eljárást
javasoltunk az érhálózat retinaképeken történő szegmentálására. A
módszer részletes leírása a disszertáció negyedik fejezetében és a [24]
cikkben található.

3. Tézis.

1. Új módszert javasoltam az érhálózat szegmentálására retina-
képeken. A módszer fejlesztése során figyelembe vettem, hogy
a különböző érhálózat szegmensek különböző profillal rendel-
kezhetnek, melyekből sok alulreprezentált lehet a manuálisan
annotált adatbázisokban. Ennek megfelelően a javasolt módszer
külön-külön tanulja meg és használja nagyszámú előre definiált
érprofil vizuális sajátságait.

2. A teszteredmények alapján kijelenthetem, hogy a javasolt mód-
szer kompetens az irodalmi algoritmusokkal, és hogy a szegmen-
táció során felhasznált sajátságok magas leíró erővel bírnak az
érhálózat reprezentációjának tekintetében.
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