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1. BEVEZETES

A disszertdcioban a klasszikus elsGrendii logika tételbizonyitassal kapcsolatos
kérdéseivel foglalkozunk. Az automatikus tételbizonyito algoritmusok alapjat
képezik a tételbizonyitd szoftvereknek, melyek fontos alkotoelemei a széles
korben hasznélt szakértsi rendszereknek és az azokon alapulé komplex alkal-
mazéasoknak [24, 26, 27, 28]. Hasonloképp a héatterét jelentik a logikai prog-
ramozasi nyelveknek. A disszertacioban a hipertabls [3] (és kozvetve a hiper-
rezolucio [21]) teljes automatizalhatésaganak kérdésével foglalkozunk. Ennek
megfelelGen ismertetjiitk sajat kalkulusunkat, a multi-hipertablé kalkulust [25]
a célul kittizott probléemak megoldasara. A disszertacio négy fejezetbdl, egy
angol nyelvi Gsszefoglalashél és fiiggelékbdl all.

Az els6 fejezetben roviden attekintjiik az els6rendt logika azon fogalmait,
melyekre sziikségiink van a tovabbiakban.

A miésodik fejezetben azon kalkulusokat vessziik sorra, melyek valamilyen
értelemben az altalunk kidolgozott kalkulus el6zményeinek tekinthetdk. Az
analitikus tablo [23, 11, 13] és a rezolucié [20, 2, 21] kiilonb6z6 valtozatait
irjuk le, majd eljutunk a hipertabléhoz [3], melyre leginkdbb tamaszkodunk
az értekezésiinkben. A hipertabld komoly automatizalasi gondokkal kiizd. Az
ilyen problémak lehetséges orvoslasara a rigid hipertabld [14] kalkulust hozzuk
fel példaként. Errél a kalkulusrol ugyanakkor bebizonyitjuk, hogy nem helyes,
illetve rdmutatunk, hogy a kalkulus teljessége nincs bizonyitva.

A harmadik fejezet tartalmazza elért eredményeinket. A fejezet elsG részé-
ben részletes leirasat adjuk a multi-hipertablé kalkulusnak [25], bebizonyitjuk
a helyességét, majd egy kiilon részben a teljességét is. A kovetkezd szakasz
a klozgenerélas témakorével foglalkozik; itt ismertetjiik az altalunk kidolgo-
zott eljarast is, a kldzgenerdlé tablét [25]. Ezen modszer — az irodalomban
ismert méas klézgeneralé modszerekhez hasonléan  exponencialis bonyolult-
sagu, ezért DAG-ok felhasznalaséaval linearizaljuk. A fejezet negyedik részében
a redundancia témakorével foglalkozunk. Harom — logikailag hasonlé — célra
hasznalunk fel redundanciaval kapcsolatos vizsgalatokat. ElGszor a hipertablo
Baumgartner altal megadott redundancia kritériumdt [3] vezetjiik le. Majd
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klozok egyszerisitését végerziik el redundanciavizsgalat segitségével. Utoljara
azt vizsgéljuk meg, hogy tetsz6leges rigid literdlos tabléhoz (és igy a multi-
hipertabl6hoz is) hogyan adhaté meg redundanciafogalom. A fejezet utolso
részében a heurisztikus tételbizonyitds lehetGségeivel foglalkozunk a multi-
hipertablé kapcsan, majd ehhez kapcsolédva megvizsgaljuk, hogy a klézok
zdrtsdgdra vonatkozo kikotésnek az eltorlése vajon milyen kovetkezményekkel
jar a multi-hipertabléra nézve.

A disszertacio utolsé fejezete az elért eredmények Gsszefoglalasa mellett r6-
viden értékeli is azokat, valamint ravilagit azon elemekre és kérdésekre, melyek
tovabbfejlesztése és megvilaszolasa a jovGbeli kutatasoknak irdnyt mutat.

A fiiggelékben algoritmikus megvaldsitasat irjuk le néhany, a disszertaci-
Oban részletezett eljardsnak. El6bb egy sajat unifikacios algoritmust ismerte-
tiink, majd klézok redundancian alapul6 egyszerisitését valositjuk meg. Végiil
maganak a multi-hipertablé kalkulusnak adjuk algoritmikus megval6sitésat.



2. ALAPFOGALMAK

A disszertacioban kizarolag az elsdrendi klasszikus logika keretei kozott dol-
gozunk. A kapcsolodo fogalmakat az irodalomban megszokott mdodon értel-
mezziik és hasznaljuk, ha attol el kividnunk térni, akkor azt mindig jelezni
fogjuk.

Egy F formula vagy formulahalmaz esetén FV(F)-fel jeloljiik az F szabad
vdltozdinak halmazdt. Az F-et zdrtnak nevezziik, ha FV(F) = (; egyébként F'
nyitott. Az F formula (univerzalis) lezdrtjat VF-fel jeloljiik.

2.1. DEFINicIO. (VALTOZOIDEGENSEQ)

Az A és B formuldkat akkor nevezziik vdltozdidegennek, ha FV(A)NFV(B) =
(. Egy formulahalmaz valtozoidegen, ha annak formulai paronként valtozoide-
genek. |

A disszertacioban az irodalomban megszokott modon definidljuk a (term)-
helyettesitések fogalmat. Az iires helyettesitést e-nal jeldljiik. Ugyancsak az
irodalomban megszokott médon értelmezziik egy F formuldn vagy formula-
halmazon megengedett helyettesitéseket, illetve ezek elvégzését F-en.

2.2. DEFINICIO. (PELDANY)

Egy A formula akkor példinya egy B formulanak, ha létezik olyan o helyet-
tesités, hogy A = Bo. O

A kovetkezs két definicid a helyettesitések egy specialis osztalydra, az tn.
atnevezésekre vonatkozik.

2.3. DEFINiCIO. (ATNEVEZES)

Az dtnevezés egy olyan o helyettesitést, ahol
(1) minden z € Dom(o) esetén o(zx) valtozo, és

(2) barmely z,y € Dom(o) esetén ha z # y, akkor o(x) # o(y). O
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2.4. DEFINiCIO. (ATNEVEZETT)

Az A formula akkor dtnevezettje a B formulanak, ha létezik olyan o dtnevezés,
hogy A = Bo. ]

A disszertacioban tialnyomorészt kldzokon mikodd kalkulusokkal dolgozunk,
ezért kiilonos fontossaggal bir a literalok és a klézok pontos definidlasa.

2.5. DEFINICIO. (LITERAL)

Literdlnak neveziink egy A vagy —A formulét, ahol A atomi formula. Megkii-
16nboztetiink pozitiv és negativ literdlokat a kévetkez6 definicié szerint:

(1) A akkor és csak akkor pozitiv, ha A #£ 1;
(2) —A akkor és csak akkor pozitiv, ha A negativ.

Egy L literal esetén az L alapjdt L-lel jeloljiik, és a kovetkezSképpen definial-
juk:

T ,haA=_1

A=-4 = { A, egyébként

2.6. DEFINicIO. (KLOZ)

Kléznak neveziink egy C =V ... Vop(L1V La V...V Ly) zdrt formulat, ahol
minden L; literal, £ > 0, n > 0. A C magja alatt az L1V Lo V...V L, formulét
értjiik, melyet (C)-vel jeloliik. a

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az el6zé definicidban kikotottiik, hogy min-
den kléz zart. Ezért nem fog félreértéshez vezetni, ha kvantoros elGtagjait
nem firjuk le; azaz a fenti C' kloz helyett magjat, L1 V Ly V ...V L,-t is hasz-
néalhatjuk. Ugyanezen klézt szokas csupan literdlja: multihalmazaként, azaz
{L1, La,..., L, }-ként is jel6lni és hasznalni.

Az dires klézt (azaz mikor n = 0) L-val jeldljiik.

Egy C kloz akkor pozitiv (negativ), ha minden L € C literal pozitiv (ne-
gativ).

A klézokon miik6dé kalkulusok gyakran hasznélt miivelete a klozok 1j
példanyainak elGallitasa, erre vonatkozik a kovetkez6 definicio:

2.7. DEFINIcIO. (KLOZ UJ PELDANYA)

Egy C kloz ij példanya  adott V valtozéhalmaz mellett C-nek egy olyan
(C)o példanya, ahol



(1) o atnevezeés,
(2) Dom(o) = FV((C)), és
(3) Range(c) NV =0. O

Annak jelolésére, hogy egy F formula egy M modellben igaz, az M = F
jelolést fogjuk alkalmazni. Nyitott F' esetén M = F akkor és csak akkor, ha
M EVF.

Két A és B formulat ekvivalensnek neveziink, ha barmely M modell esetén
M = A akkor és csak akkor, ha M |= B; ennek jelolése: A ~ B.

A Py,...,P, (n > 0) formuldknak akkor és csak akkor logikai kivetkez-
ménye a K formula, ha minden olyan M modellben, ahol minden P; esetén
M P, az M = K is teljesiil. Jelolése: Py,..., P, E K.



3. TETELBIZONYiTO MODSZEREK

A disszertacio 2. fejezetében azon kalkulusokat vessziik sorra, melyekre mun-
kank sorén tamaszkodtunk.

3.1. Tablékalkulusok

A disszertacio 2.1. fejezetében Smullyan analitikus tabldjdval [23] foglalko-
zunk. Tablé alatt — az irodalomban megszokott médon — formulakkal cimké-
zett fat értiink. A tablo agait sok esetben — ahol ez tomoérebb megfogalmazést
tesz lehet6vé mint csicsai formuldinak multihalmazdt ragadjuk meg. Hason-
16képpen, a tablot sokszor mint dgainak multihalmazdt értelmezziik.

A 2.1.1. fejezetben Fitting szabadvdltozds tabldjdat [11] irjuk le. Az utébbi
kalkulusban hivatkozunk elgszér a Robinson altal megadott unifikaciés algo-
ritmusra [20]. A legaltalanosabb unifikitor (MGU) eléallitasara az A.1. fiig-
gelékben leirt, sajat rekurziv unifikacios algoritmust hasznaljuk. Ez az L{()
fiiggvényt valositja meg, mely az (E1, F1),...,(En, Fn) n > 0 db. kifejezés-
pérhoz rendeli azok MGU-jat, amennyiben az létezik.

A 2.1.2. fejezetben a kldztabls kalkulussal [13] foglalkozunk. Ez egy olyan
specialis tablokalkulus, mely egy-egy levezetési 1épésben egy-egy klozt csatol
a tablé agaihoz. Erre a mitveletre bevezetjiik a kovetkezd jellést:

3.1. DEFINICIO. (KLOZ CSATOLASA A TABLO EGY AGAHOZ)

Egy C ={L1,Lo,..., Ly} kléznak a T tablo egy B € T &géhor vald csatoldsa
alatt értjiik a

tablot. O
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3.2. Rezolicios kalkulusok

A disszertacio 2.2. fejezetében Robinson (binaris) rezoliciés kalkulusdval fog-
lalkozunk [20, 2], a 2.2.1. fejezetben pedig a linedris inputrezolicids stratégi-
aval, mely nem teljes az elsérendi logikaban (csak Horn-klézok esetén).

A 2.2.2. fejezetben leirjuk Robinson hiperrezolicids kalkulusdt [21], mely
viszont teljes az elsérendi logikdban. Elvben a hiperrezolicié effektiv, am
nehezen automatizalhato.

3.3. Hipertablo kalkulusok

A hipertablé kalkulusok a hiperrezolicié automatizalhatdsiagaval kapcesolatos
kérdésekre keresik a valaszt, arra a felismerésre tdmaszkodva, hogy a tablé
eljaras fa adatszerkezete jol felhasznalhaté a hiperrezolvens leirasaban. Igy
lehet6vé valik, hogy a rezoluciés kalkulusokban hasznalt sor adatszerkezet-
hez képest sokkal strukturaltabb formaban taroljuk a levezetés ,history”-jat.
Vagyis a hipertablé felfoghatd a hiperrezolicio és a kloztablo egyfajta egyesi-
tésének.

A hipertablé kalkulusok napjaink tételbizonyitassal kapcsolatos kutatasa-
inak friss eredményei [6, 3, 4]. Bar a kalkulus lehet&sége méar a 70-es évek
végeén felvet5dott [5], csak 1996-ban jelent meg kell§ kidolgozottsaggal a szak-
irodalomban (Baumgartner [3]). A disszertacié 2.3. fejezetében Baumgartner
hipertablojdt irjuk le, mellyel kapcsolatosan a kdvetkez6 Osszegzést tessziik:

e A hipertabl6 helyes és teljes [3].

e A faktorizaci6 nem sziikséges a kalkulus teljességéhez (szemben a hiper-
rezolucioval).

e A hipertablonak az un. tisztité helyettesitések hasznalataban rejlik a
gyengéje, mivel azok elgallitdsa nincs automatizalva.

A tisztito helyettesitések hipertablobol vald eliminalaséaval tobb szerzd is pro-
balkozott [4, 14, 10]. A disszertacio 2.3.1. fejezetében Kiithn rigid hipertabldjdt
[14] irjuk le példaként. Kiihn felismerte, hogy a hipertablé tisztito helyettesi-
tések nélkiil csak Horn-kl6zokon teljes. Kiihn a tisztito helyettesitések haszna-
latdnak kikiiszobolése érdekében a tabléban rigid valtozokat hasznél, illetve
tablobol kinyert klézok (tn. agklézok) igény szerinti ismétlésének lehetGsé-
gét épiti be a kalkulusaba. A rigid hipertabléval kapcesolatosan a kovetkezd
Osszegzést tessziik:
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o Az dgklozok példdnyositisa nem sziikséges eleme a kalkulusnak.

o A rigid hipertabld nem helyes. Ezt a disszertacio 2.3.15. tételében bizo-
nyitjuk.

e Nem bizonyitott, hogy a rigid hipertablé teljes-e.



4. MULTI-HIPERTABLO

Sajat {6 eredményeinket a disszertacidéban a 3. fejezet tartalmazza. A disszer-
tacio 3.1. fejezetében leirjuk a multi-hipertablé kalkulust, mely a [25] cikkben
keriilt publikilasra. A multi-hipertablé Baumgartner hipertablojanak és Kiihn
rigid hipertabléjanak a tovabbfejlesztése, mely

(1) kikiiszoboli a hipertablo altal hasznalt tisztité helyettesitéseket,
(2) eliminalja a rigid hipertabloban hasznalt 4gkl6z mésolatok problémajat,

(3) a hipertabl6 és a rigid hipertabl6 effektivitasi problémaéira is megprobéal
valaszt talalni,

(4) bizonyitottan helyes és teljes kalkulus.

4.1. A multi-hipertablé kalkulus

A tovabbiakban megadjuk a multi-hipertablé kalkulus pontos leirasat. El6szor
két definiciot adunk meg, melyek leirjik, mit értiink egy 7 tablé valamely B
adganak kiterjesztése alatt.

4.1. DEFINicIO. (KITERJESZTES)

Kiterjesztésnek egy [E, o] part neveziink, ahol F egy kloz és o egy helyettesi-
tés. U

4.2. DEFINicIO. (KITERJESZTES ALKALMAZASA)
Az [E, o] kiterjesztést oly modon alkalmazzuk a T tablo egy B € T agan, hogy
elgallitjuk a kévetkezd tablot:

(T+PE)o . O

Egy kiterjesztést egyszerre harom dologhoz rendelhetiink hozz4: egy kl6zhoz,
egy kléz-multihalmazhoz és egy literdl-multihalmazhoz. Ezt a hozzarendelést
irja le a kovetkezé definicié:
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4.3. DEFINicIO. (KITERJESZTES MEGHATAROZASA)

(1) Legyen C© egy kloz és legyen {LT,..., Ly} a C° 6sszes negativ literal-
janak a halmaza, ahol k > 1.

(2) Legyen {C,...,C2} pozitiv klozoknak egy multihalmaza.

(3) Legyen {LY,...,L¥ | LY € CP} (poritiv) literaloknak olyan multihal-
maza, hogy o = U((LY,LY), ..., (L, L)) létezik.

Jeloljiik E-vel a kovetkezd klozt:

k
CON{LY,.... LY} U | JCP\(LEY (4)

i=1

Ekkor a C®-hoz, {C?,...,CP}-hoz és {L, ..., L¥}-hoz tartozo,
e(CO{CE, . CEYALE,. . LF}) -val

hivatkozott, kiterjesztés legyen [E, o]. O

A kovetkez§ definicié leirja, hogy egy 4g és egy input klézhalmaz esetén mely
kl6zokhoz, kl6z-multihalmazokhoz és literdl-multihalmazokhoz allithatunk elé
kiterjesztéseket.

4.4. DEFINICIO. (AG ES KLOZHALMAZ KITERJESZTESET)

Egy B dghoz és egy C klozhalmazhoz tartozé kiterjesziések a kovetkezs halmaz
elemei:

o R Cc®ec, (1)
£(B,C) = e(c@,{c?,...,c,?},{L?,...,Lg}) C® e BuC, (2)
LY eC® (3

A fentiekben barmely C kloz esetén

& C 4j példanya' , ha C €C;
o C , egyébként.
U

! FEzen példanyok a V = FV(7) valtozéhalmaz mellett tjak (1asd: 2.7. definicio), ahol T°
az aktuélis tablo.
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Az el6z6ekben leirt definicidkat hasznaljuk fel most a multi-hipertablé kalku-
lus definialasdhoz:

4.5. DEFINic1iO. (MULTI-HIPERTABLO)

Adott egy C klozhalmaz. C-hez a kovetkezd induktiv definicioval adjuk meg a
pozitiv multi-hipertablé fogalmat:

(1) INICIALIZACIOS SZABALY:
{{T}} a C-nek pozitiv multi-hipertabléja.

(2) KITERJESZTESI SZABALY:

(a) Legyen 7 a C-nek pozitiv multi-hipertabldja, és legyen B € 7.
(b) Legyen e € £(B,C) kiterjeszteés.

Ekkor az e-nek a 7 tablo B agan valé alkalmazasaval kapott tablo is
C-nek pozitiv multi-hipertabldja. O

4.6. MEGJEGYZES.

A negativ multi-hipertablé definicibja megkaphato a 4.3., a 4.4. és a 4.5. defi-
niciokbol a ,pozitiv”’ és ,negativ”’ jelztk felcserélésével. O

A multi-hipertabl6 helyessége a hiperrezolucié helyességébdl meglehetdsen
egyszeriien bizonyithatoé.

4.7. TETEL. (MULTI-HIPERTABLO HELYESSEG)

A multi-hipertablo kalkulus helyes.

A kalkulus teljességének bizonyitasa viszont messze nem olyan egyszerti. Kiihn
rigid hipertabldja egy-egy levezetési lépéshen egyszerre akar t6bb klozt is csa-
tolhat a tabléhoz, Ggy iranyitva ezen mtveletet, hogy az egymaéssal rezolval-
hato klozok keriiljenek a tabléban egymés ala a megfelelg agakra, ily médon
lezérva egy-egy agat. Fzzel szemben a multi-hipertablé hiperrezolvenst szamol
(egy [E, o] kiterjesztés megfelel az (F)o hiperrezolvensnek), és azt csatolja a
tabléhoz. Ez a megkdzelitési méd attekinthet6bb kalkulust eredményez, hiszen
a tablé bévitése egyidejtileg mindig csak egy klozzal torténik. De a legnagyobb
elény mégis a teljesség bizonyitasaban nyilvanul meg: a multi-hipertablé tel-
jességének bizonyitasdhoz fel tudjuk hasznélni a hiperrezolicié bizonyitott
teljességét, azaz azt a tényt, hogy egy kielégithetetlen klézhalmaznak létezik
hiperrezoliiciés cafolata.
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A teljesség bizonyitasa két 1épcsében torténik:

(1) A disszertaci6 3.2.1. fejezetében egy megadott hiperrezolicios cafolathoz
egy un. hiperrezoliciés grifot generalunk. A hiperrezolicios graf fogalma
1j a szakirodalomban, definidlasdhoz szamos sajat fogalmat hasznalunk
fel, mint példaul a csoportositott grif, a levezetd csicscsoport és az N -€él.

(2) A disszertacio 3.2.2. fejezetében a hiperrezoltucios grafbol zdrt multi-
hipertablot generdlunk.

4.8. TETEL. (MULTI-HIPERTABLO — TELJESSEG)

A multi-hipertablo kalkulus teljes.

4.2. Klozgeneralas tabloval

A legtobb klozgenerald algoritmus kozvetleniil a klozgeneralasra vonatkozd
ekvivalens atalakitasokat alkalmazza a formulan [16]. Elenyész6 szamban, de
léteznek mas, alternativ médszerek is. Ilyenek példaul a BDD-ken (Binary De-
cision Diagram) vagy mas néven Shannon-grafokon alapul6 modszerek [16, 19].
A BDD-k alapvetéen propozicionalis logikaban alkalmazhatdak. Sokszor péar-
huzamot vonnak a BDD-k és a tablok kozott [19]. Hasonléan a tablokkal par-
huzamosithatéak a pp-kifejezéseken, a formuldk dudl formajan és egymasha
agyazott listakon alapulé algoritmusok [11, 17], 4m ezek is csak nulladrendd
logikdban alkalmazhatéak.

A tablok és a normalformak kapcsolata régota ismert a szakirodalomban,
természetesen itt is csak propoziciondlis esetrsl beszéliink. Egy nulladren-
dii formulahoz generalt befejezett analitikus dudl tablobél a kovetkezSképpen
nyerhetd a formula kl6z normalforméja: minden ag esetén az adott 4gon sze-
repl§ literdloknak vegyiik a diszjunkcidjat, és az igy kapott formuldknak a
konjunkciojat.

A disszertacio 3.3. fejezetében ravilagitunk, hogy egy elsérendii logikaban
alkalmazott klozgeneralo tablomodszer szabalyainak ki kell véaltaniuk a for-
mula prenexizalasat és skolemizalasat. Erre a célra a szabadvdltozds tablo [11]
- és §-szabalyait hasznaljuk.

4.9. DEFINicIO. (KLOZGENERALO TABLO)

Adott egy F = {F1,..., F,} formulahalmaz. F-hez a kovetkezd induktiv de-
finicioval adjuk meg a klézgenerdlé tablé [25] fogalmat:

(1) {{F},...,{F.}} az F Klzgeneral6 tabloja.
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(2) Ha T az F klozgeneralo tabloja, akkor 77 is az, amennyiben 7't a 4.1.
abran lathato szabalyok valamelyikének alkalmazasaval nyertiik 7-b6l.[]

B
. |
a-szabaly: / \ [-szabaly: B2
(6 %) a1 |
B
v 0
~v-szabaly: | 0-szabaly: |
~v(x) 5(f(x1,...,ack))

2+ i valtozé f 1j Skolem-szimbélum és
! ‘ FV(©) = {a1... 2}

4.1. abra. Klézgeneral6 tablo — levezetési szabalyok

Fontos momentum, hogy minden formulét, amire mar alkalmaztunk szabalyt,
torliink az 4grol mint cimkét. Egy klozgeneralo tablot befejezettnek tekintiink,
ha méar csak literalokat tartalmaz. Azt kell bebizonyitanunk, hogy egy F for-
mulahalmazhoz generélt befejezett klézgeneralé tablé olyan klézhalmazt allit
elé, mely pontosan akkor kielégithets, ha F is az. Ehhez el6bb definidlunk egy
olyan fiiggvényt, mely a tabléhoz egy formulét rendel, majd pedig bebizonyi-
tunk egy lemmat.

4.10. DEFINICIO.
Az agakon és tablokon értelmezett enf() fiiggvényt a kovetkezsképpen defini-
aljuk:
(1) Egy B={A;,..., A} dg esetén enf(B) = (A1 V...V Ag).
(2) Egy 7 ={B1,...,Bx} tablo esetén enf(T) = enf(B1)A...Aenf(Bg).O

4.11. LEMMA.

Egy T klozgenerdlo tablo esetén cnf(T) akkor és csak akkor kielégithetd, ha
valamely szabdly alkalmazdsdval beléle nyert T’ tablé esetén is kielégithetd

enf(T).

A lemma alapjan konnyen bizonyithaté a kovetkezd tétel:
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4.12. TETEL.
Egy F formulahalmaz akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha a

C = {enf(B)|BeT}
kielégithetetlen, ahol T az F klozgenerdlo tabldja.

Vegyiik észre, hogy a fenti tételben ha 7 befejezett, akkor C klézhalmaz. A C
klozhalmaz tehat pontosan akkor kielégithetetlen, ha F kielégithetetlen.

4.2.1. Linearis klozgeneralas

Mint a klézgenerédlé algoritmusok szinte mindegyike, a klozgeneraléd tablo is
exponencidlis bonyolultsigi. A probléma az, hogy egyes formulak a tabld tobb
agan is el¢fordulhatnak. A probléméat nem mas, mint maga a tablé mint fa
adatszerkezet  okozza. Ezért a fanak olyan modositasa lenne elényos, amely
tartalmazhat hurkokat — ez pedig az irodalomban a DAG-ként? ismert adat-
szerkezet.

A DAG-ok nem ismeretlenek a logikai alkalmazasok szamara. Robinson
exponencidlis unifikicios algoritmusat a 70-es években Paterson és Wegman
[18] probalta linearizalni, DAG-ok alkalmazasaval. A DAG-okat a logika egyéb
teriiletekein is sikerrel alkalmaztak, pl. modalis tablomodszerekben [7].

A disszertacio 3.3.1. fejezetében DAG-ok bevezetésével linearizaljuk a kloz-
generalo tablot, annak a-szabalyat a 4.2. 4brén lathaté médon moédositva.

Oél/a\()u
N

4.2. abra. Klozgeneral6 DAG  modosult a-szabaly

a-szabdly:

Fontos momentum a szabalyok alkalmazasanak maédja: az 4j cstcso(ka)t
mindig kozvetleniil a feldolgozandé csics ald szurjuk be.

Vitathatatlan, hogy a vazolt algoritmus linedris bonyolultsdgi, hiszen a
befejezett klozgeneraldé DAG megkonstruédldsahoz sziikséges szabalyalkalma-
zésok szama linearis fiiggvénye a kiindulasi formulahalmazban szerepl6 logikai
OsszekotGjelek szamanak.

2 irdnyitott kormentes graf
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4.2.2. Agak zartsagan alapulé klé6zhalmaz-egyszertsités

A disszertacio 3.3.2. fejezetében megmutatjuk, hogy egy befejezett klozge-
neralé tabloban az érvényes klozok detektilasa az dgak lezdrdsdval milyen
egyszertien tehetd meg. Egy B ag esetén:

Ha van két olyan Lq, Lo € B kiilonb6z6 elGjeld literal, hogy L{(ﬂ, h)
létezik, akkor B-t (mint klozt) nem vessziik fel a klozhalmazba.

4.3. Redundancia

A disszertacié 3.4. fejezetében definialjuk a (formuldkon értelmezett) redun-
dancia fogalmét:

4.13. DEFINiCcIO. (REDUNDANCIA)

Egy A formula redunddns egy B formuléara és a o szimmetrikus, binaris logikai
OsszekotSjelre nézve, ha Ao B ~ B. U

Ezt a redundanciafogalmat harom, logikailag hasonl6 célra fogjuk felhasznéalni.

4.3.1. Redundancia hipertabléban

A disszertacio 3.4.1. fejezetében leirjuk és a fenti redundanciafogalombdl le-
vezetjik a Baumgartner-féle hipertablé redundanciafogalmdt [3]. Ehhez bebi-
zonyitjuk a kovetkezs tételt:

4.14. TETEL.

Adottak az A és a By N ...\ By formuldk. Ha valamely B; esetén létezik olyan
o helyettesités, hogy A = B;o, akkor A redunddins By A ...\ By-ra és a N\-ra
nézve.

Ezen a tételen alapul a hipertablé redundanciafogalma:

4.15. DEFINiCIO. (REDUNDANCIA HIPERTABLO AGARA NEZVE)

Egy D klozt redunddnsnak mondunk egy hipertablé B dgdra nézve, ha vala-
mely L1 € D és Ly € B esetén van olyan ¢ helyettesités, hogy Ly = Lao 2. O

3 A L jeldlés az L literal egy tj példanyat jelenti (jobban mondva: L a VL kloz tj példa-
nyanak egyetlen literalja).
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4.3.2. Redundancian alapulé kl6zegyszeriisités

A disszertacio 3.4.2. fejezetében klézoknak redundancidn alapulé eqyszerisité-
sét irjuk le [25]. Ehhez nyujt alapot a kovetkezd tétel és az arra épiil§ kovetkezd
definicié:

4.16. TETEL.
Adottak az A és a By V ...V By formuldk. Ha

fV(A)ﬁ]:V(Bl\/...\/Bk) = 0

és valamely B; esetén létezik olyan o helyettesités, hogy Ao = B;, akkor A
redunddns B1 V ...V Bg-ra és a \V-ra nézve.

4.17. DEFINiCIO. (REDUNDANCIA KLOZRA NEZVE)
Egy D kl6z redunddns a C kldzra nézve, ha FV((C)) NFV((D)) = 0 és letezik
olyan o helyettesités, hogy (D)o C C. O

Ezen alapul a redundans kléz fogalma:

4.18. DEFINic1O. (REDUNDANS KLOZ)

Redunddns kléznak egy olyan C klézt neveziink, melyre 1étezik olyan D C C|
hogy D redundéns a C\ D klozra nézve. O

A targyalando6 egyszertisités lényege az, hogy egy adott kléz redundancidjdt
megszintetyik, azaz elGallitjuk a kloz irredundans variansat, melynek a kévet-
kez6 a definicidja:

4.19. DEFINICIO. (KLOZ IRREDUNDANS VARIANSA)

Egy C Fkloz irredunddns varidnsa egy olyan C' C C kléz, ahol C’ nem redun-
dans és C' ~ C. a

Erre vonatkozoan a kdvetkezé tételt bizonyitjuk:

4.20. TETEL.

(1) Bdrmely C kloznak létezik irredunddns varidnsa.
(2) Ha C-hez tobb ilyen varidns létezik, akkor azok eqymds dinevezettjei.

A fejezet végén bevezetjiik még a multi-hipertabloban hasznélt kiterjesztések-
re vonatkozoan is az irredundans varians fogalmat:
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4.21. DEFINiIcIO. (KITERJESZTES TRREDUNDANS VARIANSA)

Egy 7 multi-hipertablé [E, o] kiterjesztésének irredunddns varidnsa alatt egy
olyan [E’, o] kiterjesztést értiink, hogy

(1) E'CE,
(2) o/ ={z/teo |z FV({E)) UFV(T)} és
(3) (E')o’ az (E)o-nak irredundans variansa. O
Az A.2. fiiggelékben algoritmikus megvalositasat adjuk egy kloz, illetve egy
kiterjesztés irredundans variansa elgallitasanak.
4.3.3. Redundancia multi-hipertabl6ban

A disszertacio 3.4.3. fejezetében azzal foglalkozunk, hogy rigid literdlos tab-
I6hoz* (és igy multi-hipertabléhoz is) hogyan adhaté meg olyan redundan-
ciafogalom, mely pusztan az aktuélis tablon és a tablohoz csatolando6 klozon
alapul. A disszertacibban ramutatunk, hogy dltaldnossigban ilyen redundan-
ciafogalom nem létezik. Viszont bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

4.22. TETEL.
Legyen T a 4.3. dbrdn ldthatd alaki rigid literdlos tabld, ahol

o jeldlje B a by U{L1} Ub dgat,
e jeldlie C az L1V Ly V ...V Ly kldzt, és legyen FV((C)) N FV(t) = 0.
Ekkor:
(1) Ha CaC 1ij példdnya, akkor
F(T) ~ F(T+P0)

(2) Ha D olyan kldz, hogy <5)J C D valamely o helyettesitésre, akkor

F(T) ~ F(T+PD)

A fenti tétel C-vel jelolt klozanak karakterizalasara bevezetjiik a kovetkezd
fogalmat:

4 Rigid valtozokat tartalmazo és csak literalokkal cimkézett tablo.
5Az Ly,..., Ly literalok, a by, ..., by, b részagak, a t1,...,ts,t pedig résztablok.



18 4. Multi-hipertabl6

.
\\
N
Ly .
I‘\
,

. .

.
N , \ , N N
\ t \ t \ \

. A S IAN KA 7N TN

.

\
’ \ 4 \ \

4.3. abra. Rigid literalos tablé®

4.23. DEFINiICIO. (FUGGETLEN AGKLOZ)

Legyen T egy tabld. Legyenek Lq,..., Ly (kK > 1) olyan literdlok a 7-ben,
hogy

(1) 7 minden aga legfeljebb egy L;-t tartalmaz, és

(2) 7 minden olyan B 4ga esetén, mely semelyik L;-t sem tartalmazza:

FY({{Ly,...,Li}) NFV(B) = 0

Ekkor az {Ly,..., Ly} figgetlen dgkléza barmely valamely L;-t tartalmazo
agnak. |

A fenti tétel alapjan barmely olyan rigid literdlos tablot épité tablokalkulus
esetén, melynek valamely levezetési szabdlya biztositja a fiiggetlen dgklézok
i példdnyainak igény szerinti elddllitdasdt, a kovetkezd redundanciafogalmat
lehet kimondani:

REDUNDANCIA RIGID LITERALOS TABLO AGARA NEZVE:

A D kléz redundéns a rigid literdlos 7 tabl6 B agéra nézve, ha van olyan
L € B és van olyan L-et tartalmazd C' fiiggetlen agkloza a B-nek, hogy a D
valamely részkloza példanya a C 0j példanyanak. |

A disszertacibban megmutatjuk, hogy a hipertablohoz tartoz6 (a disszertacio
3.4.1. fejezetében bemutatott) redundanciafogalom tulajdonképpen a fenti re-
dundanciafogalomnak egy specialis valtozata. Azt is elmondjuk, hogy mivel a
multi-hipertablénak nincs fiiggetlen agklézok j példanyait elgallité levezetési
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szabalya, multi-hipertablé esetén a fenti redundanciafogalom nem alkalmazha-
t6. A multi-hipertablé kalkulusnak olyan tovabbfejlesztése lenne a kivanatos,
mely fiiggetlen agklozok 1j példanyait tudja generélni anélkiil, hogy a kalkulus
elvesztené a teljességét.

4.4. Heurisztika

A disszertéacio 3.5. fejezetében a heurisztikus tételbizonyités lehetGségeivel fog-
lalkozunk a multi-hipertablé kapcsan. Ennek érdekében egy B aghoz és egy
C klozhalmazhoz tartozoé kiterjesztések £(B,C) halmazan egy teljes rendezést
definialunk [25].

4.24. DEFINICIO. (HEURISZTIKA)

Adott egy 7 multi-hipertabld. Ennek egy dgénak valamely [E, 01] és [Es, 03]
kiterjesztései esetén [E1,01] < [Ea,02], ha

3

(1) |Ey| < |Ey], vagy
(2) |E1| = |Es| és |Ry| < |Ra|, ahol R; = {z | x € Dom(o;) N FV(T)} . O

4.4.1. Paraméteres tételek

A disszertacio 3.5.1. fejezetében azt vizsgaljuk meg, hogy a klézok zdrtsd-
gdra vonatkozo kikotésnek az eltorlése vajon milyen koévetkezményekkel jar
a multi-hipertabléra nézve. Bevezetjiik a paraméterviltozok fogalmét, és a
Par(C) jelolést egy C klozban el6forduld paramétervaltozok halmazanak je-
16lésére. Erre a klozok 1ij példinyainak elGallitasa soran lesz sziikségiink: az
1j klozpéldanyokat leir6 2.7. definici6 médositandé oly médon, hogy a benne
szerepld

Dom(c) = FV((C))
feltételt atirjuk a
Dom(c) = FV((C))\Par(C)
feltételre. Megfelel6 médositasat adjuk a 4.24. definiciéban leirt teljes rende-
zésnek:
4.25. DEFINICIO. (HEURISZTIKA - PARAMETERVALTOZOK HASZNALATA)

Adott egy C klozhalmaz 7 multi-hipertabl6ja. Ennek egy dganak valamely
[E1,01] és [Eaq,02] kiterjesztései esetén [Eq,01] < [Eg, 03], ha
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(1) |Pi| < |P2|, ahol P; = {z | € Dom(o;) N Par(C)}°, vagy
(2) |P1| = | P és |Ey| < |Ea), vagy
(3) |P1| = |P2| és |E1| = |E2| és |R1| S |R2|, ahol
R, = {x|xz€Dom(o;)NFV(T)} . O
Ezen kiviil a disszertaciéban részletesen kifejtjiik az implementécios kovetel-
ményeit egy olyan multi-hipertablén alapulé tételbizonyiténak, mely kezelni
tudja a paramétervaltozokat. Ezen kovetelmények kozé tartozik az an. vissza-

dllitdasi pontok és a backtracking hasznalata. Az A.3. fiiggelékben leirjuk a
multi-hipertabl6 algoritmikus megvalositéasat.

6 Egy C klézhalmaz esetén Par(C) = U Par(C).
cecC



1. INTRODUCTION

In the dissertation, we deal with some problem of theorem proving in classical
first-order logic. Automated theorem proving methods constitute the basis of
theorem proving softwares, experts systems, the complex applications based
on expert systems [24, 26, 27, 28], and logical programming languages. In the
dissertation, we deal with automating hyper tableauz [3] (and consequently,
hyper-resolution [21]). In order to solve the problems being focused, we define
the multi-hyper tableau calculus [25]. The dissertation consists of four sections
and one appendix.

In the first section, we give a short overview on those concepts of classical
first-order logic which are needed in the subsequent sections.

In the second section, the calculi that have given inspiration to our work
are introduced. A few variants of tableau calculi [23, 11, 13] and resolution
calculi [20, 2, 21] are presented, so is the hyper tableau calculus [3]. There
are serious problems with automating hyper tableaux. As a solution for these
problems, the rigid hyper tableau calculus is cited [14]. Nevertheless, we prove
this calculus not to be sound, and point out the fact that the calculus has not
been proved to be complete yet.

Our main results can be found in the third section. In the fist part of this
section, we define the multi-hyper tableau calculus [25], and we prove this cal-
culus to be sound and complete. After this, clause generation is focused; we
also propose an own method called the clause generating tableau [25]. As all
the clause generating methods in literature, this method is exponential. This
is why we make it linear by using DAGs. In the fourth part of this section, the
concept of redundancy is focused. We propose examinations based on redun-
dancy for three similar purposes. First, Baumgartner’s redundancy criterion
for hyper tableaux [3] is obtained. Then, we reduce clauses by a redundancy
check. Finally, it is detailed how to define an appropriate redundancy crite-
rion for rigid clausal tableauz (and consequently, for multi-hyper tableaux as
well). In the last part of this section, we deal with heuristic theorem proving
by multi-hyper tableaux, and then we examine into the consequences of letting
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clauses be open.

In the last section, we summarize the results of the dissertation, and we
throw light upon which components could be improved and which questions
could be answered in the future.

In the appendix, the algorithmic implementation of a few method is propo-
sed. First, an own unifying algorithm is proposed. Then, a redundancy-based
reduction of clauses is implemented. Finally, we implement the multi-hyper
tableau calculus.



2. PRELIMINARIES

In the dissertation, we deal solely with classical first-order logic. Joint concepts
are mostly interpreted as is usual in literature; the other ones are defined
explicitly.

Given a formula or a formula set F, let FV(F) denote the set of the free
variables in F. F is closed iff FV(F) = 0; otherwise, F is open. The (universal)
closure of a formula F' is denoted by VF'.

DEFINITION 2.1 (VARIABLE DISJUNCT FORMULAS).
Two formulas A and B are variable disjunct iff FV(A)NFV(B) = (. A formula
set is variable disjunct iff its formulas are pair-wise variable disjunct. g

In the dissertation, (term) substitutions are defined as is usual in literature.
The empty substitution is denoted by e. It is also defined in the usual way
when and how to apply a substitution to a formula or a formula set.

DEFINITION 2.2 (INSTANCE).

A formula A is an instance of a formula B iff there is a substitution o such
that A = Bo. (]

The following two definitions concern a special class of substitutions, namely
the (variable) renamings.

DEFINITION 2.3 (RENAMING).

A renaming is a substitution o where
(1) for any x € Dom(o), o(x) is a variable;

(2) for any z,y € Dom(o), if x # y then o(x) # o(y). O

DEFINITION 2.4 (RENAMED VARIANT).

A formula A is a renamed variant of a formula B iff there is a renaming o
such that A = Bo. O
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Since we deal mostly with calculi handling clauses in the dissertation, it is
expedient to define literals and clauses explicitly.
DEFINITION 2.5 (LITERAL).
A literal is a formula A or =A where A is an atom. Positive and negative
literals are distinguished:
(1) Ais positive iff A # 1;
(2) —A is positive iff A is negative.

The base of a literal L is denoted by L, and is defined as follows:

A=A = {T JifA=1;

A, otherwise.

DEFINITION 2.6 (CLAUSE).

A clause is a closed formula C = Vxy...Vap(Ly V Lo V...V L) where each
L; is a literal, £ > 0, n > 0. The core of C is the formula L1V Ly V...V L,,
and is denoted by (C). O

Since all clauses are closed formulas, it does not give rise to a misinterpretation
to eliminate the quantifiers; i.e., L1V Ly V...V L, (which is actually the core
of C) can be used instead of C. The same clause can be denoted and used as
a multiset of its literals, i.e., as {L1, La,..., L, }.

The empty clause (i.e., when n = 0) is denoted by L.

A clause C is positive (negative) if each literal L € C is positive (negative).

The calculi handling clauses usually generate new instances of clauses,
which are defined as follows:

DEFINITION 2.7 (NEW INSTANCE OF A CLAUSE).

A new instance of a clause C w.r.t. a variable set ¥V is an instance (C)o
of C such that

(1) o is a renaming;;
(2) Dom(o) = FV((C));
(3) Range(c) NV = 0. O
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It is denoted by M |= F that a formula F is true in a model M. If F is an
open formula, M | F iff M = VF.

Two formula A and B are equivalent: for any model M, M = A ifft M =
B. Notation: A ~ B.

A formula K is a logical consequence of some formulas Py, ..., P, (n > 0):
for any model M such that M = P; for all P;, it holds that M = K. Notation:
P,...,P, =K.



3. THEOREM PROVING METHODS

In Section 2 in the dissertation, a survey of the calculi to which our research
refers can be found.

3.1. Tableaux

In Section 2.1 in the dissertation, Smullyan’s analytic tableauz [23] are intro-
duced. A tableau — as is usual in literature — is a tree labeled with formulas.
In some cases (when the following notation is more advantageous), a branch
of a tableau is regarded as a multiset of the formulas labeling the nodes in
the given branch. Similarly, a tableau is often regarded as a multiset of its
branches.

In Section 2.1.1, Fitting’s free-variable tableauz [11] are detailed. In this
calculus, we refer to the unifying algorithm invented by Robinson [20]. The
most general unifier (MGU) is generated by an own recursive unifying algo-
rithm proposed in Appendix A.1. This algorithm realizes the function L{(),
which assigns to pairs of expressions (E1, F1),...,(E,, F,) (where n > 0)
their MGU, if it exists.

In Section 2.1.2, clause tableauz [13] are introduced. This calculus is special
in the sense that it attaches clauses to the branches of tableaux during the
derivation. Let us introduced the following notation for this special operation:

DEFINITION 3.1 (ATTACHING A CLAUSE TO A BRANCH OF A TABLEAU).

Attaching a clause C = {Ly, La,...,L,} to a branch B € 7 of a tableau 7
results in the following tableau:
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3.2. Resolution

In Section 2.2 in the dissertation, Robinson’s (binary) resolution [20, 2] is
introduced. In Section 2.2.1, the strategy of linear input resolution is detailed,
which is not complete in first-order logic (and it is only in the case of Horn
clauses).

In Section 2.2.2, Robinson’s hyper-resolution [21] is introduced, which is
yet complete in first-order logic. Although hyper-resolution is effective in the-
ory, it is difficult to automate.

3.3. Hyper Tableaux

Hyper tableau calculi intend to automate hyper-resolution upon realizing that
the tree data structure used by tableau calculi can be applied with success
to describing hyper-resolvents. In comparison with the queue data structure
used by resolution calculi, it is now possible to store the ,history” of the
derivation in a more structured form. That is, hyper tableaux can be regarded
as combinations of hyper-resolution and clause tableauz.

Hyper tableau calculi are new results of state-of-the-art research on theo-
rem proving [6, 3, 4]. Although the feasibility of such a calculus had already
been raised at the end of the 70’s [5], a hyper tableau calculus in complete
form was published only in 1996 (Baumgartner [3]). In Section 2.3 in the dis-
sertation, Baumgartner’s hyper tableauz are introduced, and we summarize
them as follows:

e The hyper tableau calculus is sound and complete [3].

e Factoring is not needed for the completeness of the calculus (contrary
with hyper-resolution).

e The use of so-called purifying substitutions is the weak point of hyper
tableaux, since their generation is not automated.

Several authors have tried to eliminate purifying substitutions in hyper table-
aux [4, 14, 10]. In Section 2.3.1 in the dissertation, Kiihn’s rigid hyper tableauz
[14] are introduced by way of example. Kiihn realized that hyper tableaux wi-
thout purifying substitutions are complete only in the cases of Horn clauses.
In order to eliminate purifying substitutions, Kiihn uses rigid variables in
tableaux, and incorporates in his calculus the possibility of repeating clauses
extracted from the tableau (the so-called branch clauses). Let us summarize
the rigid hyper tableau calculus in the following way:
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3. Theorem Proving Methods

e The instantiation of branch clauses is not a necessary component of the
calculus.

e Rigid hyper tableaux are not sound. We prove this fact in Theorem
2.3.15 in the dissertation.

e It has not been proved yet that rigid hyper tableaux are complete.



4. MULTI-HYPER TABLEAUX

Our main results can be found in Section 3 in the dissertation. In Section 3.1,
multi-hyper tableaux are introduced, which have been published in the paper
[25]. The multi-hyper tableau calculus is an improvement of Baumgartner’s
hyper tableaux and Kiihn’s rigid hyper tableaux. It

(1) eliminates purifying substitutions, which are used in hyper tableaux;

(2) eliminates the problem of branch clauses copies, which are used in rigid
hyper tableaux;

(3) intends to solve the efficiency problems of hyper tableaux and rigid hyper
tableaux;

(4) and is proved to be sound and complete.

4.1. The Multi-Hyper Tableau Calculus

In the followings, we define the multi-hyper tableau calculus. First of all, we
give two definitions, which describe what is meant by an extension of a branch
B of a tableau 7.

DEFINITION 4.1 (EXTENSION).

An extension is a tuple [E, o] where F is a clause and o is a substitution. O

DEFINITION 4.2 (APPLYING AN EXTENSION).

An extension [E, o] is applied to a branch B € T of a tableau 7 by generating
the following tableau:
(T+PE)o . O

An extension is assigned to three objects at the same time: to a clause, a
clause multiset, and a literal multiset. The assignment is described by the
following definition:
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DEFINITION 4.3 (DETERMINING AN EXTENSION).
1) Let C© be a clause, and let {LY,..., LY} be the set of all the negative
1 k &

literals in C©, where k > 1.

(2) Let {CP,...,C} be a multiset of positive clauses.

(3) Let {L?,...,LY | L? € C?} be a multiset of (positive) literals, where
o=U((LY,LY),..., (L, LY)) exists.

Let E denote the following clause:

k
CON{LY,.... LY} U | JCP\(LE} (4)

i=1

Then, the extension assigned to C°, {C?,...,CZ}, and {L{,...,L¥} is re-
ferred as
e(CO{CE,... . CRLALE,.. LE})

and is [E, o]. O

The following definition describes to which clauses, clause multisets, and literal
multisets extensions can be generated, in the case of a given branch and a given
input clause set.

DEFINITION 4.4 (EXTENSIONS FOR A BRANCH AND A CLAUSE SET).

For a branch B and a clause set C, the extensions are the elements of the
following set:

o R Cc®ec, (1)
£(B,C) = e(c@,{c?,...,c,?},{L?,...,Lg}) C® e BuC, (2)
LyeC?

Hereinbefore, for any clause C

& - a new instance'of C , if C € C;
- C , otherwise.

O

! These instances are new w.r.t. the variable set V = FV(7T) (c.f. Definition 2.7), where
T is the current tableau.
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Now, we use the previous definitions for defining the multi-hyper tableau
calculus:

DEFINITION 4.5 (MULTI-HYPER TABLEAU).

Let C be a clause set. For C, a positive multi-hyper tableau is defined as follows:

(1) INITIALIZATION RULE:
{{T}} is a positive multi-hyper tableau for C.

(2) EXTENSION RULE:

(a) Let T be a positive multi-hyper tableau for C, and let B € 7.
(b) Let e € £(B,C) be an extension.

Then, the tableau resulted by applying e to B in 7 is a positive multi-
hyper tableau for C. O

REMARK 4.6.

The definition of a negative multi-hyper tableau can be obtained by exchang-
ing the words ,positive” and ,negative” in Definition 4.3, Definition 4.4, and
Definition 4.5. U

The soundness of multi-hyper tableaux can be easily proved on the basis of
the soundness of hyper-resolution.

THEOREM 4.7 (MULTI-HYPER TABLEAUX  SOUNDNESS).

The multi-hyper tableau calculus is sound. O

It is much more difficult to prove multi-hyper tableaux to be complete. In
Kiihn’s rigid hyper tableaux, even more than one clause can be attached to
the tableau in a single derivation step, and the clauses that can be resolved
with each other are tried to be attached to the same branches in order to
close these branches. Contrarily, the multi-hyper tableau calculus computes
a hyper-resolvent in a derivation step (an extension [F, o] corresponds to the
hyper-resolvent (E)c), and attaches it to the tableau. This latter approach
yields a simple and transparent calculus, since the tableau gets extended with
only one clause at once. The more important advantage of this approach
manifests itself in the proof of completeness: the completeness of multi-hyper
tableaux can be proved on the basis of the completeness of hyper-resolution.
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Completeness is proved in two steps:

(1) In Section 3.2.1. in the dissertation, we show how to construct a so-
called hyper-resolution graph from a given hyper-resolution refutation.
The concept of hyper-resolution graph is new in literature, we define it
by means of several own concepts, like grouped graphs, inference node-
groups, and N -edges.

(2) In Section 3.2.2 in the dissertation, a closed multi-hyper tableau is gene-
rated from a given hyper-resolution graph.

THEOREM 4.8 (MULTI-HYPER TABLEAUX — COMPLETENESS).

The multi-hyper tableau calculus is complete. O

4.2. Clause Generation by Tableaux

Most of the clause generating algorithms rewrites directly the formulas ac-
cording to well-known logical equivalences [16]. As rare exceptions, there are
other alternative methods. Some of them are based on BDDs (Binary Deci-
sion Diagrams), also known as Shannon-graphs [16, 19]. BDDs can basically
used in propositional logic. Often, logicians draw a parallel between BDDs
and tableaux [19]. Similarly, a parallel can be drawn between tableaux and
the clause generating algorithms based on pp-expressions, the dual forms of
formulas, and embedded lists [11, 17]. However, these methods can only be
used in propositional logic, either.

The correspondence between tableaux and normal forms is well-known
in literature, but only in propositional logic. Given the finished analytic du-
al tableau generated for a propositional formula, one can obtain the clause
normal form of the formula in the following way: for each branch, generate
the disjunction of the literals occurring in the branch; and then, generate the
conjunction of the resulting disjunctive formulas.

As pointed out in Section 3.3 in the dissertation, the derivation rules of
a clause generating tableau method in first-order logic have to take out the
prenexing and the skolemizing of formulas. For this purpose, we use the y-rules
and the d-rules of free-variable tableauz [11].

DEFINITION 4.9 (CLAUSE GENERATING TABLEAUX).

Let F = {Fi,...,F,} be a formula set. For F, a clause generating tableau
[25] is inductively defined as follows:
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(1) {{F1},...,{F.}} is a clause generating tableau for F.

(2) If 7 is a clause generating tableau for F then so is 77, if 7’ is obtained

by applying any rule that can be seen in Figure 4.1 to 7. O

B
. |
a-szabaly: / \ [-szabaly: B2
(6 %) a1 |
B

g 0

~v-szabaly: | 0-szabaly: |

v(x) §(f(@1,. .. zn))

f 1j Skolem-szimbélum és
4.1. abra. Klézgeneral6 tablo — levezetési szabalyok

x 4j valtozo

It is important that each formula to that a rule has been applied gets erased
(as a label) from the branch. A clause generating tableau is said finished if
it consists of solely literals. It is to prove that a finished clause generating
tableau for a formula set F generates a clause set which is satisfiable iff so
is F. Thereto, we define a function that assigns a formula to a tableau, and
then we prove a lemma.
DEFINITION 4.10.

The function cn f() on the set of all branches and tableaux is defined as follows:
(1) Given a branch B = {Ay,..., Ax}, enf(B) = (A1 V...V Ag).
(2) Given a tableau 7 = {Bi,...,Bi}, enf(T) =cenf(Bi)A...Aenf(By).0

LEMMA 4.11.

Given a clause generating tableau 7, cnf(7) is satisfiable iff so is enf(7”)
where the tableau 7’ has been obtained by applying a tableau rule to 7. O

On the basis of the previous lemma, it is easy to prove the following theorem:
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THEOREM 4.12.

A formula set F is unsatisfiable iff so is
C = {enf(B)|BeT} |,
where 7 is a clause generating tableau for F. O

Notice that if 7 is finished in the above theorem then C is a clause set. That
is, the clause set C is unsatisfiable iff so is F.

4.2.1. Linear Clause Generation

As all the clause generating algorithms in literature, the method of clause
generating tableaux is ezponential. The problem is that some formulas may
occur in several branches of the tableau. This problem is caused by the tableau
— as a tree data structure — itself. Hence, it would be advantageous to modify
trees not to contain any loop; in literature, this kind of data structure is known
as DAG?.

DAGs are well-known by logical applications. Robinson’s exponential uni-
fying algorithm was linearized in the 70’s by Paterson and Wegman [18] by
the use of DAGs. DAGs are also applied successfully in other fields of logic,
e.g., in modal tableau methods [7].

In Section 3.3.1 in the dissertation, we linearize the clause generation tab-
leau method by applying DAGs, by modifying its a-rule as can be seen in

Figure 4.2.
«
/N
Oélv()@

4.2. abra. Klozgeneral6 DAG  modosult a-szabaly

a-szabaly:

It is important how to apply a rule of clause generation tableaux: the new
node(s) get(s) inserted just below the node to which the rule is being applied.

It is obvious that this method has linear complexity since the number of
the rule applications needed for constructing the finished clause generating
DAG is linear with the number of the logical connectives in the input formula
set.

2 directed acyclic graph



4.3. Redundancy 35

4.2.2. Reducing Clauses by Closing Branches

in a finished clause generation tableau simply by closing branches. In the case
of a branch B:

If there are two oppositely signed literals L1, Lo € B such that L{(ﬂ, h)
exists then B (as a clause) does not get to the clause set.

4.3. Redundancy

In Section 3.4 in the dissertation, we define the concept of redundancy (on
formulas):

DEFINITION 4.13 (REDUNDANCY).

A formula A is redundant w.r.t. a formula B and a symmetrical binary logical
connective o iff Ao B ~ B. U

We use this redundancy concept for three similar purposes.

4.3.1. Redundancy in Hyper Tableaux

In Section 3.4.1 in the dissertation, Baumgartner’s redundancy concept for
hyper tableauz [3] is introduced and obtained from the above-mentioned re-
dundancy concept. For this reason, we prove the following theorem:

THEOREM 4.14.

Let A and By A ... A By be formulas. If there is a substitution o for any B;
such that A = B;o then A is redundant w.r.t. By A... A By and A. O

On the previous theorem, the redundancy concept of hyper tableaux is based:

DEFINITION 4.15 (REDUNDANCY W.R.T. A HYPER TABLEAU BRANCH).

A clause D is redundant w.r.t. a branch B of a hyper tableau iff there is a
substitution ¢ for any L; € D and Ly € B such that L; = Lo 3. U

3 The notation L refers a new instance of the literal L (or to be more precise, L is the
single literal of a new instance of the clause VL).
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4.3.2. Clause Reduction Based on Redundancy

In Section 3.4.2 in the dissertation, we propose a kind of clause reduction based
on redundancy [25]. For this purpose, let us introduce the following theorem
and definition:

THEOREM 4.16.
Let A and By V...V By, be formulas. If

fV(A)ﬁ]:V(Bl\/...\/Bk) = 0

and there is a substitution ¢ for any B; such that Ac = B; then A is redundant
w.r.t. By V...V By and V. U

DEFINITION 4.17 (REDUNDANCY W.R.T. A CLAUSE).
A clause D is redundant w.r.t. a clause C iff FV((C)) N FV((D)) = 0 and
there is a substitution o such that (D)o C C. O

The concept of a redundant clause is based on the previous definition:

DEFINITION 4.18 (REDUNDANT CLAUSE).

A clause C is a redundant clause iff there is a clause D C C such that D is
redundant w.r.t. the clause C\D. O

The point of the reduction being discussed is to eliminate the redundancy
of the given clause, i.e., to generate the so-called irredundant variant of the
clause.

DEFINITION 4.19 (IRREDUNDANT VARIANT OF A CLAUSE).

An irredundant variant of a clause C is a clause C’ C C such that C’ is not
redundant and C’ ~ C. O

For such variants, the following theorem is proved:

THEOREM 4.20.

(1) Of any clause C, there is an irredundant variant.

(2) If more than one such variants exist then they are renamed variants of
each other. 0

At the end of the section, the concept of an irredundant variant is extended
to the extensions used in multi-hyper tableaux:
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DEFINITION 4.21 (IRREDUNDANT VARIANT OF AN EXTENSION).

By an irredundant variant of the extension [F, o] for a multi-hyper tableau
7, we mean an extension [E’, 0’| such that

(1) E' C E;
(2) o/ ={z/teo |z FV((E)) UFV(T)};
(3) and (E")o’ is an irredundant variant of (E)o. O

In Appendix A.2, it is algorithmically implemented to generate an irredundant
variant of a clause or an extension.
4.3.3. Redundancy in Multi-Hyper Tableaux

In Section 3.4.3 in the dissertation, it is discussed how to introduce a redun-
dancy concept for rigid clausal tableauz® (and consequently, for multi-hyper
tableaux) only by considering the current tableau and the clause being at-
tached to the tableau. In the dissertation, we point out that such a redundancy
concept does not exist in general. However, we prove the following theorem:

THEOREM 4.22.

Let 7 be a rigid clausal tableau in the form that can be seen in Figure 4.3,
where

e let B denote the branch by U {Ly} U b;
e let C denote the clause Ly V Ly V...V Ly, and let FV((C)) NFV(t) = 0.
The following facts hold:
(1) if C is a new instance of C then
F(T) ~ F(T+P0)

~

(2) If D a clause such that (C)o C D for a substitution o then

F(T) ~ F(T+®D) . O

In order to characterize the clause C in the previous theorem, let us introduce
the following concept:

4 Tableaux that contain rigid variables and are labeled only with literals.
5Li,...,Ly are literals, by, ...,by,b are subbranches, and t1,...,%,t are subtableaux.



38 4. Multi-Hyper Tableaux

.
\\
N
Ly .
I‘\
,

. .
.
N , \ , N N
\ t \ t \ \
. A S IAN N 7N .
4 D t

4.3. abra. Rigid literalos tablé®

DEFINITION 4.23 (SEPARATE BRANCH CLAUSE).
Let 7 be a tableau. Let Ly,..., L (k > 1) be literals in 7 such that

(1) any branch of 7 contains at most one L;;

(2) for all branch B of T such that B does not contain any L;, it holds that
FY({L1,...,Ly}) NFV(B) = 0

{L1,...,Ly} is a separate branch clause of any branch containing any L;. O

According to the above theorem, the following redundancy concept can be
formulated for any rigid clausal tableau calculus which has such a derivation
rule that provides the generation of new instances of separate branch clauses.

REDUNDANCY W.R.T. A RIGID CLAUSAL TABLEAU BRANCH:

A clause D is redundant w.r.t. a branch B of a rigid clausal tableau 7 iff there
is an L € B and is a separate branch clause C of B such that C contains L
and the following statement holds: some subclause of D is an instance of a
new instance of C. U

In the dissertation, we show that the redundancy concept for hyper tableaux
(c.f. Section 3.4.1 in the dissertation) is actually a specialization of the above
redundancy concept. We also point out that the multi-hyper tableau calculus
has no derivation rule providing the generation of new instances of separate
branch clauses, therefore the above redundancy concept cannot be applied for
multi-hyper tableaux. It would be expedient to improve the multi-hyper tab-
leau calculus to be able to generate new instances of separate branch clauses,
without losing completeness.
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4.4. Heuristics

In Section 3.5 in the dissertation, we deal with the potential of heuristic
theorem proving in connection with multi-hyper tableaux. With this object,
we define a total ordering on the set £(B,C) of extensions for a given branch
B and clause set C [25].

DEFINITION 4.24 (HEURISTICS).

Let 7 be a multi-hyper tableau. Given two extension [E4,01] és [Es, 02] for
any branch of 7, [Ey,01] < [Ea, 03] holds iff

(1) |Ey| < |E2] or

(2) |E1| = |Es| and |Ry| < |Ra|, where R; = {z | x € Dom(o;) N FV(T)}
. U

4.4.1. Parametrized Theorems

In Section 3.5.1 in the dissertation, it is discussed what consequences the
elimination of stipulating clauses to be closed has w.r.t. multi-hyper tableaux.
We introduce the concept of parametric variables, and the notation Par(C)
for the set of parametric variables in a clause C'. We need this concept and
notation when generating new instances of clauses: the definition of new clause
instances (Definition 2.7) must be modified such that the statement

Dom(c) = FV((C))
is to be overwritten with the statement
Dom(c) = FV((C))\Par(C)
We also modify the total ordering that has been defined in Definition 4.24:

DEFINITION 4.25 (HEURISTICS - USING PARAMETRIC VARIABLES).

Let C be a clause set, and 7 a multi-hyper tableau for C. Given two extension
[E1,01] és [Eq,02] for any branch of 7, [E1,01] < [Ea,02] holds iff

(1) |Pi| < |P2|, where P; = {z | x € Dom(o;) N Par(C)}%, o

6 Given a clause set C, Par(C) = U Par(C
cecC
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(2) |P1| = |P2| and |E1| < |E2], or
(3) |P1| = |P2| and |E1| = |E2| and |R1| < |Ra|, where

R;

{z | 2 € Dom(c;) NFV(T)} . O

In the dissertation, the implementational requirements for a theorem prover
based on multi-hyper tableaux that handles parametric variables are also de-
tailed. The use of backtracking and so-called rollback points is one of these
requirements. In Appendix A.3, we give the algorithmic implementation of
the multi-hyper tableau calculus.
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