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Introduction

This PhD dissertation contains new results related to the theory of approximate
convexity.

As usual, N, Z, Q and R denote the set of natural, integer, rational and real num-
bers, respectively, R+ denotes the set of nonnegative real numbers. Denote by I a
nonempty real interval.

The investigation of approximate convexity probably can be traced to the paper
by Hyers and Ulam [34] who in the year 1952 introduced and investigated ε-convex
functions. The Hyers and Ulam decomposition theorem of ε-convex functions was
later generalized by Páles in [57]. Since then many results on this subject have seen
the light. Two trends in these papers can be observed. One focuses on the investigation
of the regularity properties (differentiability, Lipschitz or Hölder property, etc.) of
approximately convex functions (cf. [52], [53], [63], [15], [26], [61, 62, 64]). The
other concerns, roughly speaking, the connections of approximate Jensen convexity
and approximate convexity, see, for example, Házy [29, 30], Házy and Páles [31, 32,
33], Makó and Páles [43], Mureńko, Tabor and Tabor [50], Tabor and Tabor [65, 66],
Tabor, Tabor, and Żołdak [68, 67].

Our considerations lie in the second current. In Chapter 1, we introduce Takagi-
like functions, which are motivated by the fact that they appear naturally in the inves-
tigation of approximate convexity. The main results of this chapter is the examination
of approximate Jensen convexity of these Takagi type functions.

The integral average of any standard convex function f : I → R can be estimated
from the midpoint and the endpoints of the domain as follows:

(1) f
( x + y

2

)
≤

∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
dt ≤

f (x) + f (y)
2

(x, y ∈ I),

which is the well known Hermite–Hadamard inequality. The above chain of inequali-
ties was discovered by Hadamard [27]. (See also [48], [40], and [55], [22], [54], [55],
[56] for a historical account.)

More generally, it is easy to see that the ε-convexity of f (cf. [34]), i.e., the
validity of

f
(
tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + ε (x, y ∈ D, t ∈ [0, 1]),

implies the following ε-Hermite–Hadamard inequalities

(2) f
( x + y

2

)
≤

∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
dt + ε (x, y ∈ D).

and

(3)
∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
dt ≤

f (x) + f (y)
2

+ ε (x, y ∈ D).
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Concerning the reversed implication, Nikodem, Riedel, and Sahoo in [56] have
recently shown that the ε-Hermite–Hadamard inequalities (2) and (3) do not imply
the cε-convexity of f (with any c > 0). Thus, in order to obtain results that estab-
lish implications between the approximate Hermite–Hadamard inequalities and the
approximate convexity type inequality, one has to consider these inequalities with
nonconstant error terms. In Chapter 2, we will investigate the connections between
approximate upper Hermite–Hadamard type inequality and Jensen type inequalities.
Chapter 3 deals with some connections between lower Hermite–Hadamard type in-
equalities and convexity type inequalities.
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1. Approximate convexity of Takagi type functions

We introduce Takagi-like functions, which appear naturally in the inves-
tigation of approximate convexity. Let φ : [0, 1] → R and introduce the following
Takagi type functions.

Tφ(x) :=
∞∑

n=0

φ(dZ(2nx))
2n and S φ(x) :=

∞∑
n=0

φ
( 1
2n

)
dZ(2nx) (x ∈ R),

where
dZ(x) := 2 dist(x,Z) := 2 min{|x − z| : z ∈ Z} (x ∈ R).

Our main results state that, under some natural regularity assumptions for φ, the func-
tions Tφ and S φ are approximately Jensen convex. To describe the details, we shall
need to recall the notion of higher-order monotonicity and convexity. Let I ⊆ R be
a proper interval and φ : I → R. Given h ∈ R, we use the notation ∆hφ(x) :=
φ(x + h) − φ(x) whenever x ∈ I ∩ (I − h). We say that a function φ is n-monotone
((n−1)-Wright-convex) on I if, for all h1, . . . , hn ≥ 0 and for all x ∈ I∩(I−h1−· · ·−hn),
the inequality

∆h1 · · ·∆hnφ(x) ≥ 0

holds.

Theorem. (Makó–Páles [42])
Let φ : [0, 1] → R+ be a continuous function. Assume that φ(0) = 0 and φ is 1- and
3-monotone, and (−φ) is 2-monotone. Then Tφ is approximately Jensen convex in the
following sense

Tφ
( x + y

2

)
≤

Tφ(x) + Tφ(y)
2

+ φ ◦ dZ
( x − y

2

)
(x, y ∈ R).

Theorem. (Makó–Páles [47])
Let φ : [0, 1] → R+ be a function. Assume that φ(0) = 0 and the mapping x 7→ φ(x)

x is
concave on ]0, 1]. Then S φ is approximately Jensen convex in the following sense

S φ

( x + y

2

)
≤

S φ(x) + S φ(y)
2

+ φ ◦ dZ
( x − y

2

)
(x, y ∈ R).

Applying these theorems, we can get the approximate Jensen convexity of the
following Takagi type functions:

Tq(x) :=
∞∑

n=0

(dZ(2nx))q

2n and S q(x) :=
∞∑

n=0

1
2nq dZ(2nx) (x ∈ R),

where q ∈ R+.
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Corollary. (Makó–Páles [42])
For 0 < q ≤ 1, the Takagi type function Tq satisfies, for all x, y ∈ R,

Tq

( x + y

2

)
≤

Tq(x) + Tq(y)
2

+ dq
Z

( x − y
2

)
.

Corollary. (Tabor–Tabor [65])
For 1 ≤ q ≤ 2 the Takagi type function S q satisfies, for all x, y ∈ R,

S q

( x + y

2

)
≤

S p(x) + S q(y)
2

+ dq
Z

( x − y
2

)
.

These results can be applied in the theory of approximate convexity. Let D be a
nonempty convex set of the normed space X and denote D+ := {‖x − y‖ : x, y ∈ D}.
Let ϕ : D+ → R+ be a given error function. We say that f : D → R is ϕ-Jensen
convex on D, if for all x, y ∈ D,

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ϕ(‖x − y‖).

An important particular case occurs when ϕ : D+ → R+ is of the form ϕ(u) := εuq,
where q, ε ≥ 0 are arbitrary constants and u ∈ D+. In this case, a ϕ-Jensen convex
function f is called (ε, q)-Jensen convex on D.

Define, for all (t, u) ∈ R × D+,

Tϕ(t, u) :=
∞∑

n=0

ϕ(dZ(2nt)u)
2n and Sϕ(t, u) :=

∞∑
n=0

ϕ
( u
2n

)
dZ(2nt).

Hereafter we shall formulate some Bernstein–Doetsch type theorems.

Theorem. (Makó–Páles [43], Tabor–Tabor [66])
Let f : D → R be locally upper bounded on D and let ϕ : D+ → R+ be a continuous
function such that ϕ(0) = 0. Then f is ϕ-Jensen convex on D, if and only if

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Tϕ(t, ‖x − y‖)

for all x, y ∈ D and t ∈ [0, 1].

Theorem. (Tabor–Tabor [66])
Let f : D→ R be upper semicontinuous on D and let ϕ : D+ → R+ be nondecreasing
such that

∑∞
n=n0

ϕ(2−n) < ∞ for some n0 ∈ N. Then f is ϕ-Jensen convex on D, if and
only if

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Sϕ(t, ‖x − y‖)

for all x, y ∈ D and t ∈ [0, 1].

Some immediate consequences of these theorems can be formulated in the fol-
lowing corollaries.
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Corollary. (Házy [28])
Let f : D → R be locally upper bounded on D, q > 0 and ε ≥ 0. Then f is (ε, q)-
Jensen convex on D, if and only if

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + εTq(t)‖x − y‖q

for all x, y ∈ D and t ∈ [0, 1].

Corollary. (Tabor–Tabor [66])
Let f : D → R be upper semicontinuous on D, q > 0 and ε ≥ 0. Then f is (ε, q)-
Jensen convex on D if and only if

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + εS q(t)‖x − y‖q

for all x, y ∈ D and t ∈ [0, 1].

In [13] Boros proved that if q = 1 and t ∈ [0, 1] is fixed, then S 1(t) = T1(t) is the
smallest possible. In [65] Tabor and Tabor showed that if 1 ≤ q ≤ 2 and t ∈ [0, 1] is
fixed, then S q(t) is the smallest possible value.

It is also an important question whether the error terms Tϕ(t, ‖x−y‖), Sϕ(t, ‖x−y‖)
and Tq(t) are the smallest possible ones. In other words, for all fixed x, y ∈ D, we want
to establish the exact upper bound of the convexity-difference of ϕ-Jensen convex
functions defined by

Cϕ(x, y, t) := sup
f∈JCϕ(D)

{ f (tx + (1 − t)y) − t f (x) − (1 − t) f (y)},

where
JCϕ(D) := { f : D→ R | f is ϕ-Jensen convex on D}.

Theorem. (Makó–Páles [42], [47])
Let ϕ : D+ → R+ be a continuous nondecreasing function with ϕ(0) = 0. Then, for
all fixed x, y ∈ D,

Cϕ(x, y, t) = Tϕ(t, ‖x − y‖) (t ∈ [0, 1])

provided that ϕ is 3-monotone, and (−ϕ) is 2-monotone on D+. Furthermore, for all
fixed x, y ∈ D,

Cϕ(x, y, t) = Sϕ(t, ‖x − y‖) (t ∈ [0, 1]),

provided that u 7→ ϕ(u)
u is concave on D+ \ {0}.

Applying the previous result to the function ϕ(u) := εuq. where ε, q ∈ R+, we
obtain the following results.

Corollary. (Makó–Páles [42],[47] Tabor–Tabor [65])
Let ε ∈ R+, q > 0. Then, with ϕ(u) := εuq, for all x, y ∈ D and t ∈ [0, 1],

Cϕ(x, y, t) =

εTq(t)‖x − y‖q if 0 < q ≤ 1,
εS q(t)‖x − y‖q if 1 ≤ q ≤ 2.
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2. Implications between upper Hermite–Hadamard and Jensen type
inequalities

In what follows, let D be a nonempty, convex subset of the linear space X.
Denote D∗ := (D − D) and D2∗ := {(x, y) ∈ D2 | x , y}. Let α : D∗ → R be a given
even function (we note that α need not be nonnegative). We say that f : D → R is
α-Jensen convex on D, if, for all x, y ∈ D,

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ α(x − y).

An important particular case occurs when X is a normed space and α : D∗ → R is of
the form α(u) := ε‖u‖q, where ε ∈ R and q ≥ 0 are arbitrary constants and u ∈ D∗. In
this case, a α-Jensen convexity is equivalent to (ε, q)-Jensen convexity on D.

We need to introduce the following terminology. For a function f : D → R, we
say that f is hemi-P if, for all x, y ∈ D, the mapping

t 7→ f ((1 − t)x + ty) (t ∈ [0, 1])

has property P. For example, f is hemi-bounded if for all x, y ∈ D the previous
mapping is bounded. Analogously, we say that a function h : D∗ → R is radially-P
if, for all u ∈ D∗, the mapping

t 7→ h(tu) (t ∈ [0, 1])

has property P on [0, 1].
In this chapter, we investigate the connections between α-Jensen convex func-

tions and functions which satisfy the following upper Hermite–Hadamard type in-
equality:

(2.1)
∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
ρ(t)dt ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y) + β(x − y) (x, y ∈ D),

where β : D∗ → R is a given even functions, λ ∈ [0, 1], and ρ : [0, 1] → R+ is an
integrable nonnegative function with

∫ 1
0 ρ = 1.

Two implications from α-Jensen convexity to an upper Hermite–Hadamard type
inequality are stated in the following two theorems.

Theorem. (Makó–Páles [44])
Let α : D∗ → R be radially bounded and measurable and ρ : [0, 1] → R+ be
a Lebesgue integrable function with

∫ 1
0 ρ = 1. Assume that f : D → R is hemi-

integrable and α-Jensen convex on D. Then f also satisfies the approximate upper
Hermite–Hadamard inequality (2.1) with λ :=

∫ 1
0 tρ(t)dt and β : D∗ → R defined by

β(u) :=
∞∑

n=0

1
2n

∫ 1

0
α
(
dZ(2nt)u

)
ρ(t)dt (u ∈ D∗).
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Theorem. (Makó–Páles [44])
Let α : D∗ → R+ be nonnegative, radially increasing such that

∑∞
n=0 α( u

2n ) < ∞ if
u ∈ D∗. If f : D→ R is upper hemicontinuous and α-Jensen convex on D, then f also
satisfies the Hermite–Hadamard inequality (2.1) with λ :=

∫ 1
0 tρ(t)dt and β : D∗ → R

is defined by

β(u) :=
∞∑

n=0

α
( u
2n

) ∫ 1

0
dZ(2nt)ρ(t)dt (u ∈ D∗).

Now, if we consider the case when ρ ≡ 1 and f is (ε, q)-Jensen convex, then these
theorems reduce to the following corollaries.

Corollary. (Makó–Páles [44])
Let ε ∈ R and q > 0. Assume that f : D→ R is hemiintegrable and (ε, q)-Jensen con-
vex. Then f also satisfies the following approximate Hermite–Hadamard inequality∫ 1

0
f (tx + (1 − t)y)dt ≤

f (x) + f (y)
2

+
2ε

q + 1
‖x − y‖q (x, y ∈ D).

Corollary. (Makó–Páles [44])
Let ε ∈ R+ and q > 0. Assume that f : D → R is upper hemicontinuous and (ε, q)-
Jensen convex. Then f also satisfies the following approximate Hermite–Hadamard
inequality∫ 1

0
f (tx + (1 − t)y)dt ≤

f (x) + f (y)
2

+
2qε

2q+1 − 2
‖x − y‖q (x, y ∈ D).

The following theorem states that approximate upper Hermite–Hadamard in-
equality can also imply α-Jensen convexity with a properly chosen function α. The
core of our approach is a multiplicative type convolution and its asymptotic properties.

Theorem. (Makó–Páles [44])
Let β : D∗ → R be even and radially upper semicontinuous, ρ : [0, 1] → R+ be
integrable with

∫ 1
0 ρ = 1 and there exist c ≥ 0 and p > 0 such that

ρ(t) ≤ c(− ln |1 − 2t|)p−1 (t ∈]0, 1
2 [∪] 1

2 , 1[),

and λ ∈ [0, 1]. Then every f : D → R lower hemicontinuous function satisfying
the approximate upper Hermite–Hadamard inequality (2.1), is α-Jensen convex pro-
vided that α : D∗ → R is a radially lower semicontinuous solution of the functional
inequality

α(u) ≥
∫ 1

0
α(|1 − 2t|u)ρ(t)dt + β(u) (u ∈ D∗)

and α(0) ≥ β(0).
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Now we consider the case in the previous theorem when ρ ≡ 1 and β is the form
of ε‖ · ‖q.

Corollary. (Makó–Páles [44])
Let λ ∈ [0, 1], ε ∈ R and q > 0. Assume that f : D→ R is lower hemicontinuous and
satisfies the Hermite–Hadamard type inequality∫ 1

0
f (tx + (1 − t)y)dt ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y) + ε‖x − y‖q (x, y ∈ D).

Then f is (ε q+1
q , q)-Jensen convex.
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3. Implications between lower Hermite–Hadamard and convexity inequalities

Let (ω0, ω1) be a positive Chebyshev system on the real interval I. In
Chapter 3, we establish connections between an approximate (ω0, ω1)-convexity in-
equality and an approximate lower Hermite–Hadamard type inequality. First, we
investigate implication from approximate (ω0, ω1)-convexity to approximate lower
Hermite–Hadamard type inequality. Consider the following basic assumptions.

(A1) (T,A, µ) is a measure space.
(A2) Λ : T × ∆◦(I)→ R+ is µ-integrable in its first variable.
(A3) M : T × ∆◦(I) → R is A-measurable in its first variable and for all t ∈ T , the

map (x, y) 7→ M(t, x, y) is a two-variable mean on I. M0 : ∆◦(I) → I is a strict
mean such that

(3.1) µ{t ∈ T | Λ(t, x, y) > 0, M(t, x, y) , M0(x, y)} > 0

holds.
(A4) There exists an (ω0, ω1)-Chebyshev system on I such that ω0 is positive. Fur-

thermore, for i ∈ {0, 1}

(3.2) ωi(M0(x, y)) =

∫
T

Λ(t, x, y)ωi(M(t, x, y))dµ(t) ((x, y) ∈ ∆◦(I)).

holds.

Theorem. (Makó–Páles [46])
Assume that (A1)–(A4) hold. Let f : I → R be a locally upper bounded Borel mea-
surable solution of the approximate (ω0, ω1)-convexity type functional inequality

(3.3) f (u) ≤
Ω(u, y)
Ω(x, y)

f (x) +
Ω(x, u)
Ω(x, y)

f (y) + εx,y(u) (u ∈ [x, y]),

where for all (x, y) ∈ ∆◦(I) and u ∈]x, y[, the function (v, w) 7→ εv,w(u) is bounded and
Borel measurable for (v, w) ∈ [x, u] × [u, y]. Then f also satisfies the approximate
lower Hermite–Hadamard type inequality

(3.4) f (M0(x, y)) ≤
∫
T

Λ(t, x, y) f
(
M(t, x, y)

)
dµ(t) + E(x, y) ((x, y) ∈ ∆(I)),

where E : ∆◦(I)→ R is defined by

E(x, y) :=

∫
T ′x,y

∫
T ′′x,y

Υ(t′, t′′, x, y)εM(t′,x,y),M(t′′,x,y)(M0(x, y))dµ(t′′)dµ(t′)∫
T ′x,y

∫
T ′′x,y

Υ(t′, t′′, x, y)dµ(t′′)dµ(t′)
,
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where, for all (t′, t′′, x, y) ∈ T 2 × ∆◦(I),

Υ(t′, t′′, x, y) := Λ(t′, x, y)Λ(t′′, x, y)Ω(M(t′, x, y),M(t′′, x, y)),

T ′x,y := {t ∈ T | Λ(t, x, y) > 0, M(t, x, y) < M0(x, y)},

T ′′x,y := {t ∈ T | Λ(t, x, y) > 0, M(t, x, y) > M0(x, y)}.

The reversed implication will be stated in the theorem below, which is the main
result of this chapter. The key for the proof of this result is a Korovkin type theorem
which enables us to deduce the approximate convexity property from the approxi-
mate lower Hermite–Hadamard type inequality via an iteration process. Consider the
following basic assumptions:

(B1) (T,A, µ) is a measure space.
(B2) Λ : T×∆(I)→ R+ is measurable in its first variable and separately continuous in

its second variable; furthermore, for all (x, y) ∈ ∆(I), the function Lx,y : T → R+

defined by
Lx,y(t) := sup

u∈[x,y]
max

(
Λ(t, x, u),Λ(t, u, y)

)
is µ-integrable, i.e.,

∫
T Lx,y(t)dµ(t) < +∞.

(B3) M : T × ∆(I) → R is measurable in its first variable and for all t ∈ T , the map
(x, y) 7→ M(t, x, y) is separately continuous and partially differentiable at the
diagonal of I × I. M0 : ∆(I) → I is a separately continuous, strictly increasing
and partially differentiable at the diagonal of I × I with ∂1M0(z, z) > 0 and
∂2M0(z, z) > 0 for all z ∈ I. Furthermore, M(t, ·) is separately uniformly calm
with respect to M0 at the diagonal of I× I, i.e., for all z ∈ I, there exist constants
δ > 0 and K ≥ 0 such that, for all t ∈ T ,

z − M(t, u, z) ≤ K(z − M0(u, z)) (u ∈ [z − δ, z]),
M(t, z, u) − z ≤ K(M0(z, u) − z) (u ∈ [z, z + δ]),

and (3.1) holds and, for all z ∈ I and i ∈ {0, 1},

µ{t ∈ T | Λ(t, z, z) , 0, ∂iM(t, z, z) , ∂iM0(z, z)} > 0.

(B4) There exist functionsω0, ω1 : I → R such thatω0 is positive, ω1
ω0

is differentiable
on I, with (ω1

ω0
)′ > 0. Furthermore, for i ∈ {0, 1}, (3.2) hold.

Theorem. (Makó–Páles [45])
Suppose that conditions (B1)–(B4) hold and assume that f : I → R is an upper
semicontinuous solution of the functional inequality (3.4), where E : ∆(I) → R is an
arbitrary function. Assume that, for all (x, y) ∈ ∆◦(I), εx,y : [x, y] → R is a lower
semicontinuous function with εx,y(x) = εx,y(y) = 0 satisfying the following system of
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inequalities:

εx,y(M0(x, u)) ≥
∫
T

Λ(t, x, u)εx,y
(
M(t, x, u)

)
dµ(t) + E(x, u) (u ∈ [x, y]),

εx,y(M0(u, y)) ≥
∫
T

Λ(t, u, y)εx,y
(
M(t, u, y)

)
dµ(t) + E(u, y) (u ∈ [x, y]).

Then, for all fixed (x, y) ∈ ∆◦(I), the function f also satisfies the approximate (ω0, ω1)-
convexity inequality (3.3).

We would point out that important applications of these theorems are related to
the investigations of the connections of the following inequalities.

Consider the following approximate convexity type inequality:

(3.5) f ((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t) f (x) + t f (y) + ex,y(t) ((x, y) ∈ D2, t ∈ [0, 1]),

where f : D → R is an unknown function and for all (x, y) ∈ D2, ex,y : [0, 1] → R is
a given function. In this chapter, we also investigated the connections between (3.5)
and the following approximate lower Hermite–Hadamard type inequality

(3.6) f ((1 − µ1)x + µ1y) ≤
∫

[0,1]

f
(
(1 − t)x + ty)dµ(t) + E(x, y) ((x, y) ∈ D2),

where f : D → R is an unknown function, µ is a probability measure on [0, 1],
µ1 :=

∫
[0,1] tdµ(t) and E : D2 → R.

Theorem. (Makó–Páles [46])
Let A be a σ-algebra containing the Borel subsets of [0, 1] and µ be a probability
measure on the measurable space ([0, 1],A) such that the support of µ is not a single-
ton. Denote

S (µ) := µ
(
[0, µ1]

) ∫
]µ1,1]

tdµ(t) − µ
(
]µ1, 1]

) ∫
[0,µ1]

tdµ(t).

Assume that f : D → R is an hemi-µ-integrable solution of the functional inequality
(3.5) where, for all (x, y) ∈ D2∗, ex,y : [0, 1]→ R is a function such that

I(x, y) :=
∫

]µ1,1]

∫
[0,µ1]

(t′′ − t′)e(1−t′)x+t′y,(1−t′′)x+t′′y

(µ1 − t′

t′′ − t′
)
dµ(t′)dµ(t′′)

exists in [−∞,∞]. Then, for all (x, y) ∈ D2∗, the function f also satisfies the lower
Hermite–Hadamard type inequality (3.6), where E(x, y) := I(x,y)

S (µ) .



12 Implications between lower Hermite–Hadamard and convexity inequalities

Theorem. (Makó–Páles [45])
Let µ be a Borel probability measure on [0, 1], denote µ1 :=

∫
[0,1] tdµ(t) and assume

that the support of µ is not a singleton, i.e., µ , δµ1 . Assume that, for all (x, y) ∈ D2,
f : D → R is an upper hemicontinuous solution of the functional inequality (3.6),
where E : D2 → R. Assume that, for all (x, y) ∈ D2, ex,y : [0, 1] → R is a lower
semicontinuous function with ex,y(0) = ex,y(1) = 0 satisfying the following system of
inequalities:

ex,y(s) ≥


∫

[0,1]
ex,y

( st
µ1

)
dµ(t) + E

(
x, (1 − s

µ1
)x + s

µ1
y
)

(s ∈ [0, µ1]),∫
[0,1]

ex,y
(
1− (1−s)(1−t)

1−µ1

)
dµ(t) + E

( 1−s
1−µ1

x + (1− 1−s
1−µ1

)y, y
)

(s ∈ [µ1, 1]).

Then, for all (x, y) ∈ D2 and t ∈ [0, 1], the function f also satisfies the approximate
convexity inequality (3.5).

Corollary. (Makó–Páles [45])
Let τ ∈]0, 1[ and E : D2 → R. Assume that f : D → R is an upper hemicontinuous
solution of the functional inequality

f ((1 − τ)x + τy) ≤ (1 − τ) f (x) + τ f (y) + E(x, y) ((x, y) ∈ D2).

Assume that, for all x, y ∈ D, ex,y : [0, 1] → R is a lower semicontinuous function
with ex,y(0) = ex,y(1) = 0, satisfying the following system of inequalities:

ex,y(s)≥

τex,y
( s
τ

)
+ E

(
x, (1 − s

τ
)x + s

τ
y
)

(s ∈ [0, τ]),

(1 − τ)ex,y
( s−τ

1−τ
)

+ E
(1−s
1−τ x + (1 − 1−s

1−τ )y, y
)

(s ∈ [τ, 1]).

Then, for all x, y ∈ D and t ∈ [0, 1], the function f also satisfies the approximate
convexity inequality (3.5).
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Bevezetés

Ez a PhD értekezés a közelítőleg konvex függvények vizsgálatával foglalkozik.
A továbbiakban az N, Z, Q és az R szimbólumok rendre jelöljék a természetes (po-
zitív egész), az egész, a racionális és a valós számok halmazát. Továbbá a nemnegatív
számok halmazára az R+ jelölést fogjuk használni. Legyen I egy nemüres valós inter-
vallum.

A közelítő konvexitás kutatása Hyers és Ulam [34] 1952-es cikkével kezdődött,
amelyben definiálták és vizsgálták ε-konvex függvényeket. Később a Hyers–Ulam-
féle dekompozíciós tételt Páles általánosította [57]. Azóta nagyon sok cikk született és
születik ebben a témában. A cikkek témáját tekintve két irányzat figyelhető meg. Az
egyik a közelítőleg konvex függvények olyan regularitási tulajdonságaikkal foglalko-
zik, mint a differenciálhatóság vagy a Lipschitz és Hölder tulajdonság (lásd [52], [53],
[63], [15], [26], [61, 62, 64]). A másik a közelítőleg Jensen-konvex és közelítőleg
konvex függvények kapcsolatát vizsgálja, például az alábbi cikkek: Házy [29, 30],
Házy és Páles [31, 32, 33], Makó és Páles [43], Mureńko, Tabor és Tabor [50], Tabor
és Tabor [65, 66], Tabor, Tabor, és Żołdak [68, 67].

Az első fejezetben olyan Takagi-típusú függvényekkel foglalkozunk, amelyek
fontos szerepet játszanak a közelítőleg konvex függvények elméletében. Ennek a fe-
jezetnek a fő eredménye Takagi-típusú függvények közelítő Jensen-konvexitását ál-
lítja.

Egy tetszőleges f : I → R konvex függvény integrálátlaga becsülhető alulról és
felülről a következő módon:

f
( x + y

2

)
≤

∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
dt ≤

f (x) + f (y)
2

(x, y ∈ I).

Ez a jól ismert Hermite–Hadamard-egyenlőtlenség. A fenti egyenlőtlenséget Hada-
mard fedezte fel ([27]). (Történelmi adalékokért lásd még [48], [40], és [55], [22],
[54], [55], [56])

Általánosabban, nem nehéz látni, hogy az f függvény ε-konvexitásából (lásd
[34]), azaz az

f
(
tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + ε (x, y ∈ D, t ∈ [0, 1]),

egyenlőtlenségből következik, hogy f teljesíti a

(1) f
( x + y

2

)
≤

∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
dt + ε (x, y ∈ D)

és a

(2)
∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
dt ≤

f (x) + f (y)
2

+ ε (x, y ∈ D)
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Hermite–Hadamard-féle egyenlőtlenségeket. A fordított irányt tekintve, Nikodem,
Riedel és Sahoo a [56] cikkükben megmutatták, hogy a (1) és (2) ε-Hermite–Hada-
mard egyenlőtlenségek teljesülése nem vonja maga után az f függvény cε-konvexitá-
sát (bármely c > 0 esetén). Így, a Hermite–Hadamard-féle egyenlőtlenségek és a kon-
vexitás típusú egyenlőtlenségek kapcsolatának vizsgálatához nemkonstans hibafügg-
vényre van szükség.

A második fejezetben a felső Hermite–Hadamard-féle és a Jensen-féle egyen-
lőtlenségek kapcsolatát vizsgáljuk.

A harmadik fejezetben pedig alsó Hermite–Hadamard-féle és konvexitás típusú
egyenlőtlenségek kapcsolatával foglalkozunk.
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1. Takagi-típusú függvények közelítő konvexitása

Az első fejezetben Takagi-típusú függvényekkel foglalkozunk. Ezek
a függvények ugyanis fontos szerepet játszanak a közelítőleg konvex függvények
elméletében. Adott φ : [0, 1] → R folytonos függvény esetén tekintsük a következő
Takagi-típusú függvényeket:

Tφ(x) :=
∞∑

n=0

φ(dZ(2nx))
2n és S φ(x) :=

∞∑
n=0

φ
( 1
2n

)
dZ(2nx) (x ∈ R),

ahol
dZ(x) := 2 dist(x,Z) := 2 min{|x − z| : z ∈ Z} (x ∈ R).

A fejezet fő eredménye az, hogy a Tφ és az S φ függvények közelítőleg Jensen-
konvexek, ha φ rendelkezik bizonyos regularitási tulajdonságokkal. Az eredményeink
ismertetéséhez szükségünk van a magasabb rendben monoton függvények definí-
ciójára. Legyen I ⊆ R egy valódi intervallum és φ : I → R. Adott h ∈ R esetén
legyen ∆hφ(x) := φ(x + h) − φ(x) ha x ∈ I ∩ (I − h). Azt mondjuk, hogy a φ függ-
vény n-monoton ((n − 1)-Wright-konvex) I-n ha, bármely h1, . . . , hn ≥ 0 és bármely
x ∈ I ∩ (I − h1 − · · · − hn) esetén a következő

∆h1 · · ·∆hnφ(x) ≥ 0

egyenlőtlenség teljesül.

Tétel. (Makó–Páles [42])
Legyen φ : [0, 1] → R+ olyan folytonos függvény, hogy φ(0) = 0, φ 1- és 3-monoton,
illetve (−φ) 2-monoton. Ekkor a Tφ függvény a következő értelemben Jensen-konvex:

Tφ
( x + y

2

)
≤

Tφ(x) + Tφ(y)
2

+ φ ◦ dZ
( x − y

2

)
(x, y ∈ R).

Tétel. (Makó–Páles [47])
Legyen φ : [0, 1]→ R+ olyan függvény, hogy φ(0) = 0 és a x 7→ φ(x)

x leképezés konkáv
]0, 1]-n. Ekkor az S φ függvény a következő értelemben Jensen-konvex

S φ

( x + y

2

)
≤

S φ(x) + S φ(y)
2

+ φ ◦ dZ
( x − y

2

)
(x, y ∈ R).

Alkalmazva ezeket a tételeket, a következő Takagi-típusú függvények közelítő
Jensen-konvexitását is kapjuk:

Tq(x) :=
∞∑

n=0

dq
Z(2

nx)
2n és S q(x) :=

∞∑
n=0

1
2nq dZ(2nx) (x ∈ R),

ahol q ∈ R+.
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Következmény. (Makó–Páles [42])
Ha 0 < q ≤ 1 és x, y ∈ R, akkor

Tq

( x + y

2

)
≤

Tq(x) + Tq(y)
2

+ dq
Z

( x − y
2

)
.

Következmény. (Tabor–Tabor [65])
Ha 1 ≤ q ≤ 2 és x, y ∈ R, akkor

S q

( x + y

2

)
≤

S q(x) + S q(y)
2

+ dq
Z

( x − y
2

)
.

Legyen D egy nemüres, konvex részhalmaza az X normált térnek és vezessük be
a következő jelölést: D+ := {‖x − y‖ : x, y ∈ D}. Legyen ϕ : D+ → R+ egy adott
hibafüggvény. Azt mondjuk, hogy az f : D → R függvény ϕ-Jensen-konvex D-n, ha
bármely x, y ∈ D esetén

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ ϕ(‖x − y‖).

A ϕ-Jensen-konvex függvények fontos osztályát alkotják az (ε, q)-Jensen-konvex függ-
vények. Ebben az esetben ϕ : D+ → R+ függvény a ϕ(u) := εuq módon van
értelmezve, ahol q, ε ≥ 0 tetszőleges konstansok és u ∈ D+. Definiáljuk minden
(t, u) ∈ R × D+ esetén a

Tϕ(t, u) :=
∞∑

n=0

ϕ(dZ(2nt)u)
2n és Sϕ(t, u) :=

∞∑
n=0

ϕ
( u
2n

)
dZ(2nt)

függvényeket. Ezeket felhasználva a következő Bernstein–Doetsch típusú tételeket
kapjuk.

Tétel. (Makó–Páles [43], Tabor–Tabor [66])
Legyen f : D → R egy lokálisan felülről korlátos függvény D-n. Tegyük fel, hogy
ϕ : D+ → R+ folytonos és ϕ(0) = 0. Ekkor f pontosan akkor ϕ-Jensen-konvex D-n,
ha

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Tϕ(t, ‖x − y‖)

teljesül minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] esetén.

Tétel. (Tabor–Tabor [66])
Legyen f : D → R felülről félig folytonos D-n és tegyük fel, hogy ϕ : D+ → R+

monoton növekvő, úgy hogy
∑∞

n=n0
ϕ(2−n) < ∞ valamely n0 ∈ N esetén. Ekkor f

pontosan akkor ϕ-Jensen-konvex D-n, ha

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + Sϕ(t, ‖x − y‖)

teljesül minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] esetén.

Az előző tételekből azonnal adódnak a következők.
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Következmény. (Házy [28])
Legyen f : D → R lokálisan felülről korlátos D-n, q > 0 és ε ≥ 0. Ekkor f pontosan
akkor (ε, q)-Jensen-konvex D-n, ha

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + εTq(t)‖x − y‖q

minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] esetén.

Következmény. (Tabor–Tabor [66])
Legyen f : D → R felülről félig folytonos D-n, q > 0 és ε ≥ 0. Ekkor f pontosan
akkor (ε, q)-Jensen-konvex D-n, ha

f (tx + (1 − t)y) ≤ t f (x) + (1 − t) f (y) + εS q(t)‖x − y‖q

minden x, y ∈ D és t ∈ [0, 1] esetén.

Boros a [13] cikkben megmutatta, hogy q = 1 esetén S 1(t) = T1(t) a lehető
legkisebb, amit hibafüggvényként az előző egyenlőtlenségbe írhatunk. Tabor és Tabor
bebizonyították [65]-ben , hogy 1 ≤ q ≤ 2 esetén S q(t) a lehető legkisebb.

Az első fejezetben arra keressük a választ, hogy Tϕ(t, ‖x − y‖), Sϕ(t, ‖x − y‖) és
Tq(t) milyen ϕ hibafüggvény és q konstans esetén lesz a legoptimálisabb választás.
Más szavakkal, minden rögzített x, y ∈ D esetén a ϕ-Jensen-konvex függvények kon-
vexitási differenciájának keressük a pontos felső korlátját, azaz keressük Cϕ(x, y, t)-t,
ahol

Cϕ(x, y, t) := sup
f∈JCϕ(D)

{ f (tx + (1 − t)y) − t f (x) − (1 − t) f (y)},

és

JCϕ(D) := { f : D→ R | f ϕ-Jensen-konvex D-n}.

Tétel. (Makó–Páles [42], [47])
Legyen ϕ : D+ → R+ olyan folytonos, monoton növekvő függvény, hogy ϕ(0) = 0.
Ekkor, minden rögzített x, y ∈ D esetén

Cϕ(x, y, t) = Tϕ(t, ‖x − y‖) (t ∈ [0, 1])

ha ϕ 3-monoton, és (−ϕ) 2-monoton D+-n. Továbbá, minden x, y ∈ D esetén

Cϕ(x, y, t) = Sϕ(t, ‖x − y‖) (t ∈ [0, 1]),

ha, u 7→ ϕ(u)
u konkáv D+ \ {0}-n.

Alkalmazva az előző eredményt (ε, q)-Jensen-konvex függvényekre, a következőket
kapjuk.
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Következmény. (Makó–Páles [42],[47] Tabor–Tabor [65])
Legyen ε ∈ R+, q > 0. Ha ϕ(u) := εuq, akkor bármely rögzített x, y ∈ D és t ∈ [0, 1]
esetén

Cϕ(x, y, t) =

εTq(t)‖x − y‖q ha 0 < q ≤ 1,
εS q(t)‖x − y‖q ha 1 ≤ q ≤ 2.



Felső Hermite–Hadamard-féle és Jensen-féle egyenlőtlenségek kapcsolata 19

2. Felső Hermite–Hadamard-féle és Jensen-féle egyenlőtlenségek kapcsolata

Az alábbiakban legyen D egy nemüres konvex részhalmaza az X lineáris
térnek. Legyen D∗ := (D − D) és D2∗ := {(x, y) ∈ D2 | x , y}. Tekintsük az
α : D∗ → R páros hibafüggvényt. (Vegyük észre, hogy α-ról nem követeljük meg
a nemnegativitást.) Azt mondjuk, hogy f : D → R α-Jensen-konvex, ha, minden
x, y ∈ D esetén

f
( x + y

2

)
≤

f (x) + f (y)
2

+ α(x − y).

Eredményeink ismertetéséhez szükségünk van az alábbi fogalmakra. Azt mondjuk,
hogy az f : D→ R függvény hemi-P ha, minden x, y ∈ D a

t 7→ f ((1 − t)x + ty) (t ∈ [0, 1])

leképezés rendelkezik a P tulajdonsággal. Például, f hemi-korlátos ha minden x, y ∈
D esetén a fenti leképezés korlátos. Hasonlóan, azt mondjuk, hogy az h : D∗ → R
irányonként-P ha, minden u ∈ D∗ esetén, a

t 7→ h(tu) (t ∈ [0, 1])

leképezés rendelkezik a P tulajdonsággal [0, 1]-en.
Ebben a fejezetben α-Jensen-konvex függvények kapcsolatát vizsgáljuk olyan

függvényekkel, amelyek teljesítik a következő felső Hermite–Hadamard-féle egyen-
lőtlenséget:

(2.1)
∫ 1

0
f
(
tx + (1 − t)y

)
ρ(t)dt ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y) + β(x − y) (x, y ∈ D),

ahol β : D∗ → R a hibafüggvény, λ ∈ [0, 1], és ρ : [0, 1] → R+ egy nemnegatív
integrálható függvény, amelyre

∫ 1
0 ρ = 1.

A következő két tétel alsó Hermite–Hadamard-féle egyenlőtlenségeket állít α-
Jensen-konvex függvényekre.

Tétel. (Makó–Páles [44])
Legyen α : D∗ → R+ irányonként korlátos és mérhető továbbá ρ : [0, 1] → R+ egy
olyan Lebesgue-integrálható függvény, amelyre

∫ 1
0 ρ = 1. Tegyük fel, hogy f : D→ R

hemi-integrálható és α-Jensen-konvex D-n. Ekkor az f függvény a λ :=
∫ 1

0 tρ(t)dt
konstanssal és a β : D∗ → R+ hibafüggvénnyel, ahol

β(u) :=
∞∑

n=0

1
2n

∫ 1

0
α
(
dZ(2nt)u

)
ρ(t)dt (u ∈ D∗).

teljesíti a felső Hermite–Hadamard típusú (2.1) egyenlőtlenséget.
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Tétel. (Makó–Páles [44])
Legyen α : D∗ → R+ olyan nemnegatív, irányonként monoton növekvő függvény,
amelyre

∑∞
n=0 α( u

2n ) < ∞ ha u ∈ D∗. Tegyük fel, hogy f : D → R felülről hemi-

folytonos és α-Jensen-konvex D-n. Ekkor az f függvény a λ :=
∫ 1

0 tρ(t)dt konstanssal
és a β : D∗ → R+ hibafüggvénnyel, ahol

β(u) :=
∞∑

n=0

α
( u
2n

) ∫ 1

0
dZ(2nt)ρ(t)dt (u ∈ D∗)

teljesíti a felső Hermite–Hadamard-féle (2.1) egyenlőtlenséget.

A következőkben azt az esetet tekintjük, amikor az α hibafüggvény ε‖ · ‖q alakú
és ρ ≡ 1.

Következmény. (Makó–Páles [44])
Legyen ε ∈ R és q ∈ R+. Tegyük fel, hogy f : D → R hemi-integrálható és
(ε, q)-Jensen-konvex D-n. Ekkor f teljesíti a következő felső Hermite–Hadamard-féle
egyenlőtlenséget:∫ 1

0
f (tx + (1 − t)y)dt ≤

f (x) + f (y)
2

+
2ε

q + 1
‖x − y‖q (x, y ∈ D).

Következmény. (Makó–Páles [44])
Legyen ε, q ∈ R+. Tegyük fel, hogy f : D → R felülről hemi-folytonos és (ε, q)-
Jensen-konvex D-n. Ekkor, f teljesíti a következő felső Hermite–Hadamard-féle egyen-
lőtlenséget:∫ 1

0
f (tx + (1 − t)y)dt ≤

f (x) + f (y)
2

+
2qε

2q+1 − 2
‖x − y‖q (x, y ∈ D).

A következő tétel azt mutatja, hogy a felső Hermite–Hadamard-féle egyenlőtlen-
ségből is következik α-Jensen-konvexitás típusú egyenlőtlenség, ha az α-t megfelelő
módon választjuk. A tétel bizonyítása egy multiplikatív típusú konvolúció bevezetésén
és tulajdonságain alapszik.

Tétel. (Makó–Páles [44])
Legyen λ ∈ [0, 1], β : D∗ → R páros és irányonként felülről félig folytonos, és legyen
ρ : [0, 1]→ R+ integrálható, amelyre

∫ 1
0 ρ = 1. Tegyük fel továbbá, hogy létezik c ≥ 0

és p > 0 úgy, hogy

ρ(t) ≤ c(− ln |1 − 2t|)p−1 (t ∈]0, 1
2 [∪] 1

2 , 1[).

Ekkor, ha az alulról hemi-folytonos f : D → R teljesíti a Hermite–Hadamard-féle
(2.1) egyenlőtlenséget, akkor α-Jensen-konvex, ahol α : D∗ → R irányonként alulról
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félig folytonos megoldása a

α(u) ≥
∫ 1

0
α(|1 − 2t|u)ρ(t)dt + β(u) (u ∈ D∗)

függvényegyenlőtlenségnek és α(0) ≥ β(0).

Most tekintsük azt a speciális esetet, amikor ρ ≡ 1 és a β függvény ε‖ · ‖q alakban
írható.

Következmény. (Makó–Páles [44])
Legyen λ ∈ [0, 1], ε ∈ R és q > 0. Tegyük fel, hogy az alulról hemi-folytonos f : D→
R teljesíti a∫ 1

0
f (tx + (1 − t)y)dt ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y) + ε‖x − y‖q (x, y ∈ D)

Hermite–Hadamard-féle egyenlőtlenséget. Ekkor az f függvény (ε q+1
q , q)-Jensen-

konvex D-n.
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3. Alsó Hermite–Hadamard-féle és konvexitási egyenlőtlenségek kapcsolata

Legyen (ω0, ω1) egy pozitív Csebisev rendszer az I intervallumon. A
harmadik fejezetben (ω0, ω1)-konvexitás típusú egyenlőtlenségek és alsó Hermite–
Hadamard-féle egyenlőtlenségek kapcsolatával foglalkozunk. Először azt vizsgáljuk,
hogy egy közelítőleg (ω0, ω1)-konvex függvényre milyen alsó Hermite–Hadamard-
féle egyenlőtlenség igaz. Tekintsük a következő feltételeket.

(A1) Legyen (T,A, µ) egy mértéktér.
(A2) Legyen Λ : T × ∆◦(I)→ R+ az első változójában µ-integrálható függvény.
(A3) Legyen M : T ×∆◦(I)→ R az első változójában A-mérhető és minden t ∈ T -re,

(x, y) 7→ M(t, x, y) egy kétváltozós közép I-n. Továbbá legyen M0 : ∆◦(I) → I
egy szigorú közép I-n és tegyük fel, hogy

(3.1) µ{t ∈ T | Λ(t, x, y) > 0, M(t, x, y) , M0(x, y)} > 0.

(A4) Tegyük fel, hogy létezik egy (ω0, ω1)-Csebisev rendszer I-n, úgy hogy ω0 > 0
és i ∈ {0, 1} esetén

(3.2) ωi(M0(x, y)) =

∫
T

Λ(t, x, y)ωi(M(t, x, y))dµ(t) ((x, y) ∈ ∆◦(I)).

Tétel. (Makó–Páles [46])
Tegyük fel, hogy (A1)–(A4) teljesül és minden (x, y) ∈ ∆◦(I) esetén εx,y : [x, y] → R
egy olyan függvény, hogy tetszőleges u ∈]x, y[ esetén a (v, w) 7→ εv,w(u) függvény
korlátos és Borel-mérhető [x, u] × [u, y]-en. Ekkor, ha a lokálisan felülről korlátos
Borel mérhető f : I → R függvény megoldása az

(3.3) f (u) ≤
Ω(u, y)
Ω(x, y)

f (x) +
Ω(x, u)
Ω(x, y)

f (y) + εx,y(u) (u ∈ [x, y])

(ω0, ω1)-konvexitás típusú egyenlőtlenségnek, akkor f teljesíti a

(3.4) f (M0(x, y)) ≤
∫
T

Λ(t, x, y) f
(
M(t, x, y)

)
dµ(t) + E(x, y) ((x, y) ∈ ∆(I))

alsó Hermite–Hadamrd-féle egyenlőtlenséget, ahol E : ∆◦(I)→ R

E(x, y) :=

∫
T ′x,y

∫
T ′′x,y

Υ(t′, t′′, x, y)εM(t′,x,y),M(t′′,x,y)(M0(x, y))dµ(t′′)dµ(t′)∫
T ′x,y

∫
T ′′x,y

Υ(t′, t′′, x, y)dµ(t′′)dµ(t′)
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módon van értelmezve és minden (t′, t′′, x, y) ∈ T 2 × ∆◦(I) esetén

Υ(t′, t′′, x, y) := Λ(t′, x, y)Λ(t′′, x, y)Ω(M(t′, x, y),M(t′′, x, y)),

T ′x,y := {t ∈ T | Λ(t, x, y) > 0, M(t, x, y) < M0(x, y)},

T ′′x,y := {t ∈ T | Λ(t, x, y) > 0, M(t, x, y) > M0(x, y)}.

A másik irányú implikáció bizonyítása egy Korovkin-féle tételen alapszik, amely
segítségével közelítő konvexitás típusú egyenlőtlenséget kaphatunk alsó Hermite–
Hadamard-féle egyenlőtlenségből. Tekintsük a következő feltételeket:

(B1) (T,A, µ) egy mértéktér.
(B2) Λ : T × ∆(I) → R+ az első változójában mérhető és minden t ∈ T esetén a

(x, y) 7→ Λ(t, x, y) leképezés változónként folytonos; továbbá, minden (x, y) ∈
∆(I) esetén a

Lx,y(t) := sup
u∈[x,y]

max
(
Λ(t, x, u),Λ(t, u, y)

)
módon definiált Lx,y : T → R függvény µ-integrálható, azaz

∫
T Lx,y(t)dµ(t) <

+∞.
(B3) M : T × ∆(I) → R az első változójában mérhető és minden t ∈ T esetén

az (x, y) 7→ M(t, x, y) leképezés változónként folytonos és változónként par-
ciálisan differenciálható I × I átlóján. M0 : ∆(I) → I változónként folytonos,
monoton növekvő és parciálisan differenciálható I × I átlóján és ∂1M0(z, z) > 0,
∂2M0(z, z) > 0 minden z ∈ I esetén. Továbbá, minden t ∈ T esetén M(t, ·, ·)
változónként egyenletesen nyugodt M0-ra nézve I× I átlóján, azaz minden z ∈ I
esetén léteznek δ > 0 és K ≥ 0 konstansok úgy, hogy bármely t ∈ T esetén

z − M(t, u, z) ≤ K(z − M0(u, z)) (u ∈ [z − δ, z]),
M(t, z, u) − z ≤ K(M0(z, u) − z) (u ∈ [z, z + δ]).

Továbbá, (3.1) teljesül és, minden z ∈ I és i ∈ {0, 1} esetén

µ{t ∈ T | Λ(t, z, z) , 0, ∂iM(t, z, z) , ∂iM0(z, z)} > 0.

(B4) Léteznek ω0, ω1 : I → R függvények, hogy ω0 pozitív, ω1
ω0

differenciálható I-n,
és (ω1

ω0
)′ > 0. Továbbá, ha i ∈ {0, 1} akkor (3.2) is teljesül.

Tétel. (Makó–Páles [45])
Tegyük fel, hogy (B1)–(B4) teljesül és E : ∆(I) → R esetén az f : I → R függvény
felülről félig folytonos megoldása az (3.4) egyenlőtlenségnek. Minden (x, y) ∈ ∆◦(I)
esetén legyen εx,y : [x, y] → R egy olyan alulról félig folytonos függvény, amely
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megoldása a

εx,y(M0(x, u)) ≥
∫
T

Λ(t, x, u)εx,y
(
M(t, x, u)

)
dµ(t) + E(x, u) (u ∈ [x, y]),

εx,y(M0(u, y)) ≥
∫
T

Λ(t, u, y)εx,y
(
M(t, u, y)

)
dµ(t) + E(u, y) (u ∈ [x, y])

függvényegyenlőtlenség-rendszernek és εx,y(x) = εx,y(y) = 0. Ekkor, minden rögzített
(x, y) ∈ ∆◦(I) esetén az f függvény teljesíti a (ω0, ω1)-konvexitás típusú (3.3) egyen-
lőtlenséget.

A következő függvényegyenlőtlenségek kapcsolatának vizsgálata az előző tételek
alkalmazása segítségével történhet. Tekintsük a:

(3.5) f ((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t) f (x) + t f (y) + ex,y(t) ((x, y) ∈ D2, t ∈ [0, 1])

konvexitás típusú egyenlőtlenséget, ahol f : D → R az ismeretlen függvény és min-
den (x, y) ∈ D2 esetén ex,y : [0, 1]→ R a hibafüggvény. Illetve tekintsük a

(3.6) f ((1 − µ1)x + µ1y) ≤
∫

[0,1]

f
(
(1 − t)x + ty)dµ(t) + E(x, y) ((x, y) ∈ D2)

alsó Hermite–Hadamard-féle egyenlőtlenséget, ahol f : D → R az ismeretlen függ-
vény, µ valószínűségi mérték [0, 1]-n, µ1 :=

∫
[0,1] tdµ(t) és E : D2 → R. A harmadik

fejezet másik fő eredménye tehát (3.5) és (3.6) összehasonlítása.

Tétel. (Makó–Páles [46])
Legyen A egy olyan σ-algebra, amely tartalmazza a [0, 1] intervallum Borel-mérhető
részhalmazait és µ egy olyan valószínűségi mérték a ([0, 1],A) mérhető téren, hogy µ
tartója nem egyelemű. Jelölje S (µ) a

S (µ) := µ
(
[0, µ1]

) ∫
]µ1,1]

tdµ(t) − µ
(
]µ1, 1]

) ∫
[0,µ1]

tdµ(t)

kifejezést. Tegyük fel, hogy f : D→ R hemi-µ-integrálható megoldása (3.5)-nek ahol,
minden (x, y) ∈ D2∗, ex,y : [0, 1]→ R egy olyan függvény, hogy az

I(x, y) :=
∫

]µ1,1]

∫
[0,µ1]

(t′′ − t′)e(1−t′)x+t′y,(1−t′′)x+t′′y

(µ1 − t′

t′′ − t′
)
dµ(t′)dµ(t′′)

a kifejezés létezik [−∞,∞]-ben. Ekkor, minden (x, y) ∈ D2∗ esetén az f függvény
megoldása az alsó Hermite–Hadamard-féle (3.6) egyenlőtlenségnek, ahol

E(x, y) :=
I(x, y)
S (µ)

.
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A fordított irányú implikációt a következő tétel tartalmazza.

Tétel. (Makó–Páles [45])
Legyen µ egy olyan Borel-valószínűségi mérték [0, 1]-n, hogy µ tartója nem egyelemű.
Jelölje µ1 :=

∫
[0,1] tdµ(t). Tegyük fel, hogy minden (x, y) ∈ D2 esetén a felülről hemi-

folytonos f : D → R megoldása a Hermite–Hadamard-féle (3.6) egyenlőtlenségnek,
ahol E : D2 → R. Tegyük fel továbbá, hogy minden (x, y) ∈ D2 esetén az alulról félig
folytonos ex,y : [0, 1]→ R megoldása a

ex,y(s) ≥


∫

[0,1]
ex,y

( st
µ1

)
dµ(t) + E

(
x, (1 − s

µ1
)x + s

µ1
y
)

(s ∈ [0, µ1]),∫
[0,1]

ex,y
(
1− (1−s)(1−t)

1−µ1

)
dµ(t) + E

( 1−s
1−µ1

x + (1− 1−s
1−µ1

)y, y
)

(s ∈ [µ1, 1])

függvényegyenlőtlenség-rendszernek és ex,y(0) = ex,y(1) = 0. Ekkor, minden (x, y) ∈
D2 és t ∈ [0, 1] esetén az f függvény teljesíti a közelítő konvexitás típusú (3.5) egyen-
lőtlenséget.

Ennek az eredménynek egy fontos alkalmazása a következő Bernstein–Doetsch
típusú tétel.

Következmény. (Makó–Páles [45])
Legyen τ ∈]0, 1[ és E : D2 → R. Tegyük fel, hogy f : D → R felülről hemi-folytonos
megoldása az

f ((1 − τ)x + τy) ≤ (1 − τ) f (x) + τ f (y) + E(x, y) ((x, y) ∈ D2)

Jensen-féle egyenlőtlenségnek. Tegyük fel továbbá, hogy minden (x, y) ∈ D2 esetén az
alulról félig folytonos ex,y : [0, 1]→ R függvény teljesíti az

ex,y(s) ≥

τex,y
( s
τ

)
+ E

(
x, (1 − s

τ
)x + s

τ
y
)

(s ∈ [0, τ]),

(1 − τ)ex,y
( s−τ

1−τ
)

+ E
( 1−s

1−τ x + (1 − 1−s
1−τ )y, y

)
(s ∈ [τ, 1])

függvényegyenlőtlenség-rendszert és ex,y(0) = ex,y(1) = 0. Ekkor, minden (x, y) ∈ D2

és t ∈ [0, 1] esetén az f függvény teljesíti a közelítő konvexitás típusú (3.5) egyen-
lőtlenséget.
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