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Introduction

This PhD dissertation contains new results related to the theory of approximate
convexity.

As usual, N, Z, Q and R denote the set of natural, integer, rational and real num-
bers, respectively, R, denotes the set of nonnegative real numbers. Denote by I a
nonempty real interval.

The investigation of approximate convexity probably can be traced to the paper
by Hyers and Ulam [34] who in the year 1952 introduced and investigated e-convex
functions. The Hyers and Ulam decomposition theorem of e-convex functions was
later generalized by Péles in [57]. Since then many results on this subject have seen
the light. Two trends in these papers can be observed. One focuses on the investigation
of the regularity properties (differentiability, Lipschitz or Holder property, etc.) of
approximately convex functions (cf. [52], [53], [63], [15], [26], [61, 62, 64]). The
other concerns, roughly speaking, the connections of approximate Jensen convexity
and approximate convexity, see, for example, Hazy [29, 30], Hazy and Pdles [31, 32,
33], Maké and Pales [43], Murenko, Tabor and Tabor [50], Tabor and Tabor [65, 66],
Tabor, Tabor, and Zotdak [68, 67].

Our considerations lie in the second current. In Chapter 1, we introduce Takagi-
like functions, which are motivated by the fact that they appear naturally in the inves-
tigation of approximate convexity. The main results of this chapter is the examination
of approximate Jensen convexity of these Takagi type functions.

The integral average of any standard convex function f : I — R can be estimated
from the midpoint and the endpoints of the domain as follows:

ff(rx+<1 oy < LSOy e,

which is the well known Hermite-Hadamard mequahty. The above chain of inequali-
ties was discovered by Hadamard [27]. (See also [48], [40], and [55], [22], [54], [55],
[56] for a historical account.)

More generally, it is easy to see that the e-convexity of f (cf. [34]), i.e., the
validity of

fix+(A -y <itf)+A-0fw+e  (xyeD, 1€[0,1)),

implies the following e-Hermite—-Hadamard inequalities

)C+y

ey f

x+y

@) f

f fx+ (1 —y)dt+ ¢ (x,y € D).
and

1
(3) f ftx+ (1 = y)dt < w +&  (xyeD).
0
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Concerning the reversed implication, Nikodem, Riedel, and Sahoo in [56] have
recently shown that the e-Hermite-Hadamard inequalities (2) and (3) do not imply
the ce-convexity of f (with any ¢ > 0). Thus, in order to obtain results that estab-
lish implications between the approximate Hermite—Hadamard inequalities and the
approximate convexity type inequality, one has to consider these inequalities with
nonconstant error terms. In Chapter 2, we will investigate the connections between
approximate upper Hermite-Hadamard type inequality and Jensen type inequalities.
Chapter 3 deals with some connections between lower Hermite—Hadamard type in-
equalities and convexity type inequalities.
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1. Approximate convexity of Takagi type functions

We introduce Takagi-like functions, which appear naturally in the inves-
tigation of approximate convexity. Let ¢ : [0,1] — R and introduce the following
Takagi type functions.

O Hldz(2" NTa.
0= Y MEED and 5y0= Y o(5)d@ e R,
n=0 n=0

where
dz(x) :=2dist(x,Z) := 2min{|x — z| : z € Z} (x e R).

Our main results state that, under some natural regularity assumptions for ¢, the func-
tions Ty and S are approximately Jensen convex. To describe the details, we shall
need to recall the notion of higher-order monotonicity and convexity. Let I C R be
a proper interval and ¢ : I — R. Given h € R, we use the notation Ay¢(x) :=
¢(x + h) — ¢(x) whenever x € I N (I — h). We say that a function ¢ is n-monotone
((n—1)-Wright-convex) on I if, for all hy, ..., h, > Oand forall x € IN(I—h;—---—h,),
the inequality
Ap, - Ay, p(x) 2 0

holds.

THeorEM. (Mako6—Pales [42])
Let ¢ : [0,1] — R, be a continuous function. Assume that $(0) = 0 and ¢ is I- and
3-monotone, and (—¢) is 2-monotone. Then Ty is approximately Jensen convex in the
following sense

x+yy _ To(x) + Ty(y)

T > )< >

THeorEM. (Mako6-Pales [47])
Let ¢ : [0, 1] — R, be a function. Assume that $(0) = 0 and the mapping x — ﬁ;) is
concave on 10, 1]. Then S 4 is approximately Jensen convex in the following sense

+¢ 0 dy

x;y) (x,y €R).

+ Ss(x) +S4y)
S¢(X2y)s ¢ . [

Applying these theorems, we can get the approximate Jensen convexity of the
following Takagi type functions:

+¢odz(x;y) (x,y € R).

o (dz(2"x))! !
T,(x) =y @ and $,(0:= ) 52" (xeR),
n=0 n=0

where g € R,.
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CoroLLARY. (Maké—Pales [42])
For 0 < g < 1, the Takagi type function T, satisfies, for all x,y € R,

x+yy  Tyx)+Tyy) ,x-y
TC]( 2 )S 2 +dZ( 2 )
CoroLLARY. (Tabor-Tabor [65])
For 1 < q <2 the Takagi type function S 4 satisfies, for all x,y € R,

x+yy  S,(0)+S,@)  x-y
S 5 )< 5 +dz(—2 )
These results can be applied in the theory of approximate convexity. Let D be a
nonempty convex set of the normed space X and denote D* := {||x — y|| : x,y € D}.
Let ¢ : D* — R, be a given error function. We say that f : D — R is ¢-Jensen
convex on D, if for all x,y € D,

x+yy _ SO+ f@)
<
(7)<
An important particular case occurs when ¢ : D¥ — R, is of the form ¢(u) := eu?,
where ¢, & > 0 are arbitrary constants and u € D*. In this case, a ¢-Jensen convex

function f is called (&, q)-Jensen convex on D.
Define, for all (r,u) € R x D™,

+¢(llx = ylD.

00

Tt u) = i w and  S,(tu):= Y o2 )dz(2"1).

n
n=0 n=0 2
Hereafter we shall formulate some Bernstein—Doetsch type theorems.

Tueorem. (Maké—Pales [43], Tabor—Tabor [66])
Let f : D — R be locally upper bounded on D and let ¢ : D* — R, be a continuous
function such that ¢(0) = 0. Then f is p-Jensen convex on D, if and only if

fx+ A -0y <t1f(x)+ A -0 f@) + T, llx -yl
forall x,y e Dandt € [0, 1].
THeorEM. (Tabor—Tabor [66])
Let f : D — R be upper semicontinuous on D and let ¢ : D¥ — R, be nondecreasing
such that 3.7, ©(27") < oo for some ng € N. Then f is -Jensen convex on D, if and
only if

fax+ (1 =0y <tf(x)+ 1 =0f(y) + S llx =yl
forall x,y e Dandt € [0, 1].

Some immediate consequences of these theorems can be formulated in the fol-
lowing corollaries.
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CoroLLary. (Hézy [28])
Let f : D — R be locally upper bounded on D, g > 0 and € > 0. Then f is (g, q)-
Jensen convex on D, if and only if

flx+ A=y <tf(x) + (1 =0 f(y) + Ty (Dllx -yl
forall x,y € Dandt € [0, 1].

CoroLLARY. (Tabor-Tabor [66])
Let f : D — R be upper semicontinuous on D, g > 0 and € > 0. Then f is (&, q)-
Jensen convex on D if and only if

fix+ (1 -y <tf(x) + (1 - ) f(y) + &S 4Dllx -yl
forall x,y € Dandt € [0, 1].

In [13] Boros proved that if ¢ = 1 and 7 € [0, 1] is fixed, then S | (¢) = T (¢) is the
smallest possible. In [65] Tabor and Tabor showed thatif 1 < g <2 and ¢t € [0, 1] is
fixed, then S ,(¢) is the smallest possible value.

It is also an important question whether the error terms T (¢, [|x—yll), 8,(t, [Ix—yl|)
and T,(¢) are the smallest possible ones. In other words, for all fixed x, y € D, we want
to establish the exact upper bound of the convexity-difference of ¢-Jensen convex
functions defined by

Co(x,y, 1) := sup {f(tx+ (1 -0y —1f(x) - (1 -DfW)},
fedCy(D)

where
dC,(D) :={f : D — R |f is ¢-Jensen convex on D}.

THEOREM. (Mako6—Piles [42], [47])
Let ¢ : D* — R, be a continuous nondecreasing function with ¢(0) = 0. Then, for
all fixed x,y € D,

CL,D(x5y’ t) = ‘Iap(t’”x_y”) (te [07 1])
provided that ¢ is 3-monotone, and (—¢) is 2-monotone on D*. Furthermore, for all
fixed x,y € D,

Co(x,y,1) = 8(t,lIx—yl) (@ €[0,1]),

provided that u — @ is concave on D™ \ {0}.

Applying the previous result to the function ¢(u) := eu?. where €,9 € R, we
obtain the following results.

CoroLLARY. (Mak6—Pales [42],[47] Tabor—Tabor [65])
Let e € Ry, g > 0. Then, with ¢(u) := eud, for all x,y € D and t € [0, 1],
eT,Dllx—yll? if 0<g=1,

Colx,y,t) =
o600 {8Sq(t)||x—y||‘1 if 1<g<2.
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2. Implications between upper Hermite-Hadamard and Jensen type
inequalities

In what follows, let D be a nonempty, convex subset of the linear space X.
Denote D* := (D — D) and D* := {(x,y) € D* | x # y}. Leta : D* — R be a given
even function (we note that @ need not be nonnegative). We say that f : D — R is
a-Jensen convex on D, if, for all x,y € D,

x+yy _ f)+ fy)
(7)==
An important particular case occurs when X is a normed space and @ : D* — R is of
the form a(u) := &||u||?, where € € R and g > 0 are arbitrary constants and u# € D*. In
this case, a a-Jensen convexity is equivalent to (g, g)-Jensen convexity on D.

We need to introduce the following terminology. For a function f : D — R, we
say that f is hemi-P if, for all x, y € D, the mapping

t— f((1-0x+1ty) (t€[0,1])

has property P. For example, f is hemi-bounded if for all x,y € D the previous
mapping is bounded. Analogously, we say that a function /& : D* — R is radially-P
if, for all u € D*, the mapping

te h(tu)  (te[0,1])

+ a(x — y).

has property P on [0, 1].

In this chapter, we investigate the connections between a-Jensen convex func-
tions and functions which satisfy the following upper Hermite—Hadamard type in-
equality:

1
2.1 j; flex+ 1 =ny)p@dt < Af(x) + (1 = Df(y) +Bx-y)  (x,y D),

where § : D* — R is a given even functions, 4 € [0,1], and p : [0,1] — R, is an
integrable nonnegative function with fol p=1

Two implications from @-Jensen convexity to an upper Hermite-Hadamard type
inequality are stated in the following two theorems.

THeorEM. (Maké—Piles [44])
Let @« : D* — R be radially bounded and measurable and p : [0,1] — R, be

a Lebesgue integrable function with folp = 1. Assume that f : D — R is hemi-
integrable and a-Jensen convex on D. Then f also satisfies the approximate upper

Hermite—Hadamard inequality (2.1) with A := fol to(H)dt and B : D* — R defined by

Bu) = Z o fo a(dz(2"Du)p(t)dt  (u € D).
n=0
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THEOREM. (Mako6—Piles [44])

Let a : D* — R, be nonnegative, radially increasing such that }.,” a(5;) < oo if
ue D" If f : D — R is upper hemicontinuous and a-Jensen convex on D, then f also
satisfies the Hermite—Hadamard inequality (2.1) with A := fol to(Hdt and B : D* - R
is defined by

00

1
)= a(zi) fo dz2"Dp(ndt (u € D).
n=0

Now, if we consider the case when p = 1 and f is (g, g)-Jensen convex, then these
theorems reduce to the following corollaries.

CoroLLARY. (Maké—Pales [44])
Let e € Rand q > 0. Assume that f : D — R is hemiintegrable and (&, q)-Jensen con-
vex. Then f also satisfies the following approximate Hermite—Hadamard inequality

f(X)szf(y) L 2%

qg+1

1
f flx+ (1 = ny)dt < lx=yll?  (x,y €D).
0
CoroLLARY. (Maké—Piles [44])
Let £ € Ry and q > 0. Assume that f : D — R is upper hemicontinuous and (&, q)-
Jensen convex. Then f also satisfies the following approximate Hermite—Hadamard
inequality
J)+ fy) 2%

1
kﬂhﬂm+(l—0wms L Syl (nyeD).

The following theorem states that approximate upper Hermite-Hadamard in-
equality can also imply a-Jensen convexity with a properly chosen function @. The
core of our approach is a multiplicative type convolution and its asymptotic properties.

Tueorem. (Mako—Pales [44])
Let B : D* — R be even and radially upper semicontinuous, p : [0,1] — R, be

integrable with fol p = 1 and there exist c > 0 and p > 0 such that

p®) < c(=In|l =2eDP" (1 €]0, 1[U]3, 1D,

and A € [0,1]. Then every f : D — R lower hemicontinuous function satisfying
the approximate upper Hermite—Hadamard inequality (2.1), is a-Jensen convex pro-
vided that a : D* — R is a radially lower semicontinuous solution of the functional
inequality

1
a(u) > f a(|1 = 2tlu)p(t)dt + B(u) (ue DY)
0
and a(0) > B(0).
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Now we consider the case in the previous theorem when p = 1 and g is the form
of &f| - [|.

CoroLLARY. (Maké-Piles [44])
Let 1€ [0,1], e € R and g > 0. Assume that ' : D — R is lower hemicontinuous and
satisfies the Hermite—Hadamard type inequality

1
f(; fax+ A -0ydt < Af(x)+ (A = Df@) +ellx—yll”  (x,y € D).

Then f is (s";—l, q)-Jensen convex.
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3. Implications between lower Hermite-Hadamard and convexity inequalities

Let (wg, w;) be a positive Chebyshev system on the real interval /. In
Chapter 3, we establish connections between an approximate (wy, w)-convexity in-
equality and an approximate lower Hermite-Hadamard type inequality. First, we
investigate implication from approximate (wp, w)-convexity to approximate lower
Hermite—-Hadamard type inequality. Consider the following basic assumptions.
(A1) (T, A, ) is a measure space.
(A2) A: T xA°(I) = R, is u-integrable in its first variable.
(A3) M : T x A°(I) - R is A-measurable in its first variable and for all r € T, the
map (x,y) — M(t, x,y) is a two-variable mean on I. My : A°(I) — I is a strict
mean such that

(3.1) it € T | At x,y) > 0, M(t, x,y) # Mo(x,y)} > 0

holds.
(A4) There exists an (wg, w;)-Chebyshev system on [ such that wy is positive. Fur-
thermore, for i € {0, 1}

32 @Mo(xy) = f A, x oM, )ty (xy) € A°(D).
T
holds.

TueoreM. (Mako6-Pales [46])
Assume that (Al)—(A4) hold. Let f : I — R be a locally upper bounded Borel mea-
surable solution of the approximate (wq, w1 )-convexity type functional inequality
Q(u, y) Q(x, u)
Jo) +
Q(x, y) Q(x, y)
where for all (x,y) € A°(I) and u €]x, yl, the function (v, w) — &,,, (1) is bounded and
Borel measurable for (v,w) € [x,u] X [u,y]. Then f also satisfies the approximate
lower Hermite—Hadamard type inequality

(3-3) fu) <

Sy + sx,y(u) (u € [x,y]),

(3.4) J(Mo(x, y)) SfA(t, X, Y f(M@,x,p))du® + ECx,y) ((x,y) € AD)),

T
where € : A°(I) — R is defined by

[ X1, % M s gy MoCx, p)dp(t” Y (t')
Ti, T,

xy Ly

& y =
(x !/) f f T(l’, ", x, y)du(t")dy(t’)

’ 7"
TXY!/ T«",H
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where, for all (t', 1", x,y) € T2 x A°(D),

T, 1", x,y) == A, x, AW, x, QM (', x, y), M, x, y)),
T,,:={teT|Altx.y) >0, Mt x,y) < Mo(x,y)},
T/, :=={teT | At x,y) >0, M(t,x,y) > Mo(x,y)}.

The reversed implication will be stated in the theorem below, which is the main
result of this chapter. The key for the proof of this result is a Korovkin type theorem
which enables us to deduce the approximate convexity property from the approxi-
mate lower Hermite—-Hadamard type inequality via an iteration process. Consider the
following basic assumptions:

(B1) (T, A, ) is a measure space.

(B2) A : TxA() — R, is measurable in its first variable and separately continuous in
its second variable; furthermore, for all (x, y) € A(I), the function Ly, : T — R,
defined by

L, (1) := sup max (A(t, x,u), A(t,u,y))
uelx,y]
is pu-integrable, i.e., fT Ly, ()du(t) < +oo.

(B3) M : T x A(I) — R is measurable in its first variable and for all r € T, the map
(x,y) — M(t, x,y) is separately continuous and partially differentiable at the
diagonal of I X I. My : A(I) — I is a separately continuous, strictly increasing
and partially differentiable at the diagonal of I x I with 9;My(z,z) > 0 and
0,My(z,z) > O for all z € I. Furthermore, M(t,-) is separately uniformly calm
with respect to M at the diagonal of I X 1, i.e., for all z € I, there exist constants
0 > 0and K > O such that, forallt € T,

z— M(t,u,z) < K(z — My(u, z)) (uelz—-9,20),
M(t,z,u) — z < K(My(z,u) — z) (u €z,z+6)),

and (3.1) holds and, for all z € I and i € {0, 1},
wte T | A(t,z,2) # 0, ;iM(t,z,2) # 0;My(z,2)} > 0.

(B4) There exist functions wy, w; : I — R such that wy is positive, i—f) is differentiable
on I, with (Z’T(l))’ > 0. Furthermore, for i € {0, 1}, (3.2) hold.

THeorEM. (Maké-Piles [45])

Suppose that conditions (Bl)—(B4) hold and assume that f : I — R is an upper
semicontinuous solution of the functional inequality (3.4), where & : A(I) = R is an
arbitrary function. Assume that, for all (x,y) € A°(), &xy : [x,y] — Ris a lower
semicontinuous function with &, ,(x) = &,,(y) = 0 satisfying the following system of
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inequalities:

Exy(Mo(x, u)) 2 f At X, u)Exy, (M1, x,w)dp(D) + E(x,u) - (u € [x,y)),
T

Exy(Mo(u, y)) 2 f At u, y)exy (Mt u,p))du(n) + Eu,y) - (u € [x,y]).
T

Then, for all fixed (x,y) € A°(I), the function f also satisfies the approximate (wy, w1 )-
convexity inequality (3.3).

We would point out that important applications of these theorems are related to
the investigations of the connections of the following inequalities.
Consider the following approximate convexity type inequality:

(35) f((I-Dx+1y) <L =Df(X) +1tfy) +exy(t) ((x,y) € D*, t € [0, 1]),

where f : D — R is an unknown function and for all (x,y) € D?, exy 1 [0,1] = Ris
a given function. In this chapter, we also investigated the connections between (3.5)
and the following approximate lower Hermite-Hadamard type inequality

36 FU—p)x+my) < f (= 1)x + )du() + ECey) - () € DY,
[0,1]

where f : D — R is an unknown function, y is a probability measure on [0, 1],
Ui = f[o  tdp(r) and E D?> - R.

THeorEM. (Maké6-Pales [46])

Let A be a o-algebra containing the Borel subsets of [0, 1] and u be a probability
measure on the measurable space ([0, 1], A) such that the support of u is not a single-
ton. Denote

S () = ([0, 11 1) f tdu(t) - u(lar, 17) f tdu().
Ju1,1] [0.41]
Assume that f : D — R is an hemi-u-integrable solution of the functional inequality

(3.5) where, for all (x,y) € D, exy - [0,1] = Ris a function such that

1= [ [0 = Do )

t
a—
T, 110,11

exists in [—oo, ). Then, for all (x,y) € D*, the function f also satisfies the lower

Hermite—Hadamard type inequality (3.6), where E(x,y) := Ié)(‘;ly)).
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THEOREM. (Mako6—Piles [45])
Let u be a Borel probability measure on [0, 1], denote y; := flo 1 tdu(t) and assume
that the support of i is not a singleton, i.e., u # 6,,. Assume that, for all (x,y) € D?,
f : D — R is an upper hemicontinuous solution of the functional inequality (3.6),
where E : D* — R. Assume that, for all (x,y) € D?, exy - [0,1] — R is a lower
semicontinuous function with e, ,(0) = e, ,(1) = 0 satisfying the following system of
inequalities:

J ey Chdu® + E(x, (1 = £)x+ 2y) (s €[0,]),
> 1-5)(1=
Jer (1= 20 du(d) + (1= x + (1= 12y, y) - (s € [, 1D).
0,1]
Then, for all (x,y) € D* and t € [0, 1], the function f also satisfies the approximate
convexity inequality (3.5).

CoroLLARY. (Maké—Pales [45])
Let T €]0,1[ and E : D* — R. Assume that f : D — R is an upper hemicontinuous
solution of the functional inequality

(I =Dx+1y) < (1 -0 f(X) +7f@W) + E(x,y)  ((x,y) € D).

Assume that, for all x,y € D, ey, : [0,1] — R is a lower semicontinuous function
with ey, (0) = ey, (1) = 0, satisfying the following system of inequalities:

Tex,y(f) + E(x, (1 - £))C + ﬁy) (s €[0,7]),

(1= e, (F5) + EGZx+ (1= 2w,y (s €ln 1.

Then, for all x,y € D and t € [0, 1], the function f also satisfies the approximate
convexity inequality (3.5).

exy(s)>



Bevezetés 13

Bevezetés

Ez a PhD értekezés a kozelitSleg konvex fiiggvények vizsgdlataval foglalkozik.
A tovabbiakban az N, Z, Q és az R szimbdélumok rendre jeloljék a természetes (po-
zitiv egész), az egész, a raciondlis és a valés szamok halmazat. Tovabb4d a nemnegativ
szdmok halmazdra az R, jelolést fogjuk haszndlni. Legyen I egy nemiires valds inter-
vallum.

A kozelitd konvexitds kutatdsa Hyers és Ulam [34] 1952-es cikkével kezdddott,
amelyben definidltdk és vizsgaltak e-konvex fiiggvényeket. Késébb a Hyers—Ulam-
féle dekompozicids tételt Pales dltaldnositotta [S7]. Az6ta nagyon sok cikk sziiletett és
sziiletik ebben a témdaban. A cikkek témdjat tekintve két irdnyzat figyelhetd meg. Az
egyik a kozelitleg konvex fiiggvények olyan regularitasi tulajdonsdgaikkal foglalko-
zik, mint a differencidlhatésdg vagy a Lipschitz és Holder tulajdonsag (lasd [52], [53],
[63], [15], [26], [61, 62, 64]). A masik a kozelitSleg Jensen-konvex €s kozelitoleg
konvex fiiggvények kapcsolatat vizsgalja, példaul az aldbbi cikkek: Hazy [29, 30],
Hazy és Pales [31, 32, 33], Mako és Pales [43], Mureniko, Tabor és Tabor [S0], Tabor
és Tabor [65, 66], Tabor, Tabor, és Zotdak [68, 67].

Az elsd fejezetben olyan Takagi-tipusu fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek
fontos szerepet jatszanak a kozelit6leg konvex fiiggvények elméletében. Ennek a fe-
jezetnek a f6 eredménye Takagi-tipusu fiiggvények kozelité Jensen-konvexitasat al-
litja.

Egy tetszbleges f : I — R konvex fiiggvény integralatlaga becsiilhetd alulrél és
feliilrdl a kovetkez6 modon:

x+y
2

1
+
A )g]ﬂfax+u—¢wmts£9%fﬂ@ (x,y el
0

Ez a j6l ismert Hermite—Hadamard-egyenl6tlenség. A fenti egyenlStlenséget Hada-
mard fedezte fel ([27]). (Torténelmi adalékokért lasd még [48], [40], és [55], [22],
[54], [55], [56])

Altaldnosabban, nem nehéz latni, hogy az f fiiggvény e-konvexitdsabol (lasd

[34]), azaz az
fx+ A -y <tf)+ A -Dfy+e  (x,yeD,t€[0,1]),
egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy f teljesiti a

X+y

M (=

1
)Sj\ﬂm+ﬂ—ﬂwm+s (x,y € D)
0

WO ey

: f
2 f fltx+ (1 = tyy)dt <
0



14 Bevezetés

Hermite—-Hadamard-féle egyenlGtlenségeket. A forditott irdnyt tekintve, Nikodem,
Riedel és Sahoo a [56] cikkiikben megmutattdk, hogy a (1) és (2) e-Hermite—Hada-
mard egyenl6tlenségek teljesiilése nem vonja maga utdn az f fiiggvény ce-konvexita-
sit (barmely ¢ > 0 esetén). Igy, a Hermite—Hadamard-féle egyenlStlenségek és a kon-
vexitas tipusui egyenlStlenségek kapcsolatanak vizsgalatdhoz nemkonstans hibafiigg-
vényre van sziikség.

A masodik fejezetben a fels6 Hermite—-Hadamard-féle és a Jensen-féle egyen-
16tlenségek kapcsolatat vizsgéljuk.

A harmadik fejezetben pedig als6 Hermite—Hadamard-féle és konvexitds tipusui
egyenl6tlenségek kapcsolataval foglalkozunk.
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1. Takagi-tipusu fiiggvények kozelitd konvexitasa

Az els6 fejezetben Takagi-tipusu fiiggvényekkel foglalkozunk. Ezek
a fiiggvények ugyanis fontos szerepet jatszanak a kozelitéleg konvex fiiggvények
elméletében. Adott ¢ : [0, 1] — R folytonos fiiggvény esetén tekintsiik a kovetkezd
Takagi-tipusu fiiggvényeket:

v H(dz(2" 1
Ty(x) :=§ W s Sy(x) :=Z¢(2—n)dz(2”x) (xeR),
n=0 n=0

ahol
dz(x) :=2dist(x,Z) :=2min{|x — z| : z € Z} (x e R).

A fejezet f6 eredménye az, hogy a T, és az S, fiiggvények kozelitSleg Jensen-
konvexek, ha ¢ rendelkezik bizonyos regularitasi tulajdonsdgokkal. Az eredményeink
ismertetéséhez sziikségiink van a magasabb rendben monoton fiiggvények defini-
cidjara. Legyen I C R egy valddi intervallum és ¢ : I — R. Adott 7 € R esetén
legyen App(x) := ¢(x + h) — ¢(x) ha x € I N (I — h). Azt mondjuk, hogy a ¢ fiigg-

vény n-monoton ((n — 1)-Wright-konvex) I-n ha, barmely hy,...,h, > 0 és barmely
xelIn({—h; —---—hy,) esetén a kdvetkezd

Apy -+ Ay, p(x) 2 0
egyenl6tlenség teljesiil.

TEéteL. (Mako—Pales [42])
Legyen ¢ : [0, 1] — R, olyan folytonos fiiggvény, hogy ¢(0) = 0, ¢ I- és 3-monoton,
illetve (—¢) 2-monoton. Ekkor a T fiiggvény a kovetkezd értelemben Jensen-konvex:

X+ _z/) < Ty(x) + Ty(y) .y €R).

T

o 2 /° 2
TéteL. (Mako—Pales [47])
Legyen ¢ : [0, 1] — R, olyan fiiggvény, hogy ¢$(0) = 0és a x — @ leképezés konkdv

s

10, 11-n. Ekkor az S 4 fiiggvény a kovetkezd értelemben Jensen-konvex

x—y)

+¢Odz( 2

S¢(‘x;y)gS¢(X);S¢(y)+¢°d2(%) (x,yGR).

Alkalmazva ezeket a tételeket, a kovetkezd Takagi-tipusi fliggvények kozelitd
Jensen-konvexitasat is kapjuk:

o da(2"x) 1
T,(x) = Z z o 6 S,:= Z Fadz@'n)  (xeR),
n=0 n=0

ahol g € R;.
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Ko6veETKEZMENY. (Mak6—Péles [42])
HaO<g<16ésx,ycR,akkor

x+yy _ To(x)+Ty(y) x-y
() < O L) | g2y,
KoverkezmENY. (Tabor-Tabor [65])
Hal <g<2ésxycR, akkor
x+yy _ Sq(0)+S5,@) X-y

Legyen D egy nemiires, konvex részhalmaza az X normalt térnek és vezessiik be
a kovetkez6 jelolést: DY := {||lx — y|| : x,y € D}. Legyen ¢ : D* — R, egy adott
hibafiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f : D — R fiiggvény ¢-Jensen-konvex D-n, ha
barmely x,y € D esetén

x+yy _ JO)+ @)
(757) s == +ellx-yl.
A @-Jensen-konvex fliggvények fontos osztdlyat alkotjdk az (e, g)-Jensen-konvex fiigg-
vények. Ebben az esetben ¢ : Dt — R, fiiggvény a ¢(u) := eu? médon van

értelmezve, ahol ¢,& > 0 tetszSleges konstansok és u € D*. Definidljuk minden
(t,u) e R X D" esetén a

00

T,(t,u) = i w és Sy(tu)i= Y ¢=-)dz(2)
n=0

n
n=0 2

fiiggvényeket. Ezeket felhaszndlva a kovetkezé Bernstein—Doetsch tipusu tételeket
kapjuk.

TéteL. (Maké—Pales [43], Tabor—Tabor [66])

Legyen f : D — R egy lokdlisan feliilrdl korldtos fiiggvény D-n. Tegyiik fel, hogy
¢ : DY — R, folytonos és ¢(0) = 0. Ekkor f pontosan akkor @-Jensen-konvex D-n,
ha

flx+ (1 =0y <1f(x) + (1 =Df @) + T, lx -yl
teljesiil minden x,y € D és t € [0, 1] esetén.
TéteL. (Tabor-Tabor [66])
Legyen f : D — R feliilrdl félig folytonos D-n és tegyiik fel, hogy ¢ : Dt — R,
monoton novekvé, iigy hogy 3, ¢(27") < oo valamely ny € N esetén. Ekkor f
pontosan akkor ¢-Jensen-konvex D-n, ha

flx+ 1=y <tf(x) + (1 =0 f(y) + 8u(t, [1x = yll)
teljesiil minden x,y € D és t € [0, 1] esetén.

Az el6z6 tételekbdl azonnal addédnak a kdvetkezok.
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Koverkezmény. (Hazy [28])
Legyen f : D — R lokdlisan feliilrél korldtos D-n, g > 0 és € > 0. Ekkor f pontosan
akkor (g, q)-Jensen-konvex D-n, ha

fx+ (A =0y <t1f(x)+ (1 =Df) + eT,@)llx -yl
minden x,y € D és t € [0, 1] esetén.

KoverkezmENY. (Tabor-Tabor [66])
Legyen f : D — R feliilrél félig folytonos D-n, g > 0 és € > 0. Ekkor f pontosan
akkor (g, q)-Jensen-konvex D-n, ha

flx+ A=y <tf(x)+ (1 =0 f(y) + &S @llx -yl
minden x,y € D és t € [0, 1] esetén.

Boros a [13] cikkben megmutatta, hogy ¢ = 1 esetén S (¥) = T(¢¥) a lehetd
legkisebb, amit hibafiiggvényként az el6z6 egyenlStlenségbe irhatunk. Tabor és Tabor
bebizonyitottdk [65]-ben , hogy 1 < g < 2 esetén S ,(?) a lehetd legkisebb.

Az els6 fejezetben arra keressiik a vélaszt, hogy T, (t, [|x — yll), S4(, llx — yll) és
T,(¢) milyen ¢ hibafiiggvény és g konstans esetén lesz a legoptimalisabb valasztas.
Mais szavakkal, minden rogzitett x, y € D esetén a ¢-Jensen-konvex fiiggvények kon-
vexitdsi differencidjanak keressiik a pontos fels6 korldtjat, azaz keressiik Cy(x, y, )-t,
ahol

Co(x,y,0) = sup {f(tx+ (1 -0y —1f(x) -1 -Df(h

f€dC (D)

dC,(D) :={f : D — R |f ¢-Jensen-konvex D-n}.

TéteL. (Mako6-Pales [42], [47])
Legyen ¢ : D* — R, olyan folytonos, monoton novekvd fiiggvény, hogy ¢(0) = 0.
Ekkor, minden rogzitett x,y € D esetén

Colx,y,0) = Tt llx—yll) (€ [0,1D

ha ¢ 3-monoton, és (—p) 2-monoton D*-n. Tovdbbd, minden x,y € D esetén
Co(x,y,1) = Sy(t,lIx—yl) (@ €[0,1]),

ha, u v €2 konkdv D* \ {0}-n.

7z

Alkalmazva az el6z6 eredményt (g, g)-Jensen-konvex fiiggvényekre, a kovetkezdket
kapjuk.
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KoverkezmENy. (Mak6—Pdles [42],[47] Tabor—Tabor [65])
Legyen € € Ry, g > 0. Ha ¢(u) := gul, akkor barmely rogzitett x,y € D és t € [0, 1]

esetén
eT,Dllx—yll? ha 0<g<1,

C,(x,y,1) =
o5 1) {sSq(t)le—yIIq ha 1<q<2.
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2. Fels6 Hermite—-Hadamard-féle és Jensen-féle egyenlGtlenségek kapcsolata

Az aldbbiakban legyen D egy nemiires konvex részhalmaza az X linedris
térnek. Legyen D* := (D — D) és D> := {(x,y) € D* | x # y}. Tekintsiik az
a : D' — R péros hibafiiggvényt. (Vegyiik észre, hogy a-rél nem koveteljik meg
a nemnegativitdst.) Azt mondjuk, hogy f : D — R a-Jensen-konvex, ha, minden
x,y € D esetén

+ a(x —y).

f(x;r.l/)S f(x);rf(y)

Eredményeink ismertetéséhez sziikségiink van az aldbbi fogalmakra. Azt mondjuk,
hogy az f : D — R fiiggvény hemi-P ha, minden x,y € D a
t= f((1-Hx+1ty) (te[0,1]

leképezés rendelkezik a P tulajdonsdggal. Péld4ul, f hemi-korldtos ha minden x,y €
D esetén a fenti leképezés korlatos. Hasonléan, azt mondjuk, hogy az h : D* — R
irdnyonként-P ha, minden u € D* esetén, a

t h(tu)  (te[0,1])

leképezés rendelkezik a P tulajdonsdggal [0, 1]-en.

Ebben a fejezetben a-Jensen-konvex fiiggvények kapcsolatdt vizsgaljuk olyan
fuggvényekkel, amelyek teljesitik a kovetkezé felsé Hermite-Hadamard-féle egyen-
I6tlenséget:

1
2.1) fo flx+ A -y)p®dt < Af()+ (A -Df(y) +Bx—-y)  (x,yeD),

ahol 8 : D* — R a hibafiiggvény, 4 € [0,1], és p : [0,1] — R, egy nemnegativ
integralhaté fiiggvény, amelyre fol p=1

A kovetkezd két tétel als6 Hermite-Hadamard-féle egyenlétlenségeket allit a-
Jensen-konvex fiiggvényekre.

TEéteL. (Mako—Pales [44])
Legyen a : D* — R, irdnyonként korldtos és mérhetd tovdbbd p : [0,1] — R, egy
olyan Lebesgue-integrdlhato fiiggvény, amelyre fol p = 1. Tegyiik fel, hogy f : D - R

hemi-integrdlhato és a-Jensen-konvex D-n. Ekkor az f fiiggvény a A := fol to(t)dt
konstanssal és a B : D* — R, hibafiiggvénnyel, ahol

Bu) = Z > fo a(dz(2"u)p(tydt  (u € D).
n=0

teljesiti a felsé Hermite—Hadamard tipusii (2.1) egyenldtlenséget.
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TeéreL. (Mako—Péles [44])

Legyen a : D* — R, olyan nemnegativ, irdnyonként monoton novekvd fiiggvény,
amelyre 3" a(5;) < oo ha u € D*. Tegyiik fel, hogy f : D — R feliilrol hemi-
folytonos és a-Jensen-konvex D-n. Ekkor az f fiiggvény a A := fol to(t)dt konstanssal
ésapf: D" — R, hibafiiggvénnyel, ahol

o0 1
Bu) = Z a(l) fo dz2"tp(Hdt  (u e D)

n=0 2
teljesiti a felsé Hermite—Hadamard-féle (2.1) egyenldtlenséget.

A kovetkezdkben azt az esetet tekintjiik, amikor az « hibafiiggvény &|| - |7 alakd
ésp=1.

KoverkezMmENY. (Mako—Piles [44])

Legyen € € R és q € Ry. Tegyiik fel, hogy f : D — R hemi-integrdlhato és
(&, q)-Jensen-konvex D-n. Ekkor f teljesiti a kovetkezd felsé Hermite—Hadamard-féle
egyenldtlenséget:

1
f f(tx+ (1- [)y)dt < f(x)+f(y) + 2¢e
0 2 g+

lllx—yllq (x,y € D).

Ko6veTkezMENY. (Mako—Piles [44])

Legyen €,q € R.. Tegyiik fel, hogy f : D — R feliilrél hemi-folytonos és (&, q)-
Jensen-konvex D-n. Ekkor, f teljesiti a kovetkezd felsé Hermite—Hadamard-féle egyen-
l6tlenséget:

fO+1y e

— q
: skl (yeD).

1
f Sx+ (1 =yt <
0
A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy a fels6 Hermite—Hadamard-féle egyenltlen-
ségbol is kovetkezik a-Jensen-konvexitds tipusu egyenl6tlenség, ha az a-t megfeleld
modon valasztjuk. A tétel bizonyitdsa egy multiplikativ tipusi konvoliicié bevezetésén
és tulajdonsdgain alapszik.

TéteL. (Maké—Pales [44])
Legyen A € [0, 1], B : D* — R pdros és irdnyonként feliilrdl félig folytonos, és legyen
p [0, 1] — R, integrdlhaté, amelyre Jg)] p = L. Tegyiik fel tovdabbd, hogy létezik ¢ > 0
és p > 01gy, hogy

p®) < c(=In|l =2eD)P"" (¢ €]0, 3[U]5, 1D.

Ekkor, ha az alulrél hemi-folytonos f : D — R teljesiti a Hermite—Hadamard-féle
(2.1) egyenldtlenséget, akkor a-Jensen-konvex, ahol a : D* — R irdnyonként alulrol
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félig folytonos megolddsa a

1
a(u) > f a(|1 = 2tu)p(H)dt + B(u) (ue DY
0
fiiggvényegyenldtlenségnek és a(0) > B(0).

Most tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor p = 1 és a g fiiggvény |- || alakban
irhaté.

KoveTkezMENY. (Mako—Péles [44])
Legyen A € [0, 1], € € R és g > 0. Tegyiik fel, hogy az alulrdél hemi-folytonos f : D —
R teljesiti a

1
fo fax+ A =0ydt < Af(x) + (1= Df@) +ellx—yl”  (x,yeD)

Hermite—Hadamard-féle egyenlétlenséget. Ekkor az f fiiggvény (s%l,q)—lensen—
konvex D-n.
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3. Als6 Hermite-Hadamard-féle és konvexitasi egyenlotlenségek kapcsolata

Legyen (wp, w;) egy pozitiv Csebisev rendszer az [ intervallumon. A
harmadik fejezetben (wy, w;)-konvexitds tipusu egyenlStlenségek és alsé Hermite—
Hadamard-féle egyenl6tlenségek kapcsolataval foglalkozunk. El6szor azt vizsgaljuk,
hogy egy kozelitleg (wy, wi)-konvex fiiggvényre milyen als6 Hermite—-Hadamard-
féle egyenlStlenség igaz. Tekintsiik a kovetkez6 feltételeket.

(A1) Legyen (T, A, u) egy mértéktér.

(A2) Legyen A : T x A°(I) — R, az els6 véltozdjidban u-integralhaté fiiggvény.

(A3) Legyen M : T x A°(I) — R az els6 véltozdjaban A-mérhetd és minden f € T-re,
(x,y) > M(t, x,y) egy kétvaltozds kozép I-n. Tovabba legyen My : A°(1) — [
egy szigoru ko6zép I-n és tegyiik fel, hogy

(3.1) ufte T | AL, x,y) >0, M(t, x,y) # My(x,y)} > 0.

(A4) Tegyiik fel, hogy létezik egy (wq, w;)-Csebisev rendszer I-n, igy hogy wy > 0
ésie{0,1}esetén

(3.2) wi(Mo(x,y)) = f A, x, wi(M(t, x,y)du(n) - ((x,y) € A°(])).
T

TéteL. (Mako—Péles [46])

Tegyiik fel, hogy (Al)—(A4) teljesiil és minden (x,y) € A°(I) esetén &y, : [x,y] = R
egy olyan fiiggvény, hogy tetszoleges u €]x,yl esetén a (v,w) — &,,(u) fiiggvény
korldtos és Borel-mérhetd [x,u] X [u,yl-en. Ekkor, ha a lokdlisan feliilrdl korldtos
Borel mérhetd f : I — R fiiggvény megolddsa az

Q(u, y) Q(x

(3.3) 10 = 5B+ G Z;f(y) reg,@ (e lxy)

(wo, w1)-konvexitds tipusi egyenldtlenségnek, akkor f teljesiti a
(3.4) FMo(x,y)) < fl\(l, x,Nf(M(t, x,y)du(®) + E(x,y) - ((x,y) € AD)
T

alsé Hermite—Hadamrd-féle egyenldtlenséget, ahol € : A°(I) - R

[ 0.1 % M vy mer vy MoCx, )dp(t” Ydu(t')

,
Tey Ty

8 5 =
(.x y) f f T(t/,t”, X, y)dﬂ(t”)d,u(l")

’ ”
Tx.y Tx,y
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médon van értelmezve és minden (t',t", x,y) € T?> x A°(I) esetén

T, 1", x,y) = A, x, DA, x, ) QM , x, y), M, x, ),
T,,={teT|Alxy) >0, Mt x,y) < Mo(x,y)},
T., ={teT|Atxy) >0, Mt x,y) > Mo(x,y)}.

A masik irdnyd implikacié bizonyitdsa egy Korovkin-féle tételen alapszik, amely
segitségével kozelitd konvexitds tipusi egyenlStlenséget kaphatunk alsé Hermite—
Hadamard-féle egyenl&tlenségb6l. Tekintsiik a kovetkez6 feltételeket:

B1) (T, A, n) egy mértéktér.

B2) A : T xA(l) = R, az els6 valtozdjaban mérhetd és minden ¢ € T esetén a
(x,y) — A, x,y) leképezés valtozénként folytonos; tovabba, minden (x,y) €
A(I) esetén a

Ly, () := sup max (A(f, x,u), A(t,u, y))

uelx,y]

modon definidlt L, : T — R fiiggvény u-integralhatd, azaz fT L., ,(0)du(t) <
+00,

B3) M : T x A(I) — R az els6 valtozdjaban mérhetd és minden ¢ € T esetén
az (x,y) — M(t, x,y) leképezés valtozénként folytonos és valtozénként par-
cidlisan differencidlhat6 7 x [ atlgjan. My : A(l) — [ valtozénként folytonos,
monoton ndvekv§ és parcialisan differencidlhaté I x I tl6jan és 01 My(z, z) > 0,
0,My(z,z) > 0 minden z € [ esetén. Tovabba, minden ¢ € T esetén M(t,-,-)
valtozonként egyenletesen nyugodt My-ra nézve I X I 4tl6jan, azaz minden z € 1
esetén 1éteznek 6 > 0 és K > 0 konstansok tigy, hogy barmely ¢ € T esetén

z— M(t,u,z) < K(z — Mo(u, 2)) (ue€lz-6,2D),
M(t,z,u) — 2 < K(My(z,u) — 2) (u € [z,z +3)).
Tovabb4, (3.1) teljestil €s, minden z € I és i € {0, 1} esetén
wteT | At,z,2) # 0, :M(t,z,2) #+ 0;Mo(z,2)} > 0.
(B4) Léteznek wy, w; : I — R fiiggvények, hogy wy pozitiv, Z)i(‘) differencidlhat6 I-n,
és (%:))’ > (. Tovéabb4, ha i € {0, 1} akkor (3.2) is teljesiil.

TéteL. (Mako—Pales [45])

Tegyiik fel, hogy (B1)—(B4) teljesiil és € : A(I) — R esetén az f : I — R fiiggvény
feliilrdl félig folytonos megolddsa az (3.4) egyenldtlenségnek. Minden (x,y) € A°(I)
esetén legyen &,, : [x,y]l — R egy olyan alulrdl félig folytonos fiiggvény, amely
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megolddsa a

Exy(Mo(x, 1)) > f At x, )8, (M1, x,)dpu() + E(x,u) - (u € [x,y]),
T

s Mo(0) > [ Ao, (Mt ) + £y (W L)
T
fiiggvényegyenlitlenség-rendszernek és €, ,(x) = &, (y) = 0. Ekkor, minden rogzitett
(x,y) € A°(I) esetén az f fiiggvény teljesiti a (wy, wy)-konvexitds tipusii (3.3) egyen-
l6tlenséget.

2 2z

A kovetkezd fliggvényegyenl6tlenségek kapcsolatdnak vizsgdlata az el6z6 tételek
alkalmazdsa segitségével torténhet. Tekintsiik a:
(3.5 f(A=Dx+1y) <A =Df(0)+1f(y) + ey (x,y) € D*, 1€[0,1])

konvexités tipusd egyenl6tlenséget, ahol f : D — R az ismeretlen fiiggvény és min-
den (x,y) € D? esetén ey, : [0, 1] — R a hibafiiggvény. Illetve tekintsiik a

3.6 S —pDx+my) < ff((l - Dx + ty)du(t) + E(x,y)  ((x,y) € D*)

[0,1]
alsé Hermite—Hadamard-féle egyenl6tlenséget, ahol f : D — R az ismeretlen fiigg-
vény, u valoszintiségi mérték [0, 1]-n, y; := f[O,l] tdu(t) és E : D*> — R. A harmadik
fejezet masik f6 eredménye tehat (3.5) és (3.6) 6sszehasonlitasa.
TéteL. (Maké—Pales [46])
Legyen A egy olyan o-algebra, amely tartalmazza a [0, 1] intervallum Borel-mérhetd
részhalmazait és p egy olyan valosziniiségi mérték a ([0, 1], A) mérhetd téren, hogy u
tartoja nem egyelemii. Jelolje S (1) a

S () = p([0, p11) f tdp(t) = p(lui, 11) f tdp(t)
Ju1,1] (011
kifejezést. Tegyiik fel, hogy f : D — R hemi-u-integrdlhato megolddsa (3.5)-nek ahol,
minden (x,y) € D*, exy - 10,11 = R egy olyan fiiggvény, hogy az

” ’ M1 — v ’ ”

I(x,y) = f f(f _t)e(l—t')x+z’y,(l—t”)x+f”y(m)dﬂ(t )du(t”)
T, 11 10,01

a kifejezés létezik [0, 0)-ben. Ekkor, minden (x,y) € D* esetén az f fiiggvény

megolddsa az alsé Hermite—Hadamard-féle (3.6) egyenlétlenségnek, ahol

I(x,
E(x,y) := %
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A forditott irdnyd implikdciét a kovetkezd tétel tartalmazza.

TéteL. (Mako—Pales [45])

Legyen u egy olyan Borel-valosziniiségi mérték [0, 1]-n, hogy u tartéja nem egyelemii.
Jelolje uy = f[o,l] tdu(t). Tegyiik fel, hogy minden (x,y) € D? esetén a feliilrél hemi-
folytonos f : D — R megolddsa a Hermite—Hadamard-féle (3.6) egyenlitlenségnek,
ahol E : D> — R. Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden (x,y) € D? esetén az alulrdl félig
folytonos ey, : [0,1] — R megolddsa a

JewyGhdp® + E(x, (1 = 5)x+ 2y) (s €[0,m]),

X,y > (0.1]
exy(s) Ofl]”(l (SR z))dﬂ(t)+E(lﬂ =5, y) (s € [ur, 1)

fiiggvényegyenldtlenség-rendszernek és e, ,(0) = e, (1) = 0. Ekkor, minden (x,y) €
D? ést € [0, 1] esetén az f fiiggvény teljesiti a kozelitd konvexitds tipusii (3.5) egyen-
l6tlenséget.

Ennek az eredménynek egy fontos alkalmazdsa a kovetkezd Bernstein—Doetsch
tipusu tétel.

KoveTkezMmENY. (Mako—Péles [45])
Legyen 1 €]0,1[ és E : D* — R. Tegyiik fel, hogy f : D — R feliilr6l hemi-folytonos
megolddsa az

fA=Dx+1y) <1 =Df D) +7f@W) + E(y)  (xy) € DY)

Jensen-féle egyenlétlenségnek. Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden (x,y) € D* esetén az
alulrol félig folytonos e, : [0, 1] — R fiiggvény teljesiti az

Tex,y(?) + E(X,(l - ﬁ)x + ;Y—y) (S € [Os T])s

(1= Dew,(FD) +EGZx+ (1= Zy,y) (s€ln1])

fiiggvényegyenlitlenség-rendszert és ey, (0) = e, (1) = 0. Ekkor, minden (x,y) € D?
ést € [0,1] esetén az f fiiggvény teljesiti a kozelitd konvexitds tipusti (3.5) egyen-
l6tlenséget.

exy(8) >
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