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1. INTRODUCTION

Hypergroups are locally compact spaces on which the bounded Radon measures
form a Banach algebra with the convolution of measures. The general theory of
hypergroups had been worked out in the 1970s (see 2], [4], [8]). The heuristic mean-
ing of the concept of hypergroup is the following: suppose that a locally compact
topological group is given. We consider all complex Radon measures defined on
this topological group. These measures form a *-algebra with the convolution as a
multiplication. The mapping = +— J,, where §, is the point mass at =, embeds the
group into the multiplicative semigroup of the measure algebra and the multiplica-
tion on the image of the group uniquely determines the multiplication in the algebra.
We get the concept of hypergroup in the way that at this time we “forget about”
the group, we “throw away” the group from the measure-algebra and “forget” that
convolution of measures is defined by the multiplication defined on the group. Only
the basic properties of the convolution remain and the fact that the measures are de-
fined on a locally compact Hausdorff space. When we collect these facts in the form
of axioms we arrive at the definition of hypergroup. The appearance of translation
operators enables us to utilize an effective method of studying functional equations
on hypergroups.

This PhD dissertation deals with the study of classical functional equations on
different types of hypergroups, characterizing additive, exponential and generalized
moment functions on special hypergroups, describing linear independence and trans-
lation properties of exponential monomials and generalized moment sequences with
applications to spectral analysis and spectral synthesis. We extend the classical
moment problem to generalized moment sequences and solve its uniqueness on poly-
nomial and Sturm—Liouville hypergroups.

2. NOTATION AND TERMINOLOGY

2.1. Terminology. Let X be a locally compact Hausdorfl space and let C(X)
be the set of all complex valued continuous function on X. Let C.(X) be the set of
compactly supported functions from C(X). The space C.(X) is the union of subspaces

Ce(X, K) = {f € Cc(X)|supp f C K},

where K is a compact subset of X. If we equip these spaces with the uniform
convergence topology on compact sets, we get a locally convex topology on C.(X),
which is the inductive limit of the topologies on the spaces C.(X). We say that u is
a Radon measure on X if it is a continuous linear functional of the space C.(X). We
use the notation

wih)= [ @ dut@) = [ s

where f is an element of C.(X). We denote the set of all complex Radon measures
on X by M(X). The set of all bounded and probability measures on X are denoted
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by M?(X), M*(X), respectively.

The measure J, defined by
0 (f) = flx)  (f€Ce(X))

for each f in C(X) and z in X is called the Dirac measure.

2.2. The measure algebra of hypergroups. Let K be a locally compact
Hausdorff space and we suppose the following:

Hi There is a binary operation * on the vector space /\/lb(K), with the property
that (MP®(K), +, %) is an algebra (convolution).

Hy If z,y are in K, then §; * & is in M*'(K) and supp (0 * &) is compact.

H; The mapping (z,y) — 6, * §, is continuous, where the topology of M'(K)
is the weak topology induced by C.(K).

H,; The mapping (z,y) +— supp (05 * dy) is continuous, where the topology of
K(K) is the Michael-topology.

Hs There exists a unique element e in K that e * 5 = 04 * de = 0 holds for
any z in K (identity).

Hg There exists a homeomorphism ¥ : K — K, such that (V)" = x holds for
any = in K and for z,y in K the element e is in supp (5 * dy) if and only
if x =y (involution).

H; For any z,y in K, the property (J; * 6,)" = d,v * 6,v holds, where pu" is
defined by

/fwmww=/fuwwu> (f € C(K)),
K K

whenever p is in M?(K).

We say that the quadruple (K, *,” ,e), or simply K is a hypergroup. It is im-
portant to note that K has no algebraical structure, all properties come from the
measure algebra in the way that we identify the members of K by the appropriate
Dirac measures.

The hypergroup K is commutative if (M®(K),+, ) is a commutative algebra.
The hypergroup K is Hermitian if the involution on it is the identity. With the help
of convolution we can introduce the notion of translation. For f in C(K) and z,y in
K the left (right) translate of f by y is defined by

T f(x) = /Kf(t) d(8z % 6y)(1),  Trf(x) = /Kf(t) d(by * 62)(2),

respectively. We shall use the following suggestive notation for the translation ope-
rator T:

ﬂmw:mﬂ@:LﬂWMM%W)
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3. HYPERGROUPS AND EXAMPLES

3.1. Polynomial hypergroups. An important special class of Hermitian hy-
pergroups is closely related to polynomials.

Let (an)nen, (bn)nen and (cn)nen be real sequences with the following properties:
cn >0, b, >0, a1 > 0 for all n in N, moreover ag = 0, and a, + b, + ¢, = 1 for
all n in N. We define the sequence of polynomials (Py)nen by Po(z) =1, Pi(z) = =,
and by the recursive formula

2P () = anPr—1(2) + bn Pn(x) + cnPrti(x)
for all n > 1 and z in R. In this case there exist constants ¢(n, m, k) for all natural
numbers n, m, k such that

n+m
P, P, = Z c(n,m,k)Py .

k=|n—m|

If these linearization coefficients are nonnegative, 6, = d, and

n—+m
On * Om = Z c(n,m, k)ox (n,m e N),

k=|n—m/|

then K = (N, *,") is a hypergroup, which is commutative. The hypergroup (K, P,)
is called polynomial hypergroup [6].

3.2. Sturm-Liouville hypergroups. Let Ry = [0,+o0cc[. The continuous
function A : Ry — R is called a Sturm—Liouville function, if it is positive and con-
tinuously differentiable on the positive reals. For a given Sturm-Liouville function A
one defines the Sturm—Liouville operator La by

1" A/ /
Laf=—f"=5f,

where f is a twice continuously differentiable real function on the positive reals. Using
L 4 one introduces the differential operator I by

l[u](xv y) = (LA)fu(xvy) - (LA)yu('Tvy) =
A'(x) A'(y)
Az) Aly)

where u is twice continuously differentiable on the positive reals.

= —du(z,y) - dvu(z,y) + Ou(z,y) + du(z,y),

A hypergroup on Ry is called Sturm—Liouville hypergroup, if there exists a Sturm—
Liouville function A such that given any real-valued C*°-function f on Rg the function
uy defined by

up(z,y) = fxxy)= [ [ d(dz*0dy)

Ro
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for all positive z,y is twice continuously differentiable and satisfies the partial diffe-
rential equation

lus] =0
with dauy(z,0) = 0 for all positive z ([1] and [10]).

3.3. The SU(2)-hypergroup. The SU(2)-hypergroup is related to the set of
continuous unitary irreducible representations of the group G = SU(2), the special
linear group in two dimensions. The dual object G can be identified with the set N of
natural numbers as it is indicated in [1]: the set of equivalence classes of continuous
unitary irreducible representations of SU(2) is given by {T(O)7 TO 73 }, where
T has dimension n + 1, and we identify this set with N. The convolution is given
by

m—+n

;o k+1
Om %00 =Y CESCESIE (1)

k=|m—n|
where the “dash” denotes that every second term appears in the sum, only. With this
convolution N becomes a discrete commutative hypergroup, and since all the 7"
are self-conjugate, the hypergroup is in fact Hermitian. We call this hypergroup the
SU(2)-hypergroup.

3.4. Two-point support hypergroups.
3.4.1. The K; = ([0, 1], %) hypergroup. Let K, be the hypergroup on the interval
[0, 1] with the convolution defined by
1

1
50 +y T 501—y|-

This is a one-dimensional compact hypergroup (see [1], Example 3.4.6 on p.191.).

3.4.2. The K2 = ([0, 4o00[, *) hypergroup. The hypergroup K> is defined on the
nonnegative reals [0, +oo[ and the convolution is defined by
1

1
5614»:,/ + 559;,@, (0<y<ux).

This hypergroup K2 = ([0, +00[, *) is a noncompact one-dimensional hypergroup (see
[1], Example 3.4.5 on p. 191.).

3.4.3. The cosh-hypergroup. Using the function cosh, we can build up a Sturm-—
Liouville hypergroup on the nonnegative reals, called the cosh-hypergroup. In this
case the Sturm-Liouville function will be the function x + cosh?(x). Another way
to introduce the cosh-hypergroup is the following. We consider the nonnegative reals
as a base set and we introduce the convolution with the formula

cosh(z + y) 5 cosh(|z — y|)

Op %0y = —————0, —— 2 iy -
* O 2 cosh z cosh y erQCoshaccoshyl vl

Og * 0y =

Oz * 0y =



4. EXPONENTIAL AND ADDITIVE FUNCTIONS ON HYPERGROUPS 5

This hypergroup is also a special two-point support hypergroup, which is actually
identical with the cosh-hypergroup (see [1]).

4. EXPONENTIAL AND ADDITIVE FUNCTIONS ON
HYPERGROUPS

Let K be a hypergroup with convolution *, involution ¥, and identity e. For any
y in K let 7, denote the left translation operator on the space of all complex valued
functions on K which are integrable with respect to d; * d, for any z,y in K. We call
the continuous complex valued function a on K additive, if it satisfies

/K a(t) d(6: % 6,)(t) = a(z) + aly)

for all z,y in K. The continuous complex valued function m on K is called an
exponential, if it is not identically zero, and

/ m(t) d(6, % 6,)(8) = m(z)m(y)
holds for all z,y in K.

4.1. The case of polynomial hypergroups. Let K = (N, P,) be the poly-
nomial hypergroup associated with the sequence of polynomials (Py,)nen.

It is known that on an arbitrary polynomial hypergroup K = (N, P,), exponen-
tials have the form m(n) = P,(\) (n € N) with some complex number A and additive
functions have the form a(n) = cP; (1) (n € N) with some complex number c.

4.2. The case of Sturm—Liouville hypergroups. Let K = (Ro, A) be a
Sturm—Liouville hypergroup.

On these types of hypergroups exponentials are the solutions of the following
differential equation

m" (z) + ‘:;((;")) m'(z) = dm(z), m(0) =1, m'(0) =0

for any positive z and for some complex number A. Furthermore, additive functions
are the solutions of the differential equation

A(z)
A(z)

for any positive z and for some complex number A.

a’(z) + a(z) =X a(0)=0, m'(0)=0
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4.3. The case of the SU(2)-hypergroup. The function M : N — C is an
exponential if and only if it satisfies

m+n
M(m)M(n) = M(msn) = > ’M%M(k) )
k=|m—n|

for all natural numbers m,n. Here, and everywhere “dash” means that each second
term appears in the sum, only.

THEOREM 4.1. The function M : N — C is an exponential on the SU(2)-
hypergroup if and only if there exists a complex number \ such that
sinh[(n + 1)A]

Mn) = (n+ 1)sinh A

®3)
holds for each natural number n. (Here A = 0 corresponds to the exponential M =1.)

The function A : N — C is an additive function if and only if it satisfies

m—+n

Alm) + Aw) = Amsm) = Y0 ¢ kil

mr D W “)

k=|m—n|

for all natural numbers m, n.

THEOREM 4.2. The function A : N — C is an additive function on the SU(2)-
hypergroup if and only if there exists a complex number ¢ such that

A(n) = gn(n +2) (5)

holds for each natural number n.

5. GENERALIZED MOMENT FUNCTION SEQUENCES

For any nonnegative integer n the complex valued continuous function ¢ on the
hypergroup K is called a generalized moment function of order n, if there are complex
valued continuous functions ¢y : K — C for k =0, 1,...,n such that po # 0, o = ¢
and

k
k
pr(@xy) =Y <2) ¢i(@)pr—i(y) (6)

i=0
holds for k = 0,1,...,n and for all z,y in K. In this case we say that the functions
ok for k =0,1,...,n form a generalized moment function sequence of order n (see
(12], [6], [5], [7])-
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5.1. Linear independence of generalized moment functions.

THEOREM b5.1. Let K be a commutative hypergroup, n > 1 an integer and
(oK) r=o a sequence of generalized moment functions with p1 # 0. Then the genera-
lized moment function p, is not the linear combination of the generalized moment
functions o, p1,. .., On-1.

THEOREM 5.2. Let K be a commutative hypergroup, n > 1 an integer and
(k) r=0 a sequence of generalized moment functions with 1 # 0. Then the functions
©0, Y1, .., n are linearly independent.

5.2. Generalized moment functions on the SU(2)-hypergroup. We des-
cribe the generalized moment functions on the SU(2)-hypergroup. Let n be a non-
negative integer. We introduce the function
sinh[(n + 1)A] %
(n+ 1) sinh A
for each n in N and A # 0 in C, while ®(n,0) = 1 for each n in N. The function
®: N x C — C is an exponential family for the SU(2)-hypergroup: each exponential
on this hypergroup has the form n — ®(n,\) with some unique A in C, and, con-
versely, the function n — ®(n,\) is an exponential on the SU(2)-hypergroup for
every complex .

P(n,\) =

THEOREM 5.3. Let K denote the SU(2)-hypergroup and ® the exponential fa-
mily given by (7). The functions @o,p1,....,on : K — C form a generalized mo-
ment sequence of order N on K, if and only if there exist complex numbers c; for
7=1,2,...,N such that

dk
pr(n) = B0, f(£)(0) (®)
holds for each n in N and for k =0,1,..., N, where
16 =25
j=0

for each t in C.

6. EXPONENTIAL MONOMIALS ON STURM-LIOUVILLE
HYPERGROUPS

We define exponential monomials and present a special linear independence pro-
perty of then on Sturm—Liouville hypergroups. Let K = (Ro, A) be a Sturm—Liouville
hypergroup. We can define an exponential family ¢ : Ry x C — C with the property
that the function = — ¢(z,\) is an exponential of K for each complex A, and for
each exponential m of K there exists a unique complex A such that m(z) = ¢(z, \)
holds for every x in Rg. Hence the exponential family satisfies

8%90(:57 )‘) +p(x)8150(x7 A) = )‘90(337 )‘)7 90(07 /\) =1, 81(,0(0, )‘) =0 (9)
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for each positive z and complex number A, where p(z) =

Using the exponential family we define exponential monomials on K as functions
of the form z — P(92)¢(x, \), where P is a complex polynomial and A is a complex
number. The meaning of P(92) is obvious. Observe that this is an analoguous concept
to the “exponential monomial” on polynomial hypergroups ([9] and [11]).

6.1. Linear independence of exponential monomials. A particular sub-
class of exponential monomials is formed by the functions of the type x — 5 (x, \),
where k is a nonnegative integer and A is a complex number. Here we note that
if A\ = 0, then ¢(z,0) = 1 for each z in Rp, hence the corresponding function
x — O5p(x,0) is identically 1 for kK = 0, and it is identically 0 for & > 0. For
the sake of simplicity we will call the functions = — 95p(z, \) special exponential
monomials if k is a nonnegative integer and ) is a complex number, supposing that if
A =0, then k£ = 0. Our aim is to show that different special exponential monomials
are linearly independent.

THEOREM 6.1. On any hypergroup different exponentials are linearly indepen-
dent.

THEOREM 6.2. Let K = (Ro, A,*) be a Sturm—Liouville hypergroup with the
exponential family ¢ : Ro x C — C, n a nonnegative integer and Ao # 0 a complex
number. Then the special exponential monomials

x = o(x, Xo), T+ 2o(T, Xo), ..., T — g (T, Ao) (10)
are linearly independent.

THEOREM 6.3. On any Sturm—Liouville hypergroup different special exponential
monomials are linearly independent.

6.2. Translates of exponential monomials. The translates of exponential
monomials have the characteristic property of moment functions. This means that
there is a close connection between exponential monomials and moment functions.

THEOREM 6.4. Let K = (Ro, A) be a Sturm-Liouville hypergroup, A a fized
complex number, N a nonnegative integer, y an arbitrary nonnegtive real number,
® : Ry x C — C an exponential function and v : Ry x C — C a function with the the
property v(z,A) = 1-X = A. Then the second order partial derivatives of the function
v(z,\) ®(x xy,\) can be written in the form

35 [v(z,A) ®(z +y, )] = X053 ®(z, \)D(y, \)+

N-1

+ D 050(x, \) (A (7) 9 Dy, \) + N(Ni 1) T T d(y, N).

i=0
We show that the translates of exponential monomials can be written in a com-
pact form.
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THEOREM 6.5. Let K = (Ro, A) be a Sturm-Liouville hypergroup, A\ a comp-
lex number, N a nonnegative integer and the function x — aév‘I)(ac,)\) is a special
exponential monomial. Then

N
Ty 03 B(z,A) =) (N ) 03®(x, N9y ' D(y, A) (11)

i—o \*
for any y in Ro.

Summarizing the results of this section we see that the translate of an arbitrary
exponential monomial presents a special linear combination, where the basis func-
tions are the lower order exponential monomials. This is a very useful property when
considering spectral synthesis.

7. SPECTRAL ANALYSIS

7.1. Spectral analysis for commutative hypergroups. Spectral synthesis
deals with the description of translation invariant function spaces over topological
groups. Suppose that a locally compact Abelian group is given and consider the set
of all continuous complex valued functions on it, equipped with the pointwise linear
opertions and with the topology of uniform convergence on compact sets. The prob-
lem of spectral analysis and spectral synthesis can be formulated:

(1) Is it true, that any nonzero, closed, translation invariant linear subspace of the
space mentioned above (in other words a variety) contains an exponential function
(spectral analysis)?

(2) Is it true, that any variety is equal to the closed linear span of all exponen-
tial monomials in it (spectral synthesis)?

The study of spectral analysis and spectral synthesis problems are based on the
concept of exponential monomials. Here we deal with spectral analysis only and we
prove it for finite dimensional varieties on commutative hypergroups, hence we need
exclusively the concept of exponentials.

THEOREM 7.1. Spectral analysis holds for nonzero finite dimensional varieties
on every commutative hypergroup.

7.2. Spectral analysis using moment functions. Here we show that if a
variety contains certain nonzero generalized moment functions, then spectral analysis
holds for this variety.

THEOREM 7.2. Let K be a commutative hypergroup, n a nonnegative integer and
00,1, ..., Pn a generalized moment function sequence with o1 # 0. If V is a variety
n C(K) and pn, belongs to V, then py, belongs to'V for k =0,1,...,n. In particular,
spectral analysis holds for V.
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8. A MOMENT PROBLEM

Let p be a compactly supported measure on K and let (pr)52, be a generalized
moment function sequence. Then for each natural number n the complex number

mn:/ on du
K

is called the n-th generalized moment of p with respect to the given generalized mo-
ment function sequence. In this case the sequence (m.)n—q is called the generalized
moment sequence of the measure p with respect to the given generalized moment
function sequence.

In this setting we can formulate the problem of existence: Let the generalized
moment function sequence (¢x)seo and the sequence of complex numbers (m,)n=q be
given. Under what conditions is there a compactly supported measure p on K such
that (m.,)a~, is the generalized moment sequence of the measure p with respect to
the given generalized moment function sequence? The other basic question is about
uniqueness: if the compactly supported measures p and v have the same generalized
moment sequences with respect to the given generalized moment function sequence,
then does it follow u =v 7

We study the problem of uniqueness and solve it in the case of polynomial hy-
pergroups in a single variable and in the case of Sturm-Liouville hypergroups.

8.1. The case of polynomial hypergroups.

THEOREM 8.1. Let K = (N, P,) be a polynomial hypergroup, u a finitely sup-
ported measure on N and let (pr)i=y be a generalized moment function sequence on
K. If o1 #0 and

[ ontm)dum) =0 (12)
N
fork=0,1,2,..., then u=0.

This result implies the following uniqueness theorem.

THEOREM 8.2. Let K = (N, P,) be a polynomial hypergroup, u,v finitely sup-
ported measures on N and let (¢r)fey be a generalized moment function sequence on
K. If p1 # 0 and the generalized moment sequences of pu and v with respect to the
given generalized moment function sequence are the same, then pu = v.

8.2. The case of Sturm-—Liouville hypergroups. Following the previous
ideas in this subsection we consider the same problem on Sturm-Liouville hyper-
groups.

THEOREM 8.3. Let K = (Ro, A) be a Sturm—Liouville hypergroup, u a compactly
supported measure on Ro and let (pr)heo be a generalized moment function sequence
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on K. If p1 #0 and
[ ert@)dua) =0 (13)
Ro
fork=0,1,2,..., then u=0.
Similarly as above, we have the corresponding uniqueness result.

THEOREM 8.4. Let K = (Ro, A) be a Sturm—Liouville hypergroup, p, v compactly
supported measures on Ro and let (pr)izo be a generalized moment function sequence
on K. If p1 # 0 and the generalized moment sequences of u and v with respect to
the given generalized moment function sequence are the same, then u =v.

9. CONDITIONAL FUNCTIONAL EQUATIONS AND
APPLICATIONS

In this section we give the description of exponential and additive functions on
some types of two-point support hypergroups. These hypergroups are studied in [1].
Our problem leads us to the study of some conditional functional equations. In deal-
ing with regular solutions of conditional functional equations the most powerful tools
are the regularity results of [3], which play a fundamental role in this chapter too.

9.1. Conditional d’Alembert-type functional equations.

THEOREM 9.1. Let f : [0,1] — C be a continuous function satisfying f(0) = 1
and

flx+y) + flx—y) =2f(x)f(), (14)

whenever 0 <y < x and x +y < 1. Then there exists a complex number \ such that
f has the form:

f(x) = cosh Az (15)
for each x in [0, 1].

THEOREM 9.2. Let f : [0, +oo[— C be a continuous function satisfying f(0) =1
and

flz+y) + flz—y) =2f(x)f(y), (16)

whenever 0 < y < x. Then there exists a complex number A such that f has the form:
f(x) = cosh Az 17

for each x > 0.
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9.2. Conditional square-norm equations.
THEOREM 9.3. Let f :[0,1] — C be a continuous function satisfying

fe+y)+f@—y)=2f(x) + 2/ (), (18)

whenever 0 <y < x and x+y < 1. Then there exists a complex number \ such that
f has the form:

f(z) = A2? (19)
for each 0 < o < 1. Moreover, f is real if and only if X is real.

THEOREM 9.4. Let f : [0,4o00[— C be a continuous function satisfying

fle+y) + flz—y) =2f(x) +2f(y), (20)
whenever 0 < y < z. Then there exists a complex number X\ such that f has the form:
f@) = xa? (21)

for each x > 0. Moreover, f is real if and only if A is real.

9.3. Exponentials and additive functions on two-point support hyper-
groups.
9.3.1. The case of the hypergroup K, = ([0,1],*). Let K be the hypergroup on
the interval [0, 1] with the convolution defined by
1

1
50 +y + 501a—y|-

This is a one-dimensional compact hypergroup (see [1], Example 3.4.6 on p.191.).
The characterizing equation of additive functions has the form

a(z +y) +a(lz —yl) = 2a(z) + 2a(y)  (O<z,y<1). (22)

Og * 0y =

Our next theorem describes the additive functions on K.

THEOREM 9.5. Let Ki be the hypergroup defined above. Then the continuous
function a:[0,1] = C is an additive function on Ki if and only if there exists a
complex number \ such that

a(z) = Mz’ (23)
holds for each x in [0, 1].

Using the convolution and the definition of exponential functions we have that
the continuous function m : [0,1] — C is an exponential on K if and only if it
satisfies

m(z +y) +m(z—y)=2m(z)m(y) (O<y<z z+y<l). (24)

Using the above results we obtain the following statement.
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THEOREM 9.6. Let Ky be the two-point support hypergroup defined above. The
continuous function m : [0,1] — C is an exponential function on K1 if and only if
there exists a complexr number A\ such that

m(x) = cosh Az (25)
holds for each x in [0, 1].

9.3.2. The case of the hypergroup Ko = ([0, +o0],*). The hypergroup K is de-
fined on the nonnegative reals [0, +oco[ and the convolution is defined by

1

Op % 0y = =

*0y = 5

This hypergroup K2 = ([0, 400[,*) is a noncompact one-dimensional hypergroup

(see [1], Example 3.4.5 on p. 191.). On K, the characterizing equation of additive
functions has the form

a(z +y) + a(z — y) = 2a(z) + 2a(y) 0<y<uz). (26)

Now we exhibit the general form of additive functions on the hypergroup Ks.

1
Oty + 559;,1, (0<y<ux).

THEOREM 9.7. Let K2 be the two-point support hypergroup defined above. The
continuous function a : [0, +oo[ — C is an additive function on Ks if and only if there
exists a complexr number X\ such that

a(z) = Mz’ (27)
holds for each x in [0, +o0].

Using similar arguments and Theorem 9.2 we get the general form of exponential
functions on Ko.

THEOREM 9.8. Let K2 be the two-point support hypergroup defined above. The
continuous function m : [0,4+o0o[ — C is an exponential function on Ks if and only if
there exists a complexr number A\ such that

m(z) = cosh \x (28)
holds for each x in [0,4o0].

9.3.3. The case of the cosh-hypergroup. We consider the nonnegative reals as a
base set and we introduce the convolution with the formula
cosh(z + y) 5 cosh(|z — y|) s

Op %0y = ——————2—§,
* O 2 cosh x cosh y ty 2 cosh x cosh y

lz—yl -

This hypergroup is also a special two-point support hypergroup, which is actually
identical with the cosh-hypergroup [1]. We denote this hypergroup by K3 = (Ro , *).
If we introduce the substitution 7 (t) = cosh(t) m(t), then exponentials on this hy-
pergroup satisfy the following equation:

cosh(z +y) m(z +y) + cosh(|z —y[) m(|lz — y|) =
= 2 (cosh(x) f(x)) (cosh(y) f(y)),



9. CONDITIONAL FUNCTIONAL EQUATIONS AND APPLICATIONS 14

using our substitution we get the equation of exponentials
m(z +y) +m(lz —yl) = 2m(x) + m(y).

THEOREM 9.9. Let K3 be the cosh-hypergroup. Then the continuous function
m : [0,4+o00[ — C is an exponential on K3 if and only if there exists a complex number

A such that
cosh \x

m(x) =

cosh x (29)

holds for each x in [0, +o0].

The case of additive functions is a bit more complicated. We consider the equa-

tion of additive functions
cosh(z + y) a(z + y) + cosh(z — y) a(z — y) =
=2 coshzcoshya(z) + 2 coshzcoshya(y) (0<y<x).

Differentiating this equation twice with respect to the variable y, then substituting
y =0 and A\ = a”(0) and using the properties a(0) = 0 and a’(0) = 0 we have
sinh z
osh x

This means that on the cosh-hypergroup an additive function is the solution of the
previous equation. The next theorem describes the additive functions on K.

a’(z) + 2 a'(z) = \.

THEOREM 9.10. Let K3 be the cosh-hypergroup. Then the continuous function
a:[0,4o00[— C is an additive function on Ks if and only if there exists a complex

number A such that )
2sinhx ,

a’(z) + a'(z) =A (30)

coshz
holds for each x in [0, +o0].

We remark that the solutions of equation (30) are special Bessel-functions.
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1. BEVEZETES

A hipercsoportok olyan lokalisan kompakt terek, amelyeken a korlatos Radon-
mértékek a mértékek kozotti konvolacioval Banach algebrat alkotnak. A hipercsopor-
tok axiémarendszere és altalanos elmélete az 1970-es években sziiletett meg ([2], [4],
[8]). A fogalom heurisztikus jelentése a kiovetkezs: tekintsiink egy lokalisan kom-
pakt topologikus csoportot, amelyen értelmezett Gsszes komplex Radon-mértékek
x-algebrat alkotnak a konvoluciéval, mint szorzas-miivelettel. Ha a csoport x ele-
mének e mérték-algebra 0, elemét feleltetjiik meg, ami az x pontban koncentralt
Dirac-mértéket jelenti, akkor az z +— §, megfeleltetés a csoport olyan leképezése a
meértékek algebrajaba, amelynél az = és y csoportelemek x - y szorzatanak a §, és
0y mértékek 0, * §, konvolucidja felel meg. A hipercsoport fogalmahoz gy jutunk,
hogy ennél a pontnél ,megfeledkeziink” a csoportrél: a mértékek algebraja alol ,ki-
hizzuk” a csoportot, s ,elfelejtjik” azt, hogy a mértékek konvoliciojat valojaban a
csoporton értelmezett miivelet alapjan definidltuk. Minddssze a konvolucié alaptulaj-
donsigai maradnak meg, valamint az a tény, hogy a mértékek egy lokéilisan kompakt
Hausdorff-téren vannak értelmezve. Ha ezeket a tényeket axiéméak forméjaban fogal-
mazzuk meg, akkor a hipercsoport fogalmahoz jutunk. A hipercsoportokon bevezet-
het§ eltolas operator hatékony segédeszkoznek bizonyul hipercsoportokon definialhato
fliggvényegyenletek tanulmanyozasahoz.

Jelen PhD disszertaciéban megvizsgaljuk a klasszikus fliggvényegyenleteket kiilon-
bo6z6 tipusit hipercsoportokon, megadjuk az additiv, exponencidlis és altalanositott
momentumfiiggvények alakjat specialis hipercsoportokon, leirjuk az exponencialis
monomok linearis fliggetlenségét és eltolassal vald kapcsolatukat, valamint &ltalanosi-
tott momentumfiiggvények felhasznalasaval igazolunk spektréalanalizis-tipustu ered-
ménytkommutativ hipercsoportokra. Kiterjesztjiik a klasszikus momentumproblémat
altalanositott momentumfiiggvény sorozatokra és megoldjuk az egyértelmiiség kérdé-
sét polinomiélis és Sturm—Liouville hipercsoportokon.

2. JELOLESEK, TERMINOLOGIA

2.1. TERMINOLOGIA. Legyen X egy lokalisan kompakt Hausdorff-tér és
legyen C(X) az Osszes, X-en értelmezett komplex értéki folytonos fliggvények hal-
maza. Jel6lje C.(X) a C(X)-beli kompakt tartoja fiiggvények halmazat. A C.(X) tér
a

Co(X,K)={f € Ce(X)|supp f C K}

alterek uniéja, ahol K kompakt részhalmaza X-nek. Ha ellatjuk az elébbi tereket a
vex topologiat kapunk C.(X)-en, amely induktiv limesze a C.(X) terek topologidinak.
Azt mondjuk, hogy u egy Radon-mérték az X halmazon, ha a C.(X) tér folytonos
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linearis funkcionalja. Azt alabbi jelolést hasznaljuk:

wih)= [ @ dut@) = [ s

ahol f a C.(X) térhez tartozik. Tovabba, M(X)-szel jeloljik az X-en értelmezett
Osszes komplex Radon-mértékek halmazat. Az X-en értelmezett korlatos, valamint
valoszintiségi mértékek halmazat rendre M®(X) és M*(X) jeloli.

A §; mértéket az alabbi modon definialjuk

0(f) = fl)  (f €Ce(X))
minden C(X)-beli f-re és X-beli a-re. Ekkor d,-et Dirac-mértéknek nevezziik.

2.2. Hipercsoportok meértékalgebraja. Legyen K egy lokalisan kompakt
Hausdorft-tér és tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kdvetkezdk:

Hy Az MP(K) vektortéren adott egy * binaris miivelet, amellyel (MP(K), +, *)
algebra (konvolicid).

H> Haz,y € K, akkor d, * 6, € M"'(K) és supp (0, * J,) kompakt.

Hi Az (x,y) — 64 * 6, leképezés folytonos, ahol M!(K) topolégiaja a C.(K)
szerinti gyenge topoldgia.

Hy Az (z,y) — supp (0= * ) leképezés folytonos, ahol K(K) topologisja a
Michael-topolégia.

Hs Egyértelmiien létezik egy olyan e € K elem, amelyre 0. * 0z = 0 * de = dz
teljesiil minden = € K esetén (egységelem).

Hg Létezik egy ¥ : K — K homeomorfizmus, amelyre minden z € K esetén
fennall, hogy (z")¥ = z, és valamely x,y € K elemekre e € supp (6, * dy)
pontosan akkor teljesiil, ha z = y" (involicid).

H; Barmely z,y € K elemekre (6, * §,)" = &,v * §,v teljesiil, ahol egy tet-
sz6leges p € MP(K) mérték esetén p" az alabbi médon definialt:

/ f() dp () = / F@)du(z)  (f € ().
K K

Ekkor azt mondjuk, hogy (K, x,” ), vagy réviden K egy hipercsoport. Fontos meg-
jegyezni, hogy a K halmaznak énmagéban nincs semmilyen algebrai strukturéja,
minden tulajdonsigot a mértékalgebran keresztiil 6rokol azaltal, hogy a K halmaz
elemeit azonositjuk a hozzajuk tartozo Dirac-mértékkel.

A K hipercsoportot kommutativnak nevezziik, ha (Mb(K),—i—,*) kommutativ
algebra. A K hipercsoportot Hermite-hipercsoportnak nevezziik, ha rajta az involucié
az identikus leképezés. A konvolucio segitségével bevezethetjiik az eltolas fogalmat.
Legyen f € C(K) és z,y € K. Az f folytonos figgvény y-nal vett bal (jobb) eltoltja
az alabbiak szerint definialt

V() = /K F) d(ba % 8,)(8),  Th(x) = /K F(8) d(6,  5.)(8).
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Az alabbi szuggesztiv jelolést hasznaljuk a 7 eltolds operdtorra:

flaxy) =y f(z) = /K F(0) d(Be  8,)(8).

3. PELDAK HIPERCSOPORTOKRA

3.1. Polinomialis hipercsoportok. A kiévetkez6kben a Hermite-hipercsopor-
tok egy fontos osztalyat vezethetjiik be.

Legyenek (an)nen, (bn)nen €és (cn)nen valés sorozatok a kovetkezd tulajdonsa-
gokkal: ¢, > 0, b, > 0, an+1 > 0 minden n természetes szamra, tovabbé ap = 0,
és an + by + ¢ = 1 minden n természetes szamra. Definidljuk egy (Pn)nen polinom
sorozatot a Po(z) = 1, Pi(x) = x feltételekkel és az alabbi rekurzioval

2P (2) = anPn—1(2) + bpPn(x) + cnPrti(x)
minden n > 1 természetes and x valés szadmra. Ekkor léteznek olyan c(n,m, k)
konstansok (linearizdcids egyitthatok) minden n, m, k természetes szam esetén, hogy
n+m
PuPn= > c(n,mk)Py.
k=|n—m|
Ha a linearizaciés egyiitthatok nemnegativak, d,, = 6, és

n+m
On * Om = Z c(n, m, k)dx (n,m eN),

k=|n—m|

akkor K = (N, P,, *) hipercsoport, amely kommutativ. Ezt a hipercsoportot polino-
midlis hipercsoportnak nevezziik ([6]).

3.2. Sturm-Liouville hipercsoportok. A tovabbiakban legyen Ry = [0, +00].
Egy folytonos A : Rg — R fliggvényt Sturm—Liouville fliggvénynek neveziink, ha pozi-
tiv és folytonosan differencidlhaté a pozitiv valos szamokon. Adott A Sturm—Liouville
fliggvény esetén definialhatjuk az La Sturm-—Liouville operdtort az alabbi moédon

1" A, /
Laf=—f"=51,

ahol f kétszer folytonosan differencialhatéd valos fliggvény a pozitiv valds szamokon.
L 4 segitségével bevezetiink egy [ differenciadloperatort az alabbiak szerint

ul(z,y) = (La)eu(z,y) — (La)yu(z, y) =
A'(x) A'(y)

A(z) Aly)
ahol u kétszer folytonosan differencialhaté a pozitiv valés szdmokon.

= —dtu(z,y) - dvu(z,y) + Ou(z,y) + du(z,y),
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Egy hipercsoportot Sturm-—Liouville hipercsoportnak neveziink, ha létezik egy
A Sturm-Liouville fiiggvény ugy, hogy barmely, Rgp-on adott f valés értéki C
fliggvény esetén uy az alabbi modon definialt

up(z,y) = flexy)= [ [ d(dzxdy)
Ro
fliggvény, mely a pozitiv valés szampérokon van értelmezve, kétszer folytonosan dif-
ferencialhato és teljesiti a

llug] =0

parcialis differencialegyenletet a duy(x,0) = 0 feltétellel minden pozitiv z-re ([1]
and [10]).

3.3. Az SU(2)-hipercsoport. Az SU(2)-hipercsoport a G = SU(2) csoport
folytonos unitér irreducibilis reprezentacioival kapcsolatos. A G duéalisa azonosithaté
a természetes szamok halmazaval. Részletes leirast [1] tartalmaz, heurisztikusan
az SU(2) folytonos unitér irreducibilis reprezentécioi ekvivalencia osztalyainak hal-
maza megadhato a {7, 7M 73 1 alakban, ahol T dimenzitja n + 1, igy
azonosithatjuk N-nel. A konvolucié a kdvetkezd modon van értelmezve:

m—+n

k+1
Om * Op = 5, 1
T 2, T v
ahol az 6sszegzést csupan minden masodik tagra végezziik. Ezzel a konvolicié mivelet-
tel N-en egy diszkrét kommutativ hipercsoportot definidlunk, mely Hermite-féle és

SU(2)-hipercsoportnak nevezziik.

3.4. Két-pont tart6ja hipercsoportok.
3.4.1. A Ki = ([0,1], %) hipercsoport. Legyen K1 = ([0,1],%) a [0,1] kompakt
intervallumon definialt hipercsoport az aldbbi konvolaciéval
1

1
0z % 6y = §5w+y + gélx—y\'

Ekkor K egy kompakt, egydimenzios hipercsoport ([1], Example 3.4.6 on p.191.).
3.4.2. A Ky = ([0, +00][, *) hipercsoport. Legyen Ko = ([0, +0o0], *) nemnegativ

valos szamokon definialt hipercsoport az aldbbi konvolacioval

1 1
Oz * 0y = §6x+y+§5xfy (0<y<a).
Ekkor K> egy nem kompakt egydimenziés hipercsoport ([1], Example 3.4.5 on p.

191.).
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3.4.3. A cosh-hipercsoport. Legyen K a nemnegativ valos szamokon definialt
cosh-hipercsoport az alabbi konvolacidval

cosh(z + y) 5 cosh(|z — y|)
2coshz coshy *+9 T 9 cosh z cosh y

5;v * (Sy = 5|z,y‘ .

Ez a hipercsoport is egy speciélis két-pont tartéju hipercsoport ([1]). Mindazonal-
tal ez a hipercsoport méas modon is szarmaztathato. Ha tekintjiik a A(t) = cosh?t
Sturm—Liouville fiiggvényt a nemnegativ valos szamokon, akkor a megfelel§ Sturm—
Liouville hipercsoport éppen a cosh-hipercsoport.

4. EXPONENCIALIS ES ADDITIV FUGGVENYEK
HIPERCSOPORTOKON

Legyen K egy hipercsoport a * konvoltciéval, a ¥ involicioval és az e egységgel.
Jelolje 7, a K-beli y-nal vett bal eltolas operatorat a K-n értelmezett Gsszes komplex
értéki fliggvények halmazan, amelyek 0, *d, integralhatok minden K-beli z, y-ra. Azt
mondjuk, hogy egy komplex értékii folytonos a fliggvény additiv K-n, ha

/K a(t) d(6, % 8,)(t) = a(z) + a(y)

teljesiil minden K-beli z, y-ra. Egy komplex értéki folytonos m fiiggvény exponenci-
dlis K-n, ha nem azonosan zér6 és

/ m(t) d(6, % 6,)(t) = m(z)m(y)
K

teljesiil minden K-beli z, y-ra.

4.1. Polinomialis hipercsoportok. Legyen K = (N, P,) egy polinomialis hi-
percsoport. Ismeretes, hogy egy tetszSleges K = (N, P,) polinomialis hipercsoporton
az exponencialisok az m(n) = P,()) (n € N) alakban irhatok valamilyen A komplex
szam esetén, az additiv fiiggvények pedig az a(n) = cP; (1) (n € N) alakban valami-
lyen ¢ komplex szam esetén.

4.2. Sturm—Liouville hipercsoportok. Legyen K = (Ro, A) egy Sturm-—
Liouville hipercsoport.

Ezen a hipercsoporton az exponencialisok az alabbi differencialegyenlet megolda-
saiként kaphatoak meg:

A'()

mll(m)+ A(a:)

m/(z) = dm(z), m(0) =1, m'(0)=0
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minden pozitiv z és valamely A komplex szam esetén. Az additiv fliggvények is egy
specialis differencidlegyenlet megoldéasaiként adhatoak meg:

Az) a(z) =

minden pozitiv x és valamely A komplex szdm esetén.

a’(z) + a(0) =0, m'(0) =0

4.3. Az SU(2)-hipercsoport. Az M : N — C fliggvény exponencialis az
SU(2)-hipercsoporton, ha

m+n

k+1
M(m)M(n) = M(m*n) = e M(k 2
(MM = Mmem) = 32 7 gy MO 2)
teljesiil minden m, n természetes szamra. A tovabbiakban a, ' 7 azt jelsli, hogy az

Osszegzést csak minden masodik tagra végezziik.

TETEL 4.1. Az M : N — C fiiggvény pontosan akkor exponencidlis az SU(2)-
hipercsoporton, ha létezik olyan A komplex szdm, hogy
sinh[(n + 1)A] 3)
(n -+ 1)sinh A
teljesiil minden n természetes szdmra. (Itt a A = 0 esetben a megfeleld exponencidlis
az M =1.)

M(n) =

Az A : N — C fiiggvény additiv az SU(2)-hipercsoporton, ha

m—+n

A(m) + A(n) = A(m*n) = Y ,( E+1

[EEDEESR W

k=|m—n|
teljesiil minden m, n természetes szamra.
TETEL 4.2. Az A : N — C fiigguény pontosn akkor additiv fiigguény az SU(2)-
hipercsoporton, ha létezik olyan ¢ komplex szam, hogy

A(n) = gn(n +2) (5)

teljesiil minden n természetes szamra.

5. ALTALANOSITOTT MOMENTUMFUGGVENY SOROZATOK

Legyen ¢ egy komplex értékii folytonos fiiggvény a K kommutativ hipercso-
porton és legyen n nemnegativ egész szam. Azt mondjuk, hogy ¢ egy n-ed rendd
dltaldnositott momentumfiggvény, ha vannak olyan ¢ : K — C komplex értékd
folytonos fliggvények k = 0,1,...,n esetén, ugy hogy ¢o # 0, ¢rn, = @ és

k
prry) =3 (’“) pi(@)pri(y) (6)

=0
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teljestil k = 0,1, ...,n esetén és minden K-beli z, y-ra. Ekkor azt mondjuk, hogy a ¢
fliggvények k = 0,1,...,n esetén egy n-ed rendi dltaldnositott momentumfiigguény
sorozatot alkotnak ([12], [6], [5], [7])-

5.1. Linearis fiiggetlenség.

TETEL 5.1. Legyen K egy kommutativ hipercsoport, n > 1 egész szdm €s (pk)neo
egy dltaldnositott momentumfiggvény sorozat, melyre p1 # 0. Ekkor a ¢, dltaldnosi-
tott momentumfiigguény nem linedris kombindcidja a @o,p1,...,on—1 dltaldnositott
momentumfiliggvényeknek.

TETEL 5.2. Legyen K egy kommutativ hipercsoport, n > 1 egész szam és (pr)n—o
egy dltaldnositott momentumfiggvény sorozat, melyre o1 # 0. Ekkor a po,v1,...,¢n
fliggvények linedrisan fiiggetlenek.

5.2. Momentumfiiggvények az SU(2)-hipercsoporton. Legyen n egy nem-
negativ egész és vezessiik be az alabbi ® fliggvényt:
sinh[(n + 1)A] )
(n+ 1)sinh A
minden n nemnegativ egész, és A # 0 komplex szam esetén, legyen ®(n,0) = 1
minden n in N esetén. Ekkor a @ : N x C — C fiiggvényt exponencidlis csalddnak
nevezziikk az SU(2)-hipercsoporton. Ezen a hipercsoporton minden exponencialis
n +— ®(n, ) alakban irhaté valamilyen rogzitett A komplex szam esetén, és forditva,
az n — ®(n,\) fiiggvény exponenciilis az SU(2)-hipercsoporton minden A komplex
szam esetén.

D(n,\) =

TETEL 5.3. Legyen K az SU(2)-hipercsoport és ® legyen egy exponencidlis csaldd.
A @o,p1,..,on : K — C fligguények pontosan akkor alkotnak N -ed rendd dltaldnosi-
tott momentumfigguény sorozatot K-n, ha léteznek j =1,2,..., N esetén, olyan c;

komplex szdmok, melyekre

dk
pr(n) = S @(n, f(6)(0) (®)
teljestiil minden n természetes szamra, k =0,1,..., N esetén, ahol
N
— &5 43
j=0

teljesil minden t komplex szdmra.
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6. EXPONENCIALIS MONOMOK STURM-LIOUVILLE
HIPERCSOPORTOKON

A spektralszintézis szempontjabol nem mellékes, hogy Sturm-Liouville hipercso-
portokon az exponencialis monomok linearisan fliggetlenek. A kovetkezékben legyen
K = (Ro, A) egy Sturm-Liouville hipercsoport. Ha a ¢ : Ry x C — C fiiggvényre
teljesiil a

8?90(:& )‘) +p(1’)61g0($, A) = )\cp(a:, )‘)7 LP(O, >‘) =1, al@(ov )‘) =0 (9)

feltétel minden x pozitiv valés és A komplex szam esetén, ahol p(z) = ?4/((;)), akkor ¢

exponencialis csalad, a fenti értelemben.

Az exponenciélis monomokat az exponenciélis csalad felhasznélasaval értelmez-
zik. K-n az x — P(02)p(z,\) fiiggvény egy exponencidlis monom, ahol P egy
komplex polinom, A pedig komplex szam. A P(02) jelentése nyilvanvalo. Vegyiik
észre, hogy az ,exponenciélis monom” fogalma analég a polinomialis hipercsoporto-
kon bevezethetskkel ([9] and [11]).

6.1. Linearis fiiggetlenség. Az exponencialis monomok egy fontos alosztalyat
jelentik az x — 05p(x, \) alakn fiiggvények, ahol k nemnegativ egész és A komplex
szam. Megjegyezziik, hogy ha A = 0, akkor ¢(z,0) = 1 minden x nemnegativ valos
szam esetén, igy az r — 85«,0(:10,0) fliggvény az azonosan 1 fiiggvény, ha k = 0,
és azonosan 0, ha k > 0. Az egyszertiség kedvéért az = — 05p(x, \) fiiggvénye-
ket specidlis exponencidlis monomoknak fogjuk nevezni, ha k& nemnegativ egész és
A komplex szam. Tegyiik fel tovabba, hogy ha A = 0, akkor £k = 0. A koévetkezs
eredményekben a specidlis exponenciélis monomok lineéris fiiggetlenségét allitjuk.

TETEL 6.1. Bdrmely hipercsoporton az exponencidlisok linedrisan figgetlenek.

TETEL 6.2. Legyen K egy Sturm—Liouville hipercsoport az ¢ : Rp x C — C
exponencidlis csaldddal, n eqy nemnegativ egész és Ao # 0 egy komplex szdm. Ebben
az esetben az

x> @z, Xo), = dap(x, o), ...,z — I3 p(x, Xo) (10)
specidlis exponencidlis monomok linedrisan fiiggetlenek.

TETEL 6.3. Bdrmely Sturm—Liouville hipercsoporton a kiilonbozd specidlis expo-
nencidlis monomok linedrisan fliggetlenek.

6.2. Exponencialis monomok eltoltjai. Az exponencialis monomok eltoltai
analogiat mutatnak a momentumfiiggvények karakterizal6 tulajdonsigéval.

TETEL 6.4. Legyen K = (Ro, A) egy Sturm-Liouville hipercsoport, A egy komplex
szdm, N egy nemnegativ egész szim €s x +— aé\f@(x,)\) eqy specidlis exponencidlis
monom. FEkkor

7y OV (2, 0) =3 (N) 920 (2, Y b (y, A) (11)

. )
=0
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teljesil minden y nemnegativ valds szdm esetén.

Osszegezve elmondhatjuk, hogy egy tetszéleges exponencialis monom eltoltja egy
specialis linearis kombinéciéval irhato le, amelyben a bézis fiiggvények az adott expo-
nencialis monomhoz tartozo alacsonyabb rendd exponencialis monomok. Ez lényeges
észrevétel a spektralszintézis szempontjabol.

7. SPEKTRALANALIZIS

7.1. Spektralanalizis kommutativ hipercsoportokon. A spektrélszintézis
topologikus csoportok feletti eltolasinvarians fiiggvényterek leirasaval foglalkozik. Te-
gylik fel, hogy adott egy lokalisan kompakt Abel-csoport, és tekintsiik a csoporton ér-
telmezett Gsszes komplex értéki folytonos fliggvények halmazét ellatva a pontonkénti
val. Ennek a térnek egy nemiires, zart, eltolasinvarians linearis alterét wvarietdsnak
nevezziik. A spektralanalizis és spektralszintézis alapprobléméi az alabbiak:

(1) Igaz-e, hogy barmely nem nulla varietas tartalmaz exponencialis fliggvényt (spekt-
rdlanalizis)?

(2) Igaz-e, hogy barmely varietas egyenls mint exponencialis monomjainak zart linearis
burkaval (spektrdlszintézis)?

A spektralanalizis és spektralszintézis vizsgalatai az exponencialis monomok fo-
galman alapulnak. A kovetkezs allitdsban kommutativ hipercsoportok feletti véges
dimenzids varietasokra igazolunk spektralanalizist.

TETEL 7.1. Kommutativ hipercsoportok véges dimenzids varietdsaira a spektrdl-
analizis teljesiil.

7.2. Spektralanalizis momentumfiiggvényekkel. Igazoljuk, hogy a C(K)
tér egy V varietasara spektralanalizis teljesiil, ha a varietas tartalmaz nem zéré al-
talanositott momentumfiiggvényt.

TETEL 7.2. Legyen K egy kommutativ hipercsoport, n egy nemnegativ egész szdm
€s a o, P1,...,on €gy dltaldnositott momentumfiggvény sorozat, ahol p1 # 0. Ha 'V
egy varietds és py, V -hez tartozik, akkor ¢y is V-hez tartozik minden k =0,1,...,n
esetén. Specidlisan, spektrdlanalizis teljestil V -n.
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8. MOMENTUM PROBLEMA

Legyen u egy kompakt tartéji mérték K-n és legyen (pr)ie, egy altalanositott
momentumfiiggvény sorozat. Ekkor minden n természetes szamra az

mn:/ on du
K

komplex szdmokat a pu mérték n-edik dltaldnositott momentumanak nevezziik az adott
altalanositott momentumfiiggvény sorozatra vonatkozoan. Az (m,)n—o komplex so-
rozatot a u mérték dltaldnositott momentum sorozatanak nevezziik az adott altalanosi-
tott momentumfiiggvény sorozatra vonatkozoan.

Az egzisztencia problémajat a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk: Legyen (¢k)feq
egy altalanositott momentumfiiggvény sorozat, (m.)a—o pedig egy adott komplex
szamsorozat. Milyen feltételek mellett 1étezik olyan kompakt tart6jua p mérték, hogy
az adott komplex szdmsorozat éppen a p mérték altalanositott momentum sorozata
a (¢r)izo altalanositott momentumfiiggvény sorozatra nézve?

Az egyértelemtiség kérdése a kovetkezd: ha egy p és egy v kompakt tartoja
mérték ugyanazzal az altalanositott momentum sorozattal rendelkeznek egy adott
(¢r) iz altalanositott momentumfiiggvény sorozatra nézve, akkor kovetkezik-e, hogy
a két mérték megegyezik?

Az egyértelmiiségi probléma megoldésat polinomialis és Sturm—Liouville hiper-
csoportokon az aldbbi eredmények tartalmazzék.

8.1. Polinomialis hipercsoportok.

TETEL 8.1. Legyen K = (N, P,) egy polinomidlis hipercsoport, p egy véges tar-
toji mérték N-en és legyen (oi)heo egy dltaldnositott momentumfiggvény sorozat
K-n. Ha p1 #0 és

[ ontm)dum) =0 (12)
N
teljesil minden k = 0,1,2,..., esetén, akkor u = 0.

KOVETKEZMENY 8.1. Legyen K = (N, P,) egy polinomidlis hipercsoport, u,v
véges tartdji mértékek N-en, (pr)ieo pedig egy dltaldnositott momentumfiiggvény
sorozat K-n. Ha p1 # 0 és a p és v mértékek dltaldnositott momentumai az adott
altaldnositott momentumfiigguény sorozatra vonatkozdan rendre megegyeznek, akkor
w=r.

8.2. Sturm—Liouville hipercsoportok. Az el6bbiekhez hasonléan, a momen-
tum probléma egyértelmiiségét Sturm—Liouville hipercsoportokon vizsgalva az alabbi
eredmények kaphatok.

TETEL 8.2. Legyen K = (Ro, A) egy Sturm—Liouville hipercsoport, u egy kompakt
tartdju mérték Ro-on és legyen (or)heo egy dltaldnositott momentumfiggvény sorozat



9. FELTETELES FUGGVENYEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK 25

K-n. Ha p1 #0 és
[ eri@)dua) =0 (13)
Ro
teljesiil minden k = 0,1,2,..., esetén, akkor u = 0.

KOVETKEZMENY 8.2. Legyen K = (Ro, A) egy Sturm—Liouville hipercsoport,
w, v kompakt tartdji mértékek Ro-on és legyen (pr)reo egy dltaldnositott momentum-
fliggvény sorozat K-n. Ha @1 # 0, valamint a p és a v mértékek dltaldnositott
momentumai az adott dltaldnositott momentumfiigguvény sorozatra vonatkozéan rendre
megegyeznek, akkor u = v.

9. FELTETELES FUGGVENYEGYENLETEK ES ALKALMAZASAIK

Ebben a fejezetben leirjuk az exponencialis és additiv fiiggvényeket néhany két-
pont tartdji hipercsoporton. Ezeknek a hipercsoportoknak a részletes targyalésa
[1]-ben talalhato. Vizsgalatainkat és eredményeinket feltételeket tartalmazo flig-
gvényegyenletek megoldasaval kapjuk meg. Az egyenletek regularitasi feltételeit a [3]
ereményei, illetve azok felhasznalasaval kaphato 4j eredmények szolgaltatjak. Mod-
szeriink mas, hasonlé esetekben is alkalmazhaté.

9.1. Feltételes d’Alembert-tipusu fliggvényegyenletek.
TETEL 9.1. Legyen f :[0,1] — C folytonos figgvény az f(0) =1 feltétellel és
fle+y)+ fle—y) =2f(2)f(y), (14)

ahol 0 <y <z ésx+y < 1. Ekkor létezik olyan \ komplex szdm, hogy f az aldbbi
alakban irhato

f(z) = cosh Az (15)

minden 0 < x < 1 esetén.
TETEL 9.2. Legyen f : [0,+oco[— C folytonos figguény az f(0) = 1 feltétellel és
fle+y)+ flz—y)=2f(2)f(y), (16)
ahol 0 <y < x. Ekkor létezik olyan A\ komplex szim, hogy [ az aldbbi alakban irhato
f(z) = cosh Az (17)

minden x > 0 esetén.
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9.2. Feltételes norma-négyzet egyenletek.
TETEL 9.3. Legyen f : [0,1] — C folytonos fiiggvény és

fl@+y)+ fl@z—y) =2f(z) +2f(y), (18)
ahol 0 <y < x ésx+y < 1. Ekkor létezik olyan \ komplex szam, hogy f az aldbbi
alakban irhato

fla) = Aa? (19)
minden 0 < x < 1 esetén. Tovdbbd, az f fligguény pontosan akkor valés, ha \ valds
szdm.

TETEL 9.4. Legyen f : [0,+oco[— C folytonos fiigguény és

fe+y)+f@—y)=2f(x) + 2/ (), (20)
ahol 0 <y < z. FEkkor létezik olyan \ komplex szam, hogy f az aldbbi alakban irhato
f(z) = A2? (21)

minden x > 0 esetén. Tovdbbd, az f fiiggvény pontosan akkor valds, ha \ valds szdm.

9.3. Exponencialis és additiv fiiggvények két-pont tart6jua hipercso-
portokon.

9.3.1. A K1 = ([0,1],*) hipercsoport. Legyen Ki a [0, 1] intervallumon definialt
hipercsoport, melyen a konvoltcio

1 1
Oz * 5y = 76¢+y =+ 55@,“

2
moédon van értelmezve. Ez a hipercsoport egydimenzios, kompakt tipusa ([1], 3.4.6
példa). Az additiv fliggvények az

a(z +y) +allz —yl) = 2a(z) + 2a(y)  (0<z,y<1) (22)
egyenlet megoldésai.

TETEL 9.5. Legyen K1 a fent definidlt hipercsoport. Az a : [0,1] — C folytonos
fligguény Ki-en pontosan akkor additiv, ha létezik olyan X\ komplex szdm, hogy

a(z) = Mz’ (23)
teljesil minden 0 < x < 1 esetén.

A konvolicié definicidja alapjan Ki-en a folytonos m : [0,1] — C nem nulla
fliggvény, akkor és csak akkor exponenciélis, ha

m(z +y) +m(z—y)=2m(x)my) (O<y<z z+y<l). (24)

TETEL 9.6. Legyen K1 a fent definidlt hipercsoport. Az m : [0,1] — C folytonos
fligguény K1-en pontosan akkor exponencidlis, ha létezik olyan A komplex szdm, hogy

m(z) = cosh \x (25)
teljesil 0 < x < 1 esetén.
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9.3.2. A K» = ([0,400][, *) hipercsoport. A K, hipercsoport a [0,+o0o][ nem-
negativ valés szamokon definialt a

1 1
Oz % 0y = §5z+y + i‘szfy (0<y<uwm)
konvolacioval. A Ky = ([0, +00[, *) hipercsoport egydimenziés, nem kompakt tipust
([1], 3.4.5 példa). Az additiv fiiggvények az
a(z +y) +alz—y) =2a(x) +2a(y) (0<y<az) (26)
egyenlet megoldésai.

TETEL 9.7. Legyen Ko a fent definidlt hipercsoport. Aza : [0, +o00[ — C folytonos
fliggvény Ko-n pontosan akkor additiv, ha létezik olyan \ komplex szdm, hogy
a(z) = A’ (27)
teljesil minden x > 0 esetén.

A K> hipercsoport exponenciélisait az alabbi tétel irja le.

TETEL 9.8. Legyen Ko a fent definidlt hipercsoport. Az m : [0,4+o00[— C
folytonos fiigguvény Ka-n pontosan akkor exponencidlis, ha létezik olyan A komplex
szdm, hogy

m(x) = cosh Az (28)

teljestil minden x > 0 esetén.

9.3.3. A cosh-hipercsoport. Tekintsiikk a nemnegativ valds szamokat egy hiper-
csoport alaphalmazanak, és legyen a konvolici6 az alabbi

cosh(z + y) 5 cosh(|z — y|) s

Op ¥ 0y = ——————=2-§,
* O 2 cosh x cosh y ty 2 cosh x cosh y

lz—y| -
Ez a hipercsoport egy két-pont tartéju hipercsoport, melyet cosh-hipercsoportnak
neveziink ([1]) és K35 = ([0, +oo[, *) médon jelsliink. Ha bevezetjiik az
m(t) = cosh(t) m(t)
helyettesitést, akkor az exponencialisokat a kovetkezd egyenlet irja le
cosh(z +y) m(z +y) + cosh(|z — y[) m(lz — y|) =
= 2 (cosh(x) f(x)) (cosh(y) f(y) ),
amely az aldbbi alakra irhato at
m(z +y) +m(lz —yl) = 2m(z) + m(y).

TETEL 9.9. Legyen K3 a cosh-hipercsoport. Ekkor az m : [0, 4+o00] — C folytonos
fligguény Ks-on pontosan akkor exponencidlis, ha létezik olyan A komplex szdm, hogy

m(x) =

cosh \x

2
cosh x (29)

teljestil minden x > 0 esetén.
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Az additiv fliggvények egyenletét az
cosh(z +y) a(z + y) + cosh(z — y) a(z —y) =
= 2 coshz coshya(z) 4+ 2 coshzcoshya(y) (0<y<uz)

”

egyenletbdl kapjuk. Differencialjuk az el6bbi egyenletet az ,, y 7 valtozo szerint két-
szer, ezt kivetSen pedig alkalmazzuk az y = 0 és A = a’’(0) helyettesitéseket, ekkor
az a(0) = 0 és a’(0) = 0 feltételekbdl az

sinh x

a’(z)+2 a'(z) =\

coshz
egyenletet kapjuk, amelynek megoldasai a cosh-hipercsoport additiv fiiggvényei.

TETEL 9.10. Legyen K3 a cosh-hipercsoport. Ekkor az a : [0,4+o00[ — C folytonos
fligguény Ks-on pontosan akkor additiv, ha létezik olyan \ komplex szdm, hogy

a// (x) +

teljestil minden x > 0 esetén.

2sinhx , .
~osh 2 a'(z) =A (30)

Ennek az egyenletnek a megoldasai specialis Bessel-fiiggvények.
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