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1. Bevezetd

Doktori tanulmanyaim sorédn sokrészecskés, erdsen kolcson-
hatd, kvantummechanikailag viselked§, nemintegralhaté, perio-
dikus rendszerek alapéllapoti tulajdonsigait tanulmanyoztam a
Hubbard-modell keretében, egzakt modszerek alkalmazasaval. A
leirés elméleti szilardtest-fizikai apparatust igényel, igy az "ersen
kolesonhato" jelz6 — a szakteriilet fogalomkorének megfelelGen —
azt jelenti, hogy a részecskék kozotti kolecsonhatas eréssége sok-
kal nagyobb, mint a kinetikus energia jarulékai. A kolcsonhatés
tehat nem perturbacios effektusként jelenik meg, hanem mérv-
ado tényezdként 1ép be a fizikai folyamatokba. Az alkalmazott
Hubbard-modell pedig magét a kolcsonhatast az elektronok ko-
zOtti lokélis Coulomb-taszitasként veszi figyelembe. Ezenkiviil ér-
demes megvilagitani a "nemintegralhato" jelzd tartalméat is, ami
azt fejezi ki, hogy a rendszer szabadsagi fokainak szdma megha-
ladja az értelmezett mozgasallandok szamat.

A vizsgalatok elsé szakaszaban egy kvazi-egydimenzios, poli-
fenilén tipusu struktura alapéllapoti jellemzsit elemeztem, mely-
nek polimerszerkezetét egymashoz kapcsolt hatszog alaku cellak
lancolata alakitja ki. A hatszogek csticspontjaiban szénatomok
helyezkednek el, melyekhez, a rendszer konkrét kémiai véltoza-
tatol fiiggben, tovabbi atomok vagy atomcsoportok kapcsolod-
hatnak, és a hatszogeket periodikusan egyméshoz lancolé kémiai
kotések is kiilonféle atomok &ltal valosulhatnak meg. A "kvazi-
egydimenziés" elnevezés arra utal, hogy noha a polifenilén kris-
talyszerkezete sikbeli hatszogekbdl épiil fel, a rendszer geomet-
riai racsa egy egydimenzids lancot alkot. A polifenilének oszta-
lyaba szamos vegyiilet besorolhat6, példaként kiragadva megemli-
tem a polifenil-éter, polifenilén-oxid, polifenilén-szulfid, polietilén-
tereftaldt, polibutilén-tereftaldt, aroméas poliamid és polifenilén-
vinilén elnevezési reprezentansokat. A polifenilének rendkiviil
kiilonleges fizikai és kémiai tulajdonsagokat mutatnak (masszivan
ellenallnak pl. extrém termikus, mechanikai és kémiai hatasok-



nak), ami folytén igen széles tartomanyt Olelnek fel a gyakorlati
alkalmazésok palettajan, kivaltképp az ipari és mérnoki alkalma-
zéasok tertiletén.

Kutatésaim kovetkezs fazisdban vizsgéalataimat kétdimenzios
raccsal rendelkez6 nanostruktirékra is kiterjesztettem. KElséként
a nemmaégneses fématomokbol (pl. arany, palladium) felépiils
rendszerek nanoskilan tapasztalt ferromagneses viselkedésének
mélyebb mozgatorugdéit probaltam feltarni az elméleti fizika esz-
kozeinek segitségével. Ezen analizis alanyaul egy kétdimenzids
négyzetes raccsal rendelkezd nanoszerkezet szolgélt, melynek racs-
pontjaiban eredé magneses momentum nélkiili fématomok foglal-
nak helyet. Ezt kovetGen egy kisméretd, méhsejtes szerkezetd,
grafén tipusi rendszer alapallapoti sajatsdgait tanulményoztam.
A grafén tipust méhsejtes rendszerek a négyzetracsos struktirak-
kal egyiitt régota kozkedvelt targyai a tudomanyos értekezések-
nek, igy a felgytlt ismeretanyag meglehetfsen szertedgazd, mely
f6képpen a négyzetes és hatszoges szerkezetekben kialakuld fazi-
sok és fazisatmenetek sokszintiségét demonstrélja.

A sokrészecskés probléméak témakore rendkiviil gazdag szak-
irodalmi hattérrel rendelkezik, azonban az értekezések tobbsége
integrdlhato rendszereket targyal. Az integralhatosag viszont bi-
zonyos megkdtéseket ré ki az adott strukturara, hiszen egy in-
tegralhato rendszerben a szabadségi fokok szama nem haladhatja
meg az értelmezett mozgasallandok szamat. Ez a megszoritas a
valosagos fizikai rendszerekben egyéltaldn nem vagy csak specialis
esetekben valésulhat meg, tobbnyire egy dimenziéra korlatozva a
problémat. Mindemellett nem férhet kétség ahhoz, hogy az integ-
ralhaté struktarakat érinté vizsgalatok soran rengeteg értékes fi-
zikai és modszertani ismeret halmozodott fel. Ugyanakkor, mivel
a valosagban 1étezd képzdmények tobbsége nem teljesiti az integ-
ralhatosag kritériumat, tanulmanyoznunk kell a nemintegrdlhato
rendszerek fizikajat is. Ezaltal teljesebbé valhat a sokrészecskés
kvantummechanikai rendszerekrél alkotott képilink, hiszen meg-
teremthetjiik a potenciélis lehetdségét annak, hogy eddigi isme-



reteinket még kozelebb vigyiik a természet adta valosaghoz. A
rendszerek sokrészecskés jellegébdl eredGen az is kulcsfontosségu
kérdés, hogy a felhasznalt moédszer milyen mértékben és milyen
mind@ségben képes valosdghti moédon kezelni a korrelécios effektu-
sokat. Ilyen szemszogbdl nézve, az erésen kolcsonhatd, nemin-
tegralhato rendszerek egzakt leirdsai fontos értéket képviselnek.
Ezenkiviill az egzakt diszkussziok egytuttal a kozelitéses modsze-
rek eredményességét is tesztelhet6vé teszik azaltal, hogy Ossze-
hasonlithatova valnak az approximativ és az egzakt metddussal
kapott megoldasok. Masrészrél pedig azért is jatszanak fontos
szerepet az egzakt szamitasi technikak, mert viszonyitasi pont-
ként szolgalhatnak a numerikus modszerek probaja soran is. Az
egzakt eljarasok alkalmazésa tehat tobb szempontbdl is hasznos
és érdekes lehet, ami szadmomra is komoly motivaciot jelentett a
szamitasaim kivitelezésében. Az &ltalam tanulményozott rend-
szerek egzakt alapallapotainak meghatérozasahoz két kiillonbo6zé
modszert hasznaltam fel: az egyik a Pozitiv Szemidefinit Operd-
torok modszere, a masik pedig az Alapdllapotot Tartalmazo Altér
Meghatdrozdsdn alapulé6 modszer.

A porzitiv szemidefinit operatorokra épuls eljarasoknak tobb
valfaja létezik, és nemintegralhaté rendszerekre vett alkalmaza-
suk a ’90-es években kezdett el igazan felfutni, miutan Brandt
és Giesekus 1992-ben publikilta eredményeit. Az altaluk beve-
zetett technikdnak az volt a lényege, hogy a rendszer Hamilton-
operatorat pozitiv szemidefinit forméra transzformaltak, ami le-
hetévé tette, hogy pontos alsé korlatot adjanak az alapallapoti
energidnak. Ezutan a variacios elv alkalmazasaval kiszamitottak
egy fels6 korlatot is, és a kapott also és fels korlatok matematikai
egyezése megadta a rendszer alapallapoti energidjat. Eredményei-
ket a Hubbard-, illetve a periodikus Anderson-modell példajan ke-
resztiill mutattak be. Brandt és Giesekus modszerét masok is sike-
resen alkalmaztak példaul "resonating valence bond" tipusi alap-
allapot, paramégneses szigetel§ és toltésstirtiség-hullam, ferro-
méagneses, valamint szupravezetd alapallapotok kimutatasara. A



modszer segitségével tanulméanyoztak tovabba a Falicov—Kimball-
modellt, a kiterjesztett Emery-modellt egy és két dimenziéban,
illetve a periodikus Anderson-modellt egy, két és harom dimenzi-
6ban. A Brandt és Giesekus altal bevezetett eljaras mellett més-
féle technikakrol is olvashatunk a szakirodalomban, melyek szin-
tén a pozitiv szemidefinit operatorok tulajdonsagait hasznaljék
ki. Néhany kivételtsl eltekintve a fentebbi modszerek alkalmazéasa
nem egy kivalasztott rendszerre 6sszpontosult, hanem tobbnyire
az volt a cél, hogy rendszerfiiggetlen médon, az adott modell ke-
retében egy ismert és meghatarozott tipusu allapotot mutassanak
ki alapéllapotként. Ezzel szemben a pozitiv szemidefinit opera-
torokra épiil§ eljarasok azon véltozata, melyet én is alkalmaztam
a kutatémunkam soran, a tanulmanyozandé rendszert jeloli meg
kiindulépontként anélkiil, hogy az alapallapotrél barmiféle eléze-
tes ismeretet tételeznénk fel. Ez az djfajta szemlélet a 2000-es
években bontakozott ki. Alkalmazasa elséként négyzetes lancok
esetében valosult meg, ezt kovetSen pedig haromszoges, 0tszo-
ges, valamint cikcakk, illetve karosszék tipust hatszoges lancok
vonatkozasidban is eredményre vezetett.

A pozitiv szemidefinit operatorokra épiilé szamitasi technikak
mellett a 2000-es években olyan moédszereket is kidolgoztak, me-
lyek alkalmazésa lehetévé teszi, hogy a rendszer egzakt alapalla-
potat a probléma altal adott Hilbert-tér egy kisméretii alterében
hatérozzuk meg. Az eljaras révén szamottevs mértékben csokken
a Hilbert-tér dimenzidja, igy az alapallapot fizikai tulajdonségai-
nak vizsgalata a kapott altérben joval egyszertibb és kevésbé id6-
igényes. A modszer kiilonb6z6 numerikus valtozatainak alkalma-
zasaval lehet6ség nyilt olyan eredmények bemutatasara, melyek a
rendszer méretétdl fiiggetleniil jellemzik az egzakt alapallapotot.
Példaul az egydimenzios t-J modell tanulmanyozasakor fazissze-
paracios viselkedést figyeltek meg, a kétszara Hubbard-1étrak ese-
tében pedig kiilonb6z6 korrelacios fliggvényeket szamoltak ki. A
modszert analitikus formaban els6ként a Hubbard-modell felhasz-
nélasaval egy kétdimenzids négyzetes racs példajan keresztiil pre-



zentaltak, melynek eredményeit kés6bb a kiterjesztett Hubbard-
modell keretében is megvizsgaltak. Szamitasaimban az emlitett
analitikus eljarast alkalmaztam a tanulmanyozott rendszer egzakt
alapallapotainak meghatéirozasara.

2. Az alkalmazott modszerek

A kovetkezdkben roviden Osszefoglalom a Pozitiv Szemidefinit
Operdtorok modszerének (a tovabbiakban PSZO moédszer), illetve
az Alapdllapotot Tartalmazo Altér Meghatdrozdsdn alapuld mod-
szer (a tovabbiakban ATAM modszer) lényegi elemeit.

2.1. A Pozitiv Szemidefinit Operatorok modszere

A modszer alkalmazasa a pozitiv szemidefinit operatorokra
épil. Egy P operatort abban az esetben tekintiink pozitiv szemi-
definitnek, ha a (1| P|y)) > 0 relacié a H Hilbert-tér barmely |1))
hullamfiiggvényével teljesithets. A pozitiv szemidefinit jellegb6l
adddodan az operatorok azzal a specialis tulajdonsaggal rendelkez-
nek, hogy sajatértékeik halmaza nemnegativ, azaz spektrumuk-
nak van egy pontosan ismert alsé korlatja, ami a nulla. A PSZO
modszer abbdl indul ki, hogy elvileg minden fizikai rendszert leiré
H Hamilton-operator pozitiv szemidefinit forméra transzformaél-
hat6. Bebizonyithato ugyanis, hogy amennyiben E, H spekt-
rumanak alsé korlatjat (az alapallapoti energiat) jeldli, H - E,
pozitiv szemidefinit, azaz H-— E, = P. Az ismeretlen E, alapal-
lapoti energiat egy C' konstans forméajaban attéve az egyenlGség
jobb oldaléra, kialakithato a H = P + C feliras, ami a Hamilton-
operator pozitiv szemidefinit forméra transzformalt kifejezését
adja. Ahhoz, hogy valéban a rendszer alapéllapotdhoz jussunk
el, a HY)) = (P + C)|¢)) egyenlet jobb oldalat minimum értékre
kell beallitanunk. Ezt a P|ib) = 0 feltétel kiszabasaval érhetjiik
el, ami éppen azt jelenti, hogy P spektrumabdl a legkisebb, azaz



a 0 sajatértéket valasztjuk ki. Igy egy lehets legaltalanosabban
megkonstrualt |¢) allapotbol kiindulva, a P |1y = 0 feltétel telje-
sitése révén kiszamithato a rendszer |1)4) alapallapoti hullamfiigg-
vénye, a megfelel§ alapédllapoti energia pedig az E, = C' formula
szerint all elg. A PSZO médszer tobb szemszogbdl is roppant
produktiv. Sikeressége egyrészt abban rejlik, hogy az eljaras al-
kalmazhatésaga abszolut fiiggetlen a rendszer dimenzi6jatol és a
mozgasallandok szaméatol, vagyis integralhaté és nemintegralhato
rendszerekben egyarant keresztiilvihetd, tetsz6leges dimenzidban.
A modszer masik nemtrivialis erénye pedig abbdl szarmaszik, hogy
egzaktul képes megadni a rendszer alapéllapoti energidjat anél-
kiil, hogy barmiféle ismeretiink lenne a H Hamilton-operator sa-
jatértékeinek alsé korlatjarol. Mivel azonban H és P csak a C
konstansban kiilénbozik egyméstol, a H-spektrum minimumét a
P-spektrum also korlatjanak (a nullanak) C-vel eltolt értéke de-
finialja.

2.2. Az Alapallapotot Tartalmazé Altér
Meghatarozasan alapulé mdédszer

Az eljaras lényege abban 4ll, hogy a probléma teljes H Hilbert-
terében meghatarozunk egy olyan kisméretd S alteret, amely tar-
talmazza a rendszer alapallapotat. Ez azt jelenti, hogy meg kell
konstrualnunk azokat az elektronéllapotokat, melyek az S redu-
kalt Hilbert-tér bazisvektorait alkotjak. A bazisvektorok meg-
szerkesztéséhez a modszer két alapvetd megfigyelést hasznal fel:
I.) Az alapallapot magaba foglalja a legnagyobb kolcsonhatést
képvisel§ részecskekonfiguraciot. II.) A rendszer transzlacidin-
varians mivoltabol kiindulva, a legnagyobb kdlcsonhatést képvi-
sel6 részecskekonfiguracid6 minden csomoéponton ekvivalens mo-
don, ugyanolyan sulyfaktorral létezhet. A modszer els 1épésé-
ben az I.) és I1.) észrevételek alapjan megkonstrualjuk az S al-
tér |i1)-gyel jelolt els6 bazisvektorat, melyet a rendszer csomo-
pontjain periodikusan megjelend legnagyobb kolcsonhatast kép-



visel§ konfiguraciok osszessége alkot. Ezt kivetGen pedig a rend-
szer H Hamilton-operatoranak |i1)-re vett hatdsa nyoman to-
vabbi |i2), |i3), |i4), ... bazisvektorokat generalunk, és a procedu-
rat addig folytatjuk, amig meg nem taldljuk az S altér bazisa-
nak utolso |i,) zaroelemét. Ez matematikailag azt jelenti, hogy
a H(iy), Hliy), ..., H|i.) miiveletek soran kialakulé egyenletrend-
szer bezarul, és z megadja a redukalt Hilbert-tér dimenzi6ojat. A
rendszer alapéllapota ezen z egyenletet tartalmazé egyenletrend-
szer egylitthatoibol képzett matrix egzakt diagonalizacidja révén
kaphat6 meg, és a megoldasok helyességét a teljes Hilbert-térben
elvégzett egzakt diagonalizacié eredményeivel vald egyezés iga-
zolhatja. Az ATAM modszer bizonyos szempontbol specifikus-
nak tekinthets, mivel csak olyan rendszerek esetében alkalmaz-
hato, melyekben péros szamu elektron szingulett allapotot hoz
létre, azaz az Osszegzett spinvetiilet nulla. Az eljaras segitségével
azonban legalabb egy nagysagrenddel csokkenthets a Hilbert-tér
dimenzidja, ami jelentGsen megkonnyiti a matematikai operéci-
Okhoz sziikséges szamitogépes kapacitas biztositasat.

3. Eredmények

T, tézispont

A PSZO modszer segitségével meghatéroztam az N, szamu cel-
1abol felépiil6 kvazi-egydimenzids polifenilén struktirak egzakt
alapallapotait. Periodikus hatarfeltételek alkalmazasa mellett ar-
ra az eredményre jutottam, hogy kiils§ magneses tér hianyaban az
alapallapot a teljes N < N, elektronszam-tartoményon paramag-
neses és lokalizalt. A lanc sikjara merdGleges magneses tér hatésa
alatt azonban az N < N, intervallumban az elektronok lokali-
zacids hossza megnovekszik a mégneses tér hidnyaban létrejove
lokalizaciés hosszhoz képest. Fz végsé soron ahhoz vezet, hogy
az N = N, hataresetben a rendszer telitett ferromagnesként visel-



kedik. Ezek alapjan azt a kovetkeztetést vontam le, hogy a kiils6
méagneses tér ki-/bekapcsolasaval valtoztathato az elektronok lo-
kalizécios hossza, és N = N, esetén a rendszer paramégneses alap-
allapotabol atbillenthetd egy ferromégneses alapéllapotba. Ez a
viselkedés rendkiviil kiilonleges, hiszen a jelzett ferromégnesesség
egy olyan szerves rendszerben idézhet6 el6, melynek atomjai nem
rendelkeznek ered magneses momentummal. [1,5,K3,K5|

T, tézispont

A polifenilén tipusi rendszerek nemkolcsonhatod sévszerkezetét
érint§ vizsgéilataim szerint a létrejovs paramégneses és ferromag-
neses alapéllapotok a kis koncentracios részecskeszam-tartoméa-
nyon érvényesek. FElemzéseim soran arra is ramutattam, hogy
mégneses térben a savszerkezet Osszes sévja lapossa valik, ez az
effektus azonban kizarolag kvantalt indukcioju mégneses tér ese-
tén jon létre. Az N = N, szamu elektron pedig éppen félig tolti
fel a savszerkezet legalsd lapos savjat, ami azt jelenti, hogy a
kapott ferroméagnesesség un. Mielke—Tasaki-féle lapossav-ferro-
méagnesesség forméjaban valosul meg. A fentebbiekkel 6sszhang-
ban azonban a Mielke-Tasaki-féle lapossav-ferromégnesesség ez
esetben csak kvantalt méagneses térben alakulhat ki, ami megle-
het&sen ritka jelenségnek szamit. [1,5,K3,K5]

T3 tézispont

Megnoveltem a polifenilén tipusu lancok fazisterének méretét. A
kapott paramagneses és lokalizalt alapallapot ugyanis a fazistér-
nek csak egy keskeny, lineéris tartomanyan volt érvényes, ezért
sziikségesnek tartottam megvizsgalni azt, hogy ez a tartomény
kiterjeszthets-e egy nagyobb doménre. Ennek érdekében kib&vi-
tettem a rendszer indulé Hamilton-operatoranak paraméterhal-
mazét, ami altal a fentebb emlitett linearis sdvot sikeriilt kiszé-
lesitenem egy specialis alaku térfogati zonara. Ezzel igazoltam,
hogy a paramagneses és lokalizalt alapallapot valdjaban a fazistér-



nek egy nagyobb méretii tartomanyan él. Ez esetben is tanulméa-
nyoztam a rendszer nemkolcsonhaté savszerkezetét, és megallapi-
tottam, hogy az indulé Hamilton-operator paraméterkészletének
bévitése nem modositja a savszerkezet lényegi strukturajat. [2]

T4 tézispont

A PSZO modszer alkalmazasaval tanulmanyoztam a nemmégne-
ses fématomokbdl felépiil§ rendszerek nanoskélan tapasztalhaté
ferroméagneses viselkedésének mélyebb mozgatorugoit. A vizs-
galt rendszert egy kétdimenzids négyzetes raccsal rendelkezd nano-
struktira adta, melynek racspontjaiban nemmégneses fématomok
foglalnak helyet. Periodikus hatarfeltételek és az elektronok felii-
leti mozgasanak figyelembevétele mellett speciélis vortexes szer-
kezetii, ferromégneses alapéllapotra bukkantam. A "vortexes"
— magyarul "6rvényes" — kifejezés ez esetben arra utal, hogy az
elektronok csak meghatérozott vortexvonalak mentén létezhetnek
a rendszerben. A kapott alapéallapot ferromégneses mivoltat az
elektronok spinindexei kézott 1étrejovs korrelacids hatésok gene-
raljak. A nemkolcsénhatd savszerkezet vizsgalatabol az is kide-
riilt, hogy a diszperziérelaciot nem alkothatja lapos sav, tehat a
kialakulé spinpolarizélt 4llapot nem produkéilhat Mielke—Tasaki-
értelemben vett lapossav-ferromagnesességet. Igy a spinkorrelé-
cios effektus révén elgallo spinpolarizalt allapot a ferroméagneses-
ség klasszikus értelemben vett valtozataihoz képest egy teljesen
djfajta mechanizmust képvisel. Szamitésaim szerint az alapalla-
potban jelenlévs elektronok szama aranyos a rendszer linearis mé-
retével, aminek kovetkeztében az elektronok feliileti koncentraci-
6ja forditott ardnyban 4all a lineéris rendszermérettel. Ennélfogva
a kapott ferroméagnesesség csak nanoskalan relevans (termodina-
mikai hatéresetben eltiinik), és a kis koncentracios részecskeszam-
tartoméanyban érvényes. Osszességében véve tehat az eredmények
a nemmagneses fématomokbol felépiil§ nanoszemcsékben 1étre-
jovs ferromégnesességnek egy lehetséges — kvantummechanikai és



matematikai alapokon nyugvo — magyarazatat adhatjak. [3]

Ts tézispont

Az ATAM modszer felhasznaldsaval, periodikus hatarfeltételek
megvaldsitasa mellett, meghataroztam egy kétdimenzids méhsej-
tes szerkezettel rendelkezd nanostruktira alapallapotat. A négy
hatszogbdl felépiils és Gsszesen nyolc kiilonb6z6 csomoépontot tar-
talmazé racsban négy elektront helyeztem el. Ebben az esetben
a szingulett allapotokat képez6 bazisvektorok egy dimH = 784
dimenziés Hilbert-teret &llitanak els. Az ATAM modszer el6-
irdsai szerint megalkottam egy dimS = 70 dimenziés redukalt
Hilbert-teret, aminek koszonhetSen egy nagysagrendnyi "nyere-
ség" konyvelhets el dimH és dimS viszonylatdban. A rendszer
alapallapotat egzakt diagonalizaciés technikaval hataroztam meg,
és eredményeim helyességét az bizonyitja, hogy az S és H terek-
ben elvégzett szamitasok egyezd megoldasokra vezettek. [4]

Ts tézispont

A redukalt Hilbert-térben analizaltam a kétdimenzids méhsejtes
szerkezettel rendelkezd nanostruktira alapallapoti tulajdonsagait.
Els6ként azt vizsgidltam meg, hogy az I, alapallapoti energia ho-
gyan viselkedik a Hubbard-kolcsonhatas U csatolési dllanddjanak
fliggvényében, és megallapitottam, hogy az E4(U) gorbe telitési
jelleget mutat. Erdekességképpen egy négy elektront tartalmazo
négyzetes racs esetében is megrajzoltam az E,(U) fiiggvényt,
melynek elkészitéséhez egy korabbi publikaci6é adatait hasznaltam
fel. Az E,(U) gorbe ezen négyzetes racs esetében is telitésbe for-
dul, ami azt jelzi, hogy a kapott szaturacios viselkedés nem rend-
szerspecifikum. Ugyanakkor mégis figyelemreméltd, mert nemin-
tegralhato kétdimenzios rendszerek egzakt eredményeinek szint-
jén a szakirodalom korabban nem szamolt be hasonlé karakte-
risztikarol. Ezek utan természetes moédon vetSdott fel a kérdés,
hogy vajon milyen fizikai okok allhatnak a telités kialakulasanak
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héatterében. Hogy erre érdemi magyarazatot adhassak, tanulméa-
nyoztam az alapallapoti hullamfiiggvény redukalt Hilbert-térbeli
bazisvektorainak el6fordulasi valészintiségét a kolcsonhatas erds-
ségének fiiggvényében. FEnnek sorén olyan bazisvektorokat kellett
megvizsgalnom, melyek legalabb egy dupla betoltést tartalmaz-
nak, hiszen a Hubbard-kélcsonhatés csak a duplan betoltott cso-
mopontokon érvényesiil a rendszerben. Azt tapasztaltam, hogy a
tanulméanyozott méhsejtes és az emlitett négyzetes récs esetében
az abrazolt valoszintségek mindegyike erGteljes folytonos lecsen-
gést produkil, ami egybevig azzal, hogy az alapéllapoti energia
telitésbe fordul. E4(U) szaturacios jellegét ugyanis éppen az idézi
el6, hogy a rendszer, a bazisvektorok valészintiségének rohamos
hanyatlasa miatt, névekvs U ellenére sem képes tovabb névelni az
alapallapoti energidjat. A méhsejtes rendszerben azonban, kvé-
zidegeneralt alapallapotok esetén, a a bézisvektorok valdszintisé-
gének csokkend gorbéjére egyfajta oszcillacio (reszketés) is szu-
perponélédik, azaz megfigyelhet§ a Zitterbewegung jelensége. A
"kvazidegeneralt" kifejezés arra utal, hogy az allapotokhoz tar-
tozo6 energidk kb. 12 tizedesjegyre kiterjed§ egyezést mutatnak,
tehat az alapallapot nem szigortian degeneralt. A Zitterbewegung
hagyomanyos értelemben véve a relativisztikus Dirac-elektron po-
zicivjanak idébeli oszcillacidjat jelenti, amely a Dirac-elektron
hulldmcsomagjat alkotd pozitiv és negativ energiaju allapotok in-
terferenciajanak eredményeképpen jon létre. A Zitterbewegung
azonban szamos esetben megfigyelhet6 nemrelativisztikus koriil-
mények kozott is, példaul félvezetsbeli elektronok és lyukak, csap-
dézott ionok, hideg atomok, vagy éppen klasszikus hullamok id6-
beli reszketéseként. Hangsulyozom, hogy a tanulmanyozott méh-
sejtes rendszerben tapasztalt reszketés nem idébeli folyamatként
jelenik meg, hanem a Hubbard-kolcsonhatés erésségének fiiggveé-
nyében rajzolédik ki. Ez mindenképpen tjszert jelentéstartalom-
mal ruhézza fel a Zitterbewegung jelenségét, amit ez esetben a
kvazidegeneralt allapotok interferenciajaként interpretalok. [4]
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1. Introduction

In my PhD thesis I studied the ground state properties of
strongly interacting, quantum mechanically behaving, noninteg-
rable, periodic many-particle systems in the framework of the
Hubbard model, by application of exact methods. The descrip-
tion requires an apparatus of theoretical condensed matter phy-
sics, so — according to the concepts of the field — the "strongly
interacting" attribute means that the strength of the interaction
between the particles is much greater than the contributions of
the kinetic energy. The interaction therefore appears not as a
perturbational effect, but it enters the physical processes as a
significant factor. The applied Hubbard model takes the interac-
tion itself into account as local Coulomb repulsion between the
electrons. It is also worth making clear the content of the "nonin-
tegrable" attribute, which expresses that the number of the deg-
rees of freedom of the system exceeds the number of the defined
constants of motion.

In the first period of the examinations I analysed the ground
state characteristics of a quasi-1D structure of polyphenylene type,
whose polymer construction is formed by the chain of interlocked
hexagon-shaped cells. In the vertices of the hexagons carbon
atoms are located, to which, depending on the concrete chemi-
cal variant of the system, further atoms or groups of atoms can
be connected, and the chemical bonds, linking the hexagons to-
gether periodically, can also be realized by various atoms. The
"quasi-1D" name refers to that although the crystal structure
of polyphenylene is built up by planar hexagons, the geomet-
rical lattice of the system creates a one-dimensional chain. In
the class of polyphenylenes several compounds can be listed, as
examples I mention the polyphenyl ether, polyphenylene oxide,
polyphenylene sulfide, polyethylene terephthalate, polybutylene te-
rephthalate, aromatic polyamide and polyphenylene vinylene rep-
resentatives. Polyphenylenes show extremely special physical and
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chemical properties (they resist massively e.g. extreme thermal,
mechanical and chemical effects), and due to this they cover a
quite broad range in the spectrum of the practical applications,
especially in the field of industrial and engineering applications.

In the next stage of my research I extended the investigations
to nanostructures possessing two-dimensional lattice, as well. First,
by means of theoretical physics I tried to reveal the deeper drivers
of nanoscale ferromagnetism of systems constructed by nonmag-
netic metal atoms (e.g. gold, palladium). The subject of this
analysis was a nanostructure possessing two-dimensional square
lattice, whose lattice sites are occupied by metal atoms without
resultant magnetic moments. Then I studied the ground state
features of a small-sized honeycomb-structured graphene-like sys-
tem. Graphene-like honeycomb systems together with the square-
lattice structures have been popular topics of the scientific papers
for a long time, so the collected knowledge is rather diversified,
which demonstrates mainly the variegation of phases and phase
transformations evolving in square and hexagonal systems.

The theme of the many-particle problems possesses an excep-
tionally rich literature background, however, the majority of the
papers discuss integrable systems. But the integrability inflicts
certain requirements for the given structure, since in an integ-
rable system the degrees of freedom can not exceed the number
of the defined constants of motion. In real physical systems this
restriction can not be implemented at all or can be fulfilled only
in special cases, confining the problem mostly to one dimension.
Nevertheless, there is no doubt that during the investigations
regarding integrable structures a lot of valuable physical and me-
thodological knowledge have been accumulated. However, since
most of the formations existing in reality do not satisfy the crite-
rion of integrability, we have to study the physics of nonintegrable
systems, as well. Thereby, our image of the quantum mechanical
many-particle systems can become more complete, since we can
create the potential possibility to take our previous knowledge
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closer to the reality given by the nature. Arising from the many-
particle character of the systems, it is also a crucial question
how realistic the used method can treat the correlation effects.
From this point of view, the exact descriptions of the strongly
interacting, nonintegrable systems represent an important value.
At the same time, exact discussions also make the efficiency of
approximation methods testable by comparing the solutions ob-
tained by approximate and exact methods, respectively. On the
other hand, exact calculation techniques play an important role,
because they can serve as a benchmark during the probe of nume-
rical methods, as well. Thus the application of exact procedures
can be useful and interesting in several respects, which gave me,
too, serious motivation in performig of my calculations. In or-
der to determine the exact ground states of the studied systems
I used two different methods: the one is the method of Positive
Semidefinite Operators, and the other is the method based on the
Determination of the Subspace Containing the Ground State.
There are several kinds of procedures based on positive semi-
definite operators, and their application for nonintegrable systems
started to pick up really in the '90s, after Brandt and Giesekus
published their results in 1992. The essence of the technique int-
roduced by them was that one transformed the Hamiltonian of
the system into positive semidefinite form, which allowed to pro-
vide an exact lower bound of the ground state energy. After this,
by the application of the variational principle one calculated also
an upper bound, and the mathematical matching of the obtained
lower and upper bounds yielded the ground state energy of the
system. They showed their results by the example of the Hubbard
and the periodic Anderson model, respectively. The method of
Brandt and Giesekus was applied successfully by others, as well,
for demonstrating e.g. resonating valence bond, paramagnetic
insulator and charge density wave, ferromagnetic, and supercon-
ducting ground states. Furthermore, the Falicov—Kimball model,
the one- and two-dimensional extended Emery model, and the

14



one-, two- and three-dimensional periodic Anderson model were
also studied by the method. Beside the procedure introduced by
Brandt and Giesekus we can read about other techniques, too, in
the literature, which utilize also the properties of positive semide-
finite operators. Apart from some exceptions, the application of
the above methods focused not on a chosen system, but mostly
the aim was to exhibit a known and defined type of states as
ground state in a system-independent way, in the frame of the
given model. Contrarily, the version of the procedures based on
positive semidefinite operators, which was applied by me, too, in
the course of my research work, assignes the system to be studied
as a starting point without assuming any previous knowledge re-
garding the ground state. This new perspective developed in the
2000s. Its application was performed first in case of quadrilateral
chains, and subsequently it led to results in respect of triangular,
pentagonal, zig-zag and armchair type of hexagonal chains, as
well.

Beside the calculation techniques based on positive semidefi-
nite operators, also such methods were worked out in the 2000s
whose application allows to determine the exact ground state of
the system in a small-sized subspace of the Hilbert space given
by the problem. By means of the procedure the dimension of
the Hilbert space decreases significantly, so the investigation of
the physical properties of the ground state is much simpler and
less time-consuming in the obtained subspace. By the applica-
tion of different numerical versions of the method it was possible
to show such results which describe the exact ground state inde-
pendently of the system size. For instance, during the study of
the one-dimensional t-J model phase separational behaviour was
observed, and in case of the two-leg Hubbard ladders several cor-
relation functions were calculated. The method in analytical form
was first presented by the example of a two-dimensional square
lattice by using the Hubbard model, whose results were examined
later in the framework of the extended Hubbard model, as well.
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In my calculations I applied the mentioned analytical procedure
for the determination of the exact ground states of the studied
system.

2. The applied methods

Hereinafter, I will summarize briefly the essential elements of
the method of Positive Semidefinite Operators (henceforth PSO
method) and the method based on the Determination of the Sub-
space Containing the Ground State (henceforth DSCGS method),
respectively.

2.1. The method of Positive Semidefinite Operators

The application of the method is based on the positive se-
midefinite operators. An operator P is considered to be positive
semidefinite in that case if the relation (1)|P[¢) > 0 can be sa-
tisfied by any [¢) wave function of the H Hilbert space. Due to
the positive semidefinite nature, the operators possess the special
property that the set of their eigenvalues is nonnegative, i.e. their
spectrum has an exactly known lower bound, which is the zero.
The PSO method has the starting point that in principle every H
Hamiltonian describing a physical system can be transformed into
a positive semidefinite form. Namely, it can be proved that, if F,
denotes the lower bound of the spectrum of H (the ground state
energy), H— E, is positive semidefinite, i.e. H— E, = P. Trans-
ferring the unknown FE,; ground state energy to the right-hand
side of the equation in the form of a constant C, the inscription
H = P + C can be established, which provide the expression of
the Hamiltonian transformed into positive semidefinite form. In
order to indeed get to the ground state of the system, the right-
hand side of the equation H|y) = (P 4 C)[¢)) has to be set to a
minimum value. It can be accomplished by imposing the condi-
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tion P |t)) = 0, which even means that one chooses the smallest,
i.e. the 0 eigenvalue from the spectrum of P. Thus, starting from
a most generally constructed [¢) state, by the fulfillment of the
condition P|t) = 0, the |1hg) ground state wave function of the
system can be calculated, and the corresponding ground state
energy is resulted in the formula E;, = C. The PSO method is
very productive also in several respects. On one hand, its success
lies therein that the applicability of the procedure is absolutely
independent of the dimension of the system and the number of
the constants of motion, in other words, it can be carried out also
in integrable and nonintegrable systems, in arbitrary dimension.
On the other hand, the second nontrivial virtue of the method
arises from the fact that it can yield the ground state energy of
the system exactly, without havmg any cognition about the lower
bound of the eigenvalues of the H Hamiltonian. Since H and
P differ, however, only in the constant C, the minimum of the
H -spectrum is defined by the C-shifted value of the lower bound
of the P-spectrum (the zero).

2.2. The method based on the Determination of the
Subspace Containing the Ground State

The substance of the procedure is that in the full Hilbert
space of the problem one determines a small-sized S subspace,
which contains the ground state of the system. This means that
one has to construct the electron states which constitute the base
vectors of the S reduced Hilbert space. In order to build up the
base vectors, the method utilizes two fundamental observations:
I.) The ground state includes the particle configuration represent-
ing the strongest interaction. II.) Starting from the translation
invariant nature of the system, the most interacting particle con-
figuration can exist equivalently with the same weight on each
site. In the first step of the method, based on the remarks I.)
and II.), one constructs the first base vector of the S subspace
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denoted by [i1), which is created by the sum of the most inter-
acting configurations appearing periodically on the sites of the
system. Subsequently, one generates further |i9), |i3), |i4), ... base
vectors by operating with the H Hamiltonian of the system to
li1), and the procedure is continued until one finds the last |i,)
final element of the base of subspace S. This mathematically
means that the system of equations evolving by the operations
Hlir), Hlig), ..., H|i.) closes, and z provides the dimension of the
reduced Hilbert space. The ground state of the system can be
obtained by exact diagonalization of the matrix built by the coef-
ficients of the system of equations containing these z equations,
and the correctness of the solutions can be confirmed by the accor-
dance with the results of the exact diagonalization performed in
the full Hilbert space. The DSCGS method, from a certain view-
point, can be considered as a special way, since it can be applied
only in case of such systems in which even-numbered electrons
generate a singlet state, i.e. the total spin projection is zero. By
means of the procedure, however, the dimension of the Hilbert
space can be reduced at least by one order of magnitude, which
facilitates significantly the ensuring of the computational capacity
needed for the mathematical operations.

3. Results

T, thesis point

By means of the PSO method I determine the exact ground states
of quasi-1D polyphenylene structures containing N. cells. Un-
der the application of periodic boundary conditions I reached
the conclusion that in the absence of external magnetic field the
ground state is paramagnetic and localized in the whole domain
of the electron number N < N.. However, under the influence of
a magnetic field perpendicular to the plane of the chain, in the
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interval N < N, the localization length of the electrons increases
as compared to that in the lack of the magnetic field. This finally
leads to that in the borderline case N = N, the system behaves
as a saturated ferromagnet. Based on these I concluded that the
localization length of the electrons can be altered by switching
on/off the external magnetic field, and in case of N = N, the sys-
tem can be tilted from a paramagnetic to a ferromagnetic ground
state. This behaviour is extremely special, because the mentioned
ferromagnetism can be induced in such an organic system whose
atoms do not possess resultant magnetic moments. [1,5,K3,K5]

T5 thesis point

According to my investigations regarding the bare band structure
of the polyphenylene systems, the evolving paramagnetic and fer-
romagnetic ground states are valid in the low concentration range
of the particle number. During my analysis I pointed out, too,
that in a magnetic field all bands of the band structure become
flat, this effect, however comes into existence exclusively in case
of a magnetic field having quantized induction. The N = N,
electrons fill the lowest flat band of the band structure even up to
half, which means that the obtained ferromagnetism is realized
in the form of so-called Mielke—Tasaki-like flat band ferromag-
netism. In accordance with the above statements, however, the
Mielke—Tasaki-like flat band ferromagnetism can develop in this
case only in a quantized magnetic field, which is rated quite rare
phenomenon. [1,5,K3,K5]

T3 thesis point

I increased the size of the phase space of the polyphenylene chains.
Namely, the obtained paramagnetic and localized ground state
was valid only in a narrow, linear domain of the phase space,
hence I deemed it necessary to investigate the possibility to en-
large this range. To this end, I expanded the set of parameters of
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the starting Hamiltonian of the system, whereby I succeeded in
broadening the above mentioned linear sector to a volumetrical
zone having a special shape. Herewith I corroborated that the
paramagnetic and localized ground state is present in fact in a
larger sized domain of the phase space. I studied also in this case
the bare band structure of the system, and I stated that the ex-
pansion of the set of parameters of the starting Hamiltonian does
not modify the essential features of the band structure. [2]

T, thesis point

By applying the PSO method I studied the deeper drivers of
the ferromagnetic behaviour of nanoscale systems consisting of
nonmagnetic metal atoms. The examined system was given by
a nanostructure possessing two-dimensional square lattice, whose
lattice sites are occupied by nonmagnetic metal atoms. Under the
consideration of periodic boundary conditions and surface motion
of the electrons, I found a ferromagnetic ground state having a
special vortex-like character. The "vortex-like" expression in this
case refers to that the electrons can exist only along certain vor-
tex lines in the system. The ferromagnetic nature of the obtained
ground state is generated by correlation effects of spin indices of
the electrons. Following the investigation of the bare band struc-
ture, it also turned out that the dispersion relation can not be
created by a flat band, so the evolving spin-polarized state can
not produce Mielke-Tasaki-like flat band ferromagnetism. Thus
the spin-polarized state arising from the spin correlation effect,
compared to the classical variants of ferromagnetism, represents
a quite new type of mechanism. According to my calculations,
the number of electrons presenting in the ground state is pro-
portional to the linear size of the system, and as a consequence,
the surface concentration of the electrons is in inverse proportion
to the linear system size. Hence, the obtained ferromagnetism is
relevant only in nanoscale (it disappears in thermodinamic limit)
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and valid in the low concentration range of the particle number.
Overall, the results can provide a possible explanation — based on
quantum mechanical and mathematical grounds — for ferromag-
netism of nanograins built up by nonmagnetic metal atoms. [3]

T5 thesis point

By making use of the DSCGS method, under the implementa-
tion of periodic boundary conditions, I determined the ground
state of a manostructure possessing two-dimensional honeycomb
lattice. 1 placed four electrons in the lattice constructed by four
hexagons and containing in all eight different sites. In this case
the base vectors forming singlet states produce a dimH = 784-
dimensional Hilbert space. According to the rules of the DSCGS
method I composed a dimS = 70-dimensional reduced Hilbert
space, which enabled a gain of one order of magnitude in the re-
lation of dimH and dimS. I determined the ground state of the
system by exact diagonalization technique, and the correctness of
my results is proved by the fact that the calculations performed
in spaces S and H led to matching solutions. [4]

Ts thesis point

In the reduced Hilbert space I analysed the groud state properties
of the nanostructure possessing two-dimensional honeycomb lat-
tice. First I investigated how the E; ground state energy behaves
in the function of the U coupling constant of the Hubbard interac-
tion, and I stated that the Ey(U) curve shows saturation charac-
ter. As a matter of interest, I depicted the E,(U) function also in
case of a square lattice containing four electrons. To the prepara-
tion of the function I used the data of an earlier publication. The
E,(U) curve turns into saturation in case of this square lattice,
as well, which indicates that the obtained saturation behaviour is
not system specificity. However, it is remarkable because, at the
level of exact results of nonintegrable two-dimensional systems,
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the literature has not reported before on similar characteristic.
Then, of course, the question arised what kind of physical causes
can be behind the evolving of the saturation. In order to give
a substantive explanation, I studied the probability of the base
vectors of the ground state wave function in the reduced Hilbert
space in the function of the interaction strength. During this I
had to investigate such base vectors which contain at least one
double occupancy, since the Hubbard interaction prevails only on
the double occupied sites in the system. I experienced that, in
case of the studied honeycomb and the mentioned square lattice,
all of the plotted probabilities produce a strong continuous de-
cay, which coincides with the fact that the ground state energy
turns into saturation. Namely, the saturation character of E,(U)
is caused by even the fact that the system, because of the rapid
decrease of the probability of the base vectors, despite increasing
U can not enhance its ground state energy. In the honeycomb
lattice, however, in case of quasi-degenerate ground states, also
an oscillation (trembling) is superimposed to the decreasing curve
of the probability of the base vectors, i.e. the phenomenon of Zit-
terbewegung can be observed. The "quasi-degenerate" expression
refers to that the energies belonging to the states show a match
extending for about 12 digits, thus the ground state is not strictly
degenerate. The Zitterbewegung in traditional sense means the
temporal oscillation of the position of the relativistic Dirac elect-
ron, which comes into existence as a result of the interference of
the positive- and negative-energy states creating the wave packet
of the Dirac electron. The Zitterbewegung, however, can be ob-
served in many cases under nonrelativistic circumstances, as well,
for example as temporal oscillation of electrons and holes in se-
miconductors, trapped ions, cold atoms, or even classical waves.
I emphasise that the oscillation experienced in the studied honey-
comb system appears not as a temporal process, but it is plotted
in the function of the strength of the Hubbard interaction. This
provide everyhow a novel meaning for the Zitterbewegung which
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I interpret in this case as an interference of the quasi-degenerate
states. [4]
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Konferencia
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Fizika, Foldtudoményok és Matematika Szekcio,
Szilardtestfizika Tagozat

Trencsényi Réka
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NYF, ISBN 978-615-5097-15-7, 138. o.
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