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1. fejezet

Bevezetés

A hatarérték-tételekhez tartozé témakorok a valoszintiségszamitas legfonto-
sabb, legtobbet kutatott fejezetei kdzé tartoznak. Dolgozatomban hatérér-
ték-tételeket bizonyitok kiillonbozs feltételek esetén.

Disszertaciom els6 részében autoregresszios tipusi martingal mezdket
tanulmanyozok. Kozismert, hogy a martingidloknak sokfajta altalanositasa
létezik. A Doob-féle martingédl konvergencia tételt tobbparaméterd esetre
Cairoli altalanositotta (lasd [Cai70]). Vektor értékd martingalokra pedig
Chatterji terjesztette ki (lasd [Cha68|). Az ¢ eredményeit Fazekas Istvan
altalanositotta tobbparamétert esetre (lasd [Faz83)).

MacQueen 1973-ban bevezette a linearis martingal fogalmat ([MQ73]).
Megmutatta, hogy az altala vizsgalt folyamat sokkal kozelebb 4ll a martin-
galokhoz, mint a stacionarius folyamatokhoz, ha az egyiitthatokra bizonyos
feltételek teljesiilnek. Az altala tekintett specialis esetben a Doob-féle mar-
tingal konvergencia tétel is teljesiil. Dolgozata utols6 részében tobb példat
is ad, ahol lehet alkalmazni a linedris martingélokat.

Ezt az autoregressziv sémat azota a szakirodalomban mér tébben vizs-
galtak ([Hey80|, [Faz87], [Tom01]). Kétparamétert esetre vald kiterjeszté-
sével Fazekas Istvan foglalkozott a 80-as évek kozepén. Kiindulva Fazekas
Istvan korabbi eredményeibdl ([Faz87|, [Faz88|), sikeriilt kiterjeszteni az au-
toregressziés tipust martingalokra vonatkoz6 eredményeket d-paramétert
esetre is, amely természetesen tartalmazza a mér korabban elkészitett egy-,
illetve kétparaméterti esetet is specialis esetként (2.21. Tétel). Itt méar ma-
ganak a d-paraméteres autoregresszios tipust martingal mez6 fogalménak a
kialakitasa is sajat eredmény, nemcsak ezen folyamat alkalmas reprezentaci-
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Oja és a konvergencia tételek igazolasa. A bizonyitasban 0j Gtleteket kellett
felhasznalni, mert a korabbi eredményekben hasznalt médszerek nem voltak
alkalmazhatoak a d-paraméterd esetben. A 2-nél magasabb dimenzi6s para-
métertér esetén bevezetett 0j formalizmus a vec operatoron és a Kronecker-
szorzaton alapul. Felhasznaltam tovabba a Burkholder-egyenlStlenség alta-
lanos alakjat is, amely Fazekas Istvan cikkében talalhato meg (lasd [Faz05]).

A disszertacié masodik és harmadik részében hatarérték-tételeket bizo-
nyitok ugynevezett ,stirtis0ds-névekvs” sémara. A | siirtiséds-névekvd” eset
lényegesen eltér a tisztan stirtis6dd esettdl. A stirtisods tulajdonsag azt jelen-
ti, hogy a megfigyelések helyei egyre siirtibbek egy rogzitett tartomanyban
(lasd [Cre91]). A stirtis6ds esetben tobb jol ismert becslés sem konzisztens
(lasd [Lah96]). Ebben az esetben nem varhato a becslések aszimptotikus
normalitdsa, mert hidnyzik egy alkalmas centralis hatéreloszlas-tétel.

A | stirtisodé-névekvd” tartomany esetén a megfigyeléseink egyre strtib-
bek, mik6ézben a tartomany ,,mérete” is tart a végtelenhez. Ezt a gondolatot
ilyen explicit formaban elGszor Lahiri vetette fel, majd egyre tobben kezdtek
foglalkozni ezzel a témaval, hiszen ez a megkozelités hasznos lehet a foldtu-
domanyok, meteorologia, kornyezetvédelem, képfeldolgozas stb. teriiletein
is. Ezen tudomaéanyteriileteken szamos olyan folyamatot tanulmanyoznak,
amely térben vagy idGben folytonosan valtozik. A gyakorlatban nem tud-
juk folytonosan megfigyelni a folyamatokat, ezért véges adathalmazokat és
diszkrét becsléseket hasznalunk.

Ezekben a fejezetekben gyengén fiiggs valosziniiségi mez6 1étezését fel-
tételezziik. Ehhez hasznaljuk az ugynevezett a-keverd tulajdonségot.

Természetesen tobb keverd tulajdonsag is létezik mind folyamatokra,
mind mez&kre, ezeket az alabbiakban foglaljuk Gssze.

Legyen (2, A, P) valoszintiségi mez6 és legyenek B és C rész o-algebrai A-
nak. A B és C o-algebréak kozti fligg6ség leirasara a kovetkezs egyiitthatokat
vezették be a szakirodalomban:

a=a(B,C)= sup [P(BNC)—-P(B)PC),
BeB,CeC

¢ =¢(B,C) = sup [P(C) = P(C|B)],
BeB,P(B)>0,CeC
p=p(B,C)= sup | corr(X, Y)|.

XeL?(B),YeL?(C)



Az egyiitthatok kozott a kovetkezs egyenlStlenségek érvényesek (lasd
[Dou94|):

20 < B <,
da < p < 24/p.

Tovabbi egyenlStlenségek megtalalhatok a [Dou94| és [Bra05] mitivekben.

A korabban bevezetett keverési egyiitthatok a kévetkezd intervallumbol
vehetnek fel értékeket:

0<a(B,C) <1/4,
0<B(B,C) <1,
0<¢(B,C)<1,
0<p(B,C)<1.

B és C akkor és csakis akkor fiiggetlen, ha a kévetkezs négy feltétel
valamelyike teljesiil:

Q
Il

mm >

R
I

o o o o

s

Az « egyiitthatot Rosenblatt (|[Rosb6]), a 8 egyiitthatot Kolmogorov
(v6. [WRAH9)]), a ¢ egyiitthatot Ibragimov ([Ibr59]), a p egyiitthatot Kol-
mogorov és Rozanov ([KR60]) az emlitett cikkeikben vezették be. Tovabba
szamos mas fliggGségi meérték is bevezetésre keriilt (lasd [Bra83|).

Legyen X = (X, k € Z) valoszintiségi valtozoknak egy (nem feltétleniil
stacionérius) sorozata. Definidljuk az ]—"} o-algebrat a koévetkezSképpen:

Fh=0(Xp: J<k<LkeZ), —00<J<L<o.

Definialjuk a kovetkezd egytitthatokat minden n > 1 esetén (|Bra05|):
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a(n) =supa(F. ., F51,),
JEZL

Bn) = sup BF s FS50),

p(n) = sup o(F. o, Fin),
JEL

p(n) = sup p(FL o, i)
JEL.

Azt mondjuk, hogy az X sztochasztikus folyamat erésen keverd (azaz
a-keverd), ha limy_, . a(k) = 0. Ez a feltétel specifikalja az X mult és jovo
aszimptotikus fiiggetlenségét. Hasonloan vezethetsk be a 3, és p-keverd
fogalmak is.

A folyamat kever6 tulajdonsagara az alabbiak érvényesek:

p-kever§ = [-keverd = a-keverd,

p-kever§ = p-kevers = a-keverd.

Megmutathato, hogy az implikiaciok nem megfordithatok (lasd [Dou94],
[Bra05]).

Véletlen mezsk esetén az a-keverd feltételt a kovetkezSképpen vezetjitk
be (lasd [Guy95]). Az {e(x) : x € T}, T C RY, a-keverési egyiitthatoja:

Oé(T,’LL7’Z)) = Sup{a(FIUFIQ) : Q(IhIQ) Z r, ’I1| S u, ‘I2’ S U}a

a szuprémum a 71" minden [; és Iy véges részhalmazara veends, Fi, =
o{e(x) : xe Li},i=1,2.

Az els6 kdzponti hatareloszlas-tételeket keverd véletlen sorozatokra Ro-
senblatt bizonyitotta ([Ros56]) a-kevers esetre, valamint Ibragimov ([Ibr62])
a @-keverd esetre. A dolgozatom szempontjaboél fontos elézmény, hogy Ibra-
gimov és Linnik ([IL71]) a-keverd folyamatokra, Guyon (|Guy95|) a-keverd
mezGkre, Fazekas és Kukush ([FKO00]) pedig a-keverd mezdk esetén ,si-
riis6dé-névekvsd” sémaéara bizonyitanak hatarérték-tételeket. Fazekas és Ku-
kush nem ko6z0l részletes bizonyitast, ezért jelen munkam masodik részében
rogzitem a bizonyitas lépéseinek részleteit (lasd a 3.5. Tétel és a 3.6. Tétel
bizonyitasat), valamint foglalkozom a tétel p-dimenzios kiterjesztéseivel is.

A dolgozatom harmadik részének téméaja a regresszios fliggvény mag-
fliggvényes becslése. A magfiiggvényes becsléseket széles kérben tanulma-
nyozza a szakirodalom. Nadaraya és Watson ([Nad64|, [Wat64]) 1964-ben



kozolt eredményeit szamos cikkben feldolgoztak és altalanositotték. Ezeket
az eredményeket tobbek kozott Rao (JRao83]), Devroye és Gyérfi ([DG85|),
valamint Bosq ([Bos98|) foglalta dssze. A magfiiggvényes becslések egy fon-
tos tulajdonsaga az aszimptotikus normalitas, melyet tobb cikkben is tanul-
méanyoztak. Példaul 1972-ben Schuster ([Sch72]) diszkrét esetben bizonyi-
tott aszimptotikus normalitast, mig 2001-ben Cai ([Cai01]) folytonos eset-
ben latott be hasonldé eredményt. A regresszids fliggvény magfliggvényes
becslésének vizsgélata szorosan kapcsolodik a stirtiségfiiggvény becsléséhez
(lasd [CL86|, [BMP99], [FC06]). Ezen eredményekbsl kiindulva sikeriilt a
regresszios fliggvény aszimptotikus normalitasat bizonyitani a- keverd me-
z6kre ,slirtis6dé-novekvs” tartoméanyt tekintve. Ezen tételt tekintem a dol-
gozat legfontosabb eredményének (4.1. Tétel). Dolgozatombol, illetve Faze-
kas Istvan korabbi eredményeibdl (JFCO06|) kideriil, hogy ez az eset a diszk-
rét és a folytonos idejd esetek kozott helyezkedik el. Pontosabban szolva, a
hatéreloszlas kovariancia struktiraja a diszkrét és a folytonos idejd hatér-
eloszlasok lineéris kombinaciéjaként adodik.

Dolgozatomat két példaval zarom, melyen keresztiil szemléltetem a ha-
tareloszlast. A numerikus példak jol mutatjak az el6bb jelzett speciélis ko-
variancia struktarat.






2. fejezet

Autoregresszios tipusu
martingal mezdk

2.1. Bevezetés

A disszertacio elsé részében a linearis martingalok tobbparaméteres kiter-
jesztésével foglalkozom, és f6 eredményként majdnem mindentitti konver-
genciat bizonyitok. Ez az eredmény specialis esetként tartalmazza Fazekas
Istvan eredményeit is (lasd [Faz87]|, [Faz88|).

Kozismert, hogy a martingaloknak sokfajta alkalmazasa és altaldnosi-
tésa létezik. Szamos vizsgalat alapjit a Doob-féle martingal konvergencia
tétel szolgaltatta, amit itt most mi is felidéziink.

2.1. TETEL. (Doob, [Doo53]) Legyen X = (X, Fy) szubmartingdl. Tegyiik
fel, hogy sup E|X,,| < co. Ekkor lim,, X, = X létezik 1 valdsziniséggel és
n

E|X| < 0.

A Doob-féle martingal konvergencia tételt tobbparaméterd esetre Cairoli
altalanositotta (lasd [Cai70]). Vektor értékd martingélokra pedig Chatterji
terjesztette ki (lasd [Cha68|). Az 6 eredményeit Fazekas Istvan altalanosi-
totta tobbparamétertd esetre (lasd [Faz83]).

Kozismert, hogy a valoszintiségbeli és az LP-beli (p > 1) konvergencia
metrizalhato (mind valés, mind Banach-térbeli értékii valoszintségi valto-
zokra). Igy ezek esetén az egyparaméterti esetbsl adodik a tobbparaméterti
sorozatok konvergencidja.
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A majdnem biztos konvergencia (altalaban) nem metrizalhato. Igy az
egyparaméterd esetbdl nem lehet kozvetlentl kovetkeztetni a tobbparamé-
tertire. S6t, Cairoli (|Cai70]) bebizonyitotta, hogy d-paraméterd martingél
esetén a konvergencia feltétele:

sup E[| Xa | (log™* || Xn[|T1) < co.
n

Gut (|[Gut76]) belatta, hogy a nagy szamok Kolmogorov-féle erds torve-
nye akkor és csak akkor érvényes, ha

E[[ X1 [ (log™ X1 [T < oo.

Itt Xi,i € N? fiiggetlenek és azonos eloszlastak (lasd [Faz83] Theorem 5.3.).

A B Banach-térbeli martingalok elméletének alapjai (pl. B-beli valo-
szintiségi valtozok feltételes varhato értéke) Scalora ([Sca6l|) cikkében ta-
lalhat6 meg. Chatterji 1968-ban (|Cha68|) B-beli martingalokra bizonyi-
totta, hogy a valés martingal konvergencia tétel csak akkor érvényes, ha
kiegészits feltételeket tesziink fel. Példaul, ha X, = E(X|F,) alaki, ahol
E||X| < oo, akkor X, konvergal L'-ben és majdnem biztosan. Vagy pél-
daul, ha B Radon-Nikodym tulajdonsagu, akkor az (Xy,Fn) martingél
supy E|| Xn|| < oo esetén majdnem biztosan konvergal.

MacQueen a martingalok kévetkezd kiterjesztését kezdte el vizsgalni
(lasd [MQT73]): legyen (&, Fy,t = 1,2,...) valoszintiségi valtozok adaptalt
sorozata, ami teljesiti a

(2'1) E(fs‘Fs—l) = a1§s_1 + -+ am{s—m

feltételt, ahol m rogzitett egész, s > m, és ay, ..., an, nem véletlen egytitt-
hatok. A (2.1)-bdl kapjuk, hogy

68 = alfS—l +-+ amgs—m + 687

ahol §; martingél differencia. MacQueen megmutatta, hogy a &; folyamat
sokkal kozelebb &ll a martingadlokhoz, mint a stacionarius folyamatokhoz,
ha az aj, egyltthatok pozitivak és > ;_; ap = 1 teljesiil. Ebben a speciélis
esetben a Doob-féle martingal konvergencia tétel is teljesiil (lasd [MQ73],
Section 3). Dolgozata utolso részében tobb példat is ad, ahol lehet alkal-
mazni a linedris martingéalokat.

Ezt az autoregressziv séméat azoéta a szakirodalomban mar tobben vizs-
galtak (|Hey80|, [Faz87|, [TomO01]). Kétparamétert esetre Fazekas Istvan
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terjesztette ki. Kiindulva Fazekas Istvan korabbi eredményeibdl (|[Faz87|,
|[Faz88|), sikeriilt kiterjeszteni az autoregresszids tipusi martingalokra vo-
natkoz6 eredményeket d-paramétert esetre, amelyek természetesen tartal-
magzzdk a mar korabban elkészitett egy, illetve kétparamétert esetet is spe-
cialis esetként. A bizonyitasban 1j Otleteket kellett felhasznélni, mert a
korabbi eredményekben hasznalt médszerek nem voltak alkalmazhatbak a
d-paramétert esetben. A 2-nél magasabb dimenziés paramétertér esetén
bevezetett 0j formalizmus a vec operdtoron és a Kronecker-szorzaton ala-
pul. Felhasznaltam tovabba a Burkholder-egyenl6tlenség altalanos alakjat
is, amely Fazekas Istvan cikkében talalhato meg (lasd [Faz05]).

2.2. Definicidk és el6zmények

A tovabbiakban a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznélni: legyen d egy po-
zitiv rogzitett egész szam. Az i, j, k,1, m, n jel6ljon d-dimenzids vektorokat.
(pl. n = (n1,...,nq) € N3).

Felhasznaljuk még az 1 := (1,...,1) € N% és 0 := (0,...,0) € N jels-
léseket. A relaciokat Ng—ban koordinatanként értelmezziik, azaz m < n,

ha m; < n;, i = 1,...,d; tovibbA m < n, ha m < n é m #* n.
A max, min, — relacidkat szintén koordinatanként értelmezziik. Példaul:
n — oo, ha n; — oo minden ¢ = 1,...,d esetén.

Egy d-dimenziés vektor logaritmusénak ,abszolat értékén” a

d

|log n|:= Hlog+ n;
i=1

o ) Inz, haz>e
kifejezést értjiik, ahol logt = =
1, ha z <e.

A tovabbiakban legyen (€2, F,P) valoszintiségi mez6, Xn,n € N%, valo-
szintiségi valtozok egy d-paramétert sorozata, és legyen F,, C F o-algebra
minden n € Nére.

Jelolje n az n vektor bizonyos koordinatainak a halmazat és jelolje n
a maradék koordinatait az n vektornak. Jeloljik (n,oc0)-el azon d hosszi-
sagu sorozatokat, amelyek n azon koordinatait tartalmazzak, amelyek ele-
mei n-nek, mig n tobbi koordinatija legyen oo-nel egyenld. Példaul, ha
n az n méasodik és harmadik koordinatajat tartalmazza, akkor (n,o0) =
(00, n2,n3,00,...,00) és (M, 00) = (N1,00,00,N4,...,Nq).
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Jelolje Fn o) az Fx o-algebrak éltal generalt o-algebrat, ahol k <
(n,00), k € N%. Példaul a fenti esetben Fnoc) = 0{Fxk : k2 < na, k3 < ng},
és f(ﬁ,oo) = (T{]:k : ]{31 < nl,k4 < Nyg, .. .,k‘d < ’I’Ld}.

Legyen (B, ||.]|) valos, szeparabilis Banach-tér . Jelolje ¢(B) a B-beli kon-
vergens sorozatok halmazat. Ha X = (z1,22,...) € ¢(B), legyen || X, =
sup; ||z;]|. Definialjuk teljes indukcioval a c¢?(B) tereket (és a normét eb-
ben a térben), azaz c?(B) = c¢(c?1(B)). Jeldlje co(B) a 0-hoz konvergalo
sorozatok halmazat (0 eleme B-nek).

Tegyiik fel, hogy Fin € Fn minden m < n-re. Tovabba, hogy X, Fn-
mérhetd és integralhato (azaz E|Xy| < oo) minden n € Né-re. Azt mondjuk,
hogy (Xn, Fn) martingal, ha

E(Xntk |Fn) = Xn

teljesiil m.m., minden n € N¢ és k € Ng esetén.
Ebben a fejezetben végig feltessziik, hogy

(2.2) E (E(X1|Fm)|Fa) = E (X1| Frin{m,n})

teljesiil minden 1, n, m € N esetén. Ezt a tulajdonsagot gyakran alkalmaz-
zék tobbparaméterd martingalok elméletében (lasd [Faz83]).

A {6 eredményiink bizonyitasdhoz sziikségiink lesz a (2.2)-nél kissé erd-
sebb feltételre is, amelyet az aldbbiakban elemziink. Tetsz&leges véges var-
hato értékid n-ra:

(2.3) E(n | Fa) :IE(... E(n | fff“) |f,<jd>)
az (1,...,d) minden (iy,...,ig) permutacidja esetén, ahol F,Sf) =o{FA :

l; = n;} minden rogzitett n-re és i-re (az FO képletben (i) a megfelels
koordinéta).

Val6jéaban F,gi) specialis esete az F(y o)-nek, hiszen .Fr(li) = Fn,0), ha
(n,00) = (00, ...,00, Nj,00,...,00).

Konnyt belatni, hogy (2.3)-bol kévetkezik a kévetkezd tulajdonséag

(2.4) E{n|Fa} = E{E{n|F(n,c0) HF (@00}

minden véges varhato értéki n esetén. Ennek belatasahoz jeldlje n az n
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i1,. .., 4 koordinatajit. Alkalmazva (2.3)-t az E{n|Fn )}-re, kapjuk, hogy

(2.5) =E{...E[E... [E0|Fno0)F5"] [ F0] ALY
=E{...E[. -E(U\f(g,oo))\]-',(,““)] . ‘]_—r(lid)}’

mivel fr(,il), . ,.7-}(,“) tartalmazza F(y o0)-t-

Tehat
E{n|Fn} = E{E(n|Fn)|F(a,00) }
— E{E[E... [E0F o) | Fa ] | FE) Figon) }
= E{E{n|F(n,00) HF(m,00) }>

ahol a masodik lépésben (2.5)-6t alkalmaztuk.
Tovabba a (2.4)-bsl kovetkezik, hogy

(2'6> E(E(mfm”fn) - E(T/‘]:min{m,n})

minden véges varhato értékd 7 esetén. Specidlisan, (2.4)-bél kovetkezik
(2.2). Kozismert (|[Kho02|, 36 o.), hogy (2.6)-bol kévetkezik (2.3). Tehat
végeredményként kapjuk, hogy (2.3), (2.4) és (2.6) ekvivalensek és adodik
beldliik (2.2).

2.2. ALLITAS. Legyenek en,n € N, fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, Fn
= o{ex : k < n}. Ekkor Fu,n € N teljesiti (2.3)-at.

Bizonyitds. El6szor d = 2 esetre bizonyitjuk az allitast. Jelolje &12,&1 és &o
a kovetkezo véletlen elemeket: {10 = (g45 1 4 <y, j < n2), & = (645 11 <
ni,j > n2) és & = (eij 1 j < ma,i > ny). Ekkor E(n|éi2,&1) = f(&12,61),
ahol f mérhets fliggvény.

Ekkor

E{E(n|F)FD} = E{E(nlé12, €1)[€12, &2}
= E{f(&12,&)| 12, &2} = 9(&12).

Ennek bizonyitasahoz elGszor vegyiik észre, hogy a &1, &1 és & fliggetlensé-
2ébdl kovetkezik

E{f(&12,&1) 612 = @12, & = 22} = E(f(212,&1)) = 9(212),

(2.7)
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ahol g mérhetd fiiggvény. Helyettesitsiik be £12-t és £2-t ebbe az egyenletbe
és megkapjuk (2.7)-et. Kihasznalva, hogy F, C .7:1(11),]:1(12), és hogy (2.7)
teljesiil, azt kapjuk, hogy

1 2
E{n|Fa} = E{EE@| P ) A Fa} = E{g(612) | Fn}
1 2
= g(&12) = EE@F) I FY).
Ha d = 3, akkor a bizonyitas a kovetkez6kon alapul. Jelolje &, &zy, &uz,
s &py. a kovetkezd véletlen elemeket: & = (g1 : @ < ny,j > na,k >
n3)a€zy = (51] S n17j < n27k > n3)7§$2 = (613 11 < nlaj > 77,2,]6 < n3)

6s &2 = (g4 11 < m1,j < na,k < ng). Hasonléan definidljuk a t&bbi
&y, &z, ... véletlen elemet is.

 Eloszor legyen: E(n|Fn) = E(|€ayz, oy Caxs &) = F(Eaye: Eays Eaz Ea)-
Eszrevessziik, hogy &uyz, {ays §22y §x fliggetlenek.
Maésodszor:

E [E(U|FI(11)) ’ff(12)] = E{f(fxyz; g:l?y7 5222:) fz)‘gxyza 5:6:!/7 gyz, fy} = g(gxyzv gxy)

adodik, hiszen (€52, &) & (Enyss Eays Eyzs &) filggotlenck.
Harmadszor, tekintsiik a kovetkezd

E{E[E(|F)FNFDY = BLg(Eayer €y €ayer Ens Eny €23 = h(Enye),

hiszen &y és (Eryzs Eza, &2y, &) fliggetlenek.
Kihasznalva, hogy Fy, C .7-"1(11), 1(12), r(13) és az el6z6 egyenlGséget, ado-
dik, hogy
E{n|Fn} = E(E(E(E(nFM) F2)FS) | Fa)
= E(h(éxyZ)’}—n) = h(fwyZ)
= E{E[E(n| )| FP]IFED ).

d > 3 esetén a bizonyitas hasonlé médon torténik. 0

2.3. Martingal mez6k konvergenciaja

Els6 eredményem tobbparamétert B-értékd martingalok egyenletes konver-
genciajarol szol. Ez a tétel a [Faz83] Theorem 4.4. egy véltozata, melyben
az egyenletes konvergenciat nem vizsgélték.
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Elgszor elevenitsiik fel a Radon-Nikodym tulajdonsagot (lasd [Cha68]).
A B Banach-tér rendelkezik a Radon-Nikodym tulajdonsaggal az (2, F,P)-
re vonatkozoéan, ha minden korlatos variacioju (azaz V,(€2) < oo, ahol
V,(A) = sup{zz:1 (AR)||Ax € F, Ay C A, 44 diszjunkt}) B-értéki
o additiv pu : F — B halmazfliggvény, amely abszolut folytonos P-re nézve
(azaz P(A) = 0 = p(A) = 0, jelolésben V), < P) rendelkezik integral rep-
rezentécioval, azaz létezik olyan f € LY(F, B), hogy u(A) = [, f(s)P(ds)
minden A € F esetén. Itt L1(F, B) B-beli értéki, F-mérhetd.

Egy B térrdl azt mondjuk, hogy rendelkezik a Radon-Nikodym tulaj-
donsaggal, ha az egység intervallum Borel-halmazan értelmezett Lebesgue-
mértékre nézve rendelkezik a Radon-Nikodym tulajdonsaggal.

Sziikségiink lesz még a Fazekas Istvan [Faz83| dolgozataban kozolt ko-
vetkez6 eredményekre:

2.3. LEMMA. ([Faz83] Lemma 2.4., 158 o.)

1. Legyen X; (i € Z) B-értéki valdsziniségi viltozo. Ha az X; sorozat
konvergens m.m., akkor X = (X1, Xos,...) ¢(B)-értéki valdsziniiségi
vdltozo.

2. Legyen X = (X1, Xo,...) ¢(B)-értéki valdszintiségi viltozo és legyen
A rész o-algebrdja F-nek. Tegyiik fel, hogy E|| X||. < oo, akkor
(E(X|A)); = E(X;|A) (i € Z), azaz a c(B)-beli feltételes varhatoérté-
ket koordindtdnként képezhetyik.

2.4. TETEL. ([Faz83] Theorem 4.4., 162 o.) Legyen {Xm, F,m € Z} B-
értékd martingdl. Tegyiik fel, hogy E{X (mn)|F(k,00)} = Xkn)s ha k < m,
ahol

(m,n) = (my,ma,...,mj,ni,na,...,n;) € 74,

(k,n) = (k1, ko, ..., kj,n1,na,...,n;) € Z%

€s Fkoo) = 0{Unezi Faknm)}s (1 +3 = d; i,j > 1). B rendelkezzen a

Radon-Nikodym tulajdonsdggal vagy legyen Xpm = E(X|Fm) alaki, vala-

mely X € LY(F,B)-re. Tegyiik fel, hogy sup E|Xm|(log™ | Xm|?™!) < oo,
meZd

ekkor lim Xy, létezik m.m. (és L'-ben d > 2 esetén).

m-—o0

A bizonyitasban hasznalni fogjuk a Cairoli-egyenlétlenséget is.
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2.5. MEGJEGYZES. (Cairoli-egyenlétlenség, [Faz83| 158 o.)
t(log™ )" 2logt[t(log™ )" "% < (r — Dt(log™ )"t r>2, t > 0.

2.6. TETEL. Legyen B egy valds szepardbilis Banach-tér. Legyen (Xy, Fn),
n € N B-értéki martingdl. Tegyiik fel, hogy az Fn o-algebra teljesiti
a (2.4)-et. B rendelkezzen a Radon-Nikodym tulajdonsdggal vagy legyen
Xn = E(X|Fn), n € N? alaki, valamely X € LY(F, B)-re. Tegyiik fel,
hogy

s?lpElanll(long 1Xn]|T1) < oo

Ekkor létezik egy olyan A esemény, melyre P(A) = 1 és minden w € A-ra
teljesiil a kovetkezd: ha az n tetszdleges koordindtdi konvergdlnak a oo-hez,
mig a maradék koordindtdk rogzitettek maradnak, akkor Xy(w) egyenletesen
konvergdl. (A hatdrérték egy, a rogzitett koordindtdktdl fiiggd valdsziniségi
vdltozo.)

Egy kétparaméteres martingal esetén a tételbeli konvergencia a kovet-
kez&t jelenti. Legyen & > 0. Ekkor minden rogzitett w € A-ra igaz: min-
den ny esetén || Xp, no(w) — Xoom,(w)|| < €, ha ny > ni.; minden ny
esetén || Xp, n,(w) — Xny o(w)|| < €, ha ng > nge; tovabba || X, p, (w) —
Xoo,oo(w)|| <€, ha ny,ng > ne.

A 2.6. Tétel bizonyitdsa. A bizonyitast d szerinti indukcidval végezziik.

d = 1 esetben az eredmény mér ismert (lasd [Cha68]).

Tegyiik fel, hogy a tétel érvényes a d— 1-et meg nem halad6 dimenzidkra.
Most belatjuk d-re, d > 2. (Rogzitjiik az n utolsod koordinatajat.)

Lathato, hogy (Xn, Fu),n € N?, B értékd martingal, melyre teljesiilnek
a 2.4. Tétel feltételei. Fazekas Istvan igazolja (lasd [Faz83|), hogy X, =
E(X|Fn), n € Z4, és X, — X (n — oo) L'-ben, ahol X F.-mérhets.

Belatjuk, hogy X, konvergal 1 valészintiséggel egyenletesen, midén n-
nek csupin néhany koordinatija tart a végtelenbe.

Legyen z% = X(m,k), ahol k € N rogzitett és m € N1 a futéindex.
Ez egy (d — 1) indexes martingal, mely egyrészt z% = E(X|F(m,k) alakt.
Innen

Zin) = Xy = E (X | Floo) = B [EX| )| Foo)] =

= E [E(X|Foo)) [ Fmr)] =E (Z&f”]:(m,k)) ,
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ahol Z&) = E (X|Fioop)) -
Most felvazoljuk a bizonyitas f6 otletét: Hasznéljuk ki azt, hogy ng)
(minden rogzitett k-ra) egy (d — 1) paramétertd martingal. Az indukcios

feltevés miatt Zr(llf) egyenletesen konvergal, ha m koordindtainak barmely

)

csak az utolsé koordinataja, azaz mg_1 tart a végtelenhez, akkor Zr(rlf) egy
konvergens sorozat (1 valoszintiséggel), azaz ez a sorozat ¢(B)-nek egy eleme.
Tekintsiik most azt az esetet, amikor mgy_o a futdéindex. Ekkor az el6zé
c(B)-beli elemekbdl allo sorozat konvergens. Tehat ez a c¢(c(B))-nek egy

eleme. Végezetiil A= c(...c(B)) = ¥ Y(B). Ténylegesen azt fogjuk
——

részhalmaza tart a végtelenhez. A Z,(Ilf felépitése a kovetkezs. Ha m-nek

d—1
megmutatni, hogy X, € c*(B).

Ratériink a pontos bizonyitésra. Meg kell mutatni, hogy Z,(r]f) 1 val6szi-
niiséggel konvergens. Ennek igazolasahoz hatarozzuk meg a keresett hatér-
értéket.

Feltehets, hogy X Foo-mérhetd, ezért X, = E(X|F,)-bol kovetkezik,
hogy Xn — X Lp-ben.

Legyen Zr(noo) =E (X]f(m’m)) . Ekkor (Z,(noo),f(myoo)) , me N1 egy
martingal. A szubmartingal konvergencia tétel miatt kapjuk, hogy

E|| X [|(log™ [|X[)*" < SupglElanll(log+ | Xal)¥ < K < oo
neN

A Jensen-egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy
(28)  E|Z8Y||(log |25 < B||X|(log* | X )4 < K < oo

Azaz a (Z,(noo),f(mpo)) .m € N1 martingal kielégiti a tétel feltételeit,

ezért (az indukcios feltétel miatt) tekinthetjiik ezt a martingalt a c¢?~1(B)
egy véletlen elemének.
Be kell latnunk, hogy

(2.9) E (Z(OO)\]—“(OO’kO _ k)

teljesiil minden k esetén. Ttt Z(>°) = {Zr(noo) :m € N1} valamint Z(F) =
{Zr(llf) :m € N1} A (2.9) egyenldséget minden rogzitett m esetén bizo-
nyitjuk. Az el6z6ekbdl:

E (281 Fcon ) = E [E (X|Fmn o) [Fioo ] = E (X|Fmp) = 285



16 2. AUTOREGRESSZIOS TIPUSU MARTINGAL MEZOK

Viszont ha E|[[Z)||a-1(p) < oo teljesiil, akkor a 2.3. Lemmabol ké-
vetkezik, hogy elegendd belatni (2.9)-et koordinatanként. (A ||Z(>) lea-1()
kifejezésben a c?~1(B) tér normajat hasznaljuk.)

A (2.8) miatt azt kapjuk, hogy supy, E||Z5 | (log™ |27 < 0.
Alkalmazva a 2.4. Tétel bizonyitasat (lasd [Faz83|), a Cairoli-egyenlétlen-
séget (2.5. Megjegyzés) és a teljes indukciot, kapjuk, hogy || Z(°) [ea-1(B) <
co. Tehat (2.9) érvényes. Ezért Z*) — Z(%) mm.

Most bebizonyitjuk, hogy ha tetsz&legesen sok koordinata az n-bdl tart
a végtelenbe, akkor X, egyenletesen konvergens 1 valdészintiséggel. Osszuk
fel n-et részekre: n = (m, 1, k), ahol k € N. A ¢?~1(B)-beli esetre alkalmazva
a martingal konvergencia tételt kl;rgo Xm1k) = X(m,lo0) & c~1(B) térben
m.m. Azaz minden € > 0 esetén létezik olyan k., hogy ha k > k. akkor
[ X(m1k) — X(m,,00)ll < € minden I, m esetén. De X,14) € =Y B)
teljesiil, igy || X(m,1,00) = X(m,00,00) | < € amikor 1 elegendden nagy. Ezekbdl
1 X (m,1,6) — X(m,00,00) || < 2¢, amikor k és 1 elegendGen nagy.

Tehét az allitas bizonyitasa teljes. 0

2.4. Az autoregressziv martingal mezd
definici6ja
Ahhoz, hogy leirjuk a vizsgalando &,,n € N%, véletlen mez6 struktirajat,

sziikséges a Kronecker-szorzat (jelolje ®) és a vec operator fogalma (lasd

[MN8S]).

2.7. DEFINICIO. Legyen A egy m X n-es mdtriz és legyen a; az A mdtriz
j-edik oszlopa. Ekkor vec A egy mn x 1-es vektor lesz a kivetkezd formdban:

aj
ag
vec A =

an

Tehét a vec operdtor atalakitja a matrixot egy vektorra agy, hogy els-
szor az els6 oszlopot veszi, majd ez al4 irja a méasodik oszlopot, ez ala a
harmadikat, ... (alapvets tulajdonsagok megtalalhatok az [MN8§|-ban).
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A vec operator egy d-dimenziés tombot is egy vektorra alakit at. ElGszor
az elsd index fut, azutan a masodik és igy tovabb. Példaul tekintsiink egy
3-indexes tombot, A = (aix) Ly 2kl ekkor

T
vec A = (0111,a211, <5 A111,0a1215 - - -5, 41215 - - - Almny - - - aalmn) .

2.8. DEFINICIO. Legyen A m X n-es, valamint B p X q dimenzids mdtrizok.
Ekkor a kovetkezd mp x nq alakd mdtrizot

anB s alnB

amiB - amnB
az A és B mdtrizok Kronecker-szorzatinak nevezziik és A ® B-vel jeloljiik.

A Kronecker-szorzat rendelkezik a kévetkezd tulajdonsagokkal:
1. A® BRC=(A®B)(C=A® (B (),

2. A B=(A®I)(I ® B), ahol I jeloli az egységmatrixot;

3. Ha AC és BD is létezik, akkor

(A® B)(C ® D) = AC ® BD;

4. vec(ABC) = (CT ® A)vec B.

2.9. DEFINICIO. A {&n, Fn}, n € N9 folyamatot autoregressziv tipusi
martingdl mezdnek nevezink, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

1. &n Fn-mérhetd és integrdlhatd minden n € N? esetén,
2.
E (¢al 7, ) = af (1)),

(2.10) ; j
+ agj)(nj)fn—zej +. 4 ay) (1)&n—m-e,
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minden n-re és j-re, ahol m egy rogzitett pozitiv egész szdm, n; > m,

. P P _ d . . .

j=1,...,d, tovdbbd e; = (0,..., 1 ,...0) € N§ a j-edik egységuek-
J

(n;) nem negativ, nem véletlen egyiitthatok,

()

tor, j =1,...,d, és a;
amelyekre teljesiil, hogy

> ol (n) =1
=1

mindenn; =m+1,m+2,..., j=1,...,d esetén.

Ha az ag)(l) értékek nem fliggnek [-t6], akkor {n-t homogén autoreg-
ressziv martingdl mezdének nevezzik.

Legyen &, n € N? egy d-paramétert véletlen mezd. A &, segitségé-
vel megkonstrualunk egy uj X, véletlen mezét. Az X, mez6 értékeit d-
paraméterd tombok fogjak alkotni. Minden rogzitett m € N és n € N¢
esetén (n; > m,i = 1,...,d) X, a véletlen mezd azon & elemeit tartal-
mazza, amelynek az indexei egy m X m X ... X m-es hiperkockaba tartoz-

d
nak. Pontosabban, legyen az X, tomb k-adik eleme XX = &, 11, ahol

m=(m,...,m) €N k= (ki,....kg), ki=1,....m,i=1,...,d.
Ha a paramétereket az idének tekintjiik és n a jelen, akkor X, tartal-
mazza a jelenbeli &, értéket és m? — 1 darab multbeli értéket.

2.10. ALLITAS. Legyen (én, Fn) a 2.9. Definicidban bevezetett autoregressziv
martingdl mezd és Xy a En-b01 szdrmazo tombértékd véletlen mezd. Ekkor
(2.11)

vec [E (Xn | ]:l(ﬁej)} = <[®-"®I®A§-nj) ®]®---®I) -vec(Xn—e;)

d—j j—1
teljesiil minden n-re, aholn; >m, j=1,...,d, és Aél) minden j =1,...,d,
l=m+1,m+2,... esetén a kévetkezéd m X m-es mdtrizot
0 1 0 0
0 0 1 0
0 _
Aj =
0 0 0 1
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jeléli.

Lathato, hogy az Ag-l) matrix egy Markov-lanc atmeneti matrixa. Fel-
tessziik, hogy a%)(l) > 0, ekkor a lanc irreducibilis. Ha ez a lanc aperiodi-

kus, akkor ergodikus is. Ha a,(gj ) (1) > 0, akkor k a lanc utols6 allapotanak

a visszatérési ideje. Tehat, ha a {k : a,(j )(l) > 0} szamok legnagyobb kozos

osztoja egyenls 1-gyel, akkor a lanc aperiodikus.

A 2.10. Allitds bizonyitdisa. Meg kell hatarozni, hogy az egy lépéssel vissza-
felé vetités hogyan alakul (azaz hogyan alakul a feltételes varhato érték). Ve-
gylik észre, hogy az m x m-es matrixok tételbeli d-szeres Kronecker-szorzatai
a kovetkezGképpen alakulnak:

<[®...®[®A§.”j) ®I®---®I) :11®A§”j)®fz,
d—j j—1

=7 illetve Iy m?~t x m?~! dimenziés egységmatrixok.

d—j

ahol I} m®J x m
Ezért a szorzat egy olyan blokk-diagonalis métrix, amely f6atlojaba m
darab tomb all, melyek mindegyike

ail 0 e 0 ai2 0 e 0
0 ail 0 0 ai19 0
0 0 a1 0 0 ai2

a1 0 0 ago 0 0
0 a21 0 0 ao2 0
0 0 ... ao1 0 0 N 5P

alakt. Vagyis ezek a blokkok m? darab m/~! x m/~! méretii diagonalis
méatrix-tombbdl allnak. Az els6 matrix f6atlojaban a1y all, a masodik matrix
foatlojaban aio all, és igy tovabb. Ezt a métrixot meg kell szorozni egy m¢
elemii vektorral (a vec Xy-nel).
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Tekintsiik az X, (n fix) tombben azokat az elemeket, melyeknek a j-
ediken kiviili minden indexe egy értéken le van régzitve, mig a j-edik indexe
fut 1-t6l m-ig. Ezt a vektort jeldlje Yn(j). Az ugyanilyen moédon Xy, o ;-bdl
kapott vektort jeldlje Yn—e;(j)-

A (2.10) alapjan lathato, hogy

(212) E(YaiIFL,) = AT Yare, ()
Tehét csak azt kell latnunk, hogy

(2.13) I®---®I®A§”j)®I®---®I-vec(Xn,ej)

alkalmas ,része” éppen A(nj Yo e; (j)-vel egyenld.
A rovidség kedvéért legyen A( ) g = (ast), Xn— e; = Xk-

Elészor legyen j = 1. Ekkor a (2 13)-ban szerepl§ I ® - - - @ I @ A méatrix
alakja

A 0 0
0 A ... 0
(2.14) o | =Ie-eI0A
0 0 A
és a (2.13)-ban szerepls vec(Xyn_e, ) vektor alakja
(2.15)
(xllb L2115+ ++5Lml1l; L1215, L2215+« y Tm215 -+ - s Tlmmy L2mms - - - ,$mmm)T-

(Itt d = 3 esetet szemléltettiik, de tetszSleges d esete lényegében ugyan-
ilyen.) A fenti vektor egyméas uténi m hossztusagu szeletei az Yn_e, (1) le-
hetséges alakjai. Ezek képei, azaz a A( vy, Yn—e, (1) alakta vektorok, éppen
a fenti (2.14)-beli blokkdiagonalis matrlxszal val6 szorzas utjan adédnak a
(2.15)-beli vektorbol. Tehat j = 1 esetén kész a bizonyitas.

Most a j > 1 esetet képzeljiik el ugy, hogy a d-t noveljiik, igy a (2.15)-beli
vektorban minden koordinata indexe elé kell irnunk néhany indexet (éppen
j — l-et) és ezek az indexek mindnyajan végigfutnak mind az m értéken.

Pl. j = 3 esetén z191 helyett az alabbi vektor jon be:

. . T
(T11121, 211215 - - -, Tm1121; L121215 £221215 - - - Tm21215 -+ -) -
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Tehat egyetlen koordinata helyett lesz (j — 1) -m 1j koordinéta, de a fix
121 utolso indexrészlet csak ebben a (j—1)-m darab koordinataban szerepel,
méshol nem. Lathato, hogy a (2.12)-ben leirt transzformacié soran azonosan
viselkedd, azaz egyiitt kezelendd, vektor koordinatak (j — 1) - m tavolsagra
lesznek egymastol. Igy adodik az I ® ---® I matrixszal valo Kronecker-

T
szorzas a (2.13) formulaban. Ez ugyanis a (2.14)-beli matrixelemeit (j—1)-m
tavolsigra viszi egyméstol. 0

2.11. ALLITAS. Legyen Xy tombértéki véletlen mezd, ami teljesiti a (2.11)
egyenldséget. Feltessziik tovdbbd, hogy (2.3) is teljesil. FEkkor az (Xn, Fn)
folyamatra a kévetkezd egyenldség teljesiil:
(2.16)
vec [E(Xn+¢|Fn)] = (Aa(ng + ta,ng) ® - -
® Az(ng + ta,n2) @ A1(n1 +t1,n1)) - vee(Xn),

ahol

n;+t; n;+t;—1 n;+1
(217) Aj(nj+tj,nj):A§ J 7)A§ 7 )A§ 1)
mindenn; >m, j=1,...,d ésnmeN ¢ ENg esetén.

A fentiekben és a kovetkez6kben Aj(nj,n;) = I, ahol I az egység-
matrixot jeloli.

A 2.11. Allitds bizonyitdsa. Legyen A; = A;(n; + ti,n;),i = 1,...,d. Ve-
gyiik észre, hogy az Ag® -+ ® As ® Ay szorzat felbonthat6é d darab méatrix
szorzatara a kovetkezGképpen

Ag® - ®A®A; = (A4RI® - NI ®Ag1®+-QI) - (IRI®---®A;).

Felhasznalva a (2.3) egyenl@séget, kapjuk, hogy
E(Xuyt | Fo) =E ( E (Xn+t | }}(11)) \féd)).
Tovabba a 2.10. Allitas alapjan

vec [E (Xn+t ] ]-}(11))] =I®RI®- - ® A;)-vec(Xn),
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vec [E (Xn+t ] ]:I(ld)ﬂ =(AgRI®- 1) vec(Xn),
amibdl adodik az allitas.
0
Altalanositva a (2.16)-os tulajdonsagot, a kovetkezd fogalmat kapjuk.

2.12. DEFINICIO. Egy tombértéki (Xn, Fn), n € N4, folyamatot A-mar-
tingdl mezdnek neveziink, ha teljestilnek a kévetkezdk:

1. Xy Fa-mérhetd és integralhato minden n € Nd—re,
2. a (2.16) egyenldség teljesiil minden n,t € Ne-re, ahol az A;(nj+t;,n;)

matrizok kielégitik a (2.17)-et. (Minden vizsgdlt A§lj) m x m tipusi
mdatriz nem véletlen.)

2.13. MEGJEGYZES. Jelolje Ay, az X, A-martingal mez8 martingal diffe-
rencia mez§jét. Ekkor

(2.18) Ap = Z(_l)zzq *E(Xn| Fe),
aholn = (n1,...,nq) € N% c = (c1,...,¢q) és cp = - (np—1)+ (1 —ep) -ng,
minden £ = 1,...,d és n > 1 esetén. Az Osszegzést minden ¢, = 0 vagy

e = 1 értékre kell elvégezni, ahol k = 1,...,d. A (2.18) egyenlSségben a
E (Xn|Fe) és az (X) értékeik egyenldk 0-val, ha ¢ € Nd \ N¢.

Ha (2.2) teljesiil, akkor A,, martingal differencia, azaz A, Fn-mérhets
és E(Ap|Fm) =0, ham <n, m # n.

Ha (2.3) teljesiil, akkor a (2.16) miatt
VGC(An) — Z(_l)Zﬁ:1 £k H:gdA[(ind) 4 (1 _ 5d)I:| Q-
(2.19)
® [elAg’“) F(1- sl)IH vec (Xe).

2.14. MEGJIEGYZES. Ha &, autoregressziv martingal mez6 és X, a neki
megfelel6 A-martingal mezs, akkor

ahol 6 = 3(—1)2H= B (Gl Fe) s 0. € Ng .
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2.15. ALLITAS. Legyen Xy, A-martingdl mezd, mely teljesiti (2.3)-at. Ekkor
vec(Xy) elddllithato a kovetkezd alakban:

vec(Xy) = 21: i Z Ag(ng, kq) @ - -+

(2:20) ki=lko=1  kgq=1
® Aj(ny, k1) - vee(Ay), k € N4, k <n,
ahol Aj(kj, ki) =1, j=1,...,d.
Bizonyitds. Rogzitett n esetén tekintsiik a
Zx = [Ag(ng, kq) @ -+ @ Ay (ny, k1)] vee(Xk), k < n,

mennyiségeket. Ekkor Z,, = vec(Xy). Tovabba, (2.20) a Zyx,k < n, diffe-
rencia sorozatdnak az Osszegzését tartalmazza. 0

Példaul a d = 1 és d = 2 specialis esetekben kapjuk Fazekas Istvan
modelljeit (|Faz87], [Faz88|).

Ha d =1, akkor
{n—m—l—l
X, =
fn—l
n
Ebben az esetben
fn—m—i—l
E (Xo|Fo 1) = : — A X,
gn—l

al'gn—l'%---+'anl'€n—nt

teljesiil. Ezt a modellt Fazekas Istvan tanulméanyozta (|[Faz87]).
Tekintsiik most a d = 2 esetet. Legyen n = (n1,n2),t = (t1,t2). Ekkor

fn1—m+1,n2—m+1 §n1—m+1,n2

§n1—m+27n2—m+1 T §n1—m+2,n2
Xn =

gnhngfnr+1 e Enhng
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Felhasznalva az [Ay ® A1) - vec(Xy) = vec(Ay - Xpn - Ag ) és az
As® Ay = (A2 ®1) - (I® Ay) Osszefliggéseket, valamint azt, hogy

vec[E(Xntt [Fn)] = A2(ng + t2,n2) ® A1(ny + t1,n1) - vec(Xn),
a kovetkez6 modellt kapjuk:
E(Xn+t ‘}—n) = A1(n1 + tl,nl) - Xn - A;(RQ + tg,ng).

Ezaltal megkaptuk a [Faz88|-ban vizsgalt egyenldséget.

A-martingal mez6k konvergenciaja

Ebben a részben az A-martingal mezGkre vonatkozo konvergencia-tételeket
bizonyitunk a kiévetkez§ feltételek mellett.
Tegytik fel, hogy

(2.21) Aj(ij + i, ij) — Aj(OO, ij), ha t; — oo, minden ij,j eN
és a konvergencia ,,gyors” a kovetkez§ értelemben:

(2.22) 14;(00, ;) — A;(ij + 1y, i) < e, Vi jeN,

o
() : :
ahol Z ¢, < oo minden j-re.
ti=1
Sziikségiink lesz a kovetkezd normara.

Az A = (a;j) métrix normaja legyen ||A|| = /Z Za?j.
v g

Felhasznaljuk a fenti norma kévetkezs tulajdonsagait:

) 14~ B|* = ZZ Zam bjk
SZZ Za?j‘zbﬁ = [|AI1* - I1B]1>.

Specidlisan ||A - v|| < ||A| - ||v]|, minden v € R™ esetén.

2

2) |A]| >0, |A| =0« A=0,
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3) [IAA] = [AL- (Al
4) |4+ B[ <[]l + Bl

Koénnyen ellendrizhets, hogy [|A[|? = tr(AT - A).
Az A és B matrixok Kronecker-szorzatanak norméja a kovetkezéképpen
szamolhato:

|A® B|? = tr [(A ©B) (A B)} — tr [(AT © BT (A® B)]
= tr(A" A)te(B' B) = | A|*|B|*.
Az Aj(o0,kj) = tjli_r)noo Aj(kj + tj, k;) hatarérték matrixokrol feltessziik,
hogy létezik egy olyan pozitiv C' konstans tgy, hogy
(2.23) I[Aa(00, ka) ® - -+ @ A1 (00, k1)] vec(Ak) || = C| vee(Ax)|l,

teljesiil, minden k-ra.
Tovabba tegyiik fel, hogy

(2.24) H > Ad(00,ka) ® Aa—1(00,ka—1) ® -+ @ A1 (00, k1) 'VeC(Ak)H
ks<ng
>C- H Z Dy, ® Dy, , ® - ® Dy, ’VeC(Ak)Ha
ks<ng

ahol kg a k € N? olyan koordinatait tartalmazza, amelyek S C {1,...,d}
elemei, tovabba Dy, = I, ha l € S, illetve Dy, = A;(o0, k), hal € S.
Az X, tanulményozasihoz vezessiik be az Y, martingélt. Ezt a mar-

tingalt az X, kiséré martingéljdnak nevezziik és a kovetkez6 egyenlGséggel
definialjuk:

vec(Yn) = Z Z e Z Ag(00,kqg) ® -+ ® Az(00, ko) ® Aq(00, k1) - vec(Ak)
ki=lko=1  kq=1

minden n € Nere. Tudjuk, hogy ha (2.2) teljesiil, akkor A, martingal
differencia. Ezért (2.2) fennallasa esetén, Y;, martingal.

2.16. LEMMA. Tegyiik fel, hogy (2.3) és (2.21) teljesil. Ha

sup Eo(|| vec(Xn)||) < C < oo,

ahol ¢ : RT™ — RT egy nemcsokkend konvex fiigguény, akkor a kiséré mart-
ingdlra sup E¢(|| vec(Yn)||) < C szintén teljestil.
n
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Bizonyitds. Legyen
i1 i2 id
vee(Y) = Y N > [Au(ta ka) ® -+ @ As(ta, ko) @ As(tr, kr)] vee(Ax),
ki=lko=1  kg=1

ahol t = (t1,...,tq) rogzitett, t >k, ési= (i1,...,4q). Mivel Ax martingél
differencia, ezért kénnyen addodik, hogy

(Y F), 1<i<t

martingal. Mivel (|| vec(Y;t)||) valos szubmartingdl, ezért a 2.15. Allitést
alkalmazva

E(p([| vee(¥i)Il) < E(p(l| vee(Yi)]) = Ep(|| vee(Xe)l) < C,

minden i < t esetén. Masrészrél Yit —Y;, hat — oco. Tehat a Fatou-lemma
alapjan Eo(|| vec(Y;)||) < C teljesiil minden i € N¢ esetén. 0

2.17. TETEL. Tegyiik fel, hogy az (Xn,Fn) A-martingdl mezd teljesiti a
(2.3), (2.22), (2.23) és (2.24) feltételeket. Ha

(2.25) sudeEHvec(Xk)H [log*(”vec(Xk)H)]d*1 < 00,
keN:

akkor Xy, konvergens m.m., han; — oo minden j esetén. Tovdbbd, ha d > 2,
akkor Xy, konvergens Li-ben, ha nj — oo minden j esetén.

Bizonyitds. Legyen Yy az X, kiséré martingalja.

vec(Yn) = Z - Z [Ag(00,kq) @ -+ @ A1(00, k)] vec(Ak)

kq=1 ki=1

S 33,

ka=1 k=1

)
Ak

ahol Ag{y) az Yy martingal differenciaja. A 2.16. Lemma miatt a (2.25)
feltétel teljesiil Yy,-ra, nevezetesen

d—1
sup Ef| vec(Ya)| [log ™ (|| vec(Ya)[)]™ " < oo
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Elgszor a majdnem mindeniitti konvergenciat bizonyitjuk. A 2.6. Tétel mi-
att Yo — Y m.m., ha n — co. Megmutatjuk, hogy X, — Y m.m. Megje-
gyezziik, hogy Yy, egyenletesen konvergal, ha az n koordinatai koziil legalabb

egy tart a végtelenbe. Ebbdl kovetkezik, hogy ||A§1Y) | < e, ha az n legalabb
egy koordinataja nagyobb, mint n.. Ezért HA,(HY)H korlatos. A fentiekbdl

(2.23) miatt, Ax — 0 m.m. és {Ay; k € N9} korlatos. A 2.15. Allitasbol,
valamint az Yy definicijabol kovetkezik, hogy

i Z [Ag(na, ka) ® -+ ® A1 (n1, k1) vee(Ax)

ka=1 ki1=1

H vec(Xy) — vec(Yn)

(2.26) - Zd e Zl [Ag(00,kq) ® -+ ® A1(00, k1)] vec(Ay)

kq=1 k1=1

Z (Zd Zl[Gd@)---@Gl]vec(Ak))

GryoGa \kg=1 k=1
ahol G; = A;(o0, ki) vagy G; = Ai(ni, ki) — Ai(oo, k;) és legalabb egy G;
egyenld a differenciaval. (Tehat a ZGl,...,Gd osszeg 2% — 1 tagot tartalmaz.)

Tekintslik az el6bbi Gsszeg egy specialis esetét, amikor az Osszeg csak
egy differenciat tartalmaz. A (2.22) feltételbsl kapjuk, hogy

)

ng ni
Z Z [(Ad(nd, ka) — Aa(00,kq)) @ Ag_1(00,kg1) ® -+
kqg=1 ki=1

® Aj(oo, kl)} vec(Ay) H

nq Ndg—1 ni
d
<c C%;_kd S N I®A ® - ® Ar]vee(Ax)
kqg=1 “>—~r—||kq—1=1 k1=1
lg
ng—1 Nd—1 ni
d
=c Z Cl(d) Z .. Z T® A 1@ ® A VeC(Akl7---7kd—17(nd_ld))
14=0 ka_1=1  ki=1

nd—1

ny
Z e Z H®Ai-1® - @ A1]vec(Dy, . ky_1,(na—1g))

kg_1=1 k1=1

227) =cd ?

14=0

nd—1

ni
Z Z H®Aa1® - ® A1]vec(Dp, .. kg 1,(ng—1a)) | )

kg_1=1  ki=1

ng—1

d
(228) +c > ¥

lg=v+1
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ahol v egy alkalmasan rogzitett egész szam.
Most tekintsiik a kifejezés aszimptotikus viselkedését ngy — oo esetén.
Felhasznaljuk, hogy

nd—1

(2.29) > Z T® A1 ®- ® A vec(Ap, .k 1s) — 0
kg_1=1 k1=1

egyenletesen, ha s — oo.
Legyen € > 0 tetsz6leges. Ha v elegendSen nagy, akkor a (2.22) feltétel

ng—1
miatt, Z cl(d) < e. Felhasznalva a (2.29)-et, a (2.28) tagban 1évé ||...||

l=v
kifejezés korlatos. Tehat a (2.28)-ban 1évé kifejezés ce-nal kisebb, ahol ¢ <

oo. Ugyancsak a (2.29) alapjan, a (2.27) kifejezés konvergél a nulldhoz, ha
ng — Q.

Most bizonyitsuk be a (2.29)-et. A (2.24) feltétel miatt, a (2.29) kifejezés
bal oldala kisebb, mint

Nd—1
1

o > Z [Ag(00,kq) @ -+ @ Ay (00, k1) vec(Apy . ky1s)
kg_1=1 k1=1

Tehat a fenti norméban szerepld kifejezés Y,-nek egy differenciaja, n utolsod

koordinataja szerint, ezért s — oo esetén nulldhoz konvergal.
Most tekintsiink egy olyan tagot a (2.26)-bél, ami két differenciat tar-
talmaz:

ni

Z Z {A4(00,kq) ® - @ As(00, k3)®

kqa=1 ki1=1

® [Aa(na, kz) — As(00, k1)] @ [As (1, k) — A1 (00, )]} vee(Au)

<CZ chl ky ﬂ2—k‘2

k1=1ka=1

Z ZAd@ - ® A3 ® I ® I]vee(Ak)
k?g 1 ]Cd 1

ni—1lng—1

=C E E Cl,Clye

11=0 l2=0

ns ndg
Z e Z [Ad ®-® A3 ®I® I] VeC(A(nlfll),(nzle),ks ~~~~~ kd)
ks=1 kq=1

fry—t1,ma—lg,ng,...,nq
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v V2

<c E E Ci1 Cly fn1—l1,n2—l2,n3,...,nd
1=01=0,

korlatos —0 ha ni,ne—00

ni—1 no—1

+c E Cl E Cly fri—l1,na—lang,...ng
li=v l2=0 f
SN korlatos

<er  korlatos

no—1 ny1—1

e Y ey Y ey fa—ting—toman.mg =0, ha ning — oo,
lo=v2 11=0 k If
—— —— orlatos

<ez  korlatos

(A fentiekben az 1 > 0,e9 > 0 tetsz6legesek és vy, vo-t valasszuk elegendGen
nagynak.)
A bizonyitas hasonléan torténik tobb differencia esetében is.
Végezetiil, ha d > 2, a tétel feltételeibsl kovetkezik az X, egyenletes
integralhatosaga, tehat Xy, L£1-ben is konvergal (lasd [Shi95], Lemma 3. 190
O.). 0

A kovetkezd tétel bizonyitasaban felhasznéaljuk a Burkholder-egyenlét-
lenség d-paramétert valtozatéat.

2.18. LEMMA. (Noszily, Tomdcs [NT00], Fazekas [Faz05])

Legyen (Xn, Fn), n € N4 R™-beli értékeket felvevd martingdl. Tegyiik fel,
hogy (2.2) teljesil. Legyen p > 1. Ekkor léteznek olyan csak m-tél, p-tél és
d-tdl fliggd pozitiv véges C és D konstansok, hogy

p/2 p/2

CE| > lAml®| <EIXal? <DE| > [|Am]?

m<n m<n

teljestil, minden n € N esetén, ahol Ay a martingdl differencia, azaz Xp =

Z Ay.

k<n

Itt ||.]| az euklideszi normat jeldli.
Sziikségiink lesz még Fazekas Istvan kovetkezs tételére is.
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2.19. TETEL. ([Faz83] Theorem 4.6., 163 o.) Legyen {Xm,F,m € Z4}
B-értékd martingdl. B rendelkezzen a Radon-Nikodym tulajdonsdggal vagy
legyen Xm = E(X|Fm), m € Z¢ alaki, minden X € L" (1 < r < o0)
esetén. Tegyiik fel, hogy

E{X(m,n)|f(k,oo)} = X(k,n),

ha k < m, ahol (m,n),(k,n) és F ) a 2.4. Tételben definidltak. Ha
SUPmezd E| Xm|" < 00, akkor limm o0 Xm létezik m.m. és L"-ben is.

2.20. TETEL. Tegyik fel, hogy az (Xn,Fn) A-martingdl mezd teljesiti a

(2.3), (2.22) és (2.24) feltételeket, valamint

(2.30) [[4;(i5, uy) || < K < oo,

hai; >wuj, j=1,...,d. HasupE| vec(Xn)||* < oo, ahol o > 1, akkor Xy
n

konvergens Lq-ban, n — oo esetén.

Bizonyitds. A 2.16. Lemma alapjan sup E|| vec(Yn)||* < oo, ezért a 2.19. Té-

n
tel miatt, Yy, konvergens L,-ban, ha n-nek valamely koordinataja tart a
végtelenbe. A bizonyitéas f§ 1épése a kévetkezd egyenlGtlenség sorozat:

i1 2 id
WE=E| > > > [Ad(icbud) ® Ag-1(id—1,ud-1) ® - -

u1=k1 us=ko ug=kq
«

® Ay (i1, ul)} vec(Au)‘ <

«@
2

i1 i2 iq
(231) <CiE| Y0 Y - > [lvec(Aw)?
u1=k1 ug=ko uqg=kq
. . (0%
11 12 1d
<CLE Z Z Z vec(Ay)
u1=k1 ua=*kz ug=kq

i1 12 iq
<C3E E Z Z [Ad(OQUd) ® Ag_1(00,uqg—1) ® - - -

u1=k1 us=ko uqg=kq

® Aj(oo, u1)] vec(Ay) |
—CE ||vec [Z(_DZZZI €zYC] Ha,
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minden i; > kj, j =1,...,d esetén, ahol c = e;k.+(1—¢,)i,, 2=1,...,d.
A legutolsé formulaban az Osszegzést minden €, = 0vagy 1, z =1,....d
értékre kell elvégezni. A fenti egyenl6tlenségek a Burkholder-egyenlGtlenség
kovetkezményei (2.18. Lemma). Az els6 egyenlStlenségnél még alkalmaztuk
a (2.30)-at is, a harmadikban pedig a (2.24)-et.

Kovetkezésképpen Wli — 0, ha k és i legaldbb egy koordinataja tart a
végtelenbe.

Legyen Y, = limyg_ .o Yx. Megmutatjuk, hogy X, — Y, L,-ban. Ha
i > k, akkor

1Xi = Yooll£a < 1Y = Yool 2o

k1 ko kq
+ Z Z Z [Ag(ia, ua) @ Ag—1(ig—1,uq-1) ® - -
ur=1wuz=1 ug=1

® Aq(i,w)] vee(Ay) — YkHz:a

1| D [Aalia, ua) © Ag-1(ia-—1,us—1) @ -+ @ Ar(in, ur)] vec(Ay)
u<iugk Lo

Legyen € > 0 tetsz6leges. Az Y — Yoo és (2.31) miatt k-t tudjuk ugy
rogziteni, hogy a fenti kifejezés els§ és harmadik tagja e-nal kisebb legyen.
(2.22) miatt, ha k rogzitett, a masodik tag nulldhoz tart, ha i — oc. 0

2.6. Autoregressziv martingal mezdk konvergencia-
ja
2.21. TETEL. Legyen (&{n,Fn) homogén autoregressziv martingdl mezd és

tegyiik fel, hogy (2.3) teljesil. Tovdbbd tegyiik még fel, hogy a%) > 0, minden

j=1,...,desetén ésa{k:1<k< m,a,gj) > 0} szamok legnagyobb kiézos
osztoja 1.
a) Ha sup E|&,| [logJr |£n|]d_1 < o0, akkor &, konvergens m.m., ha n —
n

00, tovdbbd ha d > 2, akkor &, konvergens Li-ben is.

b) Legyen o > 1. Ha supE|&u|* < oo, akkor &, konvergens L,-ban (és
n

m.m.), ha n — oo.
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Bizonyitds. A 2.4-es szakaszban meghataroztuk az X, A-martingalt, az
Ag’Z) matrixokat és a {n-nek megfelels Ay martingdl differenciat. A te-
tel feltételei miatt, A, = AQZ) egy irreducibilis, aperiodikus Markov-lanc

(z=1,...,d) atmeneti matrixa. Az A, (i, + t.,i,) = (A,)"* matrix elemei
exponencidlis sebességgel konvergélnak az A.(c0) = A.(00,1:) = (ak;)};—1
matrix elemeihez, ha ¢, — oo, ahol ay; = b; (k,j = 1,...,m) a lanc staci-

onarius eloszlasa (lasd [Sen81], 119 o.). A stacionaritas egyenletrendszere a
kovetkezs: bT =b' A, ahol A = A,, minden z = 1,...,d esetén. Részlete-
sebben

0 1 0

0 0 0
(b1,b2, ... bm) = (b1, ba, ..., bm)

0 0 0 1

Gy Gy o o ay

Ebbsl
b1 = ambm, b = b1 + am—1bpm, ..., by = by—1 + a1by,.

Ebbdl kovetkezik, hogy
b1 = ambpm, be = (am + am—1>bm7 SR

bn—1 = (am + ...+ a2)bp, by = (am + ...+ a1)bm.
Tehat 1 =b1 + ... 4+ by, = (Mmay, + (m — 1)aym—1 + ... + a1)by,, ahonnan

és
Jj—1 Zm o a
bi — a- b :LJHZ7 i=1,...,m—1,
J (Z m l) m znil i J
a Markov-lanc egyetlen stacionarius eloszlasa. Tehat teljesiilnek a (2.22),

(2.23), (2.24) és (2.30) feltételek. A 2.17. és a 2.20. Tételbsl kovetkezik az
allitas. O



3. fejezet

Kozponti hatareloszlas-tételek
kever$ véletlen mezdSkre

3.1. Bevezetés

A fliggetlen valoszintiségi valtozok sorozataira vonatkozo hatérérték-tételek
fliggs esetre torténd kiterjesztésével szamos mi foglalkozott. A gyenge fiig-
gbség kozismert feltételei koziil a keverési feltételek fontos szerepet jatsza-
nak. Ibragimov és Linnik 1971-ben ([IL71]) kézponti hatareloszlas-tételt iga-
zoltak olyan stacionarius sorozatokra, amelyek bizonyos a-keverd feltétele-
ket teljesitenek. Az eredményiiket Bolthausen ([Bol82]) és Guyon (|Guy95])
terjesztette ki a-keverd véletlen mezékre. Guyon eredményeit Fezekas és
Kukush vitte at ,stirtisodd-novekvs” sémara. Fazekas Istvan ([Faz03|) korla-
tos, Fazekas-Kukush ([FKO00]) az egyenletes integralhato esettel foglalkozott.
Ezek a cikkek nem tartalmazzak az emlitett tételek részletes bizonyitasait,
hanem csak révid vazlatot kozolnek.

Ebben a fejezetben az emlitett tételek részletes bizonyitasat kozoljik.
Az emlitett bizonyitas tanulsaga az, hogy Ibragimov és Linnik ([IL71]), va-
lamint Guyon (|Guy95|) eredeti gondolatmenete csak akkor alkalmazhato,
ha a véletlen mezdre teljesiil egy bizonyos egyenletesen integralhatosagi fel-
tétel. Guyon nem tette fel az egyenletesen integralhatosagot, s6t nem is irta
le a korlatos esettdl az altalanos esethez vezetd lépéseket. Ezért nem vilagos,
hogy az eredménye teljesiil-e az altaldnos esetben is. Megjegyezziik, hogy
Ibragimov és Linnik feltételezte a stacionaritést, tehat az & bizonyitasuk
teljes.

33
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A keverg véletlen folyamatok leirdsa gazdag irodalommal rendelkezik
([Ibr59], [Rosb6], [Bra83]). 1994-ben Miller (lasd [Mil94]) p-keverd vélet-
len mezGket feltételezve bizonyit kézponti hatéareloszlas-tételeket. Bradley
2005-ben (lasd [Bra05]) a keverd feltételek egy attekintését adja. Merlevéde,
Peligrad és Utev (lasd [MPUO6]) a hatareloszlas-tételek elméletének ujabb
eredményeit foglalja Gssze.

Dedecker (lasd [Ded98|) egy altaldnos kozponti hatéareloszlas-tételt bi-
zonyit stacionarius véletlen mezdkre. Megmutatta, hogy bizonyos keverd
feltételekbsl kévetkeznek az altalanos kdzponti hatareloszlas-tétel feltételei.
Megjegyezziik, hogy a mi dolgozatunkban hasznalt keverd feltételek nem
hasonlithatok Ossze a Dedecker altal emlitettekkel (lasd [Ded98|). Tovabba
Dedecker (|[Ded98]) a stacionarius mezét és a rogzitett mintavételt tanulma-
nyozta, amig mi nem feltételeztiik a stacionaritést, és a ,stirtis6dé-névekvd”
esetet tekintettiik.

3.2. Jelolések és el6zmények

Jelolje R? a d-dimenziés teret ellitva az euklideszi norméval (||x|| =
\/Zle z2). Itt d régzitett pozitiv egész. Az R%-ben hasznélni fogjuk a ma-

ximum norma segitségével definialt tavolsagot is:

o(x,y) = max |zi — 4,
ahol x = (x1,...,2q), ¥y = (Y1, .,vq). Két R%beli halmaz maximum nor-
méahoz tartozd tavolsdgat szintén p-val jeldljiik:

o(A,B) = inf{o(x,y): x€ A, y € B}.

Legyen (9, F, P) valoszintiségi mez6. Jelolje w € €2 az elemi eseményeket.
Az események halmaza vagy a valoszintiségi valtozok halmaza altal generalt
o-algebrat jelolje o{.}. Az n valoszintiségi (vektor) valtozd L,-norméjat a
kovetkezSképpen értelmezziik:

1
Inll, = {El|P}?, 1<p< 0.

A megfigyelések sémaja az alabbi. Legyenek 11,75, ..., és T, tartomé-
nyok R%ben. Tegyiik fel, hogy 71 C To C T3 C ..., U, Ti = Tw, &5
T; kompakt minden i-re, tovabbd T, Lebesgue-mértéke végtelen. Legyen
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{e(x), x € T} egy véletlen mezd. Az n-edik megfigyelés halmaz (minta)
az £(x) mez6 xy € T;, pontokban felvett értékeibsl all, ahol k € D,, C z¢.
Az x pontok kivalasztéasa a kovetkezs. Osszuk fel R%-t az alabbi tégléakra

d . .
a0 = T (5]

j=1

ahol k = (ky,...,kq) € Z¢ d-dimenzios egész koordinataju pont, {Nj,}
pedig pozitiv egészek noévekvs, nem korlatos sorozata minden rogzitett j =
1,...,d-re. Az n-edik mintavételi helyeket, azaz az {xk, k € D, }, halmazt
ugy kapjuk, hogy egy xx pontot valasztunk minden nem tres A, (k) N7,
halmazbol. Val6jaban minden x) = Xl({n) fligg n-t6l is. Azért, hogy elkeriiljiik
a bonyolult jeloléseket, gyakran elhagyjuk az (n) felsSindexet. Tegyiik fel,
hogy lim,, o0 |Dy| = 0.

Ha a megfigyelések helyei egyre stirtibbek és stirtibbek lesznek a tarto-
manyok egy névekv§ sorozata esetén, akkor ezt a sémét ,siirtis6dé-névekvs”
sémanak nevezziik (lasd [Cre91] és |[Lah96] a novekvs sémarol).

Definialjuk a diszkrét paraméteri Y, (k) vektor mez6t a kovetkezd mo-

don. Minden n =1,2,..., és minden k € D,, esetén legyen
(3.1) Y, (k) az 5(x£{n)) Borel-mérhet6 fiiggvénye.

o-algebra F-ben. Az A és B halmazok a-keverési egyiitthatéjanak nevezziik
az

a(A, B) = sup{|P(A)P(B) —P(AB)| : A€ A, B e B}
értéket. Az {e(x) : x € Too} mez6 a-keverési egyiitthatoja pedig:

O‘("”a u?”) = Sup{a(fhv]:]z) : Q(IlaIQ) >, |Il‘ < u, |12‘ < U}>

ahol a szuprémum a T, minden I; és Iy véges részhalmazara veendd, to-
vabba Fi, = o{e(x) : x € L;},i=1,2.

Azt mondjuk, hogy az {e(x)} véletlen mezs a-keverd, ha a keverd egyiitt-
hatok kielégitenek bizonyos feltételeket. Ezen feltételek mindegyike a mezs
gyenge fliggdségét jelenti, azaz azt, hogy a(r,u,v) kicsi, ha r nagy.

A tételeinkben felhasznéljuk a kdvetkezs feltételeket:

oo
(3.2) / s laz 7 (s,1,1)ds < 0o, ha 0<7 <1,
0
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(3.3) / st ta(s,i,j)ds < co, ha i+4j <4,
0
(3.4) a(s,1,00) =o(s7%), ha s— oo,
(3.5) A, =0(\,), ha n— oo,
ahol
(3.6) Ap = max Nj,, A, = min Nj,.
1<j<d 1<j<d

A (3.2)-(3.4) altalanosan hasznalt keverési feltételek. Tulajdonképpen
(3.4) azt jelenti, hogy limy, ;00 (sp, 1, kp)sE = 0, ha s, — 00 és k,, — 0o.
A (3.5) feltétel pedig azért sziikséges, hogy a vizsgalt téglak ne torzuljanak
tulsédgosan el.

Jelolje az ay,(r, i, j) az Y, (k) mezd a-keverési egyiitthatojat. Mivel xy €
A, (k) és x3 € Ay(l) (ahol 1 = (I3,...,14)), igy azt kapjuk, hogy

ki =l -1 |ka — la| — 1 olk,1) — 1
. > e >
(3.7 olxk,x1) > maX{ N T Ny, } Z T
és
k,1)+1
(3.9 oloac ) < 2L

ahol A, és A\, a (3.6) altal definialt. Tehat az Y, (k) mez8 a,(r,i,j) a-
keverési egylitthatoi teljesitik a kovetkezd egyenlStlenséget:

1
(3.9) a<%zy) < an(r i, j) < a<TT”) r=1,2,....

n n

3.1. LEMMA. Minden v > 0 és i, j, n pozitiv egész esetén teljesil az alabbi
egyenldtlenség:

o0 o0
(3.10) Zfrd_lax(r,i,j) < c<1 + Afb/ rd_loﬂ(r,i,j)dr»
r=1 0

ahol a c konstans csak d-tdl fiigg.
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Bizonyitds.
> r
Z Loy (i, §) < c(l + Zrd loﬂ(A—,z,j)>
r=1 n
o0 r S
< c(l—i—Z/ sdila'y(—,uj)ds)
r=2/r—-1 An
& s
< c(l—i— sdila'y(—,i,j)ds)
0 An
(e @]
< c(l + Afl/ s a7 (s, i,j)ds),
0
igy a bizonyités teljes. 0

A kovetkezd kovariancia-egyenlStlenségek alapvets szerepet jatszanak a
kever$ mezd8k elméletében.

3.2. MEGJEGYZES. (Davydov-egyenldtienség, [Dou94], o. 9.)
(3.11) | cov(X,Y)| < 8la(o(X), o (YD X[[pl1Y Ilg,

minden r,p,q > 1, %+%+l

.= 1 esetén. Abban a speciélis esetben, amikor
X ésY Lyo-beli akkor

(3.12) | cov(X, Y)| < 4[a(o(X), o (V)| X|oolY [loo-

A kovetkezs egyenlStlenség a Rosenthal-egyenlGtlenség egy speciélis ese-
te. A bizonyitas megtalalhaté Doukhan konyvében ([Dou94]).

3.3. LEMMA. Legyen 1 <1<2és7 >0, Yy, k € Z%, centrdlt valdsziniségi
vdltozd, melyre teljesiil E|Yy|"t™ < 0o, k € Z¢ és legyen

Lt.m.D) = 3 (M)

keD

ha D véges halmaz Z%-ben. Ezenkiviil legyen
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ahol ay (s,1,1) az {Yx} mezd a-keverd egyiitthatdja, azaz
ay (s, 1,1) = sup{a(Yy, ¥v) : o(u, v) > s}.
Tegyiik fel, hogy chl) < 0. Ekkor létezik olyan c konstans, hogy

l
A7)
(3.13) E ‘E . Yk’ < e (1,7, D),
teljesiil Z¢ minden véges D részhalmaza esetén.

Megjegyezziik, hogy a (3.13) Rosenthal-egyenl6tlenség bizonyitésa az
alabbi (3.14)-bdl kovetkezik, alkalmazva az tgynevezett interpoléacios lem-
mat. Tovabbi részletek és a Rosenthal-egyenl&tlenség altalanos alakja meg-
talalhato Fazekas, Kukush és Tomacs cikkében ([FKTO00]).

3.4. MEGJEGYZES. Hasznélva a 3.3. Lemma jeloléseit, legyen 7 > 0, és

tegyiik fel, hogy chl) < o0o. Ekkor létezik olyan ¢ konstans, hogy

(3.14) 37 eovitw &) < e L(2,7,D)
k,1eD

teljesiil Z% minden véges D részhalmaza esetén.

Bizonyitds. A teljesség kedvéért belatjuk (3.14)-et. Felhasznalva a (3.11)
egyenlGtlenséget azt kapjuk, hogy

Y leov@e@)l < > ladz+ > Slag(lk =1, 1, 177 [llarlléllor-

k,1eD keD k,1eD
k£l

A szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan a fenti kifejezés
majoralhato a kovetkezSkkel:

Do ladl3r + D 8lae(lik =1, 1, 1)]77 |6l

keD k,1eD
k#1
o
d— _T
< NGl3er + D ed s ae(s, 1, 1)]F (|63
keD keD s=1

Ebbsl adodik a (3.14). -
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3.3. Aszimptotikus eredmények

Elgljaroban a f6 eredményiink altal leirt szituéciorol a kovetkezdket jegyez-
zitkk meg. Egyrészt arra az esetre koncentralunk, amikor £(x) és £(y) nem
fliggetlenek, ha x és y kozel vannak egymashoz, ezért a tételiink nem fedi le
azon eseteket, amikor Y, (k)-k fiiggetlenek és azonos eloszlasuak. Masrészrol,
ha e(x) egy stacionarius mez6 folytonos kovariancia fliggvénnyel és pozitiv
szorassal, akkor a kovariancia kozel van egy rogzitett pozitiv szamhoz egy
kicsi hipertéglalapon beliil. Emlékeztetdiil, D,, véges halmazok sorozata Z%-
ben, ahol lim,,_, |Dy| = oo teljesiil.

Ebben a részben valéjaban egy részletes bizonyitést adunk Fazekas és
Kukush tételére ([FK00]). A bizonyitas pontos rogzitése azért fontos, mert a
Guyon miivében szerepld bizonyitas egy ugrast tartalmaz, amikor a korlatos
esetre torténd visszavezetéshez Ibragimov-Linnik mtivére hivatkozik. Azon-
ban az Ibragimov-Linnik ([IL71])-beli tétel stacionarius esetre vonatkozik,
gondolatmenete nem vihets at kozvetleniil a nem stacionarius esetre. Ezért
tette fel Fazekas és Kukush (|[FKO00]) az egyenletesen integralhatosagot.

3.5. TETEL. Legyen e(x) véletlen mezd és legyen Y, (k) az e(xl(cn)) Borel-
mérhetd figguénye, k € Dy. Legyen az {|Yn(k)| : k € Dp,n = 1,2,...}
csaldd egyenletesen korldtos. Legyen S,, = Z Y.(k),n=1,2,..., valamint
keD,
o2 = var(S,,). Tegyiik fel, hogy (3.3), (3.4) és (3.5) teljesiil. Tovdbbd tegyiik
fel, hogy
2

. o2
(3.15) hnnl)lcgf N[Dy) >0

teljestil. Ekkor o,1S, = N(0,1), han — .

Bizonyitds. Feltessziik, hogy Y, (k)-ek egyenletesen korlatos valoszintiségi
valtozok 1 korlattal, azaz |V, (k)| <1, k€ D,,n=1,2,....
Valasszuk ki az {m,, } pozitiv egészek sorozatat ugy, hogy lim m, = oo,
n—oo

[S1IeY
vl

(3.16)  lim a(mn,1,00)[Dn|2An% =0 és  lim m,%Dy|2A, % = co.
n—00 n—oo

Igazoljuk, hogy ez a valasztas lehetséges. E célbol legyen x,, =a(n, 1, 00),

_d
Yy =n"%és z, = ]Dn]%An 2 a késgbbi 3.7. Lemmaban, ekkor a (3.4) szerint
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Tn/yn — 0. Tovabba z, — oo, mivel |D,|A;¢ > cu(Ty,) — oo (u(T},) a
Lebesgue-mértéke T,-nek).
Legyen

Sn(k) = > YD), Sp(k) = Sp — Sn(k)

€Dy, Q(xkaxl)gmn

minden k € D,,-re. Tovabbé legyen

an= Y Eu08u1), Su=an?Su, Sulk) = an?Su(k).

1€D,

Ekkor

op =var(Sp) = an+ »_ E(Ya(D)S;(1)).
1€D,

Felhasznalva a (3.12) egyenlGtlenséget és ugyanazt az érvelést, mint a
3.1. Lemmaé&ban kapjuk, hogy

02— anl = | D2 B 0)]

1Dy,

< Z | cov (Y (k), Ya(1))]

k,1€Dy, o(xi,x1)>mn

> d—1 s—1
SC‘DTL‘ E S a(T,l,l)
n

S=MnpAn—1
)

-1
< ¢|Dy| sd_la(s
MpAn—2

- ,1,1)ds

oo
< ¢|D,|AS /m N sd_la(s,l,l)ds

A"L
< ¢|Dn|AL o(1) < 02 o(1).
Az utolsé lépésekben (3.3)-at és (3.15)-6t hasznaltuk. Igy kapjuk azt, hogy

(3.17) lim 2 =1,

n—o0 g2

Ezért elegendd bebizonyitani S,, aszimptotikus normalitasét.
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Mivel sup,, ]Egi < 00, ezért a Stein-lemma (lasd 3.8. Megjegyzés) miatt
elegendd bizonyitani a kovetkezét:

(3.18) lim E((zt - ?n)eiﬁ”) =0, minden ¢ & R esetén.

n—oo

Tekintsiik a kovetkezs felbontast:

(it — Sp)eSn = Ay — Ay — As,

ahol .

_ s itSn(1 &

Ay = ite (1 - 3 Yn(l)Sn(l)>,
€D,
1l .= _ o
Ag = a, 2™ N " YV, (1) (1 — itSy(1) — e M),
1€D,,

Ay =an® 3 Va()eltGr—Se),

€Dy,

Elészor bizonyitjuk, hogy lim,, . E|A1|> = 0.

E|lA P = t2a,var | > Yo(1)S,(1)
1eD,,

(3.19) =t%a,” > cov (Ya()Ya(D), Ya(i)Yu()).
i, 3’1, VeDy
Q(Xj7xl)§m’ﬂ7
o(xj/,xy ) <mp

Két esetet kiillonboztetiink meg. ElGszor tekintsiik a

3mn, A,
An

o(xj,xj) =k >

esetet. Ekkor o({xj,x1}, {xy,%xr}) > k —2m,,. A kovariancia-egyenlStlenség
miatt (lasd (3.12)) kapjuk, hogy

‘ cov (Yo (j)Yn(1), Yn(j')Yn(l'))‘ <Ada(k —2my,,2,2),

mivel |Y,,(1)| < 1 minden 1 és n esetén. Ekkor j-t |D,,|-féleképpen valaszthat-

juk meg, és ezutan l-et legfeljebb md A?-féeleképpen, tovabba j kivalasztasa
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utan 1-t legfeljebb md Ad-féleképpen valaszthatjuk. Tehat a (3.19)-ben lévs
kifejezés kisebb vagy egyenls, mint

ct?a;?|Dp|m24A% sup Z ao(x5,x5) — 2my, 2,2)

J€Drn ,
T ol xy )=k Smadn )

oo
s—1
< ct?a; | D, |m24A% Z sdila( i 2my, 2, 2).
s=3mnAp—1 n

Az utolso lépésben (3.7) és (3.8) egyenlStlenségeket hasznaltuk. A fenti
kifejezést majoraljuk a kovetkezs integrallal:

2 _2D 2dA2d >
ct an ‘ n’mn n

—1
sd_la(s _ 2mn,2,2)ds
3mnpAp—2

An

o0
<ct?a; %Dy |m2d A2+ / (An(s+2m,) + 1) 1a(s, 2,2)ds
mpn+o(1)

o0
<ct?a; D, |m2IA3d / s la(s,2,2)ds.
0

Most a (3.15) és a (3.17) felhasznalasaval megmutathatjuk, hogy
a;t < Dy 7N

Tehat a fenti kifejezés majoralhato a c|D,| " 'm2IAY kifejezéssel, amely az
my, valasztasa alapjan nullahoz konvergél, ha n — oo (lasd (3.16)).
Tekintsiik most azt az esetet, amikor

3mn, A,
An

Q(Xj,Xj/) =k <

Legyen
h = 1nf{g(xJ, Xj’)a Q(Xja X1)7 Q(Xj7 Xl’)}a

ekkor a (3.12) kovariancia-egyenlétlenség szerint
‘ cov (Yn(J)Yn(l)a Ya (J,)Yn(ll)) ’

< [E(Va)¥a o) Val1))] + [E(Ya (Yo D) |[E(Vali)YalD)|
<4a(h,1,3) + 4a(h,1,1) < 8a(h,1,3),
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mivel Y, (1)] < 1 minden I és n esetén. Tegyiik fel, hogy h = o(xj,x1) (a
mésik két esetet hasonldan targyalhatjuk). A vélasztasi lehetségek szdma
jre | Dy, j’-re legfeljebb Ag(%)d és I'-re legfeljebb Amd. Tehat (3.19)-
ben a kifejezés kisebb vagy egyenld, mint

3mp A\ 9
2 -2 d nBn\%\dq d
ct“a,, \Dn]An<T> Asms g a(h,1,3)
{1: o(xj,x1)=h<mn}
k—1
<ct?a=2|D, | A3dm2d\~d ( 1 )
<ct?a, “|Dp|Ay MmN\, E a An,,?)

{1 : o(j,))=k<Apnmnp+1}

Apmp+1
k—1
<ct?a; D, |A¥m2 (1 + Z kd_1a< o1, 3))
k= An

Apmp+1 s—1
Sctza;Q\Dn]Aidm%dO —i—/ sd*1a<7,1,3)ds)
0 An
<ct?a; 2Dy A34m2 - 0, n — oo,

mint ahogy mar korabban megmutattuk. Ezért (3.19) mindkét komponense
nullahoz konvergél, igy lim,, ., E|A1|> = 0.
Tekintsiik most As-t. A Taylor-sorfejtést felhasznalva kapjuk, hogy

11— itSp(1) — e 50| < 252 (1),
ezért

E|da] < an? 3 E[1— itS,(1) — e 0]

IEDn
< a;% |D,,| sup ]E(ct2§i(l))
1€D,,
_3
< cay? |Dn| sup Z ‘ cov (Yn(.])7 Yn(.]/) ‘

9(17 J)SAnmny Q(lvjl)SAnmn

_3
< can 2 |Dp|mi A2 — 0,

ha n — oo. Felhasznéltuk az a, és 02 kozdtti Osszefiiggést, a (3.15)-0t és az
m,, sorozat valasztasat. A fenti szamitasoknal felhasznéltuk a kovariancia-
egyenlGtlenséget és bizonyos Osszegek integrallal vald majoralasat.
Tehat lim E|As| = 0.
n—oo
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Most igazoljuk, hogy teljesiil lim EAs = 0.
n—oo

[EA3] Sa;% Z | cov (Yn(l),e“(snfgn(l)))}
€D,

_1
<an ? | Dn)o(mn, 1,00) < c|An| "2 [Da|2a(mn, 1,00) — 0,

az m,, valasztasa miatt.
Ezzel a (3.18) egyenlStlenséget belattuk, amely tételiinket bizonyitja.

3.6. TETEL. Legyen {e(x) : x € T} véletlen mezd és legyen Y, (k) az
s(xfcn)) Borel-mérhetd figguénye, k € D,,. Tegyiik fel, hogy EY,(k) = 0

minden k € Dp, n = 1,2,... esetén. Legyen Sp = ) ycp Yu(k), n =

1,2,..., valamint legyen o2 = var(S,,). Tegyiik fel, hogy létezik olyan T > 0,

hogy teljesiil (3.2) és
(3.20) {|Yn(K)]*'™ : k€ D,,n=1,2,...} egyenletesen integrdlhato.

FEkkor

i 1
(3.21) lim sup A[D,| Zk,leDn | cov(Ya(k), Ya(1))] < oo.

n—oo

Ha még a (3.3), (3.4), (3.5), és (3.15) feltételek is teljesiilnek, akkor
05 Sn = N(0,1),
ha n — oo.

Bizonyitds. Elészor belatjuk a (3.21)-et. A (3.13) Rosenthal-egyenlétlenség
alapjan

Y eov(Ya(k), Ya(D)]

k,1€D,,

Sc-(l +Z[an(s,1,1)]2$¢8d—1) Z (E|Yk|2+7)2+%_

s=1 keD

A 3.1. Lemma szerint ez a kifejezés majoralhato a kovetkezs kifejezéssel:

o
c (1 + Ag/ sd_laﬂif(s, 1, 1)ds) X
0
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| Dy sup {\|Yn(k)||§+T . keDpn=1,2,... }

Tehat, (3.20) és (3.2)-bdl kovetkezik (3.21).

Megmutatjuk, hogy elegendd a tételt egyenletesen korlatos {Y,, (k) : k €
Dp,n = 1,2,...} valoszintségi valtozokra bebizonyitani. Tehat a 3.5. Té-
telbdl kovetkezni fog az allitas. Ibragimov és Linnik (lasd [IL71]) gondolatat
kovetjiik. Legyen L > 0, a csonkitott valtozokat jelolje (L) a felss indexben
¢és a maradéek tagokat (L) fels index jeloli: XV = X.I{X € [-L,L]},
X = x — X, Legyen Z, = S, /oy normalizalt dsszeg,

- L >y, (VD) - =YD (k)

On

a csonkitott valoszintiségi valtozok normalizalt Gsszege, és

o 1 o o
(L) — — § : (L) _ry@)

On

a maradék tagok normalizalt 6sszege. Ekkor
Zpy =21+ ZF) & EZZ=1.

A Rosenthal-egyenlétlenség, valamint a (3.10) és a (3.2) szerint,

v 1 o o 2
(3.22) B(ZP) =2~ 3 (VP00 - 5V 1)
" xeD,
A%|D,, .
< MAlPal R, - 0,
Un keD,,

midén L — oo. Megjegyezziik, hogy ez a konvergencia egyenletes n-ben. Az
utolso 1épesben kihasznaltuk (3.15)-6t és (3.20)-at.
Legyen ¢2(L) = var (Xken, YTSL)(k)) a csonkitott valoszintiségi valto-

zOk Osszegének a szérasa. Tehat
oa (L) L))2 2

ol T 1=E(ZM)” - E(Z,)
= E(Z, — ZUN? —E(Z,)? = BE(Z)? — 28(Z,Z(P)).

Felhasznalva (3.22)-t és a méasodik tagnal a Cauchy-egyenl6tlenséget, a fenti
kifejezés n-ben egyenletesen tart a nulldhoz, amint I — co. Ezért
on(L)

n

(3.23) lim sup

L—oo n>1

1‘:0.

2
On
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Tehat
ReitZn _ eft2/2‘ < E‘eitz(f) B 1|
oy _oa)? AR 2
+ ‘Ee”zn —e o |+ ‘e R 2 _—e 2
> (L) itoU, _e?
(3.24) < [tIE|Z"| + sup ‘Ee n—e 2 ‘ + —dr,
v€[1-0r,1407)] 2

on (L) ) 1 L L
ahol 07, = gi ‘TTQL — 1‘ és Uy = mzkeDn (YTE ) (k) — EY! )(k)).

A (3.23) alapjan, limy_, 07, = 0. Ha a tétel igaz korlatos valoszintiségi
valtozokra, akkor U, aszimptotikusan standard normalis eloszlast, ezért
(3.24)-bol kovetkezik, hogy

) - /2
fim sup 5% — 2| < ], foup E(ZAP)? + Lo,
n—oo n>1 2

Azonban (3.22)-6t felhasznalva, az utolso kifejezés 0-hoz konvergal, ha L —
00, ezért a tétellink igaz. 0

A 3.5. Tétel bizonyitasaban felhasznaltuk az m,, részsorozatok létezését.
A teljesség kedvéért kozoljiik ezen részsorozatok létezésének bizonyitésat.

3.7. LEMMA. Legyenek x, | 0, yn 10, 2z, — o0 wvalds sorozatok gy, hogy
yn =n"9 ahold > 0 és x, )y, — 0. Ekkor létezik a pozitiv egész szamoknak
egy olyan my, sorozata, hogy m, — 00, Tm, 2n —> 0 €S Ym,, 2n — 0.

Bizonyitds. Mivel 1, = x,,/yn — 0, ezért talalhatod pozitiv szamoknak egy
olyan ug nemkorlatos, novekv§ sorozata, hogy

(3.25) 7 <k72, ha n> u,lc/d.

Mivel z, — oo, talalhato pozitiv egész szamoknak egy olyan {n(k)} nem-
korlatos, novekvés sorozata, hogy

zZn > kug, ha n>n(k).

Legyen

1
(3.26) = 7, ha n(k) <m <n(k+1)
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minden k pozitiv egész szam esetén. Ezért a,, — 0 és minden pozitiv egész
k esetén

kuy,
(3.27) Zm O, > o = Uk ha n(k) <m <n(k+1).

Legyen m,, = [(znan)l/d] + 1 minden n-re, ahol [.] az egész részt jeloli.
Koénnyen adodik, hogy my, 1 0. (3.25), (3.26), (3.27) és m,, definicidja adja,
hogy minden pozitiv egész k-ra

T k=2
3.28 L N
( ) an k_l )
ha n(k) < n < n(k+ 1). Tehat a 7, és m,, definici6ibol és a (3.28)-bsl
kovetkezik, hogy

Ty Zn = Tony Y Zn < Ty (200n) " 20 = Ty, b = 0,
ha n — co. Tovabba, «,, definiciojat felhasznélva kapjuk, hogy
d
1/d
z z ZnQ
ymnzn:i: n{[((nn) }_>OO7

md  zpon | [(znom)/] + 1

mivel n — oo. O

3.8. MEGJEGYZES. (Stein-lemma, lasd [Ste72], [Guy95])
Legyen {1, } az R-en értelmezett valoszintiségek egy sorozata, amely kielégiti
a

sup/ z?vy, (dx) < oo,
R

n

lim [ (it — x)e"®v,(dz) =0, minden teER
n—oo JR

feltételeket. Ekkor v, = N (0,1), ha n — oo.

3.4. A tétel kiterjesztései

3.9. KOVETKEZMENY. A 3.5. Tételben és a 3.6. Tételben a (3.15) feltétel
helyett tegyiik fel, hogy

lim A 4|D,| 102 = o?
n—oo
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teljesil. Ekkor
(AY|D, )28, = N(0,02),

ha n — oco.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy o2 > 0. Ekkor teljesiil (3.15) és ezért
o718, = N(0,1). Tehat

2

1
On 2 1 _ 2
Aﬁﬂ)n\) g, Sp = oN(0,1) = N(0,07).

(AEDal) %50 = (

Masodszor, ha o2 = 0, akkor

var | (A2|D]) 725, | = (ALIDa)) 02 =0,

mivel n — oo. Tehat (Ag\Dn\)féSn L%-ben nulldhoz konvergil, ezért ez a
kifejezés eloszlasban konvergél egy degenerélt normaélis eloszlashoz (forma-
lisan N(0,0)-hoz). 0

Most tekintsiik a 3.5. Tétel és 3.6. Tétel p-dimenzios kiterjesztéseit. A
3.10. Tétel lényegében |Faz03] Theorem 3.1.

3.10. TETEL. Legyen £(x) véletlen mezd és Y, (k) p-dimenzids véletlen
vektor E(Xl({n)) egy Borel-mérhetd figgvénye, k € D,,. Legyen EY, (k) = 0
és |V (K)|, k € Dy, n = 1,2,... egyenletesen korldtos. Legyen S, =
> okep, Yalk), n=1,2,..., 5, = var(Sy,). Tegyiik fel, hogy teljesiil (3.3),
(3.4), (3.5) és létezik a

lim (A, ¢D,|7'%,) =%

n—oo
hatdarérték. Ekkor (Ag|Dn|)_%5’n = N(0,%), ha n — oo.
Bizonyitds. Ennek bizonyitasahoz tekintsiik az {a 'Y, (k)} egydimenzios vé-
letlen mez6t, ahol a € RP tetszdleges (a' jeldlje az a transzponaltjat). Al-

kalmazzuk a 3.5. Tételt és a 3.9. Kovetkezményt. 0

A 3.11. Tétel megegyezik a [FK00] Remark 4.3. megjegyzésével.
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3.11. TETEL. Legyen e(x) egy véletlen mezd. Legyen Y, (k) egy centrdlt
p-dimenzids véletlen vektor, amely E(XI(:L))—mérheto” mindenn=1,2,..., és
minden k € Dy, esetén. Legyen Sp = Y ycp Yu(k), n = 1,2,..., 5, =
var(Sy). Tegyiik fel, hogy teljesiil (3.3), (3.4), (3.5) és létezik olyan T > 0,

ami kielégiti (3.2)-t és
{IYn®)|?T™ : k€ Dyyn=1,2,...}  egyenletesen integrdlhato .
Ezenkiviil tegyiik fel, hogy

lim inf Apin (A, 4D |1 S,) > 0.

n—

1
Ekkor ¥,25, = N(0,1,), ha n — cc.

Itt Amin(A) jeloli az A matrix legkisebb sajatértékét, mig I, egy p x p
tipust egységmaétrixot jelol.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.6. Tételt az {a 'Y, (k)} mezére. 0

A fenti tétel szamos mas valtozata is igazolhatd. Példaul, az egyenletes
integralhatosagi feltétel helyettesithets egy erds stacionarius feltétellel és
egy integralhatosagi feltétellel.






4. fejezet

A regresszios fuggvény
becslésének hatareloszlasa
véletlen mezokre

4.1. Bevezetés

A magfiiggvényes becsléseket széles korben tanulméanyozza a szakirodalom.
A striségfiiggvény magfiiggvényes becslésérsl Parzen ([Par62]) és Rosen-
blatt ([Rosb6b]) ért el alapvetd eredményeket. A regresszios fiiggvény mag-
fiiggvényes becslésérsl Nadaraya és Watson ([Nad64|, [Wat64|) 1964-ben
kozolt eredményeit szamos cikkben feldolgoztak és altalanositottéak. Ezeket
az eredményeket tobbek kozott Rao (|[Rao83]), Devroye és Gyérfi ([DG85]),
valamint Bosq (|Bos98|) foglalta 6ssze. A magfiiggvényes becslések egyik
fontos tulajdonsaga az aszimptotikus normalitds, melyet tobb cikkben is
tanulmanyoztak (lasd [Sch72|, [Cai01]).

Tekintsiik tehéat a regresszios fiiggvény magfiiggvényes becslését. Fiig-
getlen adatokra az elmélete jol kidolgozott, szamos hivatkozast lehet ra
talalni példaul Wand és Jones konyvében (lasd [WJ95]). Vilagos, hogy meg
kell engedniink, hogy a savszélesség tartson nullahoz, ha a megfigyelési he-
lyek szama tart a végtelenhez, azért hogy a torzitas eltlinjon és a becslés
konzisztenssé valjon. Viszont, h-nak nem sziikséges gyorsan cstkkennie, kii-
lonben a szorasnégyzet elszallna a végtelenbe. Példaul tekintsiik a sin(z)
kozelitesét kiilonbozd savszélességek alkalmazasaval (hy = 0.009 valamint
ha = 0.0009). Lathato, hogy ,nagy” savszélesség esetén a kozelités ,sima”,

o1
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mig ,tul kicsi” savszélesség esetén a kozelités ugral”.

1 1 1 1
-0.85 -0.8 -0.75 0.7 -0.65

4.1. &bra. A sin(z) (piros vonal) kozelitése, hy = 0.009 (fekete vonal) és
ha = 0.0009 (z6ld vonal) savszélességek esetén.

Fiiggetlen mintaelemek esetén az optimalis h meghatarozasara nagyon
sok mii sziiletett, mint példaul Wand és Jones konyve (|[WJ95]), valamint
Cao, Cuevas és Gonzales-Manteiga cikke (|[Ca094|). Ha az adataink fliggs-
ek, a probléma sokkal Gsszetettebb, és a szakirodalomban is sokkal kevesebb
cikk talalhato. A fliggGség erdsségének leirasdhoz gyakran valamilyen keverd
feltételt hasznalnak (lasd [HV90|, [Kim97]). Folytonos esetben Skold rész-
letesen foglalkozik a savszélesség meghatarozasaval (lasd [SkoO1|, [SkoC]).

Tekintsiink most egy (Xg, Y:),t € Two, erdsen stacionarius véletlen me-
26t (Too az RY tér egy tartoméanya, Xy és Y; valos értéki valoszintségi
valtozok.) Célunk az r(x) = E (® (V) | X¢ = ) regresszios fliggvény becslé-
sének hatareloszlasanak meghatarozasa, ahol ® ismert, korlatos és mérhets
fiiggvény. Legyen (X, Y:),t € D, az adathalmazunk, ahol D, jeloli a T;,
racspontjait és T, C RY. Tekintsiik a regresszios fiiggvény magfiiggvényes
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becslését

> e (2

_ teDy

rn(T) = Z K(m—Xt) ’
teDy, h

ahol K egy magfiiggvény (lasd [Nad64], [Wat64]). Az altalunk tekintett
mintavételezési séma azonban eltér az altaldnosan hasznéltaktol. A meg-
figyelésiink helyei egyre siirtibbek lesznek a tartomany névekedésével. Ezt
a jelenséget ,siirtisodé-novekvs” (infill-increasing) séméanak nevezték el a
szakirodalomban (lasd [LKC99], [Faz03]). Feltessziik, hogy a megfigyelt va-
16szintiségi mez6 gyengén fliggs, pontosabban a valdszintiségi mezére tel-
jesiil az tgynevezett a-keverd feltétel. F6 eredményiink az r,(x) aszimp-
totikus normalitdsanak bizonyitasa. Az eredmény kiilon érdekessége a szo-
katlan kovariancia-méatrix. Pontosabban szolva (ry(z1),...,rn(2m)) vektor
aszimptotikus kovariancia-métrixa, egy diagonalis méatrix és egy a feltételes
kovarianciak integraljait tartalmazo méatrix osszegebdl all (lasd 4.1. Tétel).
Megjegyezzik, hogy az (r,(x1),...,rn(xm)) egylittes aszimptotikus norma-
litasa fliggetlen megfigyelések esetén jol ismert (lasd [Sch72]).

A | slirtis6dé-novekvs” eset lényegesen eltér a tisztan stirtis6ds esettsl. A
slirtis6dd tulajdonsag azt jelenti, hogy a megfigyelések helyei egyre stirtib-
bek egy rogzitett tartomanyban (lasd [Cre91]). Gyengén fiiggs mezsk stirt-
s6d6 megfigyelése esetén szamos becslés nem lesz konzisztens (lasd [Lah96]).
Tovabba, ebben az esetben nem varhaté a becslések aszimptotikus norma-
litasa, mert hidanyzik egy alkalmas centralis hatareloszlas tétel.

A | siirtis6dé-novekvs” kozelités hasznos lehet a foldtudomanyok, meteo-
rologia, kornyezetvédelem, képfeldolgozas stb. teriileteken. Ezekben a tudo-
manyokban szdmos olyan folyamatot tanulményoznak, amely térben vagy
idében folytonosan valtozik. A gyakorlatban azonban nem tudjuk folyto-
nosan megfigyelni a folyamatokat, ezért véges adathalmazokkal és diszkrét
becslésekkel dolgozunk. Eredményeink hasznosak lehetnek a szimulaciék so-
ran is. A statisztikai modellek elméleti elemzése gyakran igényel szimulaci-
Okat, a szamitégépes szimulacidkban pedig mindig diszkrét kozelitéseket
alkalmazunk.

A | stirtis6dé-névekvs” tulajdonsagot tekinthetjiik a folytonos és a diszk-
rét eset kozotti atmenetként. Természetesen a {6 kérdés az, hogy a folyto-
nos modell hatarérték viselkedése megegyezik-e ennek diszkrét kozelitésével.
Folytonos esetben a becslések altalaban integrélokkal, diszkrét esetben pedig
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Osszeg segitségével definiadltak. Ha az integralokat numerikusan szamoljuk,
akkor kozelité Osszegeket kell alkalmazni. Ha a folytonos modell esetén a
tényleges numerikus szamitasok aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk, ak-
kor nemcsak az integrélasi tartomény novekszik, hanem a tartoméany felosz-
tasa is egyre stirtibb és stiriibb. Ebben az esetben ellendrizniink kell, hogy a
hatarérték viselkedése megegyezik-e a névekvs tartomany esetével. Megmu-
tatjuk, hogy csak specialis esetben egyezik meg a hatarértékek viselkedése,
més esetekben lehetnek kiilonbozéek.

A vizsgalataink motivaciojaként meg kell emliteni még a szamos helyen
alkalmazott mintavételi sémakat is. A mintavételezés torténhet véletlen vagy
determinisztikus id6pontokban. A legtobb létez6 eredmény a nem stirtis6ds
esetre vonatkozik (lasd [Mas83|, [BC93]). A [Bos98| kényvben a mintavé-
teli séma fontossaga bemutatasra keriil, de nem emlit explicit eredményt
regresszio esetén. A [Bos98| 140. oldalan a kovetkezd utalas szerepel: ,A
regresszioés és slrtiség becslések egymashoz hasonléan viselkednek mintavé-
teli sémak esetén”.

Valojéban a stirtségfiiggvény magfiiggvényes becslésére tobb eredmény
ismert ,stirtisod6-névekvd” mintavételi sémakra. Megemlitjiik az aldbbi kap-
csolodd publikaciokat. Lahiri 2003-ban ([Lah03]) altalanos hatéreloszlas-
tételt igazolt a ,stirtisodé-novekvd” sémara. Putter-Young 2001-ben (lasd
[PYO01]) a krigelést vizsgélta ebben az esetben. Zhu-Lahiri 2007-ben (|ZL07])
az empirikus eloszlasfiiggvény becslését tekintette. Biau és Blanke-Pumo
([Bia04], [BP03|) az optimalis mintavételezést tekintette magfiiggvényes sti-
riiségfiiggvény becslésre. Park-Kim-Park-Hwang 2008-ban (|[PKPO08|) gya-
korlatban alkalmazhaté kozponti hatéreloszlas-tételeket igazolt ,stirtis6ds-
novekvs” sémara.

4.2. Jelolések és a f6 eredmény

Az el6z6 fejezetben bevezetett jeloléseket fogjuk itt is hasznélni.

Tovabbra is jelolje |D| egy D véges halmaz szamossagat, valamint |T'| a
T tartomany térfogatat (Lebesgue-mértékét) jelli.

A megfigyelések az alabbi sémat kovetik.
Az egyszeriiség kedvéért a d-dimenzios téglak legyenek a megfigyelési tar-

toményok. Legyen A > 0 rogzitett. Jeldlje (%)d az R%beli A-halo pontjait,
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azaz a halépontok tavolsaga 1/A:

(2) () s b ).

Legyen T korlatos, zart téglalap R%ben, élei parhuzamosak a tenge-
lyekkel. A T-beli A-racspontokat jeldlje D, azaz D = T N (Z/A)®. A ha-
tareloszlas lefrasahoz tekintsiik az el6z8 objektumok egy sorozatat, azaz
legyenck Ty, T, ... zart, korlatos R%-beli téglak egy sorozata. Tegyiik fel,
hogy T' CTo CT3C ..., UioilT%:Too-

Feltessziik még, hogy 7T, minden élének hossza egész és tart a oo-hez,
amint n — oo (példaul T, = R? vagy Ts, = [0,00)%). Legyen {A,} a pozitiv
egész szamok egy novekvs sorozata (a nem egész szamok esetét lényegében
azonos modon kezelhetjiik) és a T,-be es§ A,-racspontok halmaza legyen
D,

Legyen {& = (X¢, Yi),t € Too} erdsen stacionarius kétdimenzios vélet-
len mezS. A megfigyelések n-edik halmaza az (X, Y;) véletlen mez6 minden
t € D,, pontban felvett értékeibdl all. Ezekbdl az adatokbol egy becslést
konstrualunk a regresszios fiiggvényre. Valojaban, minden t = t(™ fiigg n-
t6l de, hogy elkertiljiik a bonyolult jeloléseket, elhagyjuk az (n) felss indexet.
Feltessziik, hogy lim,, ;o |Dy| = 0.

Ezen megfigyelések helyei egyre stirtibbek és stirtibbek lesznek a tarto-
manyok egy novekvé sorozata esetén, ezért ezt a sémat ,slirtisodé-névekvg”
sémanak nevezziik (lasd [Cre91] és [Lah96] a névekvs sémarol).

Hasznalni fogjuk az el6z§ fejezetben bevezetett a-keverési egyiitthatot
is. A konnyebb olvashatosag érdekében itt megismételjiik a definiciét: le-
gyenek A és B o-algebrak F-ben. A és B a-keverési egyiitthatojat jelolje
a(A, B), azaz

a(A, B) = sup{|P(A)P(B) —P(AB)| : A€ A, B < B}.
A {& : t €Ty} mezs a-keverési egytitthatoi pedig:
a(r) = sup{a(Fr,, Fr,) + o(l1,I2) > r},

ahol I és Iy a Ty véges részhalmazai, Fr, = o{& : t € L;}, i =1,2.
Sziikségiink lesz a kovetkezd feltételre: valamely 1 < a < oo esetén

(4.1) / st_la%(s)ds < 0.
0
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A K : R — [0,00) fiiggvényt magfiiggvénynek nevezziik, ha K korla-
tos, folytonos, szimmetrikus stirtségfiiggvény (a Lebesgue-mértékre nézve),
melyre

(4.2) lim |ulK(u) =0, /OO u? K (u)du < oo.

[ul|—o0 —00

Legyen g(x) az X (ismeretlen) perem-stirtiségfiiggvénye. Feltételezziik,
hogy ¢g(x) mindeniitt pozitiv. Legyen K magfliggvény és legyen h, > 0.
Ekkor a g(z) (Parzen-Rosenblatt-féle) magfiiggvényes becslése

1 1 T — X;
()= —— S K , R.
) = Ty 2 (557) =

Célunk az r(z) = E(® (Yi) | Xt = x) regresszios fiiggvény becslésének
hatareloszlasanak a meghatarozasa, ahol ® ismert, korlatos, mérhetd fligg-

vény.
Tekintsiik a regresszios fliggvény jol ismert magfiiggvényes becslését

‘Dln‘ > a(n); K ("” _hXt) S e(v)K (x _hXt>

() = teD, _ teD,
e 1 1 z— Xy B z— Xi ’
—K K
Dl tezD: h < h > tezD: < h >

ahol K egy ismert magfiiggvény, h = h,, > 0.
Legyen
a(z) =E (2*(Yy)| X¢ = 2) .

R¢ jelolje az R?\ {0} halmazt. Legyen gu(,y) az Xg és Xy, egyiittes stiri-
ségfiiggvénye, ha u € ]Rg ész,y €R és

au(z,y) = E{[®(Yo) — r(Xo)] [2(Ya) — r(Xu)] | Xo = =, Xu = y}.
Feltessziik, hogy minden rogzitett u esetén
(4.3)  aul(s ), guls ), al),r(),9(),7" (), g (), r"(.),9"(.) korlatos és folytonos

fiiggvények. Tovabba feltessziik, hogy

(4.4) lim

7 =L <oco, lim A, =00 és lim h, =0,
n—oo A4 h,, n—00 n—00
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valamint
(4.5) lim |75, |k} = 0.
n—oo

Arra az esetre koncentralunk, amikor & és & valoszintiségi valtozok
fliggbek, ha t és s kozel vannak egymashoz.

Elgszor tekintsiik a stirtiségfiiggvény g, becslésének aszimptotikus nor-
malitasat.

Legyen ly(z,y) = gu(z,9) — 9(x)g(y),u € R és x,y € R. Jelolje Iy az
lu(,y) fiiggvényt, mint [ : RS — C(R?) leképezést, azaz egy olyan fiige-
vényt, mely a C(R?) térbél veszi fel értékeit (itt C(R?) az R2-en értelmezett
valos értéki folytonos fiiggvények tere). Legyen

(4.6) [lull = sup [lu(z,y)]
(z,y)€R?

az ly norméja. Legyenek 1, ..., z,, kilonbo6z6 valos szidmok.

Legyen ¥; = (ng lu(zi, xj)du>1<ij<m , legyen tovabba D’ diagonélis mat-

rix Lg(z;) f_oooo K?(u)du, i = 1, . ,;n diagonalis elemekkel. Vezessiik be a
Y =%, + D' jelolést.

A. TETEL. ([FC06] Theorem 1.)

Tegyiik fel, hogy Ly (mint u vdltozdji | : RS — C(R?) fiigguény) Riemann-
integrdlhaté minden korldtos zdrt d-dimenziés R C R téglan, tovdbbd ||Ly|
direkt Riemann-integrdlhato (||I|| : R — R fiigguényként tekintve). Legyenek
T1, ... T eqymdstol kilonbozd valds szamok és tegyiik fel, hogy &' pozitiv
definit. Tegyiik fel, hogy létezik 1 < a < oo, melyre teljesil (4.1) és

a2
(4.7) ()™t < €| T, | B0 minden n esetén.

Ha (4.4) és (4.5) fenndll, akkor

(4.8) |2/z§| {(gn(zi) — g(zi),i=1,...,m} = N(0,%), ha n— oco.

Megjegyezziik, hogy Park-Kim-Park-Hwang egy hasonl6 jelenséget vizs-
galt ([PKPO08|) egyszeriibb fiiggsségi feltétel mellett (m-fiiggdség), de alta-
lanosabb mintavételi sémaban.
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A direkt Riemann-integralhatosag altalunk hasznalt fogalma megtalal-
hat6 Fazekas és Chuprunov cikkében ([FC06]). Legyen [ : R$ — [0, o0) adott
fiiggvény. Valamely § > 0 esetén, tekintsiik az R? tér felosztasat (jobbrol
zart, balrol nyilt) § élhosszusagu A; d-dimenzios kockakra ugy, hogy a Ag
kozéppontja az origoban legyen (azaz 0 € R%-ben). A {A;} csaladot a §-hoz
tartozoé felosztasnak nevezziik. Ha i # 0 akkor x € A; esetén legyen

Is(x) = sup{l(y) : y € Ai}, Is(x) =inf{l(y) : y € A;},

mig [5(x) = l5(x) = 0, ha x € Ag. Ha

li l = li =1
lim Rdl(;(x)dx limy Rdlé(x)dx ,

és ez a kozos érték véges, akkor l-et direkt Riemann-integralhaténak nevez-
ziikk (d.R.1.), és I-t az [ direkt Riemann-integraljanak.

Ha | d.R.i., akkor [ az origb tetsz6leges kornyezetén kiviil korlatos. To-
vabbé, [ majdnem mindeniitt folytonos (a Lebesgue-mértékre nézve). Ezért
[ Riemann-integralhatéo minden olyan korlatos és zart d-dimenzids téglan,
ami nem tartalmazza az origot. Nevezziik zonénak az M = R;\Rs alaku
halmazokat, ahol R; zart d-dimenzios tégla, mig Ry () # Ry C R1) egy nyilt
d-dimenzios tégla tgy, hogy mind a ketts tartalmazza az origot. Belathato,
hogy I Riemann-integralhaté minden zénan.

Ha [ > 0 d.R.i., akkor az ng l(x)dx improprius integral létezik és egyen-
16 [ direkt Riemann-integraljaval. A fenti allitas kovetkezménye az, hogy
minden € > 0 esetén létezik egy M zona tgy, hogy ng\M I(x)dx < e.

Végiill megjegyezziik a kovetkezst. Legyen [ > 0,1 d.R.i. Legyen 4, olyan
pozitiv szdmok sorozata, amely nulldhoz konvergal és {Ai(n)} a Op-hez tar-
tozo felosztas. Ekkor minden € > 0 esetén létezik egy M zdna ugy, hogy az
ng\ 7 1(x)dx integral minden Riemann kozelits 6sszege (mely a fenti felosz-
tashoz tartozik, de amely nem tartalmazza a |Ag|l(xo) kifejezést) kisebb,
mint €.

A Riemann-integralhatosag definicidja Banach-terekbeni értéki fiiggveé-
nyekre megtalalhato Hille és Phillips konyvében ([HF57] 62 o.).

A fenti elgzmények utédn kimondhatjuk a f6 eredményiinket.

Legyen v(z) = a(z) — r?(x). Rogzitett m pozitiv egész és rogzitett,
egymastol kilonbo6zs 1, xa, . .., T, valdés szamok esetén vezessiik be a ko-
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vetkezé jeloléseket.

(4.9) o(xg, xs) = /d ay(xt, Ts)gu(Te, x5)du, t,s=1,...,m,
R

0

(4.10) i = <m>1gﬁgm'

Feltessziik, hogy

(4.11) lim 2%|K(2)] =0

|z| =00
teljesiil.

4.1. TETEL. Legyen (Xt,Y:),t € T, erdsen staciondrius kétdimenzi-
ds véletlen mezd, r(x) = E(® (Vi) | Xt =) a regresszids figgvény, ahol
® korldtos, mérhetd fiigguény és K eqy magfigguény. Tegyiik fel, hogy az
A. Tétel feltételei teljesiilnek az ly fiigguényre, tovdbbd legyen X pozitiv de-
finit. Teqyiik fel, hogy az Xy peremsidriiségfiigguénye pozitiv, valamint aygy
Riemann-integrdlhatd (egy a-g : R — C(R?) fiigguényként tekintve) minden
korldtos zdrt d-dimenziés R C RS tégldn. Tovdbbd, ||auwgul|| direkt Riemann-
integrdlhaté (mint egy |la - g|| : RE — R fiigguény), ahol a norma (4.6)
szerint definidlt. Tegyik fel tovabbd, hogy létezik olyan 1 < a < oo, hogy
(4.1) és (4.7) teljesiil. Legyen Y™ + D madtriz pozitiv definit, ahol D egy
diagondlis mdtriz, melynek a diagondlis elemei: Lv(x;) f_oooo K2(t)dt/g(x;),
i=1,...,m. Ha a fentieken felil még (4.3), (4.4), (4.5) és (4.11) teljesil-
nek, akkor

—{(rp(x;) = () ,i=1,...,m} = N(0,%), ha n— oo,

ahol
»=xm 4D

4.2. MEGJEGYZES. Megmutatjuk, hogy a 4.1. Tételbeli ¥ aszimptotikus
kovariancia-métrix egy diszkrét és egy folytonos esetnek megfelel§ aszimp-
totikus kovariancia-matrix kombinacioja. Schuster igazolta (lasd [Sch72]),
hogy (fiiggetlen, azonos eloszlasiu megfigyelések esetén) ry,(x1), ..., 7 (m)
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aszimptotikusan normalis diagonalis kovariancia-méatrixszal. Pontosabban

Vil (rn (i) — r(2:)) = N(0,¢), ahol ¢; = v(z;) [o) K*(t)dt/g(x:), ezért
a 4.1. Tételben a D diagonélis rész megfelel a diszkrét esetbeli hatarérték
kovariancia-matrixnak.

Szamoljuk ki a o (x¢, z5) elemeket. Jeloljik fx, x.,vo,va(Z1, 22, Y1, y2)-vel
az Xo, Xu, Yo, Yu, (u # 0) egyiittes stirtségfiiggvényét, ekkor

au(x1,22) =

B 2 2 @) — r(z)] [@(y2) — 7(22)] fXo, Xu Yo, va (T1, T2, Y1, Y2)dy1 dys
B gu(xl,xz)

o ffooo ffooo Mu($17 x2, Y1, yQ)dyldyQ

gu(ﬂfl, x?)

Tehat (a d = 1 esetet tekintve)

—0o0 o0
U(I‘t,xs):/ [/ / Mu(z1, 22, Y1, y2)dy1dy2 | du
Ro 00 —00
adodik.

Az (X4, Yy), t € [0,T] folytonos idejt sztochasztikus folyamat (amely
bizonyos a-keverd feltételeket teljesit) magfiiggvényes becslését vizsgalta
Cheze ([Che92]) és Bosq (|Bos98|, 138 o.). Az r(zx) = E(®(Y;)|X¢ = x)

regresszios fliggvény becslése

(4.12) rr(z) = =——,

ahol

_ 1 (T 1 r— X,
== | ®Y)—K

~ 1 (T 1 r— X,
=- | —K dt.
gr(x) T/o oy ( I )

Bizonyos feltételek mellett, ha T — oo és hp — 0, akkor 7p aszimptotikusan
normalis eloszlasi. Pontosabban

rre) — 1) ),
dr ()
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ahol
&T (.’L‘) 1

2(z)dp(z) = (1, —r(z)) var
T gr@) )\ ~r@)

Felhasznalva a fenti kifejezést (néhany analitikus feltétel mellett), belathat-
juk, hogy T'dr(x) hatarértéke o(z, x)/g*(z). Tehat Cheze (|Che92]) és Bosq
(|Bos98|) eredményét a kovetkezSképpen fogalmazhatjuk meg:

VT (7r(z) — r(z)) = N (0,0(z,2)/g*(x)) .

Tehat a (™) matrix diagonalis elemei megfelelnek a folytonos modellbeni
aszimptotikus szorasok szakirodalomban kozolt értékeinek. (Cheze
(|Che92|) és Bosq (|Bos98|) nem tanulmanyoztik az (rr(xi),...,77(xm))
egylittes aszimptotikus normalitésat.)

4.3. MEGJEGYZES. Ha a (4.5) feltétel, azaz lim, o |T)|h = 0, nem telje-
siil, akkor a kovetkez6t tudjuk bizonyitani:

HA)Z‘{(M(%) — (@), i=1,...,m} =N (0,%), ha n— oo,
ahol
1 1 .Z‘—Xt
- D] tezD: T(Xt)hK< h )
7’n(x) = gn(l‘) ,
és
1 1 — X,
gn(z) = D] > K (ﬂf . t> — g(2)

valoszintiségben. Ez a 4.1. Tétel bizonyitasanak kovetkezménye.

4.4. MEGJEGYZES. Bosq a mintavételezés problémajat szintén vizsgélta
(|Bos97], illetve [Bos98|, 140 o.), azaz a (4.12)-ben szerepld rr azon koze-
litésének a viselkedését, amelyet akkor kapunk, amikor rp-ot helyettesit-
jik a folyamat &y, 26y, . ..,nd, idépillanatokbani megfigyeléseit tartalmazd
megfelel§ diszkrét kifejezéssel. Azonban az aszimptotikus normalitast nem
vizsgaltak a fent emlitett miivek egyikében sem.
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4.3. A {6 tétel bizonyitasa

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a f6 eredményt, sziikségiink lesz a kovetkezs
kozponti hatareloszlés tételre és a Rosenthal-egyenlStlenségre kever§ mezsk
esetén.

Elgszor definialjuk az Y;, (k) diszkrét paramétert (vektor értéki) véletlen
mez6t a kovetkezSképpen. Minden n = 1,2, ..., és minden k = k(™ € D,
esetén legyen

(4.13) Y, (k) a & Borel-mérhets fiiggvénye,
ahol {&,t € T} az alapul szolgalo véletlen mezd.

B. TETEL. ([FC04] Theorem 2.1.)

Legyen & véletlen mezd és Y, (k) = (Yél)(k),...,Yém)(k)) a (4.13)-ban
definidlt m-dimenzios véletlen mezd és Sy, = > ycp Ya(k), n =1,2,....
Tegyiik fel, hogy Y, (k),k € D,, erdsen staciondrius mezd minden régzitett n
esetén, valamint EY,, (k) = 0. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az aldbbi feltételek

(4.14) Yo (k)[| < My,
melyben M, csak n-tdl figg;

(4.15) sup E(Y,) (k))? < oo;

n,k,t
a Gp C T, feltételt teljesitd G, tégldk tetszdleges novekvd és nemkorldtos
sorozata esetén,

1
im ——— ®) (k) - () _ _
(4.16) nh_}rrgo A;ﬂgn\E kég Y, " (k) lgg Y| =0, t,s=1,...,m,

ahol G, = G N (Z/Ay)% a ¥ = (Uts)ﬁ,:l mdtriz pozitiv definit; létezik
1 < a < oo dgy, hogy (4.1) teljesiil; és

a2
(4.17) M, < ¢|T,|Ba=D@=1  minden n esetén.
Ekkor
1
(4.18) Sn = N(0,%), ha n— oo.

VAS Dl
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A {6 tétel bizonyitasaban felhasznéljuk a Rosenthal-egyenlGtlenség el6z6
fejezetben kozolt alakjat (3.3. Lemma).

A 16 tétel bizonyitasaban tobbszor hasznalni fogjuk a kovetkezd tételt.
Ez egy specialis esete a [Rao83| Theorem 2.1.1. allitasanak.

C. TETEL. ([Rao83] Theorem 2.1.1.)
Legyen K : R — R mérhetd fliggvény gy, hogy

K(:)| <M, z€R,

| K@ < .

|z||K(2)] = 0, ha |z] = oc.

Tovabbd legyen g : R — R olyan mérhetd fligguény, hogy

| ls@az < oc.

Definidljuk a

fiigguényt, ahol 0 < hy, — 0, ha n — oo. Ha g folytonos, akkor

(4.19) lim g, (z) = g(x) /_ T K(2)dz,

n—oo

és ha g egyenletesen folytonos, akkor (4.19)-ben a konvergencia egyenletes.

4.5. MEGJEGYZES. Gyakran felhasznaljuk a kdvetkezd hatarérték tulajdon-
sagokat (lasd [FCO06]). Tegyiik fel, hogy a g siirtiségfiiggvény folytonos, K
egy magfiiggvény, ekkor h,, — 0 (h, > 0) esetén a kovetkezdk teljesiilnek.

(4.20) E (han <:‘j ;nX‘:>> = /Z K <$I;L“> g(w)du — g(z),
(4.21)

1 - X <1 — e
IEh—K2 <x ; t) :/ h—K2 (xh u) g(u)du—>g(m)/ K2 (u) du,
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1 I'T*Xt fES*Xt
(4.22) ]Eth< " )K< " >

>~ 1 r—Uu Ty — U
_/ h2K< » )K( . )g(u)du—>0,

ha x, # zs.

A 4.1. Tétel bizonyitdsa. Tekintsiik a kivetkezd atalakitast

|Dn‘ — () = |Dn| ﬁZteDn [@(Y:) — 7(=)] %K (%)
g (o) = rlol) = g B S

mh[ Z [@(Ye) — r(Xe)] K (x _hXt> + Z [r(X¢) —r(z)]| K <x _hXt>]

o teD, teD,

- 1 1 l‘*Xt
mZgK h

tED,

_ Ji(x) + Ja(x)

ahol

i = \/\D a7 ZD

Jo(x
2(w) = BT Mgp}

1 =y 33 (S5

" teD,

Elgszor J; aszimptotikus normalitdsat bizonyitjuk. Ellenérizniink kell,
hogy a B. Tétel feltételei teljesiilnek.

Legyenek x1, 9, ..., T, egymastol kiillonbo6zs valos szamok. Be kell 1at-
nunk J; = (Jy(x1), Ji(22), ..., Ji(xm)) " egyiittes aszimptotikus normalité-

sat. Definialjuk Z, (i) m-dimenzios vektort a kovetkezs koordinatakkal:

280) = 1204) - () & ().

s=1,...,més i€ D, esetén.
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Osszuk fel T,-t d-dimenzios egység kockakra (mindegyikben A szami
Dy-beli pont szerepel). Jelolje D;l ezen kockdk halmazat. Legyen

Vo(k) = (VID(K), ..., V™ (k)

n n

azon Zy (i) valtozok szamtani atlaga, melynek az i indexei a k-dik egység-
kockdban vannak. Ekkor minden rogzitett n esetén a V,(k), k € D, mez6
erésen stacionarius. Alkalmazzuk a B. Tételt a V;,(k), k € D, -re, azaz al-
kalmazzuk a tétel nem siirtis6dé alakjat. Ekkor

1 Ad
Ji(zs) = ————AL YT v (i) = n V.S ().
1( ) /7’Dn|A¢L nieD/ () ’Dn|1§ n ()

A EV, (k) = 0, bizonyitasahoz tekintsiik az alabbi egyenl&séget

5200 =8 (5 [0 - Gl (25 ) ) <o

E <<1>(Y)K <"3 ;X» :E[E{CD(Y)]X}K (x _hXN

r(X)

s (e ().

Mivel ®,r és K korlatosak, ezért a (4.7)-b6l kovetkezik (4.14) és (4.17).
A (4.15) bebizonyitasahoz tekintsiik

E(V00) = E (Ald 5 4 lo0d) - ol & (7 Xi)) ,

ahol > azt jeloli, hogy i a k-adik egységkockahoz tartozik. E kifejezés korla-

mert

tosséglét hasonléan ellenérizhetjiik, mint ahogyan a kévetkezd bizonyitasban
eljarunk (ahol megmutatjuk, hogy a (4.16) feltétel teljesiil).

A (4.16)-ban a hatéarérték kiszamitasahoz legyen {G),} d-dimenzios tég-
lak novekvs sorozata, ahol minden G, d-dimenzids egységkockik unidja.
Ekkor teljesiil, hogy

1 1
E ®) (k) - Ml =

keG,NZ4 leG,NZd
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<3 3 o [reo - e (P ) o) - (2525

i€Gn jeGn
= A+ B,

ahol G, = G, N (Z/A,)¢, és A jeloli az Gsszeg i = j feltételnek eleget tevs
tagjait, mig B jeloli az i # j esetet.
A-ra azt kapjuk, hogy

11 1 9 (2 —Xi rs — Xj
A= ———— E|-[®(Y;) —r(X;)|" K K .
g 1 20 L 0 o (M) e ()
16Qn
Ha t = s, akkor

A= Sgioh 2 B [ 00 - ().

Tekintsiik a kovetkezs felbontast

* L

Szamitsuk ki * és ** tagokat egymaéas utan:

r=E [E (}1@2(14) K> (5”;)() ‘ Xﬂ =E <;K2 (x ;Xi> a(Xi)> :

ahol a(z) =E (®*(Y)|X =) . A (4.21) osszefiiggést felhasznalva,

. /oo a(u)%f@ <“”h_ “) g(u)du = /OO a(ws — ht)g(xs — WK (¢) dt

—0o0 —0o0

— a(xs)g(azs)/ K% (t)dt, ha h—0,

teljesiil, mivel a és ¢ korlatos és folytonos, valamint K? integralhato.
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Hasonléan kapjuk, hogy

ok —E <}1Lr2(Xi)K2 (5” ;Xi» _ /_Z %rQ(u)K2 (wh_ “) g(u)du

= [ = R @) gle. — e = 2o [ K@ de b ko,

mivel 7 és g korlatos és folytonos, valamint K? integralhato.
A (4.4)-et alkalmazva, kapjuk, hogy

i O e~ ate) [ K )
n''n n icG, —00

~

~Lo(,)g(s) /_ TR () dt,

ahol v(zs) = a(zs) — r?(xs).
Emlékeztetiink, hogy v(z) a ®(Y) feltételes szorasa, vagyis

o(x) = E(82(V)|X = z) — [E((V)|X = o))’

—E {[@(Y) CR(B(Y)|X = 2)* X = x} .

Ha t # s, akkor

A= b ([<I><Yi) (X K (xt ZXi) i (x ;Xi»
- Alg {IE <h12a(Xi)K (wt ;Xi> K (xs ;Xi>>

~E (h12r2(Xi)K <’3t ;Xi> K <x ;X>>] = %(Al + Ay).

n

Az a(z), r(x) korlatossagabol és (4.22)-bsl kovetkezik, hogy

1 Ty — U Te— U
‘A1171A2|§0/00h2K< A )K< . )g(u)du—>0.

Tehat t # s esetén A — 0, mivel A — oo,
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Tekintsiik most a B kifejezést.

.%'t—Xi .%'S—Xj
p= i ot (0w (7)1 (57)),

ahol
a(Xi, Xj) = ai—3(X;, Xj) = E{[®(Y) — r(Xy)] [@(Y;) — r(X;)] [ X5, X}

Ekkor

Ty —Uu Tsg — U
Ad‘gn|2/ / a,Juth ( A >K( . )g,J(u,v)dudu

ahol g;_j(u,v) az X; és Xj egyiittes stirtiségfiiggvénye.

Feltehetjiik, hogy a G, tégla kézéppontja az origd, mivel a véletlen mezs
ergsen stacionarius. Ekkor az i —j (ahol i,j € G,) alaka vektorok halma-
za 2G,, ahol 2G,-et tgy definidljuk, mint (2G,) N (Z/A,)%. Ha u € 2G,
rogzitett, akkor jelolje |Gy u| azon (i,j) € G, x G, parok szaméat melyekre
i—j=u. Ekkor

wm = [ G ) ()

1 gnu
A 2 g e vt | 6 dude
ue2g?

ahol 2G9 = 2G,, \ {0}. Rogzitsiik az e > 0 értéket. Mivel ||aygu|| direkt
Riemann-integralhato, ekkor talalhatunk egy M. C R? origd kézéppontit
zO6nat agy, hogy

(4.24) / llaugul|du < e,
RE\ M.
ugyanakkor ezen integral Riemann-féle kozelit§ Gsszegei sem haladjak meg
e-t, amennyiben a beosztas dtmérdje elég kicsiny.
Ezért, mivel |Gy, u|/|Gn| < 1, kapjuk, hogy

1 |G ul
(4.25) E Z = ||au9uH <e,

ue2G0\ M. Gl
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amikor 1/A¢ elég kicsi, azaz ha n > n.. Rogzitsiik e-t és M.-t és tegyiik
fel, hogy n > n.. Mivel a, gy Riemann-integralhaté R-en (mint a- g : Rg —
C(R?) fiiggvény) tetszéleges korlatos és zart d-dimenzios Rd-beli R tégla
esetén, ezért

1
(4.26) i Z augu—/ augudu|| < ¢

™ ue269NM.

a C(R?) térben, ha n elég nagy. Ebbdl az sszefiiggésbdl és (4.24)-bsl ko-
vetkezik, hogy

/d au(,y)gu(z, y)du

Ro

|Gn,ul
|Gn
1 egyenletesen u € M, szerint. Ezért, felhasznélva, hogy ||augu|| direkt

Riemann-integralhato, azt kapjuk, hogy

1 |Gn.ul 1
4.2 Ad : uju — g ufu|| < )
20 M2 ] TRy A | <€

ue2GINM, ™ ue269NM.

létezik és folytonos (z,y)-ban. Mivel G,, minden éle tart a co-hez, —

ha n elég nagy.
A (4.24) - (4.27) -bdl kovetkezik, hogy

1 [
(4.28) i Z Gulu — /Rg augudu|| < 4e,

n ungg ’gn’

ha n elég nagy.
" 25;j))zért, felhasznalva azt, hogy %K (%) strtségfiiggvény, kapjuk, hogy

oo [ 1 Ti—U Ts — VU
N REUCSECT]
ha n elég nagy.

Mivel [pa au(u, v)gu(u,v)du folytonos az (u,v) szerint, a (4.29) kifeje-
(0]

<4,

au (U, V) gu(u, v)du} dudv

d
0
zésben 1év6 kettSs integral hatarértéke ng an (e, Ts)gu(xy, x5)du =0 (x4, x5)

(lasd C. Tétel). Ezért

B — ) an(xt, 5) gu(Te, x5)du = o(xy, xg).
RO
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Tehat J; aszimptotikus kovariancia-méatrixa a kovetkezé

L/oo K2(t)dt - diag (v(z)g(zt)) + (U(xtvxs))zlszl .

Most tekintsiik a Jy kifejezést.

Jo(x) =

vﬁ%mggg w”K(xlX?-

Alkalmazva a Taylor-sorfejtést (r(u) = r(z) +1'(z)(u—=z)+ 3" (Z)(u—2)?,
valojaban = fiigg u-tol, azaz T = z(u)), kapjuk, hogy

E (111 r(Xe) — r(x)] K <x hXt)>

(o)~ r@] & (T3 st

8

I
\w\
8
= = e

|
8

r—Uu

{r’(x)(u — )+ %r”(ﬁf)(u - :c)Q] K ( ; ) g(u)du

8

[r’(x)z - ;r”(i)zz} K (%) g(x — 2)dz
= r’(x)h/jo %%K (%) gz — 2)dz

z
E) g(l’ — Z)dZ = A11 + Alg.

|
3

77""(5)22K<

N =

Megmutatjuk, hogy
(4.30) |A11], |A12| < R2C

Tekintsiik el6szor Aq1-et. Vezessiik be a t = % helyettesitést, majd hasznél-
juk a g(x —th) = g(x)+ ¢ (Z)(—th) Taylor-sorfejtést, a g’ és r’ korlatossagat
és a K szimmetria tulajdonsigat kapjuk, hogy

/oo %%K(h) (x—z)dz:/oo LK (£)g(x — th)dt

—0o0

_ / T K (g (@)dt + / T K (1) @) (—th)dt

—0o0 —0o0

= hc/ 2K (t)dt.

—00
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Tehat ’AH’ < h2C.
Felhasznéalva 1 korlatossagat, igy |Ai2| esetén tekintsiik a kovetkezd
egyenlGtlenséget:

1 r2\2 z
< ch? —(= z - .
|A12| < ch /—ooh<h) K(h)g(:z: z)dz
A (4.11) és a C. Tétel miatt

0 q 2 0
/_OO 7 (%) K (%) g(x — 2)dz — g(x) /_Oo 22K (z2)dz,
ezért |Aja| < h2C, alkalmas C konstans esetén.

A (4.30) alapjan [E(Ja(2))| < \/ 2elh?C = /[T ]h%C, ezert
E(Ja(x)) — 0, mivel (4.5) alapjan |T), \h4 — 0.

Megmutatjuk, hogy E|Jo|' — 0, valamely 1 < [ < 2.

Elegendé megmutatni, hogy E|.J; — E(J2)|" — 0, mivel

E|Jo|' =E|Jy — E(Jo) + E(J2)|'
—E|(J; — B(]2)) + E())|' < e (Bl — E(L)|' + [E(S)]')

és E(Jg) — 0.
Ennek igazolasara tekintsiik a kovetkez6 egyenlStlenséget

! l !
1 1
E|Jo — E(J)|' = (W) (h) B> ne—En

teDy,
ahol ny = (r(X¢) —r(x)) K (w_TXt) .
Most fogjuk Ossze ng-kat egy egység kockakba (jeloljiikk ezt a kockat
KC-val) és alkalmazzuk ezekre a (3.13) Rosenthal-egyenl6tlenséget, kapjuk,
hogy

)

(4.31)
1 % 1 l l+e l-%e
E‘JQ—E(JQ)V SC("Dn‘Ad> <h> Z E Znt_Ent
n ]Ce’D"n tek
1 % 1 l l+8 Hl»a
“(mmr) (1) X (=50 )
n ’CED,I,Z tek
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ahol £ > 0. (Alkalmaztuk az E|n — En|* < CE|n|*, k > 1 egyenlétlenséget.)

(A (4.1) egyenldtlenségbdl lathato, hogy cﬁ < 00.) Alkalmazva a Jensen-
egyenlGtlenséget kapjuk, hogy

l+e 1 l+e 1
!
Yol =AY S| < AN
ATL ATZ
tek tek tek
amelybdl kovetkezik, hogy
l+e 1
! !
(4.32) E Zm < Ag(HE) Z EE Ine| ¢ = A;il(l+E)E e
tek tek "

Tehat (4.31) és (4.32) szerint, kapjuk, hogy

L 1 .
1 2 /1 D =
(439l B SC<\D !Ad> <h> ‘AZ‘AZ'Z (B )"

El6szor szamitsuk ki az E |ng|"° hatérértékét:

- X
E‘nt’l+€ :E|’I°(Xt) —T($)|l+€ KH—E (1' t)

h

[ — o) E (T) g(u)du

———
K!*e (x;u) g(u)du

r(Z)(z—u)
N hHHEcg(a:)/ |Z|Z+EKI+5(Z)dZ_

w_ul—i—a

h

141 /OO 1
SCh++€ -
—o h

—00

(Itt a C. Tételt alkalmaztuk.)
Tehat (4.33) alapjan

L !
1 2 /1] ’Dn o l+4lte)
Bl =B <o () (7)) S astnF

l L1 i l
—¢|D,| 2 (Ai)Q hT¥E = | T, |72 hive.
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Megfelels [ és € valasztasa esetén (pl. [ = 1.98, £ = 0.01) (4.5)-bdl kovetke-
l
zik, hogy |Tn|*~2 hi¥e — 0.
Tehat E|Jo|' — 0. Ezért Jo — 0 valoszintiségben.
Végiil foglalkozzunk a J3 kifejezéssel.

Ja(z) = mlny 3 %K (x _hXt> .

teD,

Az A. Tétel miatt, \/|T,|(J3(x) — g(x)) eloszlasban konvergens, ezért
J3(z) — g(x) valosziniiségben. 0O

4.6. MEGJEGYZES. A (4.5) és (4.7) csakis akkor teljesiilhet egyidejiileg, ha

l1<a< M‘T‘/ﬁ. Ennek igazolasahoz tekintsiik a kovetkezdket. A (4.7)-bél
kovetkezik, hogy

442
1< C-hi T, |EenET
teljesiil. Hogy egyidejtileg a (4.5) is teljesiiljon sziikséges, hogy

4a?
(3a —1)(2a — 1)

>1

egyenlttlenség teljesiiljon. Ebbgl kovetkezik, hogy 5_}1/ﬁ < a < 5+}l/ﬁ.
Felhasznalva, hogy 1 < a < oo, adodik az allitas. Példaul egy lehetséges jo

valasztas: a = 2, h, = %,Tn = nlb/4,

4.4. Példak

Ebben a fejezetben szimulaciokon keresztiil néhény egyszerd példat adunk
az elméleti allitas bemutatasara.

Legyen Xy, u € R? stacionarius Gauss-féle véletlen mez6 nulla varhato
értékkel és py kovariancia fliggvénnyel. A kévetkezd példakban ugyanazokat
az Xy véletlen mezdket vizsgaljuk, amelyeket Fazekas és Chuprunov mar
tanulmanyoztak (|[FCO06|, |[Faz07]). Legyen

®(Yy) = 10sin(Xy) + 100 + 6y,

ahol 6, = 5(:, és )’(vu olyan stacionarius Véletlgn mez6, hogy )f(vu és Xu
eloszlédsa megegyezik, valamint legyenek Xy és Xy fliggetlenek.
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4.7. PELDA. Tekintsiink egy X (u),u € R, Gauss-folyamatot nulla varha-
to értékkel és p, = eIl 4 € R kovariancia fiiggvénnyel. Ezt a folyamatot
figyeljiik meg a T" = [0,¢] tartomany 1/A-hélopontjaiban, ahol A = 40 és
t = 60. Azaz a minta z; = X(1/40),...,zs = X(2400/40), ahol s = 2400.
Ennek a minta vektornak a kovariancia-matrixa (pl*—7! ); j=1, ahol p = e /A,
Ezért az adatok a szimulacibhoz konnyen generalhatéak. Valoban, legyenek
Yi,-..,Ys fuggetlen, azonos eloszlast standard normélis valdszintiségi valto-
z0k és legyen

i
zi=p "y /1 —pZsz_]yj,i =1,...,s.
=2

Ezeket az adatokat felhasznalva, meghataroztuk az r,, regresszios fiigg-
vény becslését az 1 = —0.5, xo = —0.25, z3 = 0, x4 = 0.25, és x5 =
0.5 pontokban. Savszélességnek két értéket hasznaltunk, h; = 0.025-6t és
ho = 0.005-6t. Tovabba a K magfiiggvénynek a standard normalis eloszlas
stirtiségfiiggvényét hasznaltuk.

A szimuléaciokat MATLAB programcsomag segitségével hajtottuk végre.
Az eljarast 5000-szer ismételtiik. Mindkét savszélesség (hy és hg) haszna-
lata esetén az adathalmazok megegyeztek. A regresszids fliggvény elméleti
értékeit és becsléseinek atlagat az alabbi 4.1. tablazat mutatja. Megalla-
pithatjuk, hogy mindkét savszélesség esetén az elméleti érték és a kozelité
értékek atlaga kozel vannak egyméshoz.

4.1. tablazat. A regresszios fliggvény elméleti értékei és becsléseinek atlaga a
4.7. Példa adataira.

x -0.5 —0.25 0 0.25 0.5
r(z) 95.2057 97.5260 100.0000 102.4740 104.7943
rn(x), ha hy =0.025|95.2039 97.5220 99.9953 102.4684 104.7929
rn(x), ha hy =0.005 | 95.1970 97.5229 99.9939 102.4707 104.7976

AL/ %(rn(m) —r(x1),...,m(z5) —r(z5)) standardizalt becslésekre (a

standardizaloé faktor 4/ ‘% = 7.7459) kiszdmitottuk a X1 (hy savszélesség

esetén) és Xy (hg savszélesség esetén) empirikus kovariancia-méatrixokat:
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[ 3.8773 2.6953 2.1923 1.7857 1.5073
2.6953 3.5796 2.5499 2.1007 1.7623
2.1923 2.5499 3.4399 2.4892 2.0995 | ;
1.7857 2.1007 2.4892 3.4852 2.6500
| 1.5073 1.7623 2.0995 2.6500 3.8147

X

[ 72195 2.8212 2.1822 1.8547 1.5020
2.8212 6.5902 2.5058 2.0756 1.7223
2.1822 2.5058 6.2153 2.4162 2.1099
1.8547 2.0756 2.4162 6.5192 2.6732

| 1.5020 1.7223 2.1099 2.6732 7.1689

D)

A ¥y és Yo matrixok csak a fGatlokban térnek el jelentGsen, tobbi elemiik
majdnem megegyezik.

Hatarozzuk most meg a 4.1. Tételben leirt kovariancia-méatrix D dia-
gonalis matrixanak elemeit. Esetiinkben, a Dy diagonalis matrix elemei hy,
(k = 1,2-re) savszélesség esetén a kovetkezsk:

11 1 o0 1 1 1 1
——v(x; KX(wdu=——-1- —
@) /oo Wdu = 5m gl 27

A | slirtis6d6-novekvs” eset miatt a kovariancia-matrixban csak a f6-
atloban lehet kiilonbség kiilonbozd savszélesség hasznélata esetén. A 4.2.
tablazatban bemutatjuk, hogy az empirikus kovariancia-matrixok f&atlobe-
li elemei kiilonbsége (diag(3e — ¥1)) és az elméleti kovariancia-métrixok
kiilonbsége (diag(D2 — D), hogyan viszonyul egymashoz.

4.2. tabldzat. Az empirikus és az elméleti kovariancia-méatrixok {6atlobeli elemei
kiilénbségének ardnya a 4.7. Példa adataira.

T —-0.5 —0.25 0 0.25 0.5

diag(S2—%1)
% 1.0428 1.0316 0.9812 1.0397 1.0465
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Az eredmények azt mutatjak, hogy a 4.1. Tételben szereplé D diago-
nélis métrix j6l magyarézza a hatarérték kovariancia-matrix fiiggGséget a
savszélességtdl, mivel az ardnyok kozel vannak egyhez.

Végiil, a 4.2. abra az r(x3 = 0) pontbeli becslések relativ gyakorisagét
mutatja h; = 0.025 (bal oldali abra) és he = 0.005 (jobb oldali abra) sév-
szélességek esetén. A hisztogramokra rahelyeztiik azt a normaélis eloszlast,
melynek a varhato értékét és szorasat a mintabol becsiiltiik. A 4.1. Tételben
kimondott regressziés becslés kozelit§ normalis eloszlasa lathaté ezekben
az abrakban. A kiilénbo6zd savszélességek kiilonb6z6 normalis eloszlasokat
eredményeznek.

o _ e
o h, =0.025 o h, =0.005
0 | ©v
— —
2 2
‘@ o ‘D o
g 7 5
] a
n n
c 7 c 7
o | o
T T T T T T 1 ° o T T T T T 1
985 99.0 99.5 100.5 101.5 98.5 99.0 99.5 100.5 101.5
r(xs = 0) r(x3=0)

4.2. dbra. Az r(z3 = 0) pontbeli becslések relativ gyakorisaga h; = 0.025 (bal
abra) és ho = 0.005 (jobb abra) savszélességek esetén, valamint a hozzajuk tartozo
becsiilt normalis eloszlasok siirtiségfiiggvényei.

4.8. MEGJEGYZES. Ha csokkentjiik a mintavételi helyek szaméat, akkor

diag(X2—X1) . .. 212 . 7.
Trag(D,—Dy) Arénya a kovetkezSképpen modosul:

1. Ha t =20, A = 20 és a tobbi adat valtozatlan marad, akkor

T -0.5 —0.25 0 0.25 0.5

diag(S2—%)
% 1.0711 1.0027 1.0147 1.0790 1.0390




4.4. PELDAK 7

2. Hat =10, A = 10 és a tobbi adat valtozatlan marad, akkor

T -0.5 —0.25 0 0.25 0.5

diag(S2—%)
% 0.8416 0.8631 0.8370 0.8985 0.7508

Lathato, hogy ha a megfigyelési helyeink szamét drasztikusan lecsokkentjiik,
akkor a médszeriink nem ad j6 eredményt.

4.9. PELDA. Tekintsiink most egy X (u,v), (u,v) € R?, kétdimenziés pa-
ramétertert Gauss-folyamatot nulla varhato értekkel és p(y, ) = e~ (ul+vl),

(u,v) € R? kovariancia-fiiggvénnyel. Legyen az el6z6 példahoz hasonléan
®(Yy) = 10sin(Xy) + 100 + Xg.

Ezt a folyamatot figyeljiik meg a T = [0, ]? tartomany 1/A-halépontjaiban,
ahol A = 10 és t = 30. Igy a minta z; ;) = X(;/104/10)> ,J = 1,...,300,
(30 - 10)2 = 90000 mintaelemszammal. A mintat tehat az alabbi médon
generalhatjuk. Generaljuk az yi;, (k,l = 1,...,300) adatokat, fiiggetlen,
azonos eloszlasi standard normalis valoszintiségi valtozokként, és legyenek

i
2 =P Py + V1 = p2p’ ! Z P Yk
k=2
. j .
+V1=p?p! Epj_lyl,l +(1-p%)
1=2

i,5=1,...,300, ahol p = e~ /A,

Az el6z6 példahoz hasonloan, meghatarozzuk az r, regresszios becslést
az x1 = —0.5, 29 = —0.25, 23 = 0, x4 = 0.25, x5 = 0.5 pontokban. h; = 0.01
és hg = 0.002-t valasszuk savszélességnek és K magfiiggvénynek hasznal-
juk a standard normalis eloszlas strtségfiiggvényét. Mindkét savszélesség
(h1 és hg) hasznalata esetén az adathalmazok megegyeztek, és az eljarast
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4.3. tablazat. A regresszios fliggvény elméleti értékei és becsléseinek atlaga a
4.9. Példa adataira.

x -0.5 —0.25 0 0.25 0.5
r(z) 95.2057 97.5260 100.0000 102.4740 104.7943
rn(z), ha h=0.0100 | 95.2069 97.5270 99.9999 102.4735 104.7937
rn(z), ha h=0.0020 | 95.2074 97.5276 100.0001 102.4724 104.7955

5000-szer ismételtiik meg. A regresszios fiiggvény elméleti értékeit és becslé-
seinek atlagit az alabbi 4.3. tablazat mutatja. Mindkét savszélesség esetén
az elméleti és a kozelits értékek kozel vannak egymaéashoz.

D]

A standardizalt becslések (a standardizalé faktor |/ 57 = 30) empirikus

kovariancia-matrixai

[ 51226 4.1911 3.9213 3.7524 3.5575 |
4.1911 4.9262 4.0812 3.9838 3.8019

Y1 = 3.9213 4.0812 4.7751 4.0712 3.9663
3.7524 3.9838 4.0712 4.9523 4.2129

| 3.9575 3.8019 3.9663 4.2129 5.1573 |

[ 8.2768 4.2437 3.9402 3.7704 3.6560 |
4.2437 7.8458 4.1450 4.1074 3.8184

Yo = | 3.9402 4.1450 7.5220 4.0048 4.0625
3.7704 4.1074 4.0948 7.9032 4.3544

| 3.6560 3.8184 4.0625 4.3544 8.4931 |

h1 és ho savszélességek esetén. Ismét, feltlinik a f6atlon kiviili elemek kozel-
sége és a f6atld elemeinek a kiilonbozésége.
Az el6z6 példahoz hasonloan a 4.4. tablazatban szemléltetjiik, a

diag(Xe — 1)
diag(D2 — Dl)
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4.4. tabldzat. Az empirikus és az elméleti kovariancia-méatrixok féatlobeli eleme-
inek kiilonbségének ardnya a 4.9. Példa adataira.

T —-0.5 —0.25 0 0.25 0.5

diag(X2—21)
% 0.9841 1.0004 0.9711 1.0112 1.0408

aranyokat, amelyek kozel vannak egyhez, ahogy ezt a 4.1. Tétel alapjan
elvartuk.

A 4.1. Tétel alapjan, a regresszios becslést tébbdimenziés normalis el-
oszlassal kozelithetjiik kiilonb6zs z; értékek esetén. A 4.3. abran az r(x; =
—0.5) (vizszintes tengely) és r(za = —0.25) (fiiggsleges tengely) becslések
eredményét mutatja hy = 0.01 (bal oldali abra) és ha = 0.002 (jobb oldali
abra) savszélesség esetén. A becsiilt szintvonalakat szaggatott vonalakkal
abrazoltuk, mig az ellipszisek az elméleti tobbdimenzids normélis eloszlas
azonos szintekre vett szintvonalait mutatjak, ahol az eloszlas paramétere-
it az adatokbol becsiiltiik. A szintvonalak kozelsége nyilvanvald. Tovabba
mindkét sédvszélesség esetén az ellipszisek hasonlé irdnyitastuak, de kiillonbo-
z6 méretiiek, amelyek a féatlon kiviili elemek kozelségére, illetve a 31 és Xg
fGatlobeli elemeinek eltérésére utalnak.
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h,=0.01
[eo]
~ -
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94.9 951 953 955
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—~ ©
o I~
I8 o
o
|
I
x X
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N
~
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T T T T T 1
94.9 95.1 953 95.5
(¢ = -0.5)
4.3. abra. Az r(z1 = —0.5) és r(z2 = —0.25) becslések kétdimenzios szemléltetése

hi1 = 0.01 (felss abra) és he = 0.002 (als6 abra) savszélességek esetén, valamint
a hozzajuk tartozo szintvonalak (szaggatott vonal) és az ellipszisek az elméleti
tébbdimenzios normalis eloszlas szintvonalait mutatjak (folytonos vonal).



5. fejezet

Osszefoglalas

Az értekezésem harom részbdl all.

A r6vid bevezetés utan a 2., a 3. és a 4. fejezet tartalmazza a {6 eredmé-
nyeket. A dolgozat elsS részében (masodik fejezet) az autoregressziv tipusa
martingal mez&k majdnem mindeniitti konvergenciajaval foglalkoztam.

Els6 eredményem tobbparaméterti, Banach-térbeli értéki B-értéki mar-
tingalok egyenletes konvergenciajarol szol. Ez a tétel a [Faz83] Theorem 4.4.
egy valtozata, melyben az egyenletes konvergenciat nem vizsgalték.

2.6. Tétel. Legyen B egy valds szepardbilis Banach-tér. Legyen (Xy, Fn),
n € N4, B-értékd martingdl. B rendelkezzen a Radon-Nikodym tulajdonsdg-
gal vagy legyen Xy = E(X|Fn), n € N alaki, valamely X € L'(F, B)-re.
Tegyiik fel, hogy

sup E|| Xu||(log™ || Xn[|"") < oo
n

FEkkor létezik egy olyan A esemény, melyre P(A) = 1 és minden w € A-ra
teljesiil a kévetkezd: ha az n tetszdleges koordindtdi konvergdlnak a oo-hez
mig a maradék koordindtdk rogzitettek maradnak, akkor Xy(w) egyenletesen
konvergdl. (A hatdrérték egy, a rogzitett koordindtdktol fiiggd valdsziniségi
vdltozd.)

A 2-nél magasabb dimenziés paramétertér esetére is kiterjesztettem az
autoregresszios martingal mezd fogalméat. Felhasznélva a Burkholder-egyen-
16tlenség d-paraméteres valtozatat (2.18. Lemma), A-martingal mezdk kon-
vergenciajat bizonyitottam.

A 2.17. Tétel lényege a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy az (Xn,Fn) A-

81
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martingdl mezd teljesit bizonyos feltételeket. Ha

sup E|| vec(Xk)|| [log+(|] Vec(Xk)H)]d*1 < 00,
keNd

akkor Xy konvergens m.m., han; — oo minden j esetén. Tovdbbd, ha d > 2,
akkor Xy, konvergens Li-ben, ha nj — oo minden j esetén.

2.20. Tétel. Tegyiik fel, hogy az (Xn, Fn) A-martingdl mezd teljesit bi-
zonyos feltételeket, valamint

145 (i, uy)]] < K < oo,

teljesil, ha i; > u;, j =1,...,d. Ha supE| vec(Xy)||* < oo, ahol o > 1,
n

akkor Xy konvergens Lq-ban, n — 0o esetén.

Az els6 részben a {6 eredményem a homogén autoregressziv martingal
mezGk konvergenciajarol szol.

2.21. Tétel. Legyen (&n, Fn) homogén autoregressziv martingdl mezd és
tegytik fel, hogy a%) > 0, minden j = 1,...,d esetén és a {k : 1 < k <
m,ag) > 0} szamok legnagyobb kozds osztdja 1.

a) Ha supE|&,| [log+ |§n\]d_1 < 00, akkor &, konvergens m.m., ha n —
n

oo, tovdbbd ha d > 2, akkor &, konvergens L1-ben is.

b) Legyen o > 1. Ha supE|&,|Y < oo, akkor &, konvergens Lo-ban (és
n

m.m.), ha n — oo.

Az értekezés mésodik és harmadik részében kever$ mezGkre bizonyitot-
tam hatarérték-tételeket tigynevezett ,stirtis6dé-névekvs” tartoméanyt felté-
telezve. Ezt a sémat Lahiri 1991-ben vezette be, és azdta sokan kezdték
tanulmanyozni. A | stirtis6dé-névekvs” eset 1ényegesen eltér a tisztan stri-
s0d6 esettdl. A strtisods tulajdonsag azt jelenti, hogy a megfigyelések helyei
egyre stirtibbek egy rogzitett tartomanyban (lasd [Cre91|). Gyengén fiiggs
mezd8k sirisédsd megfigyelése esetén szamos becslés nem lesz konzisztens
(lasd [Lah96]). Tovabba, ebben az esetben nem varhato a becslések aszimp-
totikus normalitasa, mert hidnyzik egy alkalmas centralis hatareloszlas tétel.

A | stirtisod6-noévekvd” tartomény esetén a megfigyelési helyeink egyre
stirtibbek, mikoézben a tartomany is névekszik. A tudoméanyos megfigyelé-
sekben tobb olyan folyamatot tanulményoznak, amely térben vagy idében
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folytonosan véltozik. A gyakorlatban azonban nem tudjuk folytonosan meg-
figyelni a folyamatokat, ezért véges adathalmazokkal és diszkrét becslésekkel
dolgozunk.

Dolgozatom ezen részeibdl, illetve Fazekas Istvan korabbi eredményeibdl
kideriil, hogy ez a ,stirtisodé-novekvs” (infill-increasing) eset a diszkrét és
a folytonos idejii esetek kozott helyezkedik el. Az igy addédo aszimptotikus
eredményeim a diszkrét és a folytonos esetek ,keverékeként” adodtak.

Ibragimov és Linnik 1971-ben ([IL71]) kézponti hatareloszlas-tételt iga-
zoltak olyan stacionarius sorozatokra, amelyek bizonyos a-kever§ feltétele-
ket teljesitenek. Az eredménytiiket Bolthausen (|Bol82|) és Guyon (|Guy95|)
terjesztette ki a-keverd véletlen mezdSkre. Fazekas Istvan (|Faz03]) korla-
tos, Fazekas-Kukush ([FKO00]) az egyenletes integralhato esettel foglalkozott.
Ezek a cikkek nem tartalmazzak az emlitett tételek részletes bizonyitasait,
hanem csak rovid vazlatot koézolnek.

A harmadik fejezetben valojaban egy részletes bizonyitast adunk Faze-
kas és Kukush tételére ([FK00]). A bizonyitas pontos rogzitése azért fontos,
mert a Guyon miivében szerepld bizonyitas egy ugrést tartalmaz, amikor
a korlatos esetre torténd visszavezetéshez Ibragimov-Linnik mtivére hivat-
kozik. Azonban az Ibragimov-Linnik ([IL71])-beli tétel stacionéarius esetre
vonatkozik, gondolatmenete nem vihet§ at kozvetleniil a nem stacionarius
esetre. Ezért tette fel Fazekas és Kukush (|[FKO00|) az egyenletesen integral-
hatoséagot.

A 3.2. fejezetben részletesen targyaltam a felhasznalt jelOléseket és a
koréabbi eredményeket (a-kevers mezs, Davydov-egyenlStlenség (3.2. Meg-
jegyzés), Rosenthal-egyenldtlenség (3.3. Lemma)). A kovetkezd fejezetben
kimondtam a f6 eredményeket, arra az esetre koncentralva, amikor e(x) és
e(y) nem fliggetlenek, ha x és y kozel vannak egyméshoz, ezért a tételek nem
fedik le azon eseteket, amikor Y, (k)-k fiiggetlenek és azonos eloszlasiuak.

A 3.5. Tétel sémaja a kovetkezd. Legyen e(x) véletlen mezd és legyen
Y, (k) az s(xl({n)) Borel-mérhetd figgvénye, k € D,,. Legyen az {|Y, (k)| : k €
Dp,n=1,2,...} csalad egyenletesen korldtos. Legyen

Sn= > Yu(k), n=1,2,..., o& = var(Sy,).
keD,

Tovabbd tegyiik fel, hogy

Q
SN

R AgD,|
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teljesiil. Ekkor bizonyos tovdbbi feltételek teljesiilése esetén o, 1S, = N(0, 1),
ha n — oo.

3.6. Tétel. Legyen £(x) véletlen mezd és legyen Y, (k) s(xﬁn)) Borel-
mérhetd figgvénye, k € D,,. Tegyiik fel, hogy EY, (k) = 0 minden k € D,
n=1,2,... esetén. Legyen Sp = Y ycp Yn(k),n=1,2,..., 02 = var(S,).
Tegyiik fel, hogy létezik olyan T > 0, hogy teljesil (3.2) és

{Yo(K)*'™ : k€ D,,n=1,2,...}  egyenletesen integrdlhatd.

FEkkor

lim sup ov(Yo(k), Y,(1))| < oc.

n—oo

1
ATD] 2kien, | ©

Tovdabbi feltételek teljesiilése esetén
o Sn = N(0,1),

ha n — oo.

Végezetiil a harmadik fejezet végén ezen tételek p-dimenzids kiterjesz-
téseivel foglalkoztam.

Dolgozatom befejezd részében a regresszios fiiggvény magfiiggvényes
becslésének hatareloszlaséval foglalkoztam véletlen mezékon. A magfiigg-
vényes becsléseket széles korben tanulméanyozza a szakirodalom. A stri-
ségfiiggvény magfliggvényes becslésérsl Parzen (lasd [Par62|) és Rosenblatt
(lasd [Ros56b]) ért el alapvets eredményeket. A regresszios fiiggvény mag-
fiiggvényes becslésérsl Nadaraya és Watson (|[Nad64|, [Wat64]|) 1964-ben
kozolt eredményeit szamos cikkben feldolgoztak és altalanositottak. Ezeket
az eredményeket tobbek kozott Rao (|[Rao83|), Devroye és Gyérfi ([DG85]),
valamint Bosq (|Bos98|) foglalta dssze. A magfliggvényes becslések egyik
fontos tulajdonsiaga az aszimptotikus normalitas, melyet tobb cikkben is
tanulméanyoztak (lasd [Sch72], [Cai0l]).

Sikeriilt a regressziés fiiggvény aszimptotikus normalitédsat bizonyitani
,sUrtisodé-névekvs” tartomanyt tekintve. Dolgozatombél, valamint Fazekas
Istvan korabbi eredményeibdl (lasd [FCO06|) kideriil, hogy ez az eset a diszk-
rét és a folytonos ideji esetek kozott helyezkedik el. Pontosabban szolva, a
hatéareloszlas kovariancia struktiraja a diszkrét és a folytonos idejii hatar-
eloszlasok linearis kombinaciojaként adodik.

A vizsgalataink motivacidjaként meg kell emliteni még a szamos helyen
alkalmazott mintavételi sémakat is. A mintavételezés torténhet véletlen vagy
determinisztikus idépontokban. A legtobb létez6 eredmény a nem stirtis6ds
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esetre vonatkozik (lasd [Mas83], [BC93]). A [Bos98| kényvben a mintavé-
teli séma fontossdga bemutatasra keriil, de nem emlit explicit eredményt
regresszio esetén. A [Bos98] 140. oldalan a kovetkezd utalas szerepel: ,, A
regresszios és stirtiség becslések egymashoz hasonléan viselkednek mintavé-
teli sémak esetén”.

A 4.1. Tétel lényege a kovetkezs. Legyen (X, Yy),t € Too, erdsen staci-
ondrius kétdimenzids véletlen mezd, r(x) = E (P (V) | X¢ = x) a regresszids
fiigguény, ahol ® korldtos, mérhetd fiigguény és K eqy magfigguény. Tegyiik
fel, hogy a ™) + D madtriz pozitiv definit, ahol D egy diagondlis mdtriz,
melynek a diagondlis elemei: Lu(x;) [ K2(t)dt/g(x;), i = 1,...,m. Ha
bizonyos feltételek teljesiilnek, akkor

—A{(rp(x;) —r(x)),i=1,....,m} = N(0,%), ha n— oo,

ahol
Y =3 4+ D.

A 4.1. Tételben szerepls 3. aszimptotikus kovarianciamatrix egy disz-
két és egy folytonos esetnek megfelel§ aszimptotikus kovariancia maéatrix
kombinacioja. Schuster igazolta ([Sch72]), hogy (fliggetlen, azonos eloszlasa
megfigyelések esetén) vy, (x1), . .., rn(2y) aszimptotikusan normalis diagona-
lis kovariancia matrixszal. Pontosabban v/nh, (1, (x;) — r(z;)) = N(0,¢;),
ahol ¢; = v(w;) [0 K2(t)dt/g(w;), ezért, a 4.1. Tételben a D diagonalis
rész megfelel a diszkrét esetbeli hatarérték kovariancia matrixnak.

Végezetiil két példan keresztiil szemléltettem a hatareloszlast. A nume-
rikus példék jol mutatjak az el6bb jelzett specialis kovariancia strukturat.






6. fejezet

Summary

This Ph.D dissertation contains new results in the field of limit theorems
of probability theory and statistics. It consists of three parts, which can be
treated separately. In this summary the numeration of our theorems and
definitions are the same as those used in the dissertation.

In the first part of the dissertation we deal with autoregressive type
martingale fields. That is in this part a generalization of d-index martingales
is studied.

A d-index process is called an autoregressive martingale field if it satisfies
certain autoregressive type stochastic difference equations. An almost sure
convergence theorem is proved for autoregressive martingale fields.

There are several extensions of the notion of a martingale. The so called
linear martingales were studied in [MQT73], [Hey80] and [Faz87|. The notion
of a linear martingale was extended to the two indexes case in [Faz88].
We mention that a lot of papers are devoted to the study of multiindex
martingales (e.g. [Cai70]|, [Faz83]). It is well-known that the almost sure
(a.s.) convergence of a multiindex sequence (in particular a martingale)
requires stronger conditions than that of a single index sequence. The a.s.
convergence of multiindex martingales is described in [Cai70].

We extend the notion of a linear martingale to the multiindex case. The
construction of the notion of d-index autoregressive type martingale fields
is also our own result for d > 2. Then we obtain an a.s. convergence result
for it (Theorem 2.21.). This theorem contains previous results of [Faz87]
and [Faz88| as special cases.

Let (Q, F,P) be a probability space, X,,n € N%, a d-index sequence of

87
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random variables, and let F, C F be o-algebras for all n € N4,

Recall the notion of a martingale. Suppose that F,, C Fy, for every
m < n. Assume that X, is F,-measurable and integrable for every n € N¢,
We say that (Xy, Fn) is a martingale if E(Xy1x |[Fn) = Xa a.s., for all
n € N and k € N

We shall use the following condition. For any n with finite expectation

(2.3) E(nFa) =E ( ..E (77|.7:1(1i1)) |]:1(1id)>

for any permutation (i1,...,i4) of (1,...,d), where FO = ofF i =
n;} for any fixed n and 4 (in the notation F superscript (7) shows the
appropriate coordinate).

In order to prove our result we have to use a new martingale convergence
theorem (Theorem 2.6.). Theorem 2.6. is a uniform a.s. convergence result
for Banach space valued multiindex martingales.

More precisely, we have the following theorem.

Theorem 2.6. Let B be a real separable Banach space. Let (Xy, Fpn),n €
N%, be a B-valued martingale. Let B have Radon-Nikodym property or let
X be of the form Xn = E(X|Fn),n € N¢, for an X € LY(F, B). Assume
that supy, E|| Xn|/(logt | Xn||9"!) < oco. Then there evists an event A with
P(A) = 1 such that for w € A we have: if arbitrary coordinates of n converge
to oo while the remaining coordinates remain fived then Xy(w) converges
uniformly. (The limit is a random variable depending on the coordinates
remaining fized.)

To describe the structure of the random field &5, n € N%, we shall use the
Kronecker product (denoted by ®) and the vec operation (see, e.g. [MN88|).
The construction of the notion of d-index autoregressive type martingale
fields is also our own result.

Definition 2.9. The process {€n, Fun}, n € N, is called an autoregressive
martingale field if &, is Fa-measurable and integrable for every n € N%,

E <§n|fr(1j—)ej) = agj)(n]')gnfej

(2.10) , ‘
+ agj)(nj)gnf%j +...+ agrjz) (nj)fnfm-ej
for every m and j, with n; > m, j = 1,...,d, where m is a fized positive

integer,e; = (0,..., 1 ,...0) € N4 is the jth unit vector, j = 1,...,d, and
jth
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agj)(nj) are non-negative non-random coefficients with y ;- an)(nj) =1
foreveryn; =m+1,m+2,..., j=1,...,d.

If the coefficients aé])(l) do not depend on I, then &, is called a homogeneous
autoregressive martingale field.

Let &4, n € N?, be a d-index random field. Using &,, we shall construct
another random field X,,. The values of this new field are d-index arrays.
For any fixed m € N and n € N¢ (with n; > m,i = 1,...,d) X, denotes
the elements of the random field £ with indices being in a hypercube of
sizemXxXm X ...xXm.

d
Proposition 2.10. Let (§n, Fn) be the autoregressive martingale field int-
roduced in Definition 2.9. Let Xy be the array valued random field corres-
ponding to &,. Then

(2.11)
vec [IE (Xn | ffﬂe_ﬂ - (I® o @IeA™ 9lg. - ® 1) - vee(Xn_e,)
J ——— J ———— 7
d—j j—1
for every m with n; > m, j = 1,...,d, where Agl) denotes the following

m X m matrix

0 1 0 0
0 0 1 0
O _
AV = :
0 0 0 1
an () apl i) a0

foreveryj=1,....dandl=m-+1,m+2,....

Proposition 2.11. Let X, be an array-valued random field satisfying
(2.11). Assume that (2.3) is valid. Then for the process (Xp, Fn) the equa-
tion

(2.16)
vec [E(Xnt¢|Fn)] = [Aa(na + ta,na) © - --

®Az(ng + ta,n2) ® Ar1(ny +t1,n1)] vec(Xy)
holds, where

n;+t; ni+t;—1 n;i+1
(2.17) Aj(nj +tj,nj) = A§ J+])A§ it )Ag it )
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for every n; > m, j=1,...,d and n € N%, tENg.
Above and in the following A;(n;,n;) = I (the unit matrix).
Generalizing property (2.16), we get the following notion.
Definition 2.12. An array-valued process (Xp, Fn), N € N4 is called an
A-martingale field if

1) Xy is Fp-measurable and integrable for every n € N¢,
2) equation (2.16) is satisfied for every n,t € N?, where the matrices

Aj(nj +tj,n;) are given by (2.17). (All matrices Ag-lj ) considered are
nonrandom and of type m x m.)

Proposition 2.15. Assume (2.3). For the A-martingale field Xy, we have
the representation:
(2.20)

vec(Xy) = 21: 22: - Z [Ag(ng, kq) ® -+ @ Ai(nq, k1)) vec(Ay),

ki=1ko=1  kg=1

where Aj(k‘j, k‘]) = I, ] = 1, Ce ,d.
The following conditions will be used in our theorems. Suppose that

(2.21) Aj(ij +tj,15) — Aj(oo,ij), as t; — oo, for every ij,j € N

and that the convergence is 'fast’ in the following sense:

(222)  [l4j(00,i5) — Ajij +t5,0)| < i, Vijj €N,
where Z cg) < oo for every j.
ti=1

For the limit matrices A;(c0, k;) = lim Aj(k; +1t;, k;), we assume that
tj—00
there exists a positive number C such that
(2.23) I[Ad(00, kq) @ - - - @ Ay (00, k1)l vec(Ay)|| = Clf vec(Ak),

for every k = (kq,...,kq).
For arbitrary S C {1,...,d} and arbitrary n

(224) | 30 Auloo,ka) @ Aui(00,ka 1) @+ @ Ar(00, k) - vee( A

ks<ng
I

>C- H Z Dy, ® Dy, , ® -+ ® Dy, - vec(Ay)

ks<ng
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where the matrix Dy, = Aj(co, k) if l € Sand Dy, =Tif 1 ¢ S.
Theorem 2.17. Assume that the A-martingale field (Xy, Fy), n € N¢,
satisfies (2.3), (2.22), (2.23) and (2.24). If

d—1
(2.25) supdEH vec(Xy)|| [log+(\| Vec(Xk)H)] < 00,
keN

then X, converges a.s. as n; — oo for all j. If, moreover, d > 2 then X,
converges in L1, as n; — oo for all j.

Theorem 2.20. Suppose that for the A-martingale field (X, Fn),n € N%,
condition (2.3), (2.22) and (2.24) hold, and

(2.30) 14 (i, uj)|| < K < oo

if i >u;, j=1,...,d. If sup E| vec(Xy)||* < oo, where a > 1, then X,
n

converges in Ly, as n — oo.

Finally, the main result is the following.
Theorem 2.21. Let (én, Fn),n € N%, be a homogeneous autoregressive mart-
ingale field and suppose that (2.3) is satisfied. Assume, for eachj =1,...,d,
a%) > 0, and the greatest common divisor of {k : 1 < k < m,ag) > 0} is
equal to 1.

a) If SlipE!é’n! [log™ [&n

d > 2, then &, converges in L1, as n — oo.

d—1 .
|] < 00, then &, converges a.s, if moreover,

b) Let be a > 1. If supE|&n|* < o0, then &, converges in Lo (and a.s.),
asn — oo. "

In the second part of the dissertation we deal with central limit theorems
for mixing random fields.

Ibragimov and Linnik ([IL71]) proved a central limit theorem for sta-
tionary sequences satisfying certain a-mixing conditions. Bolthausen (see
[Bol82]) and Guyon (see |Guy95|) extended it to a-mixing random fields.
Fazekas (see [Faz03]) and Fazekas and Kukush (see [FK00]|) presented so
called infill-increasing versions of Guyon’s result for the bounded and the
uniformly integrable cases, respectively. These papers do not contain the
proofs of the theorems mentioned, just a sketch of the proof is given. In
the second part of our dissertation detailed proofs for the above mentioned
theorems are given. The importance of the detailed proof is the following.
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It turns out that the original proof by Ibragimov and Linnik ([IL71]) and
Guyon ([Guy95]|) can be applied if the random field satisfies a certain uni-
form integrability condition. Guyon (|Guy95|) does not assume uniform in-
tegrability but he does not describe the step from the bounded case to the
general case. Therefore we do not know if his result is valid in the general
case. We mention that Ibragimov and Linnik ([IL71]) assumed stationarity
so their proof is complete.

The scheme of observations is the following. Let 13,75, ..., and Tx
be domains in R?. Suppose that 7y ¢ Th € T3 C ..., U T = Tw.
Assume that T; is compact for each i, T is of infinite Lebesgue measure. Let
{e(x), x € T} be a random field. The n-th set of observations consists of
values of the random field €(x) taken at points xy € T},, where k € D,, C Z%.
The choice of points xi is the following. Divide R? into hyperrectangles

d
ki ki+1
A, (k) = (4 37}
b =TT (. 55
J=1
where k = (ki,...,kg) € Z% is a d-dimensional integer lattice point and

{Njn} is an increasing and unbounded sequence of positive integers for
each j =1,...,d. Now, select the n-th data sites xi, k € D,, by choosing
an arbitrary point xj from each A, (k) N7, which is non-empty. Actually,
each x) = Xin) depends on n but to avoid complicated notation we often
omit superscript (n). We suppose that lim,,_,« |D,| = oo.

As the locations of the observations become more and more dense in an
increasing sequence of domains, we call our setup infill-increasing.

We need the notion of a-mixing (see e.g. Doukhan [Dou94|, Guyon
[Guy95]). Let A and B be two o-algebras in F. The a-mixing coefficient of
A and B is

a(A, B) = sup{|P(A)P(B) —P(AB)| : A€ A,B € B}.
The a-mixing coefficient of {e(x) : x € Teo} is
a(ryu,v) = sup{a(Fr,Fr,) : o(l1,I2) >r, |I| <wu, |I2] <wv},

where I} and Iy are finite subsets in T, F1, = o{e(x) : x € L;},i=1,2.
We list the conditions that will be used in our theorems.

oo
(3.2) / sz (5,1,1)ds < oo, forsome 0< 7 < 1.
0
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(3.3) / s ta(s,i,j)ds < oo, for i+j<A4.
0
(3.4) as,1,00) =o(s7%), as s— occ.
(3.5) A, =0(\,), as n— oo,
where
(3.6) A, = max Nj,, A, = min Nj,.
1<j<d 1<j<d

Actually (3.4) means that lim, e a(sy, 1,ky)s? = 0 if s, — oo and
ky, — o0.

In the following theorems we concentrate on the case when & and & are
dependent if t and s are close to each other.

Theorem 3.5. Let ¢(x) be a random field and let Y, (k) be a Borel me-
asurable function of e(Xl((n)), k € D,,. Suppose that EY,, (k) = 0 and |Y,(k)|,
k € Dy, n = 1,2,... are uniformly bounded. Let S, = ZkeDn Yo (k),
n=12,..., 02 = var(S,). Suppose that the conditions (3.3), (3.4) and

n

(3.5) are satisfied. Assume that

2

. o2
(3.15) hnrr_1>1£f N[y >0,

hold. Then o,1S, = N(0,1), as n — oo.

Theorem 3.6. Let £(x) be a random field and let Y, (k) be a Borel-
measurable function of a(xl((n)),k € D,. Suppose that EY, (k) = 0 for k €
Dp, n = 1,2,.... Let Sp = Y ycp Yu(k), n = 1,2,..., o2 = var(S,).

Suppose that there exists a T > 0 such that (3.2) is satisfied and
{Yo(k)*'™ : k€ D,,n=1,2,...} are uniformly integrable.

Then

lim sup | cov(Yn(k), Y,(1))] < oco.

n—o0

1
Ad|D,| Zk,leDn

If additionally, conditions (3.3), (3.4), (3.5), and (3.15) are satisfied, then
0,18, = N(0,1), as n — oo.
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Now we turn to p-dimensional extensions of Theorem 3.5. and Theor-
em 3.6. Our Theorem 3.10. is the same as Theorem 3.1. of Fazekas
([Faz03]).

Theorem 3.10. Let £(x) be a random field and let the p-dimensional
random vector Y, (k) be a Borel measurable function of a(xl((n)),k € Dy.
Suppose that EY, (k) = 0 and ||Y,(k)||, k € Dy, n =1,2,... are uniformly
bounded. Let S, = ZkeDn Yolk), n=1,2,..., 3, = var(S,). Suppose that
conditions (3.3), (3.4) and (3.5) are satisfied. Assume that the limit

lim (A, 4D,|71%,) =%
n—oo

exists. Then (A2|Dn\)_%Sn = N(0,Y), as n — co.

Our Theorem 3.11. is the same as Remark 4.3. in Fazekas and Kukush
([FK00]).

Theorem 3.11. Let £(x) be a random field. For each n = 1,2,..., and
for each k € Dy, let Y, (k) be a centered p-dimensional random vector that
is a(xl((n))—measumble. Let Sy =) yep, Yu(k), n=1,2,..., 5, = var(Sy).
Assume that conditions (3.83), (3.4), and (3.5) are satisfied. Moreover, as-
sume that there exists a T > 0 such that (3.2) is satisfied, and

{IYu(k)|[*'™ : k€ D,,n=1,2,...} are uniformly integrable.

Assume that
lim inf Apin (A, 4D |1 S,) > 0.
n—oo

Then Z;%Sn = N(0,1,), as n — oo.

In the third part of the dissertation we deal with asymptotic normality
of kernel type regression estimators for random fields.

Kernel type regression estimators have been widely studied in the lite-
rature. The original results by Nadaraya (|[Nad64|) and Watson ([Wat64|)
have been extended in several papers, and they are summarized for example
in [Rao83|, [DG85], and [Bos98|. One important issue for kernel type regr-
ession estimators is their asymptotic normality, which has been studied in
several papers, like in [Sch72| and [Cai01].

We consider (X, Y:),t € Too, to be a strictly stationary random field.
(Here Ty is a domain in R?, X; and Y; are real-valued.) We want to estima-
te the regression function r(z) = E (® (Y;) | X¢ = x), where ® is a known
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bounded measurable function. The data set is (X, Yi), t € D,,. We consider
the well-known kernel type regression estimator

rn(z) = Ytep, PV K (£52¢)
n Zt€D7L K (w—hXt) R

where K is a kernel function (see [Nad64], [Wat64]). However, our samp-
ling scheme is unusual. The locations of observations become dense in an
increasing sequence of domains. It is called the infill-increasing setting, see,
for example, [LKC99] and [Faz03]. We suppose that the observed random
field is weakly dependent, more precisely, the random field satisfies a certain
a-mixing condition. The main result is that r,(x) is asymptotically normal
with an unusual covariance structure. That is, the asymptotic covariance
matrix of (rp(z1),...,rn(zmy)) is the sum of a diagonal matrix and a matrix
containing integrals of the conditional covariances, see Theorem 4.1.

Concerning the motivation of our studies we have to refer to the sampling
schemes. Continuous time processes can be observed at deterministic or
random time. Most of the existing results concern the non infill case (see
[Mas83], [BC93|). In [Bos98| the importance of the sampling schemes is
expressed, however no explicit result is mentioned for regression. In [Bos98],
p- 140 only the following hint is given: "regression and density estimators
behave alike when sampled data are available". Actually, for kernel type
density estimators there are several results for infill-increasing type sampling
schemes. We refer to [Bos98|, pp. 118-127 and [BP03].

|D| denotes the cardinality of the finite set D and at the same time |T'|
denotes the volume of the domain 7'

The scheme of observations is the following. For simplicity we restrict
ourselves to rectangles as domains for the observations. Let A > 0 be fixed.

d . o . . . . .
By (%) we denote the A-lattice points in R?, i.e. lattice points with distance
1.

(2) () b ).

T will be a bounded, closed rectangle in R¢ with edges parallel to the
axes, and D will denote the A-lattice points belonging to T, i.e. D =T N
(Z/A)%. For describing the limit distribution we consider a sequence of the
previous objects. L.e. let Tq, T, ... be bounded, closed rectangles in R?
suppose that T1 CTo C T3 C ..., Uiy Ti = Two.

A-
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We assume that the length of each edge of T}, is an integer and converges
to 00, as n — 00 (e.g. Too = R% or Ty, = [0,00)%). Let {A,,} be an increasing
sequence of positive integers (the non-integer case is essentially the same)
and let D,, be the A,-lattice points belonging to T5,.

Let {& = (Xt,Y:),t € Too} be a strictly stationary two-dimensional
random field. The n-th set of observations involves the values of the random
field (X¢, Yy) taken at each point k € D,,. We shall construct the estimator
from the data (Xk,Yx),k € D,. Actually, each k = k(™ depends on n,
but to avoid complicated notation we omit the superscript (n). By our
assumptions, lim,, o |D,| = oc.

As the locations of the observations become more and more dense in an
increasing sequence of domains, we call our setup infill-increasing.

We list the conditions that will be used in our theorems.

Let

oo
(4.1) / szd*la%(s)ds < oo, forsome 1<a< oo.
0

A function K : R — [0,00) will be called a kernel if K is a bounded,
continuous, symmetric density function (with respect to the Lebesgue me-
asure),

(4.2) lim |u|K(u) =0, /OO WK (u)du < oo.

[ul—o0 —o0

Let g(z) be the (unknown) marginal density function of X¢. We assume
that g(x) is positive. Let K be a kernel and let h,, > 0, then the kernel-type
(or Parzen-Rosenblatt-type) estimator of g is

1 1 JJ—Xi
()= —— S K , R.
@) = 517 2 (57) =

Let
a(z) = E (®*(Yy)| X¢ = ) .

Denote by Rd the set R%\ {0}. Let gu(w,y) be the joint density function
of Xg and X, if u € Rg and z,y € R. Let

au(z,y) = E{[®(Yo) — r(Xo)] [2(Ya) — r(Xu)][Xo =z, Xu = y}.



97

We shall assume that for each fixed u the functions
(4.3)
au(s)s guls,)yal),r(0),9(), 7" (), 4'(),7"(.),¢"(.) are bounded and continuous.

Furthermore we shall suppose that

(4.4) 7}1_{1010 m =L < oo, nh_)rrgo A,, = 0o and nlg]go h, =0
and
(4.5) lim |T,|hl = 0.

n—oo

We concentrate on the case when & and & are dependent if t and s are
close to each other.

First recall the asymptotic normality of the density estimator g,.

Let ly(z,9) = gu(z,y) — 9(z)g(y),u € RS and z,y € R. Let I, denote
lu(z,y) as a function [ : R§ — C(R?), i.e. a function with values in C(R?)
the space of continuous real-valued functions over R?. Let

[lall = sup |lu(z,y)|
(z,y)€R?
be the norm of .
Let x1,...,x,, be given distinct real numbers.

Let ¥; = (/ lu(xz-,xj)du) and let D" be a diagonal matrix with
R§ 1<ij<m
diagonal elements Lg(x;) fix;o K2(u)du,i=1,...,m.Let ¥ =%+ D",
Theorem A. (Theorem 1. in [FC06].) Assume that ly is Riemann integ-
rable (as a function | : RE — C(R?)) on each bounded closed d-dimensional
rectangle R C R3, moreover ||ly|| is directly Riemann integrable (as a functi-
on ||l : R — R). Let z1, ...,z be given distinct real numbers and assume
that X' is positive definite. Suppose that there exists 1 < a < oo such that
(4.1) is satisfied and

a2
(4.7 (hy)™' < ¢|T;,|BD@ D for each n.

If (4.4) and (4.5) are satisfied then

D

n
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Now we can state our main result. Let v(z) = a(z) — r?(z).
For a fixed positive integer m and fixed distinct real numbers x1, ..., Zy,
we introduce the notation

(4.9) o(xy,xs) = /d au (T, Ts)gu(Te, Ts)du, t,s=1,...,m,
R

(0]

(m) _ M
(4.10) % <g($t)g($s)>1§t,s§m '

We assume that

(4.11) lim 23K (2)| = 0.

|z| =00

Theorem 4.1. Let (X, Y:) ,t € Two, be a strictly stationary two-dimensi-
onal random field and let r(z) = E (P (Yy) | X¢ = ) be the regression func-
tion, where ® is a bounded measurable function. Let K be a kernel. Assu-
me that the conditions of Theorem A. on the function ly are satisfied, and
that X' is positive definite. Furthermore, assume that the marginal density
function of Xy is positive, and that aygy is Riemann integrable (as a func-
tion a-g : RS — C(R?)) on each bounded closed d-dimensional rectangle
R C RY. Moreover, ||augul| is directly Riemann integrable (as a function
lla-g| : RE — R). Suppose there exists 1 < a < 0o such that (4.1) and (4.7)
are satisfied. Assume that the matriz 2™ + D is positive definite where
D is a diagonal matriz with diagonal elements Lv(x;) [70 K*(t)dt/g(x;),
i=1,...,m. If the conditions (4.3), (4.4), (4.5) and (4.11) hold then

{(rn(z;) —r(x),i=1,...,m} = N (0,X), as n— oo,

where
=% 4 p.

Remark 4.2. We see that the asymptotic covariance matrix X in The-
orem 4.1. is a combination of the asymptotic covariance matrices in the
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discrete and the continuous cases. In [Sch72] it is shown that (for indepen-
dent identically distributed observations) rn(z1),...,mn(Tm) s asymptoti-
cally normal with diagonal covariance matriz. In particular, \/nhy(rp(x;) —
r(xi)) = N(0,¢;), where ¢; = v(x;) [°0  K*(t)dt/g(x;). Therefore, in The-
orem 4.1. the diagonal part D corresponds to the limiting covartance matriz
in the discrete case.

In the last section we present simple examples that give numerical evi-
dence for the phenomena described in Theorem 4.1. The results show that
the diagonal matrix D of Theorem 4.1. explains well the dependence of the
limit covariance matrix on the bandwidth.
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