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⇒ eloszlásbeli konvergencia

N (m,Σ) normális eloszlás m várható értékkel és

Σ kovariancia-mátrixszal

an = o(bn) an/bn sorozat nullához konvergál

an = O(bn) an/bn sorozat korlátos

c, C konstans

|D| D véges halmaz számossága

K magfüggvény

Lp(C) a C-mérhető függvények Lp tere
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1. fejezet

Bevezetés

A határérték-tételekhez tartozó témakörök a valószínűségszámítás legfonto-
sabb, legtöbbet kutatott fejezetei közé tartoznak. Dolgozatomban határér-
ték-tételeket bizonyítok különböző feltételek esetén.

Disszertációm első részében autoregressziós típusú martingál mezőket
tanulmányozok. Közismert, hogy a martingáloknak sokfajta általánosítása
létezik. A Doob-féle martingál konvergencia tételt többparaméterű esetre
Cairoli általánosította (lásd [Cai70]). Vektor értékű martingálokra pedig
Chatterji terjesztette ki (lásd [Cha68]). Az ő eredményeit Fazekas István
általánosította többparaméterű esetre (lásd [Faz83]).

MacQueen 1973-ban bevezette a lineáris martingál fogalmát ([MQ73]).
Megmutatta, hogy az általa vizsgált folyamat sokkal közelebb áll a martin-
gálokhoz, mint a stacionárius folyamatokhoz, ha az együtthatókra bizonyos
feltételek teljesülnek. Az általa tekintett speciális esetben a Doob-féle mar-
tingál konvergencia tétel is teljesül. Dolgozata utolsó részében több példát
is ad, ahol lehet alkalmazni a lineáris martingálokat.

Ezt az autoregresszív sémát azóta a szakirodalomban már többen vizs-
gálták ([Hey80], [Faz87], [Tom01]). Kétparaméterű esetre való kiterjeszté-
sével Fazekas István foglalkozott a 80-as évek közepén. Kiindulva Fazekas
István korábbi eredményeiből ([Faz87], [Faz88]), sikerült kiterjeszteni az au-
toregressziós típusú martingálokra vonatkozó eredményeket d-paraméterű
esetre is, amely természetesen tartalmazza a már korábban elkészített egy-,
illetve kétparaméterű esetet is speciális esetként (2.21. Tétel). Itt már ma-
gának a d-paraméteres autoregressziós típusú martingál mező fogalmának a
kialakítása is saját eredmény, nemcsak ezen folyamat alkalmas reprezentáci-
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2 1. BEVEZETÉS

ója és a konvergencia tételek igazolása. A bizonyításban új ötleteket kellett
felhasználni, mert a korábbi eredményekben használt módszerek nem voltak
alkalmazhatóak a d-paraméterű esetben. A 2-nél magasabb dimenziós para-
métertér esetén bevezetett új formalizmus a vec operátoron és a Kronecker-
szorzaton alapul. Felhasználtam továbbá a Burkholder-egyenlőtlenség álta-
lános alakját is, amely Fazekas István cikkében található meg (lásd [Faz05]).

A disszertáció második és harmadik részében határérték-tételeket bizo-
nyítok úgynevezett „sűrűsödő-növekvő” sémára. A „sűrűsödő-növekvő” eset
lényegesen eltér a tisztán sűrűsödő esettől. A sűrűsödő tulajdonság azt jelen-
ti, hogy a megfigyelések helyei egyre sűrűbbek egy rögzített tartományban
(lásd [Cre91]). A sűrűsödő esetben több jól ismert becslés sem konzisztens
(lásd [Lah96]). Ebben az esetben nem várható a becslések aszimptotikus
normalitása, mert hiányzik egy alkalmas centrális határeloszlás-tétel.

A „sűrűsödő-növekvő” tartomány esetén a megfigyeléseink egyre sűrűb-
bek, miközben a tartomány „mérete” is tart a végtelenhez. Ezt a gondolatot
ilyen explicit formában először Lahiri vetette fel, majd egyre többen kezdtek
foglalkozni ezzel a témával, hiszen ez a megközelítés hasznos lehet a földtu-
dományok, meteorológia, környezetvédelem, képfeldolgozás stb. területein
is. Ezen tudományterületeken számos olyan folyamatot tanulmányoznak,
amely térben vagy időben folytonosan változik. A gyakorlatban nem tud-
juk folytonosan megfigyelni a folyamatokat, ezért véges adathalmazokat és
diszkrét becsléseket használunk.

Ezekben a fejezetekben gyengén függő valószínűségi mező létezését fel-
tételezzük. Ehhez használjuk az úgynevezett α-keverő tulajdonságot.

Természetesen több keverő tulajdonság is létezik mind folyamatokra,
mind mezőkre, ezeket az alábbiakban foglaljuk össze.

Legyen (Ω,A,P) valószínűségi mező és legyenek B és C rész σ-algebrái A-
nak. A B és C σ-algebrák közti függőség leírására a következő együtthatókat
vezették be a szakirodalomban:

α = α(B, C) = sup
B∈B,C∈C

|P(B ∩ C)− P(B)P(C)|,

β = β(B, C) = E(sup
C∈C

|P(C)− P(C|B)|),

φ = φ(B, C) = sup
B∈B,P(B)>0,C∈C

|P(C)− P(C|B)|,

ρ = ρ(B, C) = sup
X∈L2(B),Y ∈L2(C)

| corr(X,Y )|.
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Az együtthatók között a következő egyenlőtlenségek érvényesek (lásd
[Dou94]):

2α ≤ β ≤ φ,

4α ≤ ρ ≤ 2
√
φ.

További egyenlőtlenségek megtalálhatók a [Dou94] és [Bra05] művekben.
A korábban bevezetett keverési együtthatók a következő intervallumból

vehetnek fel értékeket:

0 ≤ α(B, C) ≤ 1/4,

0 ≤ β(B, C) ≤ 1,

0 ≤ φ(B, C) ≤ 1,

0 ≤ ρ(B, C) ≤ 1.

B és C akkor és csakis akkor független, ha a következő négy feltétel
valamelyike teljesül:

α(B, C) = 0,

β(B, C) = 0,

φ(B, C) = 0,

ρ(B, C) = 0.

Az α együtthatót Rosenblatt ([Ros56]), a β együtthatót Kolmogorov
(vö. [WR59]), a φ együtthatót Ibragimov ([Ibr59]), a ρ együtthatót Kol-
mogorov és Rozanov ([KR60]) az említett cikkeikben vezették be. Továbbá
számos más függőségi mérték is bevezetésre került (lásd [Bra83]).

Legyen X = (Xk, k ∈ Z) valószínűségi változóknak egy (nem feltétlenül
stacionárius) sorozata. Definiáljuk az FL

J σ-algebrát a következőképpen:

FL
J = σ(Xk : J ≤ k ≤ L, k ∈ Z), −∞ ≤ J ≤ L ≤ ∞.

Definiáljuk a következő együtthatókat minden n ≥ 1 esetén ([Bra05]):
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α(n) = sup
j∈Z

α(F j
−∞,F∞

j+n),

β(n) = sup
j∈Z

β(F j
−∞,F∞

j+n),

φ(n) = sup
j∈Z

φ(F j
−∞,F∞

j+n),

ρ(n) = sup
j∈Z

ρ(F j
−∞,F∞

j+n).

Azt mondjuk, hogy az X sztochasztikus folyamat erősen keverő (azaz
α-keverő), ha limk→∞ α(k) = 0. Ez a feltétel specifikálja az X múlt és jövő
aszimptotikus függetlenségét. Hasonlóan vezethetők be a β, φ és ρ-keverő
fogalmak is.

A folyamat keverő tulajdonságára az alábbiak érvényesek:

φ-keverő ⇒ β-keverő ⇒ α-keverő,
φ-keverő ⇒ ρ-keverő ⇒ α-keverő.

Megmutatható, hogy az implikációk nem megfordíthatók (lásd [Dou94],
[Bra05]).

Véletlen mezők esetén az α-keverő feltételt a következőképpen vezetjük
be (lásd [Guy95]). Az {ε(x) : x ∈ T}, T ⊆ Rd, α-keverési együtthatója:

α(r, u, v) = sup{α(FI1 ,FI2) : ϱ(I1, I2) ≥ r, |I1| ≤ u, |I2| ≤ v},

a szuprémum a T minden I1 és I2 véges részhalmazára veendő, FIi =
σ{ε(x) : x ∈ Ii}, i = 1, 2.

Az első központi határeloszlás-tételeket keverő véletlen sorozatokra Ro-
senblatt bizonyította ([Ros56]) α-keverő esetre, valamint Ibragimov ([Ibr62])
a φ-keverő esetre. A dolgozatom szempontjából fontos előzmény, hogy Ibra-
gimov és Linnik ([IL71]) α-keverő folyamatokra, Guyon ([Guy95]) α-keverő
mezőkre, Fazekas és Kukush ([FK00]) pedig α-keverő mezők esetén „sű-
rűsödő-növekvő” sémára bizonyítanak határérték-tételeket. Fazekas és Ku-
kush nem közöl részletes bizonyítást, ezért jelen munkám második részében
rögzítem a bizonyítás lépéseinek részleteit (lásd a 3.5. Tétel és a 3.6. Tétel
bizonyítását), valamint foglalkozom a tétel p-dimenziós kiterjesztéseivel is.

A dolgozatom harmadik részének témája a regressziós függvény mag-
függvényes becslése. A magfüggvényes becsléseket széles körben tanulmá-
nyozza a szakirodalom. Nadaraya és Watson ([Nad64], [Wat64]) 1964-ben



5

közölt eredményeit számos cikkben feldolgozták és általánosították. Ezeket
az eredményeket többek között Rao ([Rao83]), Devroye és Győrfi ([DG85]),
valamint Bosq ([Bos98]) foglalta össze. A magfüggvényes becslések egy fon-
tos tulajdonsága az aszimptotikus normalitás, melyet több cikkben is tanul-
mányoztak. Például 1972-ben Schuster ([Sch72]) diszkrét esetben bizonyí-
tott aszimptotikus normalitást, míg 2001-ben Cai ([Cai01]) folytonos eset-
ben látott be hasonló eredményt. A regressziós függvény magfüggvényes
becslésének vizsgálata szorosan kapcsolódik a sűrűségfüggvény becsléséhez
(lásd [CL86], [BMP99], [FC06]). Ezen eredményekből kiindulva sikerült a
regressziós függvény aszimptotikus normalitását bizonyítani α- keverő me-
zőkre „sűrűsödő-növekvő” tartományt tekintve. Ezen tételt tekintem a dol-
gozat legfontosabb eredményének (4.1. Tétel). Dolgozatomból, illetve Faze-
kas István korábbi eredményeiből ([FC06]) kiderül, hogy ez az eset a diszk-
rét és a folytonos idejű esetek között helyezkedik el. Pontosabban szólva, a
határeloszlás kovariancia struktúrája a diszkrét és a folytonos idejű határ-
eloszlások lineáris kombinációjaként adódik.

Dolgozatomat két példával zárom, melyen keresztül szemléltetem a ha-
táreloszlást. A numerikus példák jól mutatják az előbb jelzett speciális ko-
variancia struktúrát.





2. fejezet

Autoregressziós típusú
martingál mezők

2.1. Bevezetés

A disszertáció első részében a lineáris martingálok többparaméteres kiter-
jesztésével foglalkozom, és fő eredményként majdnem mindenütti konver-
genciát bizonyítok. Ez az eredmény speciális esetként tartalmazza Fazekas
István eredményeit is (lásd [Faz87], [Faz88]).

Közismert, hogy a martingáloknak sokfajta alkalmazása és általánosí-
tása létezik. Számos vizsgálat alapját a Doob-féle martingál konvergencia
tétel szolgáltatta, amit itt most mi is felidézünk.

2.1. Tétel. (Doob, [Doo53]) Legyen X = (Xn,Fn) szubmartingál. Tegyük
fel, hogy sup

n
E|Xn| < ∞. Ekkor limnXn = X∞ létezik 1 valószínűséggel és

E|X∞| < ∞.

A Doob-féle martingál konvergencia tételt többparaméterű esetre Cairoli
általánosította (lásd [Cai70]). Vektor értékű martingálokra pedig Chatterji
terjesztette ki (lásd [Cha68]). Az ő eredményeit Fazekas István általánosí-
totta többparaméterű esetre (lásd [Faz83]).

Közismert, hogy a valószínűségbeli és az Lp-beli (p ≥ 1) konvergencia
metrizálható (mind valós, mind Banach-térbeli értékű valószínűségi válto-
zókra). Így ezek esetén az egyparaméterű esetből adódik a többparaméterű
sorozatok konvergenciája.

7



8 2. AUTOREGRESSZIÓS TÍPUSÚ MARTINGÁL MEZŐK

A majdnem biztos konvergencia (általában) nem metrizálható. Így az
egyparaméterű esetből nem lehet közvetlenül következtetni a többparamé-
terűre. Sőt, Cairoli ([Cai70]) bebizonyította, hogy d-paraméterű martingál
esetén a konvergencia feltétele:

sup
n

E∥Xn∥(log+ ∥Xn∥d−1) < ∞.

Gut ([Gut76]) belátta, hogy a nagy számok Kolmogorov-féle erős törvé-
nye akkor és csak akkor érvényes, ha

E∥X1∥(log+ ∥X1∥d−1) < ∞.

Itt Xi, i ∈ Nd, függetlenek és azonos eloszlásúak (lásd [Faz83] Theorem 5.3.).
A B Banach-térbeli martingálok elméletének alapjai (pl. B-beli való-

színűségi változók feltételes várható értéke) Scalora ([Sca61]) cikkében ta-
lálható meg. Chatterji 1968-ban ([Cha68]) B-beli martingálokra bizonyí-
totta, hogy a valós martingál konvergencia tétel csak akkor érvényes, ha
kiegészítő feltételeket teszünk fel. Például, ha Xn = E(X|Fn) alakú, ahol
E∥X∥ < ∞, akkor Xn konvergál L1-ben és majdnem biztosan. Vagy pél-
dául, ha B Radon-Nikodym tulajdonságú, akkor az (Xn,Fn) martingál
supn E∥Xn∥ < ∞ esetén majdnem biztosan konvergál.

MacQueen a martingálok következő kiterjesztését kezdte el vizsgálni
(lásd [MQ73]): legyen (ξt, Ft, t = 1, 2, . . .) valószínűségi változók adaptált
sorozata, ami teljesíti a

(2.1) E(ξs|Fs−1) = a1ξs−1 + · · ·+ amξs−m

feltételt, ahol m rögzített egész, s > m, és a1, . . . , am nem véletlen együtt-
hatók. A (2.1)-ből kapjuk, hogy

ξs = a1ξs−1 + · · ·+ amξs−m + δs,

ahol δs martingál differencia. MacQueen megmutatta, hogy a ξs folyamat
sokkal közelebb áll a martingálokhoz, mint a stacionárius folyamatokhoz,
ha az ak együtthatók pozitívak és

∑n
k=1 ak = 1 teljesül. Ebben a speciális

esetben a Doob-féle martingál konvergencia tétel is teljesül (lásd [MQ73],
Section 3). Dolgozata utolsó részében több példát is ad, ahol lehet alkal-
mazni a lineáris martingálokat.

Ezt az autoregresszív sémát azóta a szakirodalomban már többen vizs-
gálták ([Hey80], [Faz87], [Tom01]). Kétparaméterű esetre Fazekas István
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terjesztette ki. Kiindulva Fazekas István korábbi eredményeiből ([Faz87],
[Faz88]), sikerült kiterjeszteni az autoregressziós típusú martingálokra vo-
natkozó eredményeket d-paraméterű esetre, amelyek természetesen tartal-
mazzák a már korábban elkészített egy, illetve kétparaméterű esetet is spe-
ciális esetként. A bizonyításban új ötleteket kellett felhasználni, mert a
korábbi eredményekben használt módszerek nem voltak alkalmazhatóak a
d-paraméterű esetben. A 2-nél magasabb dimenziós paramétertér esetén
bevezetett új formalizmus a vec operátoron és a Kronecker-szorzaton ala-
pul. Felhasználtam továbbá a Burkholder-egyenlőtlenség általános alakját
is, amely Fazekas István cikkében található meg (lásd [Faz05]).

2.2. Definíciók és előzmények

A továbbiakban a következő jelöléseket fogjuk használni: legyen d egy po-
zitív rögzített egész szám. Az i, j,k, l,m,n jelöljön d-dimenziós vektorokat.
(pl. n = (n1, ..., nd) ∈ Nd

0).
Felhasználjuk még az 1 := (1, ..., 1) ∈ Nd és 0 := (0, ..., 0) ∈ Nd

0 jelö-
léseket. A relációkat Nd

0-ban koordinátánként értelmezzük, azaz m ≤ n,
ha mi ≤ ni, i = 1, . . . , d; továbbá m < n, ha m ≤ n és m ̸= n.
A max,min,→ relációkat szintén koordinátánként értelmezzük. Például:
n → ∞, ha ni → ∞ minden i = 1, . . . , d esetén.

Egy d-dimenziós vektor logaritmusának „abszolút értékén” a

| log n| :=
d∏

i=1

log+ ni

kifejezést értjük, ahol log+ x =

 lnx, ha x ≥ e

1, ha x < e.

A továbbiakban legyen (Ω,F ,P) valószínűségi mező, Xn,n ∈ Nd, való-
színűségi változók egy d-paraméterű sorozata, és legyen Fn ⊆ F σ-algebra
minden n ∈ Nd-re.

Jelölje n az n vektor bizonyos koordinátáinak a halmazát és jelölje n
a maradék koordinátáit az n vektornak. Jelöljük (n,∞)-el azon d hosszú-
ságú sorozatokat, amelyek n azon koordinátáit tartalmazzák, amelyek ele-
mei n-nek, míg n többi koordinátája legyen ∞-nel egyenlő. Például, ha
n az n második és harmadik koordinátáját tartalmazza, akkor (n,∞) =
(∞, n2, n3,∞, . . . ,∞) és (n,∞) = (n1,∞,∞, n4, . . . , nd).
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Jelölje F(n,∞) az Fk σ-algebrák által generált σ-algebrát, ahol k ≤
(n,∞), k ∈ Nd. Például a fenti esetben F(n,∞) = σ{Fk : k2 ≤ n2, k3 ≤ n3},
és F(n,∞) = σ{Fk : k1 ≤ n1, k4 ≤ n4, . . . , kd ≤ nd}.

Legyen (B, ∥.∥) valós, szeparábilis Banach-tér . Jelölje c(B) a B-beli kon-
vergens sorozatok halmazát. Ha X = (x1, x2, . . .) ∈ c(B), legyen ∥X∥c =
supi ∥xi∥. Definiáljuk teljes indukcióval a cd(B) tereket (és a normát eb-
ben a térben), azaz cd(B) = c(cd−1(B)). Jelölje c0(B) a 0-hoz konvergáló
sorozatok halmazát (0 eleme B-nek).

Tegyük fel, hogy Fm ⊆ Fn minden m ≤ n-re. Továbbá, hogy Xn Fn-
mérhető és integrálható (azaz E|Xn| < ∞) minden n ∈ Nd-re. Azt mondjuk,
hogy (Xn,Fn) martingál, ha

E(Xn+k |Fn) = Xn

teljesül m.m., minden n ∈ Nd és k ∈ Nd
0 esetén.

Ebben a fejezetben végig feltesszük, hogy

(2.2) E (E(Xl|Fm)|Fn) = E
(
Xl|Fmin{m,n}

)
teljesül minden l,n,m ∈ Nd esetén. Ezt a tulajdonságot gyakran alkalmaz-
zák többparaméterű martingálok elméletében (lásd [Faz83]).

A fő eredményünk bizonyításához szükségünk lesz a (2.2)-nél kissé erő-
sebb feltételre is, amelyet az alábbiakban elemzünk. Tetszőleges véges vár-
ható értékű η-ra:

(2.3) E (η | Fn) = E
(
. . . E

(
η | F (i1)

n

)
. . . | F (id)

n

)
az (1, . . . , d) minden (i1, . . . , id) permutációja esetén, ahol F (i)

n = σ{Fl :

li = ni} minden rögzített n-re és i-re (az F (i)
n képletben (i) a megfelelő

koordináta).
Valójában F (i)

n speciális esete az F(n,∞)-nek, hiszen F (i)
n = F(n,∞), ha

(n,∞) = (∞, . . . ,∞, ni,∞, . . . ,∞).

Könnyű belátni, hogy (2.3)-ból következik a következő tulajdonság

(2.4) E {η|Fn} = E{E{η|F(n,∞)}|F(n,∞)},

minden véges várható értékű η esetén. Ennek belátásához jelölje n az n
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i1,. . . , il koordinátáját. Alkalmazva (2.3)-t az E{η|F(n,∞)}-re, kapjuk, hogy

E{η|Fn} = E{E(η|F(n,∞))|Fn}

= E{. . .E[E . . . [E(η|F(n,∞))|F
(i1)
n ] . . . |F (il)

n ] . . . |F (id)
n }(2.5)

= E{. . .E[. . .E(η|F(n,∞))|F
(il+1)
n ] . . . |F (id)

n },

mivel F (i1)
n , . . . ,F (il)

n tartalmazza F(n,∞)-t.
Tehát

E {η|Fn} = E{E(η|Fn)|F(n,∞)}

= E{E[E . . . [E(η|F(n,∞))|F
(il+1)
n ] . . . |F (id)

n ]|F(n,∞)}
= E{E{η|F(n,∞)}|F(n,∞)},

ahol a második lépésben (2.5)-öt alkalmaztuk.
Továbbá a (2.4)-ből következik, hogy

(2.6) E(E(η|Fm)|Fn) = E(η|Fmin{m,n})

minden véges várható értékű η esetén. Speciálisan, (2.4)-ből következik
(2.2). Közismert ([Kho02], 36 o.), hogy (2.6)-ból következik (2.3). Tehát
végeredményként kapjuk, hogy (2.3), (2.4) és (2.6) ekvivalensek és adódik
belőlük (2.2).

2.2. Állítás. Legyenek εn,n ∈ Nd, független valószínűségi változók, Fn

= σ{εk : k ≤ n}. Ekkor Fn,n ∈ Nd, teljesíti (2.3)-at.

Bizonyítás. Először d = 2 esetre bizonyítjuk az állítást. Jelölje ξ12, ξ1 és ξ2
a következő véletlen elemeket: ξ12 = (εij : i ≤ n1, j ≤ n2), ξ1 = (εij : i ≤
n1, j > n2) és ξ2 = (εij : j ≤ n2, i > n1). Ekkor E(η|ξ12, ξ1) = f(ξ12, ξ1),
ahol f mérhető függvény.
Ekkor

(2.7)
E{E(η|F (1)

n )|F (2)
n } = E{E(η|ξ12, ξ1)|ξ12, ξ2}

= E{f(ξ12, ξ1)|ξ12, ξ2} = g(ξ12).

Ennek bizonyításához először vegyük észre, hogy a ξ12, ξ1 és ξ2 függetlensé-
géből következik

E{f(ξ12, ξ1)|ξ12 = x12, ξ2 = x2} = E(f(x12, ξ1)) = g(x12),
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ahol g mérhető függvény. Helyettesítsük be ξ12-t és ξ2-t ebbe az egyenletbe
és megkapjuk (2.7)-et. Kihasználva, hogy Fn ⊆ F (1)

n ,F (2)
n , és hogy (2.7)

teljesül, azt kapjuk, hogy

E{η|Fn} = E{E[E(η|F (1)
n )|F (2)

n ]|Fn} = E{g(ξ12)|Fn}

= g(ξ12) = E[E(η|F (1)
n )|F (2)

n ].

Ha d = 3, akkor a bizonyítás a következőkön alapul. Jelölje ξx, ξxy, ξxz,
és ξxyz a következő véletlen elemeket: ξx = (εijk : i ≤ n1, j > n2, k >
n3), ξxy = (εij : i ≤ n1, j ≤ n2, k > n3), ξxz = (εij : i ≤ n1, j > n2, k ≤ n3)
és ξxz = (εij : i ≤ n1, j ≤ n2, k ≤ n3). Hasonlóan definiáljuk a többi
ξy, ξz, ... véletlen elemet is.

Először legyen: E(η|F (1)
n ) = E(η|ξxyz, ξxy, ξxz, ξx) = f(ξxyz, ξxy, ξxz, ξx).

Észrevesszük, hogy ξxyz, ξxy, ξxz, ξx függetlenek.
Másodszor:

E
[
E(η|F (1)

n )|F (2)
n

]
= E{f(ξxyz, ξxy, ξxz, ξx)|ξxyz, ξxy, ξyz, ξy} = g(ξxyz, ξxy)

adódik, hiszen (ξxz, ξx) és (ξxyz, ξxy, ξyz, ξy) függetlenek.
Harmadszor, tekintsük a következő

E
{
E
[
E(η|F (1)

n )|F (2)
n

]
|F (3)

n

}
= E{g(ξxyz, ξxy)|ξxyz, ξzx, ξzy, ξz} = h(ξxyz),

hiszen ξxy és (ξxyz, ξzx, ξzy, ξz) függetlenek.
Kihasználva, hogy Fn ⊆ F (1)

n ,F (2)
n ,F (3)

n és az előző egyenlőséget, adó-
dik, hogy

E{η|Fn} = E
(
E
(
E
(
E(η|F (1)

n )|F (2)
n

)
|F (3)

n

)
|Fn

)
= E(h(ξxyz)|Fn

)
= h(ξxyz)

= E
{
E
[
E(η|F (1)

n )|F (2)
n

]
|F (3)

n

}
.

d > 3 esetén a bizonyítás hasonló módon történik.

2.3. Martingál mezők konvergenciája

Első eredményem többparaméterű B-értékű martingálok egyenletes konver-
genciájáról szól. Ez a tétel a [Faz83] Theorem 4.4. egy változata, melyben
az egyenletes konvergenciát nem vizsgálták.
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Először elevenítsük fel a Radon-Nikodym tulajdonságot (lásd [Cha68]).
A B Banach-tér rendelkezik a Radon-Nikodym tulajdonsággal az (Ω,F ,P)-
re vonatkozóan, ha minden korlátos variációjú (azaz Vµ(Ω) < ∞, ahol
Vµ(A) = sup

{∑n
k=1 |µ(Ak)|

∣∣Ak ∈ F , Ak ⊂ A,Ak diszjunkt
}

) B-értékű
σ additív µ : F → B halmazfüggvény, amely abszolút folytonos P-re nézve
(azaz P(A) = 0 ⇒ µ(A) = 0, jelölésben Vµ ≪ P) rendelkezik integrál rep-
rezentációval, azaz létezik olyan f ∈ L1(F , B), hogy µ(A) =

∫
A f(s)P(ds)

minden A ∈ F esetén. Itt L1(F , B) B-beli értékű, F -mérhető.
Egy B térről azt mondjuk, hogy rendelkezik a Radon-Nikodym tulaj-

donsággal, ha az egység intervallum Borel-halmazán értelmezett Lebesgue-
mértékre nézve rendelkezik a Radon-Nikodym tulajdonsággal.

Szükségünk lesz még a Fazekas István [Faz83] dolgozatában közölt kö-
vetkező eredményekre:

2.3. Lemma. ([Faz83] Lemma 2.4., 158 o.)

1. Legyen Xi (i ∈ Z) B-értékű valószínűségi változó. Ha az Xi sorozat
konvergens m.m., akkor X = (X1, X2, . . .) c(B)-értékű valószínűségi
változó.

2. Legyen X = (X1, X2, . . .) c(B)-értékű valószínűségi változó és legyen
A rész σ-algebrája F-nek. Tegyük fel, hogy E∥X∥c < ∞, akkor
(E(X|A))i = E(Xi|A) (i ∈ Z), azaz a c(B)-beli feltételes várhatóérté-
ket koordinátánként képezhetjük.

2.4. Tétel. ([Faz83] Theorem 4.4., 162 o.) Legyen {Xm,F ,m ∈ Zd} B-
értékű martingál. Tegyük fel, hogy E{X(m,n)|F(k,∞)} = X(k,n), ha k ≤ m,
ahol

(m,n) = (m1,m2, . . . ,mj , n1, n2, . . . , ni) ∈ Zd,

(k,n) = (k1, k2, . . . , kj , n1, n2, . . . , ni) ∈ Zd,

és F(k,∞) = σ{
∪

n∈Zi F(k,n)}, (i + j = d; i, j ≥ 1). B rendelkezzen a
Radon-Nikodym tulajdonsággal vagy legyen Xm = E(X|Fm) alakú, vala-
mely X ∈ L1(F , B)-re. Tegyük fel, hogy sup

m∈Zd

E|Xm|(log+ |Xm|d−1) < ∞,

ekkor lim
m→∞

Xm létezik m.m. (és L1-ben d ≥ 2 esetén).

A bizonyításban használni fogjuk a Cairoli-egyenlőtlenséget is.
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2.5. Megjegyzés. (Cairoli-egyenlőtlenség, [Faz83] 158 o.)

t(log+ t)r−2 log+[t(log+ t)r−2] ≤ (r − 1)t(log+ t)r−1, r ≥ 2, t ≥ 0.

2.6. Tétel. Legyen B egy valós szeparábilis Banach-tér. Legyen (Xn,Fn),
n ∈ Nd, B-értékű martingál. Tegyük fel, hogy az Fn σ-algebra teljesíti
a (2.4)-et. B rendelkezzen a Radon-Nikodym tulajdonsággal vagy legyen
Xn = E(X|Fn), n ∈ Nd alakú, valamely X ∈ L1(F , B)-re. Tegyük fel,
hogy

sup
n

E∥Xn∥(log+ ∥Xn∥d−1) < ∞.

Ekkor létezik egy olyan A esemény, melyre P(A) = 1 és minden ω ∈ A-ra
teljesül a következő: ha az n tetszőleges koordinátái konvergálnak a ∞-hez,
míg a maradék koordináták rögzítettek maradnak, akkor Xn(ω) egyenletesen
konvergál. (A határérték egy, a rögzített koordinátáktól függő valószínűségi
változó.)

Egy kétparaméteres martingál esetén a tételbeli konvergencia a követ-
kezőt jelenti. Legyen ε > 0. Ekkor minden rögzített ω ∈ A-ra igaz: min-
den n2 esetén ∥Xn1,n2(ω) − X∞,n2(ω)∥ < ε, ha n1 > n1ε; minden n1

esetén ∥Xn1,n2(ω) − Xn1,∞(ω)∥ < ε, ha n2 > n2ε; továbbá ∥Xn1,n2(ω) −
X∞,∞(ω)∥ < ε, ha n1, n2 > nε.

A 2.6. Tétel bizonyítása. A bizonyítást d szerinti indukcióval végezzük.
d = 1 esetben az eredmény már ismert (lásd [Cha68]).
Tegyük fel, hogy a tétel érvényes a d−1-et meg nem haladó dimenziókra.

Most belátjuk d-re, d ≥ 2. (Rögzítjük az n utolsó koordinátáját.)
Látható, hogy (Xn,Fn),n ∈ Nd, B értékű martingál, melyre teljesülnek

a 2.4. Tétel feltételei. Fazekas István igazolja (lásd [Faz83]), hogy Xn =
E(X|Fn), n ∈ Zd, és Xn → X (n → ∞) L1-ben, ahol X F∞-mérhető.

Belátjuk, hogy Xn konvergál 1 valószínűséggel egyenletesen, midőn n-
nek csupán néhány koordinátája tart a végtelenbe.

Legyen Z
(k)
m = X(m,k), ahol k ∈ N rögzített és m ∈ Nd−1 a futóindex.

Ez egy (d− 1) indexes martingál, mely egyrészt Z(k)
m = E(X|F(m,k)) alakú.

Innen

Z
(k)
m = X(m,k) = E

(
X(m,k)|F(∞,k)

)
= E

[
E(X|F(m,k))|F(∞,k)

]
=

= E
[
E(X|F(∞,k))|F(m,k)

]
= E

(
Z(k)
∞ |F(m,k)

)
,
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ahol Z(k)
∞ = E

(
X|F(∞,k)

)
.

Most felvázoljuk a bizonyítás fő ötletét: Használjuk ki azt, hogy Z
(k)
m

(minden rögzített k-ra) egy (d − 1) paraméterű martingál. Az indukciós
feltevés miatt Z

(k)
m egyenletesen konvergál, ha m koordinátáinak bármely

részhalmaza tart a végtelenhez. A Z
(k)
m felépítése a következő. Ha m-nek

csak az utolsó koordinátája, azaz md−1 tart a végtelenhez, akkor Z
(k)
m egy

konvergens sorozat (1 valószínűséggel), azaz ez a sorozat c(B)-nek egy eleme.
Tekintsük most azt az esetet, amikor md−2 a futóindex. Ekkor az előző
c(B)-beli elemekből álló sorozat konvergens. Tehát ez a c(c(B))-nek egy
eleme. Végezetül Z

(k)
m ∈ c(. . . c︸ ︷︷ ︸

d−1

(B)) = cd−1(B). Ténylegesen azt fogjuk

megmutatni, hogy Xn ∈ cd(B).

Rátérünk a pontos bizonyításra. Meg kell mutatni, hogy Z
(k)
m 1 valószí-

nűséggel konvergens. Ennek igazolásához határozzuk meg a keresett határ-
értéket.

Feltehető, hogy X F∞-mérhető, ezért Xn = E(X|Fn)-ből következik,
hogy Xn → X L1-ben.

Legyen Z
(∞)
m = E

(
X|F(m,∞)

)
. Ekkor

(
Z

(∞)
m ,F(m,∞)

)
, m ∈ Nd−1, egy

martingál. A szubmartingál konvergencia tétel miatt kapjuk, hogy

E∥X∥(log+ ∥X∥)d−1 ≤ sup
n∈Nd

E∥Xn∥(log+ ∥Xn∥)d−1 ≤ K < ∞.

A Jensen-egyenlőtlenségből következik, hogy

(2.8) E∥Z(∞)
m ∥(log+ ∥Z(∞)

m ∥)d−1 ≤ E∥X∥(log+ ∥X∥)d−1 ≤ K < ∞.

Azaz a
(
Z

(∞)
m ,F(m,∞)

)
,m ∈ Nd−1, martingál kielégíti a tétel feltételeit,

ezért (az indukciós feltétel miatt) tekinthetjük ezt a martingált a cd−1(B)
egy véletlen elemének.

Be kell látnunk, hogy

(2.9) E
(
Z(∞)|F(∞,k)

)
= Z(k)

teljesül minden k esetén. Itt Z(∞) = {Z(∞)
m : m ∈ Nd−1}, valamint Z(k) =

{Z(k)
m : m ∈ Nd−1}. A (2.9) egyenlőséget minden rögzített m esetén bizo-

nyítjuk. Az előzőekből:

E
(
Z

(∞)
m |F(∞,k)

)
= E

[
E
(
X|F(m,∞)

)
|F(∞,k)

]
= E

(
X|F(m,k)

)
= Z

(k)
m .
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Viszont ha E∥Z(∞)∥cd−1(B) < ∞ teljesül, akkor a 2.3. Lemmából kö-
vetkezik, hogy elegendő belátni (2.9)-et koordinátánként. (A ∥Z(∞)∥cd−1(B)

kifejezésben a cd−1(B) tér normáját használjuk.)
A (2.8) miatt azt kapjuk, hogy supm E∥Z(∞)

m ∥(log+ ∥Z(∞)
m ∥)d−1 < ∞.

Alkalmazva a 2.4. Tétel bizonyítását (lásd [Faz83]), a Cairoli-egyenlőtlen-
séget (2.5. Megjegyzés) és a teljes indukciót, kapjuk, hogy E∥Z(∞)∥cd−1(B) <

∞. Tehát (2.9) érvényes. Ezért Z(k) → Z(∞) m.m.
Most bebizonyítjuk, hogy ha tetszőlegesen sok koordináta az n-ből tart

a végtelenbe, akkor Xn egyenletesen konvergens 1 valószínűséggel. Osszuk
fel n-et részekre: n = (m, l, k), ahol k ∈ N. A cd−1(B)-beli esetre alkalmazva
a martingál konvergencia tételt lim

k→∞
X(m,l,k) = X(m,l,∞) a cd−1(B) térben

m.m. Azaz minden ε > 0 esetén létezik olyan kε, hogy ha k > kε akkor
∥X(m,l,k) − X(m,l,∞)∥ < ε, minden l,m esetén. De X(m,l,∞) ∈ cd−1(B)
teljesül, így ∥X(m,l,∞) −X(m,∞,∞)∥ < ε amikor l elegendően nagy. Ezekből
∥X(m,l,k) −X(m,∞,∞)∥ < 2ε, amikor k és l elegendően nagy.

Tehát az állítás bizonyítása teljes.

2.4. Az autoregresszív martingál mező
definíciója

Ahhoz, hogy leírjuk a vizsgálandó ξn,n ∈ Nd, véletlen mező struktúráját,
szükséges a Kronecker-szorzat (jelölje ⊗) és a vec operátor fogalma (lásd
[MN88]).

2.7. Definíció. Legyen A egy m × n-es mátrix és legyen aj az A mátrix
j-edik oszlopa. Ekkor vecA egy mn×1-es vektor lesz a következő formában:

vecA =


a1

a2
...

an

 .

Tehát a vec operátor átalakítja a mátrixot egy vektorrá úgy, hogy elő-
ször az első oszlopot veszi, majd ez alá írja a második oszlopot, ez alá a
harmadikat, ... (alapvető tulajdonságok megtalálhatók az [MN88]-ban).
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A vec operátor egy d-dimenziós tömböt is egy vektorrá alakít át. Először
az első index fut, azután a második és így tovább. Például tekintsünk egy
3-indexes tömböt, A = (aijk)

l m n
i=1 j=1 k=1 , ekkor

vecA = (a111, a211, . . . , al11, a121, . . . , al21, . . . , a1mn, . . . , almn)
⊤.

2.8. Definíció. Legyen A m×n-es, valamint B p× q dimenziós mátrixok.
Ekkor a következő mp× nq alakú mátrixot

a11B · · · a1nB
...

...

am1B · · · amnB


az A és B mátrixok Kronecker-szorzatának nevezzük és A⊗B-vel jelöljük.

A Kronecker-szorzat rendelkezik a következő tulajdonságokkal:

1. A⊗B ⊗ C = (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C);

2. A⊗B = (A⊗ I)(I ⊗B), ahol I jelöli az egységmátrixot;

3. Ha AC és BD is létezik, akkor

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD;

4. vec(ABC) = (C⊤ ⊗A) vecB.

2.9. Definíció. A {ξn,Fn}, n ∈ Nd, folyamatot autoregresszív típusú
martingál mezőnek nevezünk, ha teljesülnek a következő feltételek:

1. ξn Fn-mérhető és integrálható minden n ∈ Nd esetén,

2.

(2.10)
E
(
ξn|F (j)

n−ej

)
= a

(j)
1 (nj)ξn−ej

+ a
(j)
2 (nj)ξn−2ej + . . .+ a(j)m (nj)ξn−m·ej
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minden n-re és j-re, ahol m egy rögzített pozitív egész szám, nj > m,
j = 1, . . . , d, továbbá ej = (0, . . . , 1︸︷︷︸

j

, . . . 0) ∈ Nd
0 a j-edik egységvek-

tor, j = 1, . . . , d, és a
(j)
i (nj) nem negatív, nem véletlen együtthatók,

amelyekre teljesül, hogy
m∑
i=1

a
(j)
i (nj) = 1

minden nj = m+ 1,m+ 2, . . ., j = 1, . . . , d esetén.

Ha az a
(j)
k (l) értékek nem függnek l-től, akkor ξn-t homogén autoreg-

resszív martingál mezőnek nevezzük.
Legyen ξn, n ∈ Nd, egy d-paraméterű véletlen mező. A ξn segítségé-

vel megkonstruálunk egy új Xn véletlen mezőt. Az Xn mező értékeit d-
paraméterű tömbök fogják alkotni. Minden rögzített m ∈ N és n ∈ Nd

esetén (ni ≥ m, i = 1, . . . , d) Xn a véletlen mező azon ξk elemeit tartal-
mazza, amelynek az indexei egy m×m× . . .×m︸ ︷︷ ︸

d

-es hiperkockába tartoz-

nak. Pontosabban, legyen az Xn tömb k-adik eleme Xk
n = ξn−m+k, ahol

m = (m, . . . ,m) ∈ Nd, k = (k1, . . . , kd), ki = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , d.
Ha a paramétereket az időnek tekintjük és n a jelen, akkor Xn tartal-

mazza a jelenbeli ξn értéket és md − 1 darab múltbeli értéket.

2.10. Állítás. Legyen (ξn,Fn) a 2.9. Definícióban bevezetett autoregresszív
martingál mező és Xn a ξn-ből származó tömbértékű véletlen mező. Ekkor
(2.11)

vec
[
E
(
Xn | F (j)

n−ej

)]
=
(

I ⊗ · · · ⊗ I︸ ︷︷ ︸
d−j

⊗A
(nj)
j ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I︸ ︷︷ ︸

j−1

)
· vec(Xn−ej )

teljesül minden n-re, ahol nj > m, j = 1, . . . , d, és A(l)
j minden j = 1, . . . , d,

l = m+ 1,m+ 2, . . . esetén a következő m×m-es mátrixot

A
(l)
j =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 · · · 0 1

a
(j)
m (l) a

(j)
m−1(l) · · · · · · a

(j)
1 (l)


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jelöli.

Látható, hogy az A
(l)
j mátrix egy Markov-lánc átmeneti mátrixa. Fel-

tesszük, hogy a
(j)
m (l) > 0, ekkor a lánc irreducibilis. Ha ez a lánc aperiodi-

kus, akkor ergodikus is. Ha a
(j)
k (l) > 0, akkor k a lánc utolsó állapotának

a visszatérési ideje. Tehát, ha a {k : a
(j)
k (l) > 0} számok legnagyobb közös

osztója egyenlő 1-gyel, akkor a lánc aperiodikus.

A 2.10. Állítás bizonyítása. Meg kell határozni, hogy az egy lépéssel vissza-
felé vetítés hogyan alakul (azaz hogyan alakul a feltételes várható érték). Ve-
gyük észre, hogy az m×m-es mátrixok tételbeli d-szeres Kronecker-szorzatai
a következőképpen alakulnak:(

I ⊗ · · · ⊗ I︸ ︷︷ ︸
d−j

⊗A
(nj)
j ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I︸ ︷︷ ︸

j−1

)
= I1 ⊗A

(nj)
j ⊗ I2,

ahol I1 md−j × md−j , illetve I2 mj−1 × mj−1 dimenziós egységmátrixok.
Ezért a szorzat egy olyan blokk-diagonális mátrix, amely főátlójába md−j

darab tömb áll, melyek mindegyike


a11 0 . . . 0

0 a11 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . a11




a12 0 . . . 0

0 a12 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . a12

 · · ·


a21 0 . . . 0

0 a21 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . a21




a22 0 . . . 0

0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . a22

 · · ·

...
...

. . .


alakú. Vagyis ezek a blokkok m2 darab mj−1 × mj−1 méretű diagonális
mátrix-tömbből állnak. Az első mátrix főátlójában a11 áll, a második mátrix
főátlójában a12 áll, és így tovább. Ezt a mátrixot meg kell szorozni egy md

elemű vektorral (a vecXn-nel).
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Tekintsük az Xn (n fix) tömbben azokat az elemeket, melyeknek a j-
ediken kívüli minden indexe egy értéken le van rögzítve, míg a j-edik indexe
fut 1-től m-ig. Ezt a vektort jelölje Yn(j). Az ugyanilyen módon Xn−ej -ből
kapott vektort jelölje Yn−ej (j).

A (2.10) alapján látható, hogy

(2.12) E
(
Yn(j)|F (j)

n−ej

)
= A

(nj)
j Yn−ej (j).

Tehát csak azt kell látnunk, hogy

(2.13) I ⊗ · · · ⊗ I ⊗A
(nj)
j ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I · vec(Xn−ej )

alkalmas „része” éppen A
(nj)
j Yn−ej (j)-vel egyenlő.

A rövidség kedvéért legyen A
(nj)
j = A = (ast), Xn−ej = Xk.

Először legyen j = 1. Ekkor a (2.13)-ban szereplő I⊗· · ·⊗ I⊗A mátrix
alakja

(2.14)


A 0 . . . 0

0 A . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . A

 = I ⊗ · · · ⊗ I ⊗A

és a (2.13)-ban szereplő vec(Xn−e1) vektor alakja
(2.15)
(x111, x211, . . . , xm11;x121, x221, . . . , xm21; . . . ;x1mm, x2mm, . . . , xmmm)⊤.

(Itt d = 3 esetet szemléltettük, de tetszőleges d esete lényegében ugyan-
ilyen.) A fenti vektor egymás utáni m hosszúságú szeletei az Yn−e1(1) le-
hetséges alakjai. Ezek képei, azaz a A

(n1)
1 Yn−e1(1) alakú vektorok, éppen

a fenti (2.14)-beli blokkdiagonális mátrixszal való szorzás útján adódnak a
(2.15)-beli vektorból. Tehát j = 1 esetén kész a bizonyítás.

Most a j > 1 esetet képzeljük el úgy, hogy a d-t növeljük, így a (2.15)-beli
vektorban minden koordináta indexe elé kell írnunk néhány indexet (éppen
j − 1-et) és ezek az indexek mindnyájan végigfutnak mind az m értéken.

Pl. j = 3 esetén x121 helyett az alábbi vektor jön be:

(x11121, x21121, . . . , xm1121;x12121, x22121, . . . , xm2121; . . .)
⊤.
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Tehát egyetlen koordináta helyett lesz (j− 1) ·m új koordináta, de a fix
121 utolsó indexrészlet csak ebben a (j−1)·m darab koordinátában szerepel,
máshol nem. Látható, hogy a (2.12)-ben leírt transzformáció során azonosan
viselkedő, azaz együtt kezelendő, vektor koordináták (j − 1) ·m távolságra
lesznek egymástól. Így adódik az I ⊗ · · · ⊗ I︸ ︷︷ ︸

j−1

mátrixszal való Kronecker-

szorzás a (2.13) formulában. Ez ugyanis a (2.14)-beli mátrixelemeit (j−1)·m
távolságra viszi egymástól.

2.11. Állítás. Legyen Xn tömbértékű véletlen mező, ami teljesíti a (2.11)
egyenlőséget. Feltesszük továbbá, hogy (2.3) is teljesül. Ekkor az (Xn,Fn)
folyamatra a következő egyenlőség teljesül:
(2.16)

vec [E(Xn+t|Fn)] = (Ad(nd + td, nd)⊗ · · ·
⊗ A2(n2 + t2, n2)⊗A1(n1 + t1, n1)) · vec(Xn),

ahol

(2.17) Aj(nj + tj , nj) = A
(nj+tj)
j ·A(nj+tj−1)

j · · ·A(nj+1)
j

minden nj > m, j = 1, . . . , d és n ∈ Nd, t ∈ Nd
0 esetén.

A fentiekben és a következőkben Aj(nj , nj) = I, ahol I az egység-
mátrixot jelöli.

A 2.11. Állítás bizonyítása. Legyen Ai = Ai(ni + ti, ni), i = 1, . . . , d. Ve-
gyük észre, hogy az Ad ⊗ · · · ⊗A2 ⊗A1 szorzat felbontható d darab mátrix
szorzatára a következőképpen

Ad⊗· · ·⊗A2⊗A1 = (Ad⊗I⊗· · ·⊗I)(I⊗Ad−1⊗· · ·⊗I) · · · (I⊗I⊗· · ·⊗A1).

Felhasználva a (2.3) egyenlőséget, kapjuk, hogy

E (Xn+t | Fn) = E
(
. . . E

(
Xn+t | F (1)

n

)
. . . | F (d)

n

)
.

Továbbá a 2.10. Állítás alapján

vec
[
E
(
Xn+t | F (1)

n

)]
= (I ⊗ I ⊗ · · · ⊗A1) · vec(Xn),

...
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vec
[
E
(
Xn+t | F (d)

n

)]
= (Ad ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I) · vec(Xn),

amiből adódik az állítás.

Általánosítva a (2.16)-os tulajdonságot, a következő fogalmat kapjuk.

2.12. Definíció. Egy tömbértékű (Xn,Fn), n ∈ Nd, folyamatot A-mar-
tingál mezőnek nevezünk, ha teljesülnek a következők:

1. Xn Fn-mérhető és integrálható minden n ∈ Nd-re,

2. a (2.16) egyenlőség teljesül minden n, t ∈ Nd-re, ahol az Aj(nj+tj , nj)

mátrixok kielégítik a (2.17)-et. (Minden vizsgált A
(lj)
j m × m típusú

mátrix nem véletlen.)

2.13. Megjegyzés. Jelölje ∆n az Xn A-martingál mező martingál diffe-
rencia mezőjét. Ekkor

(2.18) ∆n =
∑

(−1)
∑d

k=1 εkE(Xn|Fc),

ahol n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd, c = (c1, . . . , cd) és ck = εk ·(nk−1)+(1−εk)·nk,
minden k = 1, . . . , d és n ≥ 1 esetén. Az összegzést minden εk = 0 vagy
εk = 1 értékre kell elvégezni, ahol k = 1, . . . , d. A (2.18) egyenlőségben a
E (Xn|Fc) és az (Xc) értékeik egyenlők 0-val, ha c ∈ Nd

0 \ Nd.

Ha (2.2) teljesül, akkor ∆n martingál differencia, azaz ∆n Fn-mérhető
és E(∆n|Fm) = 0, ha m ≤ n, m ̸= n.

Ha (2.3) teljesül, akkor a (2.16) miatt

(2.19)
vec(∆n) =

∑
(−1)

∑d
k=1 εk

[[
εdA

(nd)
d + (1− εd)I

]
⊗ · · ·

⊗
[
ε1A

(n1)
1 + (1− ε1)I

]]
vec (Xc) .

2.14. Megjegyzés. Ha ξn autoregresszív martingál mező és Xn a neki
megfelelő A-martingál mező, akkor

vec (∆n) =

 0

δn

 ,

ahol δn =
∑

(−1)
∑n

k=1 εkE(ξn|Fc) és 0 ∈ Nmd−1
0 .
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2.15. Állítás. Legyen Xn A-martingál mező, mely teljesíti (2.3)-at. Ekkor
vec(Xn) előállítható a következő alakban:

(2.20)
vec(Xn) =

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

· · ·
nd∑

kd=1

Ad(nd, kd)⊗ · · ·

⊗A1(n1, k1) · vec(∆k), k ∈ Nd, k ≤ n,

ahol Aj(kj , kj) = I, j = 1, . . . , d.

Bizonyítás. Rögzített n esetén tekintsük a

Zk = [Ad(nd, kd)⊗ · · · ⊗A1(n1, k1)] vec(Xk), k ≤ n,

mennyiségeket. Ekkor Zn = vec(Xn). Továbbá, (2.20) a Zk,k ≤ n, diffe-
rencia sorozatának az összegzését tartalmazza.

Például a d = 1 és d = 2 speciális esetekben kapjuk Fazekas István
modelljeit ([Faz87], [Faz88]).

Ha d = 1, akkor

Xn =


ξn−m+1

...

ξn−1

ξn

 .

Ebben az esetben

E (Xn|Fn−1) =


ξn−m+1

...

ξn−1

a1 · ξn−1 + . . .+ am · ξn−m

 = A ·Xn−1

teljesül. Ezt a modellt Fazekas István tanulmányozta ([Faz87]).
Tekintsük most a d = 2 esetet. Legyen n = (n1, n2), t = (t1, t2). Ekkor

Xn =


ξn1−m+1,n2−m+1 · · · ξn1−m+1,n2

ξn1−m+2,n2−m+1 · · · ξn1−m+2,n2

...
. . .

...

ξn1,n2−m+1 · · · ξn1,n2

 .
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Felhasználva az [A2 ⊗A1] · vec(Xn) = vec(A1 ·Xn ·A⊤
2 ) és az

A2 ⊗A1 = (A2 ⊗ I) · (I⊗A1) összefüggéseket, valamint azt, hogy

vec[E(Xn+t |Fn)] = A2(n2 + t2, n2)⊗A1(n1 + t1, n1) · vec(Xn),

a következő modellt kapjuk:

E(Xn+t |Fn) = A1(n1 + t1, n1) ·Xn ·A⊤
2 (n2 + t2, n2).

Ezáltal megkaptuk a [Faz88]-ban vizsgált egyenlőséget.

2.5. A-martingál mezők konvergenciája

Ebben a részben az A-martingál mezőkre vonatkozó konvergencia-tételeket
bizonyítunk a következő feltételek mellett.

Tegyük fel, hogy

(2.21) Aj(ij + tj , ij) → Aj(∞, ij), ha tj → ∞, minden ij , j ∈ N

és a konvergencia „gyors” a következő értelemben:

(2.22) ∥Aj(∞, ij)−Aj(ij + tj , ij)∥ ≤ c
(j)
tj

, ∀ij , j ∈ N,

ahol
∞∑

tj=1

c
(j)
tj

< ∞ minden j-re.

Szükségünk lesz a következő normára.

Az A = (aij) mátrix normája legyen ∥A∥ =

√∑
i

∑
j

a2ij .

Felhasználjuk a fenti norma következő tulajdonságait:

1) ∥A ·B∥2 =
∑
i

∑
k

∑
j

aij · bjk

2

≤
∑
i

∑
k

∑
j

a2ij ·
∑
j

b2jk

 = ∥A∥2 · ∥B∥2.

Speciálisan ∥A · v∥ ≤ ∥A∥ · ∥v∥, minden v ∈ Rn esetén.

2) ∥A∥ ≥ 0, ∥A∥ = 0 ⇐⇒ A ≡ 0,
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3) ∥λA∥ = |λ| · ∥A∥,

4) ∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥.

Könnyen ellenőrizhető, hogy ∥A∥2 = tr(A⊤ ·A).
Az A és B mátrixok Kronecker-szorzatának normája a következőképpen

számolható:

∥A⊗B∥2 = tr
[
(A⊗B)⊤(A⊗B)

]
= tr

[
(A⊤ ⊗B⊤)(A⊗B)

]
= tr(A⊤A)tr(B⊤B) = ∥A∥2∥B∥2.

Az Aj(∞, kj) = lim
tj→∞

Aj(kj + tj , kj) határérték mátrixokról feltesszük,

hogy létezik egy olyan pozitív C konstans úgy, hogy

(2.23) ∥[Ad(∞, kd)⊗ · · · ⊗A1(∞, k1)] vec(∆k)∥ ≥ C∥ vec(∆k)∥,

teljesül, minden k-ra.
Továbbá tegyük fel, hogy∥∥∥ ∑

kS≤nS

Ad(∞, kd)⊗Ad−1(∞, kd−1)⊗ · · · ⊗A1(∞, k1) · vec(∆k)
∥∥∥(2.24)

≥ C ·
∥∥∥ ∑

kS≤nS

Dkd
⊗Dkd−1

⊗ · · · ⊗Dk1 · vec(∆k)
∥∥∥,

ahol kS a k ∈ Nd olyan koordinátáit tartalmazza, amelyek S ⊆ {1, . . . , d}
elemei, továbbá Dkl = I, ha l ̸∈ S, illetve Dkl = Al(∞, kl), ha l ∈ S.

Az Xn tanulmányozásához vezessük be az Yn martingált. Ezt a mar-
tingált az Xn kísérő martingáljának nevezzük és a következő egyenlőséggel
definiáljuk:

vec(Yn) =

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

· · ·
nd∑

kd=1

Ad(∞, kd)⊗ · · · ⊗A2(∞, k2)⊗A1(∞, k1) · vec(∆k)

minden n ∈ Nd-re. Tudjuk, hogy ha (2.2) teljesül, akkor ∆n martingál
differencia. Ezért (2.2) fennállása esetén, Yn martingál.

2.16. Lemma. Tegyük fel, hogy (2.3) és (2.21) teljesül. Ha

sup
n

Eφ(∥ vec(Xn)∥) < C < ∞,

ahol φ : R+ → R+ egy nemcsökkenő konvex függvény, akkor a kísérő mart-
ingálra sup

n
Eφ(∥ vec(Yn)∥) < C szintén teljesül.
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Bizonyítás. Legyen

vec(Y t
i ) =

i1∑
k1=1

i2∑
k2=1

· · ·
id∑

kd=1

[Ad(td, kd)⊗ · · · ⊗A2(t2, k2)⊗A1(t1, k1)] vec(∆k),

ahol t = (t1, . . . , td) rögzített, t ≥ k, és i = (i1, . . . , id). Mivel ∆k martingál
differencia, ezért könnyen adódik, hogy

(Y t
i ,Fi), 1 ≤ i ≤ t

martingál. Mivel φ(∥ vec(Y t
i )∥) valós szubmartingál, ezért a 2.15. Állítást

alkalmazva

E(φ(∥ vec(Y t
i )∥) ≤ E(φ(∥ vec(Y t

t )∥) = Eφ(∥ vec(Xt)∥) < C,

minden i ≤ t esetén. Másrészről Y t
i → Yi, ha t → ∞. Tehát a Fatou-lemma

alapján Eφ(∥ vec(Yi)∥) < C teljesül minden i ∈ Nd esetén.

2.17. Tétel. Tegyük fel, hogy az (Xn,Fn) A-martingál mező teljesíti a
(2.3), (2.22), (2.23) és (2.24) feltételeket. Ha

(2.25) sup
k∈Nd

E∥ vec(Xk)∥
[
log+(∥ vec(Xk)∥)

]d−1
< ∞,

akkor Xn konvergens m.m., ha nj → ∞ minden j esetén. Továbbá, ha d ≥ 2,
akkor Xn konvergens L1-ben, ha nj → ∞ minden j esetén.

Bizonyítás. Legyen Yn az Xn kísérő martingálja.

vec(Yn) =

nd∑
kd=1

· · ·
n1∑

k1=1

[Ad(∞, kd)⊗ · · · ⊗A1(∞, k1)] vec(∆k)︸ ︷︷ ︸
∆

(Y )
k

=

nd∑
kd=1

· · ·
n1∑

k1=1

∆
(Y )
k ,

ahol ∆
(Y )
k az Yn martingál differenciája. A 2.16. Lemma miatt a (2.25)

feltétel teljesül Yn-ra, nevezetesen

sup
n

E∥ vec(Yn)∥
[
log+(∥ vec(Yn)∥)

]d−1
< ∞.
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Először a majdnem mindenütti konvergenciát bizonyítjuk. A 2.6. Tétel mi-
att Yn → Y m.m., ha n → ∞. Megmutatjuk, hogy Xn → Y m.m. Megje-
gyezzük, hogy Yn egyenletesen konvergál, ha az n koordinátái közül legalább
egy tart a végtelenbe. Ebből következik, hogy ∥∆(Y )

n ∥ < ε, ha az n legalább
egy koordinátája nagyobb, mint nε. Ezért ∥∆(Y )

n ∥ korlátos. A fentiekből
(2.23) miatt, ∆k → 0 m.m. és {∆k; k ∈ Nd} korlátos. A 2.15. Állításból,
valamint az Yn definíciójából következik, hogy∥∥∥ vec(Xn)− vec(Yn)

∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
nd∑

kd=1

· · ·
n1∑

k1=1

[Ad(nd, kd)⊗ · · · ⊗A1(n1, k1)] vec(∆k)

−
nd∑

kd=1

· · ·
n1∑

k1=1

[Ad(∞, kd)⊗ · · · ⊗A1(∞, k1)] vec(∆k)

∥∥∥∥∥(2.26)

=

∥∥∥∥∥∥
∑

G1,...,Gd

(
nd∑

kd=1

· · ·
n1∑

k1=1

[Gd ⊗ · · · ⊗G1] vec(∆k)

)∥∥∥∥∥∥ ,
ahol Gi = Ai(∞, ki) vagy Gi = Ai(ni, ki) − Ai(∞, ki) és legalább egy Gi

egyenlő a differenciával. (Tehát a
∑

G1,...,Gd
összeg 2d − 1 tagot tartalmaz.)

Tekintsük az előbbi összeg egy speciális esetét, amikor az összeg csak
egy differenciát tartalmaz. A (2.22) feltételből kapjuk, hogy∥∥∥∥∥∥

nd∑
kd=1

· · ·
n1∑

k1=1

[(
Ad(nd, kd)−Ad(∞, kd)

)
⊗Ad−1(∞, kd−1)⊗ · · ·

⊗ A1(∞, k1)
]
vec(∆k)

∥∥∥
≤c

nd∑
kd=1

c
(d)

nd − kd︸ ︷︷ ︸
ld

∥∥∥∥∥∥
nd−1∑

kd−1=1

· · ·
n1∑

k1=1

[I ⊗Ad−1 ⊗ · · · ⊗A1] vec(∆k)

∥∥∥∥∥∥
=c

nd−1∑
ld=0

c
(d)
ld

∥∥∥∥∥∥
nd−1∑

kd−1=1

· · ·
n1∑

k1=1

[I ⊗Ad−1 ⊗ · · · ⊗A1] vec(∆k1,...,kd−1,(nd−ld))

∥∥∥∥∥∥
(2.27) = c

v∑
ld=0

c
(d)
ld

∥∥∥∥∥∥
nd−1∑

kd−1=1

· · ·
n1∑

k1=1

[I ⊗Ad−1 ⊗ · · · ⊗A1] vec(∆k1,...,kd−1,(nd−ld))

∥∥∥∥∥∥
(2.28) +c

nd−1∑
ld=v+1

c
(d)
ld

∥∥∥∥∥∥
nd−1∑

kd−1=1

· · ·
n1∑

k1=1

[I ⊗Ad−1 ⊗ · · · ⊗A1] vec(∆k1,...,kd−1,(nd−ld))

∥∥∥∥∥∥ ,
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ahol v egy alkalmasan rögzített egész szám.
Most tekintsük a kifejezés aszimptotikus viselkedését nd → ∞ esetén.

Felhasználjuk, hogy

(2.29)
nd−1∑

kd−1=1

· · ·
n1∑

k1=1

[I ⊗Ad−1 ⊗ · · · ⊗A1] vec(∆k1,...,kd−1,s) → 0

egyenletesen, ha s → ∞.
Legyen ε > 0 tetszőleges. Ha v elegendően nagy, akkor a (2.22) feltétel

miatt,
nd−1∑
l=v

c
(d)
l < ε. Felhasználva a (2.29)-et, a (2.28) tagban lévő ∥ . . . ∥

kifejezés korlátos. Tehát a (2.28)-ban lévő kifejezés cε-nál kisebb, ahol c <
∞. Ugyancsak a (2.29) alapján, a (2.27) kifejezés konvergál a nullához, ha
nd → ∞.

Most bizonyítsuk be a (2.29)-et. A (2.24) feltétel miatt, a (2.29) kifejezés
bal oldala kisebb, mint

1

C

∥∥∥∥∥∥
nd−1∑

kd−1=1

· · ·
n1∑

k1=1

[Ad(∞, kd)⊗ · · · ⊗A1(∞, k1)] vec(∆k1,...,kd−1,s)

∥∥∥∥∥∥ .
Tehát a fenti normában szereplő kifejezés Yn-nek egy differenciája, n utolsó
koordinátája szerint, ezért s → ∞ esetén nullához konvergál.

Most tekintsünk egy olyan tagot a (2.26)-ből, ami két differenciát tar-
talmaz:∥∥∥∥∥

nd∑
kd=1

· · ·
n1∑

k1=1

{Ad(∞, kd)⊗ · · · ⊗A3(∞, k3)⊗

⊗ [A2(n2, k2)−A2(∞, k1)]⊗ [A1(n1, k1)−A1(∞, k1)]} vec(∆k)
∥∥∥

≤c

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

cn1 − k1︸ ︷︷ ︸
l1

cn2 − k2︸ ︷︷ ︸
l2

∥∥∥∥∥
n3∑

k3=1

· · ·
nd∑

kd=1

[Ad ⊗ · · · ⊗A3 ⊗ I ⊗ I] vec(∆k)

∥∥∥∥∥
=c

n1−1∑
l1=0

n2−1∑
l2=0

cl1cl2 ·

·

∥∥∥∥∥
n3∑

k3=1

· · ·
nd∑

kd=1

[Ad ⊗ · · · ⊗A3 ⊗ I ⊗ I] vec(∆(n1−l1),(n2−l2),k3,...,kd
)

∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
fn1−l1,n2−l2,n3,...,nd
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≤c

v1∑
l1=0

v2∑
l2=0

cl1cl2︸ ︷︷ ︸
korlátos

fn1−l1,n2−l2,n3,...,nd︸ ︷︷ ︸
→0 ha n1,n2→∞

+c

n1−1∑
l1=v1

cl1︸ ︷︷ ︸
≤ε1

n2−1∑
l2=0

cl2︸ ︷︷ ︸
korlátos

fn1−l1,n2−l2,n3,...,nd︸ ︷︷ ︸
korlátos

+c

n2−1∑
l2=v2

cl2︸ ︷︷ ︸
≤ε2

n1−1∑
l1=0

cl1︸ ︷︷ ︸
korlátos

fn1−l1,n2−l2,n3,...,nd︸ ︷︷ ︸
korlátos

→ 0, ha n1, n2 → ∞.

(A fentiekben az ε1 > 0, ε2 > 0 tetszőlegesek és v1, v2-t válasszuk elegendően
nagynak.)

A bizonyítás hasonlóan történik több differencia esetében is.
Végezetül, ha d ≥ 2, a tétel feltételeiből következik az Xn egyenletes

integrálhatósága, tehát Xn L1-ben is konvergál (lásd [Shi95], Lemma 3. 190
o.).

A következő tétel bizonyításában felhasználjuk a Burkholder-egyenlőt-
lenség d-paraméterű változatát.

2.18. Lemma. (Noszály, Tómács [NT00], Fazekas [Faz05])
Legyen (Xn,Fn), n ∈ Nd, Rm-beli értékeket felvevő martingál. Tegyük fel,
hogy (2.2) teljesül. Legyen p > 1. Ekkor léteznek olyan csak m-től, p-től és
d-től függő pozitív véges C és D konstansok, hogy

CE

∑
m≤n

∥∆m∥2
p/2

≤ E∥Xn∥p ≤ DE

∑
m≤n

∥∆m∥2
p/2

teljesül, minden n ∈ Nd esetén, ahol ∆k a martingál differencia, azaz Xn =∑
k≤n

∆k.

Itt ∥.∥ az euklideszi normát jelöli.
Szükségünk lesz még Fazekas István következő tételére is.
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2.19. Tétel. ([Faz83] Theorem 4.6., 163 o.) Legyen {Xm,F ,m ∈ Zd}
B-értékű martingál. B rendelkezzen a Radon-Nikodym tulajdonsággal vagy
legyen Xm = E(X|Fm), m ∈ Zd alakú, minden X ∈ Lr (1 < r < ∞)
esetén. Tegyük fel, hogy

E{X(m,n)|F(k,∞)} = X(k,n),

ha k ≤ m, ahol (m,n), (k,n) és F(k,∞) a 2.4. Tételben definiáltak. Ha
supm∈Zd E|Xm|r < ∞, akkor limm→∞Xm létezik m.m. és Lr-ben is.

2.20. Tétel. Tegyük fel, hogy az (Xn,Fn) A-martingál mező teljesíti a
(2.3), (2.22) és (2.24) feltételeket, valamint

(2.30) ∥Aj(ij , uj)∥ < K < ∞,

ha ij > uj , j = 1, . . . , d. Ha sup
n

E∥ vec(Xn)∥α < ∞, ahol α > 1, akkor Xn

konvergens Lα-ban, n → ∞ esetén.

Bizonyítás. A 2.16. Lemma alapján sup
n

E∥ vec(Yn)∥α < ∞, ezért a 2.19. Té-

tel miatt, Yn konvergens Lα-ban, ha n-nek valamely koordinátája tart a
végtelenbe. A bizonyítás fő lépése a következő egyenlőtlenség sorozat:

W i
k = E

∥∥∥∥∥∥
i1∑

u1=k1

i2∑
u2=k2

· · ·
id∑

ud=kd

[
Ad(id, ud) ⊗Ad−1(id−1, ud−1)⊗ · · ·

⊗ A1(i1, u1)
]
vec(∆u)

∥∥∥α ≤

≤C1E

 i1∑
u1=k1

i2∑
u2=k2

· · ·
id∑

ud=kd

∥ vec(∆u)∥2
α

2

(2.31)

≤C2E

∥∥∥∥∥∥
i1∑

u1=k1

i2∑
u2=k2

· · ·
id∑

ud=kd

vec(∆u)

∥∥∥∥∥∥
α

≤C3E

∥∥∥∥∥∥
i1∑

u1=k1

i2∑
u2=k2

· · ·
id∑

ud=kd

[
Ad(∞, ud) ⊗Ad−1(∞, ud−1)⊗ · · ·

⊗ A1(∞, u1)
]
vec(∆u)

∥∥α
=C3E

∥∥∥vec
[∑

(−1)
∑d

z=1 εzYc

]∥∥∥α ,
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minden ij > kj , j = 1, . . . , d esetén, ahol c = εzkz+(1−εz)iz, z = 1, . . . , d.
A legutolsó formulában az összegzést minden εz = 0 vagy 1, z = 1, . . . , d
értékre kell elvégezni. A fenti egyenlőtlenségek a Burkholder-egyenlőtlenség
következményei (2.18. Lemma). Az első egyenlőtlenségnél még alkalmaztuk
a (2.30)-at is, a harmadikban pedig a (2.24)-et.

Következésképpen W i
k → 0, ha k és i legalább egy koordinátája tart a

végtelenbe.
Legyen Y∞ = limk→∞ Yk. Megmutatjuk, hogy Xn → Y∞ Lα-ban. Ha

i ≥ k, akkor

∥Xi − Y∞∥Lα ≤ ∥Yk − Y∞∥Lα

+

∥∥∥∥∥∥
k1∑

u1=1

k2∑
u2=1

· · ·
kd∑

ud=1

[
Ad(id, ud) ⊗Ad−1(id−1, ud−1)⊗ · · ·

⊗ A1(i1, u1)
]
vec(∆u)− Yk

∥∥
Lα

+

∥∥∥∥∥∥
∑

u≤i,u�k

[Ad(id, ud)⊗Ad−1(id−1, ud−1)⊗ · · · ⊗A1(i1, u1)] vec(∆u)

∥∥∥∥∥∥
Lα

.

Legyen ε > 0 tetszőleges. Az Yk → Y∞ és (2.31) miatt k-t tudjuk úgy
rögzíteni, hogy a fenti kifejezés első és harmadik tagja ε-nál kisebb legyen.
(2.22) miatt, ha k rögzített, a második tag nullához tart, ha i → ∞.

2.6. Autoregresszív martingál mezők konvergenciá-
ja

2.21. Tétel. Legyen (ξn,Fn) homogén autoregresszív martingál mező és
tegyük fel, hogy (2.3) teljesül. Továbbá tegyük még fel, hogy a

(j)
m > 0, minden

j = 1, . . . , d esetén és a {k : 1 ≤ k ≤ m, a
(j)
k > 0} számok legnagyobb közös

osztója 1.

a) Ha sup
n

E|ξn|
[
log+ |ξn|

]d−1
< ∞, akkor ξn konvergens m.m., ha n →

∞, továbbá ha d ≥ 2, akkor ξn konvergens L1-ben is.

b) Legyen α > 1. Ha sup
n

E|ξn|α < ∞, akkor ξn konvergens Lα-ban (és

m.m.), ha n → ∞.
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Bizonyítás. A 2.4-es szakaszban meghatároztuk az Xn A-martingált, az
A

(iz)
z mátrixokat és a ξn-nek megfelelő ∆n martingál differenciát. A té-

tel feltételei miatt, Az = A
(iz)
z egy irreducibilis, aperiodikus Markov-lánc

(z = 1, . . . , d) átmeneti mátrixa. Az Az(iz + tz, iz) = (Az)
tz mátrix elemei

exponenciális sebességgel konvergálnak az Az(∞) = Az(∞, iz) = (akj)
m
k,j=1

mátrix elemeihez, ha tz → ∞, ahol akj = bj (k, j = 1, . . . ,m) a lánc staci-
onárius eloszlása (lásd [Sen81], 119 o.). A stacionaritás egyenletrendszere a
következő: b⊤ = b⊤A, ahol A = Az, minden z = 1, . . . , d esetén. Részlete-
sebben

(b1, b2, . . . , bm) = (b1, b2, . . . , bm)



0 1 · · · · · · 0

0 0 · · · · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 1

am am−1 · · · · · · a1


.

Ebből
b1 = ambm, b2 = b1 + am−1bm, . . . , bm = bm−1 + a1bm.

Ebből következik, hogy

b1 = ambm, b2 = (am + am−1)bm, . . . ,

bm−1 = (am + . . .+ a2)bm, bm = (am + . . .+ a1)bm.

Tehát 1 = b1 + . . .+ bm = (mam + (m− 1)am−1 + . . .+ a1)bm, ahonnan

bm =
1

m∑
i=1

iai

,

és

bj =

(
j−1∑
l=0

am−l

)
bm =

∑m
i=m−j+1 ai∑m

i=1 iai
, j = 1, . . . ,m− 1,

a Markov-lánc egyetlen stacionárius eloszlása. Tehát teljesülnek a (2.22),
(2.23), (2.24) és (2.30) feltételek. A 2.17. és a 2.20. Tételből következik az
állítás.



3. fejezet

Központi határeloszlás-tételek
keverő véletlen mezőkre

3.1. Bevezetés

A független valószínűségi változók sorozataira vonatkozó határérték-tételek
függő esetre történő kiterjesztésével számos mű foglalkozott. A gyenge füg-
gőség közismert feltételei közül a keverési feltételek fontos szerepet játsza-
nak. Ibragimov és Linnik 1971-ben ([IL71]) központi határeloszlás-tételt iga-
zoltak olyan stacionárius sorozatokra, amelyek bizonyos α-keverő feltétele-
ket teljesítenek. Az eredményüket Bolthausen ([Bol82]) és Guyon ([Guy95])
terjesztette ki α-keverő véletlen mezőkre. Guyon eredményeit Fezekas és
Kukush vitte át „sűrűsödő-növekvő” sémára. Fazekas István ([Faz03]) korlá-
tos, Fazekas-Kukush ([FK00]) az egyenletes integrálható esettel foglalkozott.
Ezek a cikkek nem tartalmazzák az említett tételek részletes bizonyításait,
hanem csak rövid vázlatot közölnek.

Ebben a fejezetben az említett tételek részletes bizonyítását közöljük.
Az említett bizonyítás tanulsága az, hogy Ibragimov és Linnik ([IL71]), va-
lamint Guyon ([Guy95]) eredeti gondolatmenete csak akkor alkalmazható,
ha a véletlen mezőre teljesül egy bizonyos egyenletesen integrálhatósági fel-
tétel. Guyon nem tette fel az egyenletesen integrálhatóságot, sőt nem is írta
le a korlátos esettől az általános esethez vezető lépéseket. Ezért nem világos,
hogy az eredménye teljesül-e az általános esetben is. Megjegyezzük, hogy
Ibragimov és Linnik feltételezte a stacionaritást, tehát az ő bizonyításuk
teljes.

33
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A keverő véletlen folyamatok leírása gazdag irodalommal rendelkezik
([Ibr59], [Ros56], [Bra83]). 1994-ben Miller (lásd [Mil94]) ρ-keverő vélet-
len mezőket feltételezve bizonyít központi határeloszlás-tételeket. Bradley
2005-ben (lásd [Bra05]) a keverő feltételek egy áttekintését adja. Merlevéde,
Peligrad és Utev (lásd [MPU06]) a határeloszlás-tételek elméletének újabb
eredményeit foglalja össze.

Dedecker (lásd [Ded98]) egy általános központi határeloszlás-tételt bi-
zonyít stacionárius véletlen mezőkre. Megmutatta, hogy bizonyos keverő
feltételekből következnek az általános központi határeloszlás-tétel feltételei.
Megjegyezzük, hogy a mi dolgozatunkban használt keverő feltételek nem
hasonlíthatók össze a Dedecker által említettekkel (lásd [Ded98]). Továbbá
Dedecker ([Ded98]) a stacionárius mezőt és a rögzített mintavételt tanulmá-
nyozta, amíg mi nem feltételeztük a stacionaritást, és a „sűrűsödő-növekvő”
esetet tekintettük.

3.2. Jelölések és előzmények

Jelölje Rd a d-dimenziós teret ellátva az euklideszi normával (∥x∥ =√∑d
i=1 x

2
i ). Itt d rögzített pozitív egész. Az Rd-ben használni fogjuk a ma-

ximum norma segítségével definiált távolságot is:

ϱ(x,y) = max
1≤i≤d

|xi − yi| ,

ahol x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd). Két Rd-beli halmaz maximum nor-
mához tartozó távolságát szintén ϱ-val jelöljük:

ϱ(A,B) = inf{ϱ(x,y) : x ∈ A, y ∈ B}.

Legyen (Ω,F ,P) valószínűségi mező. Jelölje ω ∈ Ω az elemi eseményeket.
Az események halmaza vagy a valószínűségi változók halmaza által generált
σ-algebrát jelölje σ{.}. Az η valószínűségi (vektor) változó Lp-normáját a
következőképpen értelmezzük:

∥η∥p = {E∥η∥p}1/p , 1 ≤ p < ∞.

A megfigyelések sémája az alábbi. Legyenek T1, T2, . . . , és T∞ tartomá-
nyok Rd-ben. Tegyük fel, hogy T1 ⊂ T2 ⊂ T3 ⊂ . . . ,

∪∞
i=1 Ti = T∞, és

Ti kompakt minden i-re, továbbá T∞ Lebesgue-mértéke végtelen. Legyen
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{ε(x), x ∈ T∞} egy véletlen mező. Az n-edik megfigyelés halmaz (minta)
az ε(x) mező xk ∈ Tn pontokban felvett értékeiből áll, ahol k ∈ Dn ⊂ Zd.
Az xk pontok kiválasztása a következő. Osszuk fel Rd-t az alábbi téglákra

∆n(k) =
d∏

j=1

( kj
Njn

,
kj + 1

Njn

]
,

ahol k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd d-dimenziós egész koordinátájú pont, {Njn}
pedig pozitív egészek növekvő, nem korlátos sorozata minden rögzített j =
1, . . . , d-re. Az n-edik mintavételi helyeket, azaz az {xk, k ∈ Dn}, halmazt
úgy kapjuk, hogy egy xk pontot választunk minden nem üres ∆n(k) ∩ Tn

halmazból. Valójában minden xk = x
(n)
k függ n-től is. Azért, hogy elkerüljük

a bonyolult jelöléseket, gyakran elhagyjuk az (n) felsőindexet. Tegyük fel,
hogy limn→∞ |Dn| = ∞.

Ha a megfigyelések helyei egyre sűrűbbek és sűrűbbek lesznek a tarto-
mányok egy növekvő sorozata esetén, akkor ezt a sémát „sűrűsödő-növekvő”
sémának nevezzük (lásd [Cre91] és [Lah96] a növekvő sémáról).

Definiáljuk a diszkrét paraméterű Yn(k) vektor mezőt a következő mó-
don. Minden n = 1, 2, . . . , és minden k ∈ Dn esetén legyen

(3.1) Yn(k) az ε(x
(n)
k ) Borel-mérhető függvénye.

Emlékeztetünk az α-keverési együttható definíciójára. Legyen A és B két
σ-algebra F -ben. Az A és B halmazok α-keverési együtthatójának nevezzük
az

α(A,B) = sup{|P(A)P(B)− P(AB)| : A ∈ A, B ∈ B}

értéket. Az {ε(x) : x ∈ T∞} mező α-keverési együtthatója pedig:

α(r, u, v) = sup{α(FI1 ,FI2) : ϱ(I1, I2) ≥ r, |I1| ≤ u, |I2| ≤ v},

ahol a szuprémum a T∞ minden I1 és I2 véges részhalmazára veendő, to-
vábbá FIi = σ{ε(x) : x ∈ Ii}, i = 1, 2.

Azt mondjuk, hogy az {ε(x)} véletlen mező α-keverő, ha a keverő együtt-
hatók kielégítenek bizonyos feltételeket. Ezen feltételek mindegyike a mező
gyenge függőségét jelenti, azaz azt, hogy α(r, u, v) kicsi, ha r nagy.

A tételeinkben felhasználjuk a következő feltételeket:

(3.2)
∫ ∞

0
sd−1α

τ
2+τ (s, 1, 1)ds < ∞, ha 0 < τ < 1,



36 3. KÖZPONTI HATÁRELOSZLÁS-TÉTELEK

(3.3)
∫ ∞

0
sd−1α(s, i, j)ds < ∞, ha i+ j ≤ 4,

(3.4) α(s, 1,∞) = o(s−d), ha s → ∞,

(3.5) Λn = O(λn), ha n → ∞,

ahol

(3.6) Λn = max
1≤j≤d

Njn, λn = min
1≤j≤d

Njn.

A (3.2)-(3.4) általánosan használt keverési feltételek. Tulajdonképpen
(3.4) azt jelenti, hogy limn→∞ α(sn, 1, kn)s

d
n = 0, ha sn → ∞ és kn → ∞.

A (3.5) feltétel pedig azért szükséges, hogy a vizsgált téglák ne torzuljanak
túlságosan el.

Jelölje az αn(r, i, j) az Yn(k) mező α-keverési együtthatóját. Mivel xk ∈
∆n(k) és xl ∈ ∆n(l) (ahol l = (l1, . . . , ld)), így azt kapjuk, hogy

(3.7) ϱ(xk,xl) ≥ max
{ |k1 − l1| − 1

N1n
, . . . ,

|kd − ld| − 1

Ndn

}
≥ ϱ(k, l)− 1

Λn

és

(3.8) ϱ(xk,xl) ≤
ϱ(k, l) + 1

λn
,

ahol Λn és λn a (3.6) által definiált. Tehát az Yn(k) mező αn(r, i, j) α-
keverési együtthatói teljesítik a következő egyenlőtlenséget:

(3.9) α
(r + 1

λn
, i, j

)
≤ αn(r, i, j) ≤ α

(r − 1

Λn
, i, j

)
, r = 1, 2, . . . .

3.1. Lemma. Minden γ > 0 és i, j, n pozitív egész esetén teljesül az alábbi
egyenlőtlenség:

(3.10)
∞∑
r=1

rd−1αγ
n(r, i, j) ≤ c

(
1 + Λd

n

∫ ∞

0
rd−1αγ(r, i, j)dr

)
,

ahol a c konstans csak d-től függ.
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Bizonyítás.

∞∑
r=1

rd−1αγ
n(r, i, j) ≤ c

(
1 +

∞∑
r=1

rd−1αγ
( r

Λn
, i, j

))
≤ c
(
1 +

∞∑
r=2

∫ r

r−1
sd−1αγ

( s

Λn
, i, j

)
ds
)

≤ c
(
1 +

∫ ∞

0
sd−1αγ

( s

Λn
, i, j

)
ds
)

≤ c
(
1 + Λd

n

∫ ∞

0
sd−1αγ(s, i, j)ds

)
,

így a bizonyítás teljes.

A következő kovariancia-egyenlőtlenségek alapvető szerepet játszanak a
keverő mezők elméletében.

3.2. Megjegyzés. (Davydov-egyenlőtlenség, [Dou94], o. 9.)

(3.11) | cov(X,Y )| ≤ 8[α(σ(X), σ(Y ))]1/r∥X∥p∥Y ∥q,

minden r, p, q ≥ 1, 1
r
+ 1

p
+ 1

q
= 1 esetén. Abban a speciális esetben, amikor

X és Y L∞-beli akkor

(3.12) | cov(X,Y )| ≤ 4[α(σ(X), σ(Y ))]∥X∥∞∥Y ∥∞.

A következő egyenlőtlenség a Rosenthal-egyenlőtlenség egy speciális ese-
te. A bizonyítás megtalálható Doukhan könyvében ([Dou94]).

3.3. Lemma. Legyen 1 < l ≤ 2 és τ > 0, Yk, k ∈ Zd, centrált valószínűségi
változó, melyre teljesül E|Yk|l+τ < ∞, k ∈ Zd és legyen

L(l, τ,D) =
∑
k∈D

(
E|Yk|l+τ

) l
l+τ

,

ha D véges halmaz Zd-ben. Ezenkívül legyen

c
(τ)
1,1 = 1 +

∞∑
s=1

sd−1[αY (s, 1, 1)]
τ

2+τ ,
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ahol αY (s, 1, 1) az {Yk} mező α-keverő együtthatója, azaz

αY (s, 1, 1) = sup{α(Yu, Yv) : ϱ(u,v) ≥ s}.

Tegyük fel, hogy c
(τ)
1,1 < ∞. Ekkor létezik olyan c konstans, hogy

(3.13) E
∣∣∣∑

k∈D
Yk

∣∣∣l ≤ c·c(τ)1,1L(l, τ,D),

teljesül Zd minden véges D részhalmaza esetén.

Megjegyezzük, hogy a (3.13) Rosenthal-egyenlőtlenség bizonyítása az
alábbi (3.14)-ből következik, alkalmazva az úgynevezett interpolációs lem-
mát. További részletek és a Rosenthal-egyenlőtlenség általános alakja meg-
található Fazekas, Kukush és Tómács cikkében ([FKT00]).

3.4. Megjegyzés. Használva a 3.3. Lemma jelöléseit, legyen τ > 0, és
tegyük fel, hogy c

(τ)
1,1 < ∞. Ekkor létezik olyan c konstans, hogy

(3.14)
∑
k,l∈D

| cov(ξk, ξl)| ≤ c·c(τ)1,1L(2, τ,D)

teljesül Zd minden véges D részhalmaza esetén.

Bizonyítás. A teljesség kedvéért belátjuk (3.14)-et. Felhasználva a (3.11)
egyenlőtlenséget azt kapjuk, hogy∑
k,l∈D

| cov(ξk, ξl)| ≤
∑
k∈D

∥ξk∥22+
∑
k,l∈D
k̸=l

8[αξ(∥k− l∥, 1, 1)]
τ

2+τ ∥ξk∥2+τ∥ξl∥2+τ .

A számtani és mértani közép közti egyenlőtlenség alapján a fenti kifejezés
majorálható a következőkkel:∑

k∈D
∥ξk∥22+τ +

∑
k,l∈D
k ̸=l

8[αξ(∥k− l∥, 1, 1)]
τ

2+τ ∥ξk∥22+τ

≤
∑
k∈D

∥ξk∥22+τ +
∑
k∈D

c

∞∑
s=1

sd−1[αξ(s, 1, 1)]
τ

2+τ ∥ξk∥22+τ .

Ebből adódik a (3.14).
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3.3. Aszimptotikus eredmények

Előljáróban a fő eredményünk által leírt szituációról a következőket jegyez-
zük meg. Egyrészt arra az esetre koncentrálunk, amikor ε(x) és ε(y) nem
függetlenek, ha x és y közel vannak egymáshoz, ezért a tételünk nem fedi le
azon eseteket, amikor Yn(k)-k függetlenek és azonos eloszlásúak. Másrészről,
ha ε(x) egy stacionárius mező folytonos kovariancia függvénnyel és pozitív
szórással, akkor a kovariancia közel van egy rögzített pozitív számhoz egy
kicsi hipertéglalapon belül. Emlékeztetőül, Dn véges halmazok sorozata Zd-
ben, ahol limn→∞ |Dn| = ∞ teljesül.

Ebben a részben valójában egy részletes bizonyítást adunk Fazekas és
Kukush tételére ([FK00]). A bizonyítás pontos rögzítése azért fontos, mert a
Guyon művében szereplő bizonyítás egy ugrást tartalmaz, amikor a korlátos
esetre történő visszavezetéshez Ibragimov-Linnik művére hivatkozik. Azon-
ban az Ibragimov-Linnik ([IL71])-beli tétel stacionárius esetre vonatkozik,
gondolatmenete nem vihető át közvetlenül a nem stacionárius esetre. Ezért
tette fel Fazekas és Kukush ([FK00]) az egyenletesen integrálhatóságot.

3.5. Tétel. Legyen ε(x) véletlen mező és legyen Yn(k) az ε(x
(n)
k ) Borel-

mérhető függvénye, k ∈ Dn. Legyen az {|Yn(k)| : k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . }
család egyenletesen korlátos. Legyen Sn =

∑
k∈Dn

Yn(k), n = 1, 2, . . . , valamint

σ2
n = var(Sn). Tegyük fel, hogy (3.3), (3.4) és (3.5) teljesül. Továbbá tegyük

fel, hogy

(3.15) lim inf
n→∞

σ2
n

Λd
n|Dn|

> 0

teljesül. Ekkor σ−1
n Sn ⇒ N (0, 1), ha n → ∞.

Bizonyítás. Feltesszük, hogy Yn(k)-ek egyenletesen korlátos valószínűségi
változók 1 korláttal, azaz |Yn(k)| ≤ 1, k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . .

Válasszuk ki az {mn} pozitív egészek sorozatát úgy, hogy lim
n→∞

mn = ∞,

(3.16) lim
n→∞

α(mn, 1,∞)|Dn|
1
2Λ

− d
2

n = 0 és lim
n→∞

m−d
n |Dn|

1
2Λ

− d
2

n = ∞.

Igazoljuk, hogy ez a választás lehetséges. E célból legyen xn =α(n, 1,∞),

yn = n−d és zn = |Dn|
1
2Λ

− d
2

n , a későbbi 3.7. Lemmában, ekkor a (3.4) szerint
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xn/yn → 0. Továbbá zn → ∞, mivel |Dn|Λ−d
n ≥ cµ(Tn) → ∞ (µ(Tn) a

Lebesgue-mértéke Tn-nek).
Legyen

Sn(k) =
∑

l∈Dn, ϱ(xk,xl)≤mn

Yn(l), S∗
n(k) = Sn − Sn(k)

minden k ∈ Dn-re. Továbbá legyen

an =
∑
l∈Dn

E
(
Yn(l)Sn(l)

)
, Sn = a

− 1
2

n Sn, Sn(k) = a
− 1

2
n Sn(k).

Ekkor
σ2
n = var(Sn) = an +

∑
l∈Dn

E
(
Yn(l)S

∗
n(l)

)
.

Felhasználva a (3.12) egyenlőtlenséget és ugyanazt az érvelést, mint a
3.1. Lemmában kapjuk, hogy

|σ2
n − an| =

∣∣∣ ∑
l∈Dn

E
(
Yn(l)S

∗
n(l)

)∣∣∣
≤

∑
k,l∈Dn, ϱ(xk,xl)≥mn

∣∣ cov (Yn(k), Yn(l))∣∣
≤ c|Dn|

∞∑
s=mnλn−1

sd−1α
(s− 1

Λn
, 1, 1

)
≤ c|Dn|

∫ ∞

mnλn−2
sd−1α

(s− 1

Λn
, 1, 1

)
ds

≤ c|Dn|Λd
n

∫ ∞

mnλn−3
Λn

sd−1α
(
s, 1, 1

)
ds

≤ c|Dn|Λd
n o(1) ≤ σ2

n o(1).

Az utolsó lépésekben (3.3)-at és (3.15)-öt használtuk. Így kapjuk azt, hogy

(3.17) lim
n→∞

an
σ2
n

= 1.

Ezért elegendő bebizonyítani Sn aszimptotikus normalitását.
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Mivel supn ES2
n < ∞, ezért a Stein-lemma (lásd 3.8. Megjegyzés) miatt

elegendő bizonyítani a következőt:

(3.18) lim
n→∞

E
(
(it− Sn)e

itSn

)
= 0, minden t ∈ R esetén.

Tekintsük a következő felbontást:

(it− Sn)e
itSn = A1 −A2 −A3,

ahol
A1 = iteitSn

(
1− 1

an

∑
l∈Dn

Yn(l)Sn(l)
)
,

A2 = a
− 1

2
n eitSn

∑
l∈Dn

Yn(l)
(
1− itSn(l)− e−itSn(l)

)
,

A3 = a
− 1

2
n

∑
l∈Dn

Yn(l)e
it(Sn−Sn(l)).

Először bizonyítjuk, hogy limn→∞ E|A1|2 = 0.

E|A1|2 = t2a−2
n var

∑
l∈Dn

Yn(l)Sn(l)



(3.19) = t2a−2
n

∑
j, j′, l, l′∈Dn

ϱ(xj,xl)≤mn,

ϱ(xj′ ,xl′ )≤mn

cov
(
Yn(j)Yn(l), Yn(j

′)Yn(l
′)
)
.

Két esetet különböztetünk meg. Először tekintsük a

ϱ(xj,xj′) = k ≥ 3mnΛn

λn

esetet. Ekkor ϱ({xj,xl}, {xj′ ,xl′}) ≥ k−2mn. A kovariancia-egyenlőtlenség
miatt (lásd (3.12)) kapjuk, hogy∣∣ cov (Yn(j)Yn(l), Yn(j′)Yn(l′))∣∣ ≤ 4α(k − 2mn, 2, 2),

mivel |Yn(l)| ≤ 1 minden l és n esetén. Ekkor j-t |Dn|-féleképpen választhat-
juk meg, és ezután l-et legfeljebb md

nΛ
d
n-féleképpen, továbbá j′ kiválasztása
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után l′-t legfeljebb md
nΛ

d
n-féleképpen választhatjuk. Tehát a (3.19)-ben lévő

kifejezés kisebb vagy egyenlő, mint

ct2a−2
n |Dn|m2d

n Λ2d
n sup

j∈Dn

∑
{j′ : ϱ(xj,xj′ )=k≥ 3mnΛn

λn
}

α(ϱ(xj,xj′)− 2mn, 2, 2)

≤ ct2a−2
n |Dn|m2d

n Λ2d
n

∞∑
s=3mnΛn−1

sd−1α
(s− 1

Λn
− 2mn, 2, 2

)
.

Az utolsó lépésben (3.7) és (3.8) egyenlőtlenségeket használtuk. A fenti
kifejezést majoráljuk a következő integrállal:

ct2a−2
n |Dn|m2d

n Λ2d
n

∫ ∞

3mnΛn−2
sd−1α

(s− 1

Λn
− 2mn, 2, 2

)
ds

≤ct2a−2
n |Dn|m2d

n Λ2d+1
n

∫ ∞

mn+o(1)
(Λn(s+ 2mn) + 1)d−1α(s, 2, 2)ds

≤ct2a−2
n |Dn|m2d

n Λ3d
n

∫ ∞

0
sd−1α(s, 2, 2)ds.

Most a (3.15) és a (3.17) felhasználásával megmutathatjuk, hogy

a−1
n ≤ c|Dn|−1Λ−d

n .

Tehát a fenti kifejezés majorálható a c|Dn|−1m2d
n Λd

n kifejezéssel, amely az
mn választása alapján nullához konvergál, ha n → ∞ (lásd (3.16)).

Tekintsük most azt az esetet, amikor

ϱ(xj,xj′) = k <
3mnΛn

λn
.

Legyen
h = inf{ϱ(xj,xj′), ϱ(xj,xl), ϱ(xj,xl′)},

ekkor a (3.12) kovariancia-egyenlőtlenség szerint∣∣ cov (Yn(j)Yn(l), Yn(j′)Yn(l′))∣∣
≤
∣∣E(Yn(j)Yn(l)Yn(j′)Yn(l′))∣∣+ ∣∣E(Yn(j)Yn(l))∣∣∣∣E(Yn(j′)Yn(l′))∣∣

≤ 4α(h, 1, 3) + 4α(h, 1, 1) ≤ 8α(h, 1, 3),
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mivel |Yn(l)| ≤ 1 minden l és n esetén. Tegyük fel, hogy h = ϱ(xj,xl) (a
másik két esetet hasonlóan tárgyalhatjuk). A választási lehetőségek száma
j-re |Dn|, j′-re legfeljebb Λd

n

(
3mnΛn

λn

)d és l′-re legfeljebb Λd
nm

d
n. Tehát (3.19)-

ben a kifejezés kisebb vagy egyenlő, mint

ct2a−2
n |Dn|Λd

n

(3mnΛn

λn

)d
Λd
nm

d
n

∑
{l : ϱ(xj,xl)=h≤mn}

α(h, 1, 3)

≤ct2a−2
n |Dn|Λ3d

n m2d
n λ−d

n

∑
{l : ϱ(j,l)=k≤Λnmn+1}

α
(k − 1

Λn
, 1, 3

)

≤ct2a−2
n |Dn|Λ2d

n m2d
n

(
1 +

Λnmn+1∑
k=1

kd−1α
(k − 1

Λn
, 1, 3

))
≤ct2a−2

n |Dn|Λ2d
n m2d

n

(
1 +

∫ Λnmn+1

0
sd−1α

(s− 1

Λn
, 1, 3

)
ds
)

≤ct2a−2
n |Dn|Λ3d

n m2d
n → 0, n → ∞,

mint ahogy már korábban megmutattuk. Ezért (3.19) mindkét komponense
nullához konvergál, így limn→∞ E|A1|2 = 0.

Tekintsük most A2-t. A Taylor-sorfejtést felhasználva kapjuk, hogy

|1− itSn(l)− e−itSn(l)| ≤ ct2S
2
n(l),

ezért

E|A2| ≤ a
− 1

2
n

∑
l∈Dn

E
∣∣1− itSn(l)− e−itSn(l)

∣∣
≤ a

− 1
2

n |Dn| sup
l∈Dn

E
(
ct2S

2
n(l)

)
≤ ca

− 3
2

n |Dn| sup
l

∑
ϱ(l, j)≤Λnmn, ϱ(l, j′)≤Λnmn

∣∣ cov (Yn(j), Yn(j′)∣∣
≤ ca

− 3
2

n |Dn|md
nΛ

2d
n → 0,

ha n → ∞. Felhasználtuk az an és σ2
n közötti összefüggést, a (3.15)-öt és az

mn sorozat választását. A fenti számításoknál felhasználtuk a kovariancia-
egyenlőtlenséget és bizonyos összegek integrállal való majorálását.

Tehát lim
n→∞

E|A2| = 0.
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Most igazoljuk, hogy teljesül lim
n→∞

EA3 = 0.

|EA3| ≤a
− 1

2
n

∑
l∈Dn

∣∣ cov (Yn(l), eit(Sn−Sn(l))
)∣∣

≤a
− 1

2
n |Dn|α(mn, 1,∞) ≤ c|Λn|−

d
2 |Dn|

1
2α(mn, 1,∞) → 0,

az mn választása miatt.
Ezzel a (3.18) egyenlőtlenséget beláttuk, amely tételünket bizonyítja.

3.6. Tétel. Legyen {ε(x) : x ∈ T∞} véletlen mező és legyen Yn(k) az
ε(x

(n)
k ) Borel-mérhető függvénye, k ∈ Dn. Tegyük fel, hogy EYn(k) = 0

minden k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . esetén. Legyen Sn =
∑

k∈Dn
Yn(k), n =

1, 2, . . . , valamint legyen σ2
n = var(Sn). Tegyük fel, hogy létezik olyan τ > 0,

hogy teljesül (3.2) és

(3.20) {|Yn(k)|2+τ : k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . } egyenletesen integrálható.

Ekkor

(3.21) lim sup
n→∞

1

Λd
n|Dn|

∑
k,l∈Dn

| cov(Yn(k), Yn(l))| < ∞.

Ha még a (3.3), (3.4), (3.5), és (3.15) feltételek is teljesülnek, akkor

σ−1
n Sn ⇒ N (0, 1),

ha n → ∞.

Bizonyítás. Először belátjuk a (3.21)-et. A (3.13) Rosenthal-egyenlőtlenség
alapján ∑

k,l∈Dn

| cov(Yn(k), Yn(l))|

≤c·
(
1 +

∞∑
s=1

[αn(s, 1, 1)]
τ

2+τ sd−1
)∑
k∈D

(
E|Yk|2+τ

) 2
2+τ .

A 3.1. Lemma szerint ez a kifejezés majorálható a következő kifejezéssel:

c·
(
1 + Λd

n

∫ ∞

0
sd−1α

τ
2+τ (s, 1, 1)ds

)
×
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×|Dn| sup
{
∥Yn(k)∥22+τ : k ∈ Dn, n = 1, 2, . . .

}
.

Tehát, (3.20) és (3.2)-ből következik (3.21).
Megmutatjuk, hogy elegendő a tételt egyenletesen korlátos {Yn(k) : k ∈

Dn, n = 1, 2, . . . } valószínűségi változókra bebizonyítani. Tehát a 3.5. Té-
telből következni fog az állítás. Ibragimov és Linnik (lásd [IL71]) gondolatát
követjük. Legyen L > 0, a csonkított változókat jelölje (L) a felső indexben
és a maradék tagokat (̆L) felső index jelöli: X(L) = X·I{X ∈ [−L,L]},
X̆(L) = X −X(L). Legyen Zn = Sn/σn normalizált összeg,

Z(L)
n =

1

σn

∑
k∈Dn

(
Y (L)
n (k)− EY (L)

n (k)
)

a csonkított valószínűségi változók normalizált összege, és

Z̆(L)
n =

1

σn

∑
k∈Dn

(
Y̆ (L)
n (k)− EY̆ (L)

n (k)
)

a maradék tagok normalizált összege. Ekkor

Zn = Z(L)
n + Z̆(L)

n és EZ2
n = 1.

A Rosenthal-egyenlőtlenség, valamint a (3.10) és a (3.2) szerint,

E(Z̆(L)
n )2 = E

∣∣∣ 1
σn

∑
k∈Dn

(
Y̆ (L)
n (k)− EY̆ (L)

n (k)
)∣∣∣2(3.22)

≤ c
Λd
n|Dn|
σ2
n

sup
k∈Dn

∥Y̆ (L)
n (k)∥22+τ → 0,

midőn L → ∞. Megjegyezzük, hogy ez a konvergencia egyenletes n-ben. Az
utolsó lépesben kihasználtuk (3.15)-öt és (3.20)-at.

Legyen σ2
n(L) = var

(∑
k∈Dn

Y
(L)
n (k)

)
a csonkított valószínűségi válto-

zók összegének a szórása. Tehát

σ2
n(L)

σ2
n

− 1 = E(Z(L)
n )2 − E(Zn)

2

= E(Zn − Z̆(L)
n )2 − E(Zn)

2 = E(Z̆(L)
n )2 − 2E(ZnZ̆

(L)
n ).

Felhasználva (3.22)-t és a második tagnál a Cauchy-egyenlőtlenséget, a fenti
kifejezés n-ben egyenletesen tart a nullához, amint L → ∞. Ezért

(3.23) lim
L→∞

sup
n≥1

∣∣∣σ2
n(L)

σ2
n

− 1
∣∣∣ = 0.
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Tehát ∣∣EeitZn − e−t2/2
∣∣ ≤ E

∣∣eitZ̆(L)
n − 1

∣∣
+
∣∣∣EeitZ(L)

n − e
−σ2

n(L)

σ2
n

t2

2

∣∣∣+ ∣∣∣e−σ2
n(L)

σ2
n

t2

2 − e−
t2

2

∣∣∣
(3.24) ≤ |t|E|Z̆(L)

n |+ sup
v∈[1−δL,1+δL]

∣∣EeitvUn − e−
(tv)2

2

∣∣+ t2

2
δL,

ahol δL = sup
n≥1

∣∣σ2
n(L)

σ2
n

− 1
∣∣ és Un =

1

σn(L)

∑
k∈Dn

(
Y (L)
n (k)− EY (L)

n (k)
)
.

A (3.23) alapján, limL→∞ δL = 0. Ha a tétel igaz korlátos valószínűségi
változókra, akkor Un aszimptotikusan standard normális eloszlású, ezért
(3.24)-ből következik, hogy

lim sup
n→∞

∣∣∣EeitZn − e−t2/2
∣∣∣ ≤ |t|

√
sup
n≥1

E(Z̆(L)
n )2 +

t2

2
δL.

Azonban (3.22)-őt felhasználva, az utolsó kifejezés 0-hoz konvergál, ha L →
∞, ezért a tételünk igaz.

A 3.5. Tétel bizonyításában felhasználtuk az mn részsorozatok létezését.
A teljesség kedvéért közöljük ezen részsorozatok létezésének bizonyítását.

3.7. Lemma. Legyenek xn ↓ 0, yn ↓ 0, zn → ∞ valós sorozatok úgy, hogy
yn = n−d, ahol d > 0 és xn/yn → 0. Ekkor létezik a pozitív egész számoknak
egy olyan mn sorozata, hogy mn → ∞, xmnzn → 0 és ymnzn → ∞.

Bizonyítás. Mivel τn = xn/yn → 0, ezért található pozitív számoknak egy
olyan uk nemkorlátos, növekvő sorozata, hogy

(3.25) τn ≤ k−2, ha n ≥ u
1/d
k .

Mivel zn → ∞, található pozitív egész számoknak egy olyan {n(k)} nem-
korlátos, növekvő sorozata, hogy

zn ≥ kuk, ha n ≥ n(k).

Legyen

(3.26) αm =
1

k
, ha n(k) ≤ m < n(k + 1)
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minden k pozitív egész szám esetén. Ezért αm → 0 és minden pozitív egész
k esetén

(3.27) zmαm ≥ kuk
k

= uk, ha n(k) ≤ m < n(k + 1).

Legyen mn =
[
(znαn)

1/d
]
+ 1 minden n-re, ahol [.] az egész részt jelöli.

Könnyen adódik, hogy mn ↑ ∞. (3.25), (3.26), (3.27) és mn definíciója adja,
hogy minden pozitív egész k-ra

(3.28)
τmn

αn
≤ k−2

k−1
= k−1,

ha n(k) ≤ n < n(k + 1). Tehát a τn és mn definícióiból és a (3.28)-ből
következik, hogy

xmnzn = τmnymnzn ≤ τmn(znαn)
−1zn = τmnα

−1
n → 0,

ha n → ∞. Továbbá, αn definícióját felhasználva kapjuk, hogy

ymnzn =
zn
md

n

=
zn

znαn

{
(znαn)

1/d[
(znαn)1/d

]
+ 1

}d

→ ∞,

mivel n → ∞.

3.8. Megjegyzés. (Stein-lemma, lásd [Ste72], [Guy95])
Legyen {νn} az R-en értelmezett valószínűségek egy sorozata, amely kielégíti
a

sup
n

∫
R
x2νn(dx) < ∞,

lim
n→∞

∫
R
(it− x)eitxνn(dx) = 0, minden t ∈ R

feltételeket. Ekkor νn ⇒ N (0, 1), ha n → ∞.

3.4. A tétel kiterjesztései

3.9. Következmény. A 3.5. Tételben és a 3.6. Tételben a (3.15) feltétel
helyett tegyük fel, hogy

lim
n→∞

Λ−d
n |Dn|−1σ2

n = σ2
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teljesül. Ekkor
(Λd

n|Dn|)−
1
2Sn ⇒ N (0, σ2),

ha n → ∞.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy σ2 > 0. Ekkor teljesül (3.15) és ezért
σ−1
n Sn ⇒ N (0, 1). Tehát

(Λd
n|Dn|)−

1
2Sn =

( σ2
n

Λd
n|Dn|

) 1
2
σ−1
n Sn ⇒ σN (0, 1) = N (0, σ2).

Másodszor, ha σ2 = 0, akkor

var
[
(Λd

n|Dn|)−
1
2Sn

]
= (Λd

n|Dn|)−1σ2
n → 0,

mivel n → ∞. Tehát (Λd
n|Dn|)−

1
2Sn L2-ben nullához konvergál, ezért ez a

kifejezés eloszlásban konvergál egy degenerált normális eloszláshoz (formá-
lisan N (0, 0)-hoz).

Most tekintsük a 3.5. Tétel és 3.6. Tétel p-dimenziós kiterjesztéseit. A
3.10. Tétel lényegében [Faz03] Theorem 3.1.

3.10. Tétel. Legyen ε(x) véletlen mező és Yn(k) p-dimenziós véletlen
vektor ε(x

(n)
k ) egy Borel-mérhető függvénye, k ∈ Dn. Legyen EYn(k) = 0

és ∥Yn(k)∥, k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . egyenletesen korlátos. Legyen Sn =∑
k∈Dn

Yn(k), n = 1, 2, . . . , Σn = var(Sn). Tegyük fel, hogy teljesül (3.3),
(3.4), (3.5) és létezik a

lim
n→∞

(Λ−d
n |Dn|−1Σn) = Σ

határérték. Ekkor (Λd
n|Dn|)−

1
2Sn ⇒ N (0,Σ), ha n → ∞.

Bizonyítás. Ennek bizonyításához tekintsük az {a⊤Yn(k)} egydimenziós vé-
letlen mezőt, ahol a ∈ Rp tetszőleges (a⊤ jelölje az a transzponáltját). Al-
kalmazzuk a 3.5. Tételt és a 3.9. Következményt.

A 3.11. Tétel megegyezik a [FK00] Remark 4.3. megjegyzésével.
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3.11. Tétel. Legyen ε(x) egy véletlen mező. Legyen Yn(k) egy centrált
p-dimenziós véletlen vektor, amely ε(x

(n)
k )-mérhető minden n = 1, 2, . . . , és

minden k ∈ Dn esetén. Legyen Sn =
∑

k∈Dn
Yn(k), n = 1, 2, . . . , Σn =

var(Sn). Tegyük fel, hogy teljesül (3.3), (3.4), (3.5) és létezik olyan τ > 0,
ami kielégíti (3.2)-t és

{∥Yn(k)∥2+τ : k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . } egyenletesen integrálható .

Ezenkívül tegyük fel, hogy

lim inf
n→∞

λmin

(
Λ−d
n |Dn|−1Σn

)
> 0.

Ekkor Σ
− 1

2
n Sn ⇒ N (0, Ip), ha n → ∞.

Itt λmin(A) jelöli az A mátrix legkisebb sajátértékét, míg Ip egy p × p
típusú egységmátrixot jelöl.

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 3.6. Tételt az {a⊤Yn(k)} mezőre.

A fenti tétel számos más változata is igazolható. Például, az egyenletes
integrálhatósági feltétel helyettesíthető egy erős stacionárius feltétellel és
egy integrálhatósági feltétellel.





4. fejezet

A regressziós függvény
becslésének határeloszlása
véletlen mezőkre

4.1. Bevezetés

A magfüggvényes becsléseket széles körben tanulmányozza a szakirodalom.
A sűrűségfüggvény magfüggvényes becsléséről Parzen ([Par62]) és Rosen-
blatt ([Ros56b]) ért el alapvető eredményeket. A regressziós függvény mag-
függvényes becsléséről Nadaraya és Watson ([Nad64], [Wat64]) 1964-ben
közölt eredményeit számos cikkben feldolgozták és általánosították. Ezeket
az eredményeket többek között Rao ([Rao83]), Devroye és Győrfi ([DG85]),
valamint Bosq ([Bos98]) foglalta össze. A magfüggvényes becslések egyik
fontos tulajdonsága az aszimptotikus normalitás, melyet több cikkben is
tanulmányoztak (lásd [Sch72], [Cai01]).

Tekintsük tehát a regressziós függvény magfüggvényes becslését. Füg-
getlen adatokra az elmélete jól kidolgozott, számos hivatkozást lehet rá
találni például Wand és Jones könyvében (lásd [WJ95]). Világos, hogy meg
kell engednünk, hogy a sávszélesség tartson nullához, ha a megfigyelési he-
lyek száma tart a végtelenhez, azért hogy a torzítás eltűnjön és a becslés
konzisztenssé váljon. Viszont, h-nak nem szükséges gyorsan csökkennie, kü-
lönben a szórásnégyzet elszállna a végtelenbe. Például tekintsük a sin(x)
közelítését különböző sávszélességek alkalmazásával (h1 = 0.009 valamint
h2 = 0.0009). Látható, hogy „nagy” sávszélesség esetén a közelítés „sima”,

51
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míg „túl kicsi” sávszélesség esetén a közelítés „ugrál”.

4.1. ábra. A sin(x) (piros vonal) közelítése, h1 = 0.009 (fekete vonal) és
h2 = 0.0009 (zöld vonal) sávszélességek esetén.

Független mintaelemek esetén az optimális h meghatározására nagyon
sok mű született, mint például Wand és Jones könyve ([WJ95]), valamint
Cao, Cuevas és Gonzáles-Manteiga cikke ([Cao94]). Ha az adataink függő-
ek, a probléma sokkal összetettebb, és a szakirodalomban is sokkal kevesebb
cikk található. A függőség erősségének leírásához gyakran valamilyen keverő
feltételt használnak (lásd [HV90], [Kim97]). Folytonos esetben Sköld rész-
letesen foglalkozik a sávszélesség meghatározásával (lásd [Sko01], [SkoC]).

Tekintsünk most egy (Xt, Yt), t ∈ T∞, erősen stacionárius véletlen me-
zőt (T∞ az Rd tér egy tartománya, Xt és Yt valós értékű valószínűségi
változók.) Célunk az r(x) = E (Φ (Yt) |Xt = x) regressziós függvény becslé-
sének határeloszlásának meghatározása, ahol Φ ismert, korlátos és mérhető
függvény. Legyen (Xt, Yt), t ∈ Dn az adathalmazunk, ahol Dn jelöli a Tn

rácspontjait és Tn ⊂ Rd. Tekintsük a regressziós függvény magfüggvényes
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becslését

rn(x) =

∑
t∈Dn

Φ(Yt)K

(
x−Xt

h

)
∑
t∈Dn

K

(
x−Xt

h

) ,

ahol K egy magfüggvény (lásd [Nad64], [Wat64]). Az általunk tekintett
mintavételezési séma azonban eltér az általánosan használtaktól. A meg-
figyelésünk helyei egyre sűrűbbek lesznek a tartomány növekedésével. Ezt
a jelenséget „sűrűsödő-növekvő” (infill-increasing) sémának nevezték el a
szakirodalomban (lásd [LKC99], [Faz03]). Feltesszük, hogy a megfigyelt va-
lószínűségi mező gyengén függő, pontosabban a valószínűségi mezőre tel-
jesül az úgynevezett α-keverő feltétel. Fő eredményünk az rn(x) aszimp-
totikus normalitásának bizonyítása. Az eredmény külön érdekessége a szo-
katlan kovariancia-mátrix. Pontosabban szólva (rn(x1), . . . , rn(xm)) vektor
aszimptotikus kovariancia-mátrixa, egy diagonális mátrix és egy a feltételes
kovarianciák integráljait tartalmazó mátrix összegéből áll (lásd 4.1. Tétel).
Megjegyezzük, hogy az (rn(x1), . . . , rn(xm)) együttes aszimptotikus norma-
litása független megfigyelések esetén jól ismert (lásd [Sch72]).

A „sűrűsödő-növekvő” eset lényegesen eltér a tisztán sűrűsödő esettől. A
sűrűsödő tulajdonság azt jelenti, hogy a megfigyelések helyei egyre sűrűb-
bek egy rögzített tartományban (lásd [Cre91]). Gyengén függő mezők sűrű-
södő megfigyelése esetén számos becslés nem lesz konzisztens (lásd [Lah96]).
Továbbá, ebben az esetben nem várható a becslések aszimptotikus norma-
litása, mert hiányzik egy alkalmas centrális határeloszlás tétel.

A „sűrűsödő-növekvő” közelítés hasznos lehet a földtudományok, meteo-
rológia, környezetvédelem, képfeldolgozás stb. területeken. Ezekben a tudo-
mányokban számos olyan folyamatot tanulmányoznak, amely térben vagy
időben folytonosan változik. A gyakorlatban azonban nem tudjuk folyto-
nosan megfigyelni a folyamatokat, ezért véges adathalmazokkal és diszkrét
becslésekkel dolgozunk. Eredményeink hasznosak lehetnek a szimulációk so-
rán is. A statisztikai modellek elméleti elemzése gyakran igényel szimuláci-
ókat, a számítógépes szimulációkban pedig mindig diszkrét közelítéseket
alkalmazunk.

A „sűrűsödő-növekvő” tulajdonságot tekinthetjük a folytonos és a diszk-
rét eset közötti átmenetként. Természetesen a fő kérdés az, hogy a folyto-
nos modell határérték viselkedése megegyezik-e ennek diszkrét közelítésével.
Folytonos esetben a becslések általában integrálokkal, diszkrét esetben pedig



54 4. A REGRESSZIÓS FÜGGVÉNY BECSLÉSE

összeg segítségével definiáltak. Ha az integrálokat numerikusan számoljuk,
akkor közelítő összegeket kell alkalmazni. Ha a folytonos modell esetén a
tényleges numerikus számítások aszimptotikus viselkedését vizsgáljuk, ak-
kor nemcsak az integrálási tartomány növekszik, hanem a tartomány felosz-
tása is egyre sűrűbb és sűrűbb. Ebben az esetben ellenőriznünk kell, hogy a
határérték viselkedése megegyezik-e a növekvő tartomány esetével. Megmu-
tatjuk, hogy csak speciális esetben egyezik meg a határértékek viselkedése,
más esetekben lehetnek különbözőek.

A vizsgálataink motivációjaként meg kell említeni még a számos helyen
alkalmazott mintavételi sémákat is. A mintavételezés történhet véletlen vagy
determinisztikus időpontokban. A legtöbb létező eredmény a nem sűrűsödő
esetre vonatkozik (lásd [Mas83], [BC93]). A [Bos98] könyvben a mintavé-
teli séma fontossága bemutatásra kerül, de nem említ explicit eredményt
regresszió esetén. A [Bos98] 140. oldalán a következő utalás szerepel: „A
regressziós és sűrűség becslések egymáshoz hasonlóan viselkednek mintavé-
teli sémák esetén”.

Valójában a sűrűségfüggvény magfüggvényes becslésére több eredmény
ismert „sűrűsödő-növekvő” mintavételi sémákra. Megemlítjük az alábbi kap-
csolódó publikációkat. Lahiri 2003-ban ([Lah03]) általános határeloszlás-
tételt igazolt a „sűrűsödő-növekvő” sémára. Putter-Young 2001-ben (lásd
[PY01]) a krigelést vizsgálta ebben az esetben. Zhu-Lahiri 2007-ben ([ZL07])
az empirikus eloszlásfüggvény becslését tekintette. Biau és Blanke-Pumo
([Bia04], [BP03]) az optimális mintavételezést tekintette magfüggvényes sű-
rűségfüggvény becslésre. Park-Kim-Park-Hwang 2008-ban ([PKP08]) gya-
korlatban alkalmazható központi határeloszlás-tételeket igazolt „sűrűsödő-
növekvő” sémára.

4.2. Jelölések és a fő eredmény

Az előző fejezetben bevezetett jelöléseket fogjuk itt is használni.
Továbbra is jelölje |D| egy D véges halmaz számosságát, valamint |T | a

T tartomány térfogatát (Lebesgue-mértékét) jelöli.
A megfigyelések az alábbi sémát követik.

Az egyszerűség kedvéért a d-dimenziós téglák legyenek a megfigyelési tar-
tományok. Legyen Λ > 0 rögzített. Jelölje

(Z
Λ

)d az Rd-beli Λ-háló pontjait,
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azaz a hálópontok távolsága 1/Λ:(
Z
Λ

)d

=

{(
k1
Λ
, . . . ,

kd
Λ

)
: (k1, . . . , kd) ∈ Zd

}
.

Legyen T korlátos, zárt téglalap Rd-ben, élei párhuzamosak a tenge-
lyekkel. A T -beli Λ-rácspontokat jelölje D, azaz D = T ∩ (Z/Λ)d. A ha-
táreloszlás leírásához tekintsük az előző objektumok egy sorozatát, azaz
legyenek T1, T2, . . . zárt, korlátos Rd-beli téglák egy sorozata. Tegyük fel,
hogy T1 ⊂ T2 ⊂ T3 ⊂ . . . ,

∪∞
i=1 Ti = T∞.

Feltesszük még, hogy Tn minden élének hossza egész és tart a ∞-hez,
amint n → ∞ (például T∞ = Rd vagy T∞ = [0,∞)d). Legyen {Λn} a pozitív
egész számok egy növekvő sorozata (a nem egész számok esetét lényegében
azonos módon kezelhetjük) és a Tn-be eső Λn-rácspontok halmaza legyen
Dn.

Legyen {ξt = (Xt, Yt), t ∈ T∞} erősen stacionárius kétdimenziós vélet-
len mező. A megfigyelések n-edik halmaza az (Xt, Yt) véletlen mező minden
t ∈ Dn pontban felvett értékeiből áll. Ezekből az adatokból egy becslést
konstruálunk a regressziós függvényre. Valójában, minden t = t(n) függ n-
től de, hogy elkerüljük a bonyolult jelöléseket, elhagyjuk az (n) felső indexet.
Feltesszük, hogy limn→∞ |Dn| = ∞.

Ezen megfigyelések helyei egyre sűrűbbek és sűrűbbek lesznek a tarto-
mányok egy növekvő sorozata esetén, ezért ezt a sémát „sűrűsödő-növekvő”
sémának nevezzük (lásd [Cre91] és [Lah96] a növekvő sémáról).

Használni fogjuk az előző fejezetben bevezetett α-keverési együtthatót
is. A könnyebb olvashatóság érdekében itt megismételjük a definíciót: le-
gyenek A és B σ-algebrák F-ben. A és B α-keverési együtthatóját jelölje
α(A,B), azaz

α(A,B) = sup{|P(A)P(B)− P(AB)| : A ∈ A, B ∈ B}.

A {ξt : t ∈ T∞} mező α-keverési együtthatói pedig:

α(r) = sup{α(FI1 ,FI2) : ϱ(I1, I2) ≥ r},

ahol I1 és I2 a T∞ véges részhalmazai, FIi = σ{ξt : t ∈ Ii}, i = 1, 2.
Szükségünk lesz a következő feltételre: valamely 1 < a < ∞ esetén

(4.1)
∫ ∞

0
s2d−1α

a−1
a (s)ds < ∞.
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A K : R → [0,∞) függvényt magfüggvénynek nevezzük, ha K korlá-
tos, folytonos, szimmetrikus sűrűségfüggvény (a Lebesgue-mértékre nézve),
melyre

(4.2) lim
|u|→∞

|u|K(u) = 0,

∫ ∞

−∞
u2K(u)du < ∞.

Legyen g(x) az Xt (ismeretlen) perem-sűrűségfüggvénye. Feltételezzük,
hogy g(x) mindenütt pozitív. Legyen K magfüggvény és legyen hn > 0.
Ekkor a g(x) (Parzen-Rosenblatt-féle) magfüggvényes becslése

gn(x) =
1

|Dn|
1

hn

∑
i∈Dn

K

(
x−Xi

hn

)
, x ∈ R.

Célunk az r(x) = E (Φ (Yt) |Xt = x) regressziós függvény becslésének
határeloszlásának a meghatározása, ahol Φ ismert, korlátos, mérhető függ-
vény.

Tekintsük a regressziós függvény jól ismert magfüggvényes becslését

rn(x) =

1

|Dn|
∑
t∈Dn

Φ(Yt)
1

h
K

(
x−Xt

h

)
1

|Dn|
∑
t∈Dn

1

h
K

(
x−Xt

h

) =

∑
t∈Dn

Φ(Yt)K

(
x−Xt

h

)
∑
t∈Dn

K

(
x−Xt

h

) ,

ahol K egy ismert magfüggvény, h = hn > 0.
Legyen

a(x) = E
(
Φ2(Yt)|Xt = x

)
.

Rd
0 jelölje az Rd \ {0} halmazt. Legyen gu(x, y) az X0 és Xu együttes sűrű-

ségfüggvénye, ha u ∈ Rd
0 és x, y ∈ R és

au(x, y) = E
{
[Φ(Y0)− r(X0)] [Φ(Yu)− r(Xu)]

∣∣X0 = x,Xu = y
}
.

Feltesszük, hogy minden rögzített u esetén

(4.3) au(., .), gu(., .), a(.), r(.), g(.), r
′(.), g′(.), r′′(.), g′′(.) korlátos és folytonos

függvények. Továbbá feltesszük, hogy

(4.4) lim
n→∞

1

Λd
nhn

= L < ∞, lim
n→∞

Λn = ∞ és lim
n→∞

hn = 0,
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valamint

(4.5) lim
n→∞

|Tn|h4n = 0.

Arra az esetre koncentrálunk, amikor ξt és ξs valószínűségi változók
függőek, ha t és s közel vannak egymáshoz.

Először tekintsük a sűrűségfüggvény gn becslésének aszimptotikus nor-
malitását.

Legyen lu(x, y) = gu(x, y) − g(x)g(y),u ∈ Rd
0 és x, y ∈ R. Jelölje lu az

lu(x, y) függvényt, mint l : Rd
0 → C(R2) leképezést, azaz egy olyan függ-

vényt, mely a C(R2) térből veszi fel értékeit (itt C(R2) az R2-en értelmezett
valós értékű folytonos függvények tere). Legyen

(4.6) ∥lu∥ = sup
(x,y)∈R2

|lu(x, y)|

az lu normája. Legyenek x1, . . . , xm különböző valós számok.
Legyen Σl =

(∫
Rd
0
lu(xi, xj)du

)
1≤i,j≤m

, legyen továbbá D
′ diagonális mát-

rix Lg(xi)
∫∞
−∞K2(u)du, i = 1, . . . ,m diagonális elemekkel. Vezessük be a

Σ
′
= Σl +D

′ jelölést.

A. Tétel. ([FC06] Theorem 1.)
Tegyük fel, hogy lu (mint u változójú l : Rd

0 → C(R2) függvény) Riemann-
integrálható minden korlátos zárt d-dimenziós R ⊂ Rd

0 téglán, továbbá ∥lu∥
direkt Riemann-integrálható (∥l∥ : Rd

0 → R függvényként tekintve). Legyenek
x1, . . . , xm egymástól különböző valós számok és tegyük fel, hogy Σ

′ pozitív
definit. Tegyük fel, hogy létezik 1 < a < ∞, melyre teljesül (4.1) és

(4.7) (hn)
−1 ≤ c|Tn|

a2

(3a−1)(2a−1) minden n esetén.

Ha (4.4) és (4.5) fennáll, akkor

(4.8)

√
|Dn|
Λd
n

{(gn(xi)− g(xi)), i = 1, . . . ,m} ⇒ N (0,Σ
′
), ha n → ∞.

Megjegyezzük, hogy Park-Kim-Park-Hwang egy hasonló jelenséget vizs-
gált ([PKP08]) egyszerűbb függőségi feltétel mellett (m-függőség), de álta-
lánosabb mintavételi sémában.
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A direkt Riemann-integrálhatóság általunk használt fogalma megtalál-
ható Fazekas és Chuprunov cikkében ([FC06]). Legyen l : Rd

0 → [0,∞) adott
függvény. Valamely δ > 0 esetén, tekintsük az Rd tér felosztását (jobbról
zárt, balról nyílt) δ élhosszúságú ∆i d-dimenziós kockákra úgy, hogy a ∆0

középpontja az origóban legyen (azaz 0 ∈ Rd-ben). A {∆i} családot a δ-hoz
tartozó felosztásnak nevezzük. Ha i ̸= 0 akkor x ∈ ∆i esetén legyen

lδ(x) = sup{l(y) : y ∈ ∆i}, lδ(x) = inf{l(y) : y ∈ ∆i},

míg lδ(x) = lδ(x) = 0, ha x ∈ ∆0. Ha

lim
δ→0

∫
Rd

lδ(x)dx = lim
δ→0

∫
Rd

lδ(x)dx = I,

és ez a közös érték véges, akkor l-et direkt Riemann-integrálhatónak nevez-
zük (d.R.i.), és I-t az l direkt Riemann-integráljának.

Ha l d.R.i., akkor l az origó tetszőleges környezetén kívül korlátos. To-
vábbá, l majdnem mindenütt folytonos (a Lebesgue-mértékre nézve). Ezért
l Riemann-integrálható minden olyan korlátos és zárt d-dimenziós téglán,
ami nem tartalmazza az origót. Nevezzük zónának az M = R1\R2 alakú
halmazokat, ahol R1 zárt d-dimenziós tégla, míg R2 (∅ ̸= R2 ⊂ R1) egy nyílt
d-dimenziós tégla úgy, hogy mind a kettő tartalmazza az origót. Belátható,
hogy l Riemann-integrálható minden zónán.

Ha l ≥ 0 d.R.i., akkor az
∫
Rd
0
l(x)dx improprius integrál létezik és egyen-

lő l direkt Riemann-integráljával. A fenti állítás következménye az, hogy
minden ε > 0 esetén létezik egy M zóna úgy, hogy

∫
Rd
0\M

l(x)dx ≤ ε.

Végül megjegyezzük a következőt. Legyen l ≥ 0, l d.R.i. Legyen δn olyan
pozitív számok sorozata, amely nullához konvergál és {∆(n)

i } a δn-hez tar-
tozó felosztás. Ekkor minden ε > 0 esetén létezik egy M zóna úgy, hogy az∫
Rd
0\M

l(x)dx integrál minden Riemann közelítő összege (mely a fenti felosz-
táshoz tartozik, de amely nem tartalmazza a |∆0|l(x0) kifejezést) kisebb,
mint ε.

A Riemann-integrálhatóság definíciója Banach-terekbeni értékű függvé-
nyekre megtalálható Hille és Phillips könyvében ([HF57] 62 o.).

A fenti előzmények után kimondhatjuk a fő eredményünket.
Legyen v(x) = a(x) − r2(x). Rögzített m pozitív egész és rögzített,

egymástól különböző x1, x2, . . . , xm valós számok esetén vezessük be a kö-
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vetkező jelöléseket.

(4.9) σ(xt, xs) =

∫
Rd
0

au(xt, xs)gu(xt, xs)du, t, s = 1, . . . ,m,

(4.10) Σ(m) =

(
σ(xt, xs)

g(xt)g(xs)

)
1≤t,s≤m

.

Feltesszük, hogy

(4.11) lim
|z|→∞

z3|K(z)| = 0

teljesül.

4.1. Tétel. Legyen (Xt, Yt) , t ∈ T∞, erősen stacionárius kétdimenzi-
ós véletlen mező, r(x) = E (Φ (Yt) |Xt = x) a regressziós függvény, ahol
Φ korlátos, mérhető függvény és K egy magfüggvény. Tegyük fel, hogy az
A. Tétel feltételei teljesülnek az lu függvényre, továbbá legyen Σ

′ pozitív de-
finit. Tegyük fel, hogy az Xt peremsűrűségfüggvénye pozitív, valamint augu
Riemann-integrálható (egy a·g : Rd

0 → C(R2) függvényként tekintve) minden
korlátos zárt d-dimenziós R ⊂ Rd

0 téglán. Továbbá, ∥augu∥ direkt Riemann-
integrálható (mint egy ∥a · g∥ : Rd

0 → R függvény), ahol a norma (4.6)
szerint definiált. Tegyük fel továbbá, hogy létezik olyan 1 < a < ∞, hogy
(4.1) és (4.7) teljesül. Legyen Σ(m) + D mátrix pozitív definit, ahol D egy
diagonális mátrix, melynek a diagonális elemei: Lv(xi)

∫∞
−∞K2(t)dt/g(xi),

i = 1, . . . ,m. Ha a fentieken felül még (4.3), (4.4), (4.5) és (4.11) teljesül-
nek, akkor√

|Dn|
Λd
n

{(rn(xi)− r(xi)) , i = 1, . . . ,m} ⇒ N (0,Σ) , ha n → ∞,

ahol
Σ = Σ(m) +D.

4.2. Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy a 4.1. Tételbeli Σ aszimptotikus
kovariancia-mátrix egy diszkrét és egy folytonos esetnek megfelelő aszimp-
totikus kovariancia-mátrix kombinációja. Schuster igazolta (lásd [Sch72]),
hogy (független, azonos eloszlású megfigyelések esetén) rn(x1), . . . , rn(xm)
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aszimptotikusan normális diagonális kovariancia-mátrixszal. Pontosabban√
nhn(rn(xi) − r(xi)) ⇒ N (0, ci), ahol ci = v(xi)

∫∞
−∞K2(t)dt/g(xi), ezért

a 4.1. Tételben a D diagonális rész megfelel a diszkrét esetbeli határérték
kovariancia-mátrixnak.

Számoljuk ki a σ(xt, xs) elemeket. Jelöljük fX0,Xu,Y0,Yu(x1, x2, y1, y2)-vel
az X0, Xu, Y0, Yu, (u ̸= 0) együttes sűrűségfüggvényét, ekkor

au(x1, x2) =

=

∫∞
−∞

∫∞
−∞ [Φ(y1)− r(x1)] [Φ(y2)− r(x2)] fX0,Xu,Y0,Yu(x1, x2, y1, y2)dy1dy2

gu(x1, x2)

=

∫∞
−∞

∫∞
−∞Mu(x1, x2, y1, y2)dy1dy2

gu(x1, x2)
.

Tehát (a d = 1 esetet tekintve)

σ(xt, xs) =

∫
R0

[∫ −∞

∞

∫ ∞

−∞
Mu(x1, x2, y1, y2)dy1dy2

]
du

adódik.
Az (Xt, Yt), t ∈ [0, T ] folytonos idejű sztochasztikus folyamat (amely

bizonyos α-keverő feltételeket teljesít) magfüggvényes becslését vizsgálta
Cheze ([Che92]) és Bosq ([Bos98], 138 o.). Az r(x) = E(Φ(Yt)|Xt = x)
regressziós függvény becslése

(4.12) r̃T (x) =
φ̃T (x)

g̃T (x)
,

ahol

φ̃T (x) =
1

T

∫ T

0
Φ(Yt)

1

hT
K

(
x−Xt

hT

)
dt,

g̃T (x) =
1

T

∫ T

0

1

hT
K

(
x−Xt

hT

)
dt.

Bizonyos feltételek mellett, ha T → ∞ és hT → 0, akkor r̃T aszimptotikusan
normális eloszlású. Pontosabban

r̃T (x)− r(x)√
dT (x)

⇒ N (0, 1),
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ahol

g2(x)dT (x) = (1,−r(x)) var

 φ̃T (x)

g̃T (x)

 1

−r(x)

 .

Felhasználva a fenti kifejezést (néhány analitikus feltétel mellett), beláthat-
juk, hogy TdT (x) határértéke σ(x, x)/g2(x). Tehát Cheze ([Che92]) és Bosq
([Bos98]) eredményét a következőképpen fogalmazhatjuk meg:

√
T (r̃T (x)− r(x)) ⇒ N

(
0, σ(x, x)/g2(x)

)
.

Tehát a Σ(m) mátrix diagonális elemei megfelelnek a folytonos modellbeni
aszimptotikus szórások szakirodalomban közölt értékeinek. (Cheze
([Che92]) és Bosq ([Bos98]) nem tanulmányozták az (r̃T (x1), . . . , r̃T (xm))
együttes aszimptotikus normalitását.)

4.3. Megjegyzés. Ha a (4.5) feltétel, azaz limn→∞ |Tn|h4n = 0, nem telje-
sül, akkor a következőt tudjuk bizonyítani:√

|Dn|
Λd
n

{(rn(xi)− r̂n(xi)) , i = 1, . . . ,m} ⇒ N (0,Σ) , ha n → ∞,

ahol

r̂n(x) =

1

|Dn|
∑
t∈Dn

r(Xt)
1

h
K

(
x−Xt

h

)
gn(x)

,

és

gn(x) =
1

|Dn|
∑
t∈Dn

1

h
K

(
x−Xt

h

)
→ g(x)

valószínűségben. Ez a 4.1. Tétel bizonyításának következménye.

4.4. Megjegyzés. Bosq a mintavételezés problémáját szintén vizsgálta
([Bos97], illetve [Bos98], 140 o.), azaz a (4.12)-ben szereplő r̃T azon köze-
lítésének a viselkedését, amelyet akkor kapunk, amikor r̃T -ot helyettesít-
jük a folyamat δn, 2δn, . . . , nδn időpillanatokbani megfigyeléseit tartalmazó
megfelelő diszkrét kifejezéssel. Azonban az aszimptotikus normalitást nem
vizsgálták a fent említett művek egyikében sem.
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4.3. A fő tétel bizonyítása

Ahhoz, hogy bebizonyítsuk a fő eredményt, szükségünk lesz a következő
központi határeloszlás tételre és a Rosenthal-egyenlőtlenségre keverő mezők
esetén.

Először definiáljuk az Yn(k) diszkrét paraméterű (vektor értékű) véletlen
mezőt a következőképpen. Minden n = 1, 2, . . . , és minden k = k(n) ∈ Dn

esetén legyen

(4.13) Yn(k) a ξk(n) Borel-mérhető függvénye,

ahol {ξt, t ∈ T∞} az alapul szolgáló véletlen mező.

B. Tétel. ([FC04] Theorem 2.1.)
Legyen ξt véletlen mező és Yn(k) = (Y

(1)
n (k), . . . , Y

(m)
n (k)) a (4.13)-ban

definiált m-dimenziós véletlen mező és Sn =
∑

k∈Dn
Yn(k), n = 1, 2, . . . .

Tegyük fel, hogy Yn(k),k ∈ Dn erősen stacionárius mező minden rögzített n
esetén, valamint EYn(k) = 0. Tegyük fel, hogy teljesülnek az alábbi feltételek

(4.14) ∥Yn(k)∥ ≤ Mn,

melyben Mn csak n-től függ;

(4.15) sup
n,k,t

E(Y (t)
n (k))2 < ∞;

a Gn ⊆ Tn feltételt teljesítő Gn téglák tetszőleges növekvő és nemkorlátos
sorozata esetén,

(4.16) lim
n→∞

1

Λd
n|Gn|

E

∑
k∈Gn

Y (t)
n (k) ·

∑
l∈Gn

Y (s)
n (l)

 = σts, t, s = 1, . . . ,m,

ahol Gn = Gn ∩ (Z/Λn)
d; a Σ = (σts)

m
t,s=1 mátrix pozitív definit; létezik

1 < a < ∞ úgy, hogy (4.1) teljesül; és

(4.17) Mn ≤ c|Tn|
a2

(3a−1)(2a−1) minden n esetén.

Ekkor

(4.18)
1√

Λd
n|Dn|

Sn ⇒ N (0,Σ), ha n → ∞.
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A fő tétel bizonyításában felhasználjuk a Rosenthal-egyenlőtlenség előző
fejezetben közölt alakját (3.3. Lemma).

A fő tétel bizonyításában többször használni fogjuk a következő tételt.
Ez egy speciális esete a [Rao83] Theorem 2.1.1. állításának.

C. Tétel. ([Rao83] Theorem 2.1.1.)
Legyen K : R → R mérhető függvény úgy, hogy

|K(z)| ≤ M, z ∈ R,∫ ∞

−∞
|K(z)|dz < ∞,

|z||K(z)| → 0, ha |z| → ∞.

Továbbá legyen g : R → R olyan mérhető függvény, hogy∫ ∞

−∞
|g(z)|dz < ∞.

Definiáljuk a

gn(x) =
1

hn

∫ ∞

−∞
K

(
z

hn

)
g(x− z)dz

függvényt, ahol 0 < hn → 0, ha n → ∞. Ha g folytonos, akkor

(4.19) lim
n→∞

gn(x) = g(x)

∫ ∞

−∞
K(z)dz,

és ha g egyenletesen folytonos, akkor (4.19)-ben a konvergencia egyenletes.

4.5. Megjegyzés. Gyakran felhasználjuk a következő határérték tulajdon-
ságokat (lásd [FC06]). Tegyük fel, hogy a g sűrűségfüggvény folytonos, K
egy magfüggvény, ekkor hn → 0 (hn > 0) esetén a következők teljesülnek.

(4.20) E
(

1

hn
K

(
x−Xt

hn

))
=

∫ ∞

−∞

1

hn
K

(
x− u

hn

)
g(u)du → g(x),

(4.21)

E
1

hn
K2

(
x−Xt

hn

)
=

∫ ∞

−∞

1

hn
K2

(
x− u

hn

)
g(u)du → g(x)

∫ ∞

−∞
K2 (u) du,
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E
1

h2
n

K

(
xr −Xt

hn

)
K

(
xs −Xt

hn

)
(4.22)

=

∫ ∞

−∞

1

h2
n

K

(
xr − u

hn

)
K

(
xs − u

hn

)
g(u)du → 0,

ha xr ̸= xs.

A 4.1. Tétel bizonyítása. Tekintsük a következő átalakítást√
|Dn|
Λd

n

(rn(x)− r(x)) =

√
|Dn|
Λd

n

1
|Dn|

∑
t∈Dn

[Φ(Yt)− r(x)] 1
h
K

(
x−Xt

h

)
1

|Dn|
∑

t∈Dn

1
h
K

(
x−Xt

h

)

=

1√
|Dn|Λd

n

1
h

[ ∑
t∈Dn

[Φ(Yt)− r(Xt)]K

(
x−Xt

h

)
+

∑
t∈Dn

[r(Xt)− r(x)]K

(
x−Xt

h

)]
1

|Dn|

∑
t∈Dn

1

h
K

(
x−Xt

h

)

=
J1(x) + J2(x)

J3(x)
,

ahol

J1(x) =
1√

|Dn|Λd
n

∑
t∈Dn

1

h
[Φ(Yt)− r(Xt)]K

(
x−Xt

h

)
,

J2(x) =
1√

|Dn|Λd
n

∑
t∈Dn

1

h
[r(Xt)− r(x)]K

(
x−Xt

h

)
,

J3(x) =
1

|Dn|
∑
t∈Dn

1

h
K

(
x−Xt

h

)
.

Először J1 aszimptotikus normalitását bizonyítjuk. Ellenőriznünk kell,
hogy a B. Tétel feltételei teljesülnek.

Legyenek x1, x2, . . . , xm egymástól különböző valós számok. Be kell lát-
nunk J1 = (J1(x1), J1(x2), . . . , J1(xm))⊤ együttes aszimptotikus normalitá-
sát. Definiáljuk Zn(i) m-dimenziós vektort a következő koordinátákkal:

Z(s)
n (i) =

1

h
[Φ(Yi)− r(Xi)]K

(
xs −Xi

h

)
,

s = 1, . . . ,m és i ∈ Dn esetén.



4.3. A FŐ TÉTEL BIZONYÍTÁSA 65

Osszuk fel Tn-t d-dimenziós egység kockákra (mindegyikben Λd
n számú

Dn-beli pont szerepel). Jelölje D′
n ezen kockák halmazát. Legyen

Vn(k) = (V (1)
n (k), . . . , V (m)

n (k))

azon Zn(i) változók számtani átlaga, melynek az i indexei a k-dik egység-
kockában vannak. Ekkor minden rögzített n esetén a Vn(k), k ∈ D′

n mező
erősen stacionárius. Alkalmazzuk a B. Tételt a Vn(k), k ∈ D′

n-re, azaz al-
kalmazzuk a tétel nem sűrűsödő alakját. Ekkor

J1(xs) =
1√

|Dn|Λd
n

Λd
n

∑
i∈D′

n

V (s)
n (i) =

√
Λd
n

|Dn|
∑
i∈D′

n

V (s)
n (i).

A EVn(k) = 0, bizonyításához tekintsük az alábbi egyenlőséget

EZ(s)
n (i) = E

(
1

h
[Φ(Yi)− r(Xi)]K

(
xs −Xi

h

))
= 0,

mert
E
(
Φ(Y )K

(
x−X

h

))
=E
[
E {Φ(Y )|X}︸ ︷︷ ︸

r(X)

K

(
x−X

h

)]

=E
(
r(X)K

(
x−X

h

))
.

Mivel Φ, r és K korlátosak, ezért a (4.7)-ből következik (4.14) és (4.17).
A (4.15) bebizonyításához tekintsük

E
(
V (s)
n (k)

)2
= E

(
1

Λd
n

∑
i

1

h
[Φ(Yi)− r(Xi)]K

(
xs −Xi

h

))2

,

ahol
∑
i

azt jelöli, hogy i a k-adik egységkockához tartozik. E kifejezés korlá-

tosságát hasonlóan ellenőrizhetjük, mint ahogyan a következő bizonyításban
eljárunk (ahol megmutatjuk, hogy a (4.16) feltétel teljesül).

A (4.16)-ban a határérték kiszámításához legyen {Gn} d-dimenziós tég-
lák növekvő sorozata, ahol minden Gn d-dimenziós egységkockák uniója.
Ekkor teljesül, hogy

1

|Gn|
E

 ∑
k∈Gn∩Zd

V (t)
n (k) ·

∑
l∈Gn∩Zd

V (s)
n (l)

 =
1

Λd
n|Gn|

×
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×
∑
i∈Gn

∑
j∈Gn

1

h2
E
[
[Φ(Yi)− r(Xi)]K

(
xt −Xi

h

)
[Φ(Yj)− r(Xj)]K

(
xs −Xj

h

)]
,

= A+B,

ahol Gn = Gn ∩ (Z/Λn)
d, és A jelöli az összeg i = j feltételnek eleget tevő

tagjait, míg B jelöli az i ̸= j esetet.
A-ra azt kapjuk, hogy

A =
1

Λd
n|Gn|

1

h

∑
i∈Gn

E
[
1

h
[Φ(Yi)− r(Xi)]

2K

(
xt −Xi

h

)
K

(
xs −Xi

h

)]
.

Ha t = s, akkor

A =
1

Λd
n|Gn|

1

h

∑
i∈Gn

E
[
1

h
[Φ(Yi)− r(Xi)]

2K2

(
xs −Xi

h

)]
.

Tekintsük a következő felbontást

E
[
1

h
[Φ(Yi)− r(Xi)]

2K2

(
xs −Xi

h

)]

= E
(
1

h
Φ2(Yi)K

2

(
xs −Xi

h

))
︸ ︷︷ ︸

∗

−E
(
1

h
r2(Xi)K

2

(
xs −Xi

h

))
︸ ︷︷ ︸

∗∗

.

Számítsuk ki * és ** tagokat egymás után:

∗ = E
[
E
(
1

h
Φ2(Yi) K

2

(
xs −Xi

h

)∣∣∣∣Xi

)]
= E

(
1

h
K2

(
xs −Xi

h

)
a(Xi)

)
,

ahol a(x) = E
(
Φ2(Y )|X = x

)
. A (4.21) összefüggést felhasználva,

∗ =

∫ ∞

−∞
a(u)

1

h
K2

(
xs − u

h

)
g(u)du =

∫ ∞

−∞
a(xs − ht)g(xs − ht)K2 (t) dt

→ a(xs)g(xs)

∫ ∞

−∞
K2 (t) dt, ha h → 0,

teljesül, mivel a és g korlátos és folytonos, valamint K2 integrálható.
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Hasonlóan kapjuk, hogy

∗∗ = E
(
1

h
r2(Xi)K

2

(
xs −Xi

h

))
=

∫ ∞

−∞

1

h
r2(u)K2

(
xs − u

h

)
g(u)du

=

∫ ∞

−∞
r2(xs − ht)K2 (t) g(xs − ht)dt → r2(xs)g(xs)

∫ ∞

−∞
K2 (t) dt, ha h → 0,

mivel r és g korlátos és folytonos, valamint K2 integrálható.
A (4.4)-et alkalmazva, kapjuk, hogy

A ≃ 1

Λd
nhn

1

|Gn|
∑
i∈Gn

[
a(xs)− r2(xs)

]
g(xs)

∫ ∞

−∞
K2 (t) dt

≃Lv(xs)g(xs)

∫ ∞

−∞
K2 (t) dt,

ahol v(xs) = a(xs)− r2(xs).
Emlékeztetünk, hogy v(x) a Φ(Y ) feltételes szórása, vagyis

v(x) = E
(
Φ2(Y )|X = x

)
− [E (Φ(Y )|X = x)]2

= E
{
[Φ(Y )− E (Φ(Y )|X = x)]2 |X = x

}
.

Ha t ̸= s, akkor

A =
1

Λd
n

1

h2n
E
(
[Φ(Yi)− r(Xi)]

2K

(
xt −Xi

h

)
K

(
xs −Xi

h

))

=
1

Λd
n

[
E
(

1

h2
a(Xi)K

(
xt −Xi

h

)
K

(
xs −Xi

h

))

− E
(

1

h2
r2(Xi)K

(
xt −Xi

h

)
K

(
xs −Xi

h

))]
=

1

Λd
n

(A1 +A2).

Az a(x), r(x) korlátosságából és (4.22)-ből következik, hogy

|A1|, |A2| ≤ c

∫ ∞

−∞

1

h2
K

(
xt − u

h

)
K

(
xs − u

h

)
g(u)du → 0.

Tehát t ̸= s esetén A → 0, mivel Λd
n → ∞.
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Tekintsük most a B kifejezést.

B =
1

Λd
n

1

|Gn|
∑
i̸=j

E
(
a(Xi, Xj)

1

h2
K

(
xt −Xi

h

)
K

(
xs −Xj

h

))
,

ahol

a(Xi, Xj) = ai−j(Xi, Xj) = E {[Φ(Yi)− r(Xi)] [Φ(Yj)− r(Xj)] |Xi, Xj} .

Ekkor

B =
1

Λd
n

1

|Gn|
∑
i̸=j

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ai−j(u, v)

1

h2
K

(
xt − u

h

)
K

(
xs − v

h

)
gi−j(u, v)dudv,

ahol gi−j(u, v) az Xi és Xj együttes sűrűségfüggvénye.
Feltehetjük, hogy a Gn tégla középpontja az origó, mivel a véletlen mező

erősen stacionárius. Ekkor az i− j (ahol i, j ∈ Gn) alakú vektorok halma-
za 2Gn, ahol 2Gn-et úgy definiáljuk, mint (2Gn) ∩ (Z/Λn)

d. Ha u ∈ 2Gn

rögzített, akkor jelölje |Gn,u| azon (i, j) ∈ Gn × Gn párok számát melyekre
i− j = u. Ekkor

B =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{
1

h2
K

(
xt − u

h

)
K

(
xs − v

h

)
×(4.23)

×

 1

Λd
n

∑
u∈2G0

n

|Gn,u|
|Gn|

au(u, v)gu(u, v)

 dudv,

ahol 2G0
n = 2Gn \ {0}. Rögzítsük az ε > 0 értéket. Mivel ||augu|| direkt

Riemann-integrálható, ekkor találhatunk egy Mε ⊂ Rd origó középpontú
zónát úgy, hogy

(4.24)
∫
Rd
0\Mε

||augu||du ≤ ε,

ugyanakkor ezen integrál Riemann-féle közelítő összegei sem haladják meg
ε-t, amennyiben a beosztás átmérője elég kicsiny.

Ezért, mivel |Gn,u|/|Gn| ≤ 1, kapjuk, hogy

(4.25)
1

Λd
n

∑
u∈2G0

n\Mε

|Gn,u|
|Gn|

||augu|| ≤ ε,
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amikor 1/Λd
n elég kicsi, azaz ha n ≥ nε. Rögzítsük ε-t és Mε-t és tegyük

fel, hogy n ≥ nε. Mivel augu Riemann-integrálható R-en (mint a · g : Rd
0 →

C(R2) függvény) tetszőleges korlátos és zárt d-dimenziós Rd
0-beli R tégla

esetén, ezért

(4.26)

∥∥∥∥∥∥ 1

Λd
n

∑
u∈2G0

n∩Mε

augu −
∫
Mε

augudu

∥∥∥∥∥∥ ≤ ε

a C(R2) térben, ha n elég nagy. Ebből az összefüggésből és (4.24)-ből kö-
vetkezik, hogy ∫

Rd
0

au(x, y)gu(x, y)du

létezik és folytonos (x, y)-ban. Mivel Gn minden éle tart a ∞-hez, |Gn,u|
|Gn| →

1 egyenletesen u ∈ Mε szerint. Ezért, felhasználva, hogy ∥augu∥ direkt
Riemann-integrálható, azt kapjuk, hogy

(4.27)

∥∥∥∥∥∥ 1

Λd
n

∑
u∈2G0

n∩Mε

|Gn,u|
|Gn|

augu − 1

Λd
n

∑
u∈2G0

n∩Mε

augu

∥∥∥∥∥∥ ≤ ε,

ha n elég nagy.
A (4.24) - (4.27) -ből következik, hogy

(4.28)

∥∥∥∥∥∥ 1

Λd
n

∑
u∈2G0

n

|Gn,u|
|Gn|

augu −
∫
Rd
0

augudu

∥∥∥∥∥∥ ≤ 4ε,

ha n elég nagy.
Ezért, felhasználva azt, hogy 1

hK
(
xt−u
h

)
sűrűségfüggvény, kapjuk, hogy

(4.29)∣∣∣∣∣B −
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

{
1

h2
K

(xt − u

h

)
K

(xs − v

h

)∫
Rd
0

au(u, v)gu(u, v)du

}
dudv

∣∣∣∣∣ ≤ 4ε,

ha n elég nagy.
Mivel

∫
Rd
0
au(u, v)gu(u, v)du folytonos az (u, v) szerint, a (4.29) kifeje-

zésben lévő kettős integrál határértéke
∫
Rd
0
au(xt, xs)gu(xt, xs)du =σ(xt, xs)

(lásd C. Tétel). Ezért

B →
∫
Rd
0

au(xt, xs)gu(xt, xs)du = σ(xt, xs).
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Tehát J1 aszimptotikus kovariancia-mátrixa a következő

L

∫ ∞

−∞
K2(t)dt · diag (v(xt)g(xt)) + (σ(xt, xs))

m
t,s=1 .

Most tekintsük a J2 kifejezést.

J2(x) =
1√

|Dn|Λd
n

∑
t∈Dn

1

h
[r(Xt)− r(x)]K

(
x−Xt

h

)
.

Alkalmazva a Taylor-sorfejtést (r(u) = r(x)+r′(x)(u−x)+ 1
2r

′′(x̃)(u−x)2,
valójában x̃ függ u-tól, azaz x̃ = x̃(u)), kapjuk, hogy

E

(
1

h
[r(Xt) − r(x)]K

(
x−Xt

h

))
=

∫ ∞

−∞

1

h
[r(u)− r(x)]K

(
x− u

h

)
g(u)du

=

∫ ∞

−∞

1

h

[
r′(x)(u− x) +

1

2
r′′(x̃)(u− x)2

]
K

(
x− u

h

)
g(u)du

=

∫ ∞

−∞

1

h

[
r′(x)z − 1

2
r′′(x̃)z2

]
K
( z
h

)
g(x− z)dz

= r′(x)h

∫ ∞

−∞

1

h

z

h
K
( z
h

)
g(x− z)dz

− 1

2

∫ ∞

−∞

1

h
r′′(x̃)z2K

( z
h

)
g(x− z)dz = A11 +A12.

Megmutatjuk, hogy

(4.30) |A11|, |A12| ≤ h2C.

Tekintsük először A11-et. Vezessük be a t = z
h

helyettesítést, majd használ-
juk a g(x−th) = g(x)+g′(x̃)(−th) Taylor-sorfejtést, a g′ és r′ korlátosságát
és a K szimmetria tulajdonságát kapjuk, hogy∫ ∞

−∞

1

h

z

h
K
( z
h

)
g(x− z)dz =

∫ ∞

−∞
tK(t)g(x− th)dt

=

∫ ∞

−∞
tK(t)g(x)dt+

∫ ∞

−∞
tK(t)g′(x̃)(−th)dt

=− hc

∫ ∞

−∞
t2K(t)dt.
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Tehát |A11| ≤ h2C.
Felhasználva r′′ korlátosságát, így |A12| esetén tekintsük a következő

egyenlőtlenséget:

|A12| ≤ ch2
∫ ∞

−∞

1

h

( z
h

)2
K
( z
h

)
g(x− z)dz.

A (4.11) és a C. Tétel miatt∫ ∞

−∞

1

h

( z
h

)2
K
( z
h

)
g(x− z)dz → g(x)

∫ ∞

−∞
z2K(z)dz,

ezért |A12| ≤ h2C, alkalmas C konstans esetén.
A (4.30) alapján |E(J2(x))| .

√
|Dn|
Λd
n
h2C =

√
|Tn|h2C, ezért

E(J2(x)) → 0, mivel (4.5) alapján |Tn|h4n → 0.
Megmutatjuk, hogy E|J2|l → 0, valamely 1 < l < 2.
Elegendő megmutatni, hogy E|J2 − E(J2)|l → 0, mivel

E|J2|l =E|J2 − E(J2) + E(J2)|l

=E|(J2 − E(J2)) + (E(J2))|l ≤ c
(
E|J2 − E(J2)|l + |E(J2)|l

)
és E(J2) → 0.

Ennek igazolására tekintsük a következő egyenlőtlenséget

E|J2 − E(J2)|l =

(
1√

|Dn|Λd
n

)l (
1

h

)l

E

∣∣∣∣∣∑
t∈Dn

ηt − Eηt

∣∣∣∣∣
l

,

ahol ηt = (r(Xt)− r(x))K
(
x−Xt

h

)
.

Most fogjuk össze ηt-kat egy egység kockákba (jelöljük ezt a kockát
K-val) és alkalmazzuk ezekre a (3.13) Rosenthal-egyenlőtlenséget, kapjuk,
hogy

E|J2 − E(J2)|l ≤c

(
1

|Dn|Λd
n

) l
2
(
1

h

)l ∑
K∈D′

n

E

∣∣∣∣∣∑
t∈K

ηt − Eηt

∣∣∣∣∣
l+ε
 l

l+ε

(4.31)

≤c

(
1

|Dn|Λd
n

) l
2
(
1

h

)l ∑
K∈D′

n

E

∣∣∣∣∣∑
t∈K

ηt

∣∣∣∣∣
l+ε
 l

l+ε

,
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ahol ε > 0. (Alkalmaztuk az E|η − Eη|k ≤ CE|η|k, k > 1 egyenlőtlenséget.)
(A (4.1) egyenlőtlenségből látható, hogy c

(ε)
1,1 < ∞.) Alkalmazva a Jensen-

egyenlőtlenséget kapjuk, hogy∣∣∣∣∣∑
t∈K

ηt

∣∣∣∣∣
l+ε

= Λd(l+ε)
n

∣∣∣∣∣∑
t∈K

1

Λd
n

ηt

∣∣∣∣∣
l+ε

≤ Λd(l+ε)
n

∑
t∈K

1

Λd
n

|ηt|l+ε ,

amelyből következik, hogy

(4.32) E

∣∣∣∣∣∑
t∈K

ηt

∣∣∣∣∣
l+ε

≤ Λd(l+ε)
n

∑
t∈K

1

Λd
n

E |ηt|l+ε = Λd(l+ε)
n E |ηt|l+ε .

Tehát (4.31) és (4.32) szerint, kapjuk, hogy

(4.33) E|J2 − E(J2)|l ≤ c

(
1

|Dn|Λd
n

) l
2
(
1

h

)l |Dn|
Λd
n

Λd·l
n

(
E |ηt|l+ε

) l
l+ε

.

Először számítsuk ki az E |ηt|l+ε határértékét:

E |ηt|l+ε = E |r(Xt)− r(x)|l+εK l+ε

(
x−Xt

h

)
=

∫ ∞

−∞

∣∣∣ r(u)− r(x)︸ ︷︷ ︸
r′(x̃)(x−u)

∣∣∣l+ε
K l+ε

(
x− u

h

)
g(u)du

≤ ch1+l+ε

∫ ∞

−∞

1

h

∣∣∣∣x− u

h

∣∣∣∣l+ε

K l+ε

(
x− u

h

)
g(u)du

→ h1+l+εcg(x)

∫ ∞

−∞
|z|l+εK l+ε(z)dz.

(Itt a C. Tételt alkalmaztuk.)
Tehát (4.33) alapján

E|J2 − E(J2)|l ≤ c

(
1

|Dn|Λd
n

) l
2
(
1

h

)l |Dn|
Λd
n

Λd·l
n h

l(1+l+ε)
l+ε

= c |Dn|1−
l
2

(
Λd
n

) l
2
−1

h
l

l+ε = c |Tn|1−
l
2 h

l
l+ε .
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Megfelelő l és ε választása esetén (pl. l = 1.98, ε = 0.01) (4.5)-ből követke-
zik, hogy |Tn|1−

l
2 h

l
l+ε → 0.

Tehát E|J2|l → 0. Ezért J2 → 0 valószínűségben.
Végül foglalkozzunk a J3 kifejezéssel.

J3(x) =
1

|Dn|
∑
t∈Dn

1

h
K

(
x−Xt

h

)
.

Az A. Tétel miatt,
√

|Tn|(J3(x)− g(x)) eloszlásban konvergens, ezért
J3(x) → g(x) valószínűségben.

4.6. Megjegyzés. A (4.5) és (4.7) csakis akkor teljesülhet egyidejűleg, ha
1 < a < 5+

√
17

4 . Ennek igazolásához tekintsük a következőket. A (4.7)-ből
következik, hogy

1 ≤ C · h4n|Tn|
4a2

(3a−1)(2a−1) ,

teljesül. Hogy egyidejűleg a (4.5) is teljesüljön szükséges, hogy

4a2

(3a− 1)(2a− 1)
> 1

egyenlőtlenség teljesüljön. Ebből következik, hogy 5−
√
17

4 < a < 5+
√
17

4 .
Felhasználva, hogy 1 < a < ∞, adódik az állítás. Például egy lehetséges jó
választás: a = 2, hn = 1

n , Tn = n15/4.

4.4. Példák

Ebben a fejezetben szimulációkon keresztül néhány egyszerű példát adunk
az elméleti állítás bemutatására.

Legyen Xu,u ∈ Rd, stacionárius Gauss-féle véletlen mező nulla várható
értékkel és ρu kovariancia függvénnyel. A következő példákban ugyanazokat
az Xu véletlen mezőket vizsgáljuk, amelyeket Fazekas és Chuprunov már
tanulmányoztak ([FC06], [Faz07]). Legyen

Φ(Yu) = 10 sin(Xu) + 100 + δu,

ahol δu = X̃u, és X̃u olyan stacionárius véletlen mező, hogy X̃u és Xu

eloszlása megegyezik, valamint legyenek Xu és X̃u függetlenek.
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4.7. Példa. Tekintsünk egy X(u), u ∈ R, Gauss-folyamatot nulla várha-
tó értékkel és ρu = e−|u|, u ∈ R kovariancia függvénnyel. Ezt a folyamatot
figyeljük meg a T = [0, t] tartomány 1/Λ-hálópontjaiban, ahol Λ = 40 és
t = 60. Azaz a minta z1 = X(1/40), . . . , zs = X(2400/40), ahol s = 2400.
Ennek a minta vektornak a kovariancia-mátrixa (ρ|i−j|)si,j=1, ahol ρ = e−1/Λ.
Ezért az adatok a szimulációhoz könnyen generálhatóak. Valóban, legyenek
y1, . . . , ys független, azonos eloszlású standard normális valószínűségi válto-
zók és legyen

zi = ρi−1y1 +
√

1− ρ2
i∑

j=2

ρi−jyj , i = 1, . . . , s.

Ezeket az adatokat felhasználva, meghatároztuk az rn regressziós függ-
vény becslését az x1 = −0.5, x2 = −0.25, x3 = 0, x4 = 0.25, és x5 =
0.5 pontokban. Sávszélességnek két értéket használtunk, h1 = 0.025-öt és
h2 = 0.005-öt. Továbbá a K magfüggvénynek a standard normális eloszlás
sűrűségfüggvényét használtuk.

A szimulációkat MATLAB programcsomag segítségével hajtottuk végre.
Az eljárást 5000-szer ismételtük. Mindkét sávszélesség (h1 és h2) haszná-
lata esetén az adathalmazok megegyeztek. A regressziós függvény elméleti
értékeit és becsléseinek átlagát az alábbi 4.1. táblázat mutatja. Megálla-
píthatjuk, hogy mindkét sávszélesség esetén az elméleti érték és a közelítő
értékek átlaga közel vannak egymáshoz.

4.1. táblázat. A regressziós függvény elméleti értékei és becsléseinek átlaga a
4.7. Példa adataira.

x −0.5 −0.25 0 0.25 0.5

r(x) 95.2057 97.5260 100.0000 102.4740 104.7943

rn(x), ha h1 = 0.025 95.2039 97.5220 99.9953 102.4684 104.7929

rn(x), ha h2 = 0.005 95.1970 97.5229 99.9939 102.4707 104.7976

A
√

|D|
Λ (rn(x1)− r(x1), . . . , rn(x5)− r(x5)) standardizált becslésekre (a

standardizáló faktor
√

|D|
Λ = 7.7459) kiszámítottuk a Σ1 (h1 sávszélesség

esetén) és Σ2 (h2 sávszélesség esetén) empirikus kovariancia-mátrixokat:
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Σ1 =



3.8773 2.6953 2.1923 1.7857 1.5073

2.6953 3.5796 2.5499 2.1007 1.7623

2.1923 2.5499 3.4399 2.4892 2.0995

1.7857 2.1007 2.4892 3.4852 2.6500

1.5073 1.7623 2.0995 2.6500 3.8147


;

Σ2 =



7.2195 2.8212 2.1822 1.8547 1.5020

2.8212 6.5902 2.5058 2.0756 1.7223

2.1822 2.5058 6.2153 2.4162 2.1099

1.8547 2.0756 2.4162 6.5192 2.6732

1.5020 1.7223 2.1099 2.6732 7.1689


.

A Σ1 és Σ2 mátrixok csak a főátlókban térnek el jelentősen, többi elemük
majdnem megegyezik.

Határozzuk most meg a 4.1. Tételben leírt kovariancia-mátrix D dia-
gonális mátrixának elemeit. Esetünkben, a Dk diagonális mátrix elemei hk
(k = 1, 2-re) sávszélesség esetén a következők:

1

Λ

1

hk
v(xi)

1

g(xi)

∫ ∞

−∞
K2(u)du =

1

40

1

hk
· 1 · 1

g(xi)

1

2
√
π
.

A „sűrűsödő-növekvő” eset miatt a kovariancia-mátrixban csak a fő-
átlóban lehet különbség különböző sávszélesség használata esetén. A 4.2.
táblázatban bemutatjuk, hogy az empirikus kovariancia-mátrixok főátlóbe-
li elemei különbsége (diag(Σ2 − Σ1)) és az elméleti kovariancia-mátrixok
különbsége (diag(D2 −D1), hogyan viszonyul egymáshoz.

4.2. táblázat. Az empirikus és az elméleti kovariancia-mátrixok főátlóbeli elemei
különbségének aránya a 4.7. Példa adataira.

x −0.5 −0.25 0 0.25 0.5

diag(Σ2−Σ1)
diag(D2−D1)

1.0428 1.0316 0.9812 1.0397 1.0465
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Az eredmények azt mutatják, hogy a 4.1. Tételben szereplő D diago-
nális mátrix jól magyarázza a határérték kovariancia-mátrix függőséget a
sávszélességtől, mivel az arányok közel vannak egyhez.

Végül, a 4.2. ábra az r(x3 = 0) pontbeli becslések relatív gyakoriságát
mutatja h1 = 0.025 (bal oldali ábra) és h2 = 0.005 (jobb oldali ábra) sáv-
szélességek esetén. A hisztogramokra ráhelyeztük azt a normális eloszlást,
melynek a várható értékét és szórását a mintából becsültük. A 4.1. Tételben
kimondott regressziós becslés közelítő normális eloszlása látható ezekben
az ábrákban. A különböző sávszélességek különböző normális eloszlásokat
eredményeznek.

r(x3 = 0)

D
en

si
ty

98.5 99.0 99.5 100.5 101.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

h1 = 0.025

r(x3 = 0)

D
en

si
ty

98.5 99.0 99.5 100.5 101.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

h2 = 0.005

4.2. ábra. Az r(x3 = 0) pontbeli becslések relatív gyakorisága h1 = 0.025 (bal
ábra) és h2 = 0.005 (jobb ábra) sávszélességek esetén, valamint a hozzájuk tartozó
becsült normális eloszlások sűrűségfüggvényei.

4.8. Megjegyzés. Ha csökkentjük a mintavételi helyek számát, akkor
diag(Σ2−Σ1)
diag(D2−D1)

aránya a következőképpen módosul:

1. Ha t = 20,Λ = 20 és a többi adat változatlan marad, akkor

x −0.5 −0.25 0 0.25 0.5

diag(Σ2−Σ1)
diag(D2−D1)

1.0711 1.0027 1.0147 1.0790 1.0390
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2. Ha t = 10,Λ = 10 és a többi adat változatlan marad, akkor

x −0.5 −0.25 0 0.25 0.5

diag(Σ2−Σ1)
diag(D2−D1)

0.8416 0.8631 0.8370 0.8985 0.7508

Látható, hogy ha a megfigyelési helyeink számát drasztikusan lecsökkentjük,
akkor a módszerünk nem ad jó eredményt.

4.9. Példa. Tekintsünk most egy X(u, v), (u, v) ∈ R2, kétdimenziós pa-
raméterterű Gauss-folyamatot nulla várható értékkel és ρ(u,v) = e−(|u|+|v|),
(u, v) ∈ R2 kovariancia-függvénnyel. Legyen az előző példához hasonlóan

Φ(Yu) = 10 sin(Xu) + 100 + X̃u.

Ezt a folyamatot figyeljük meg a T = [0, t]2 tartomány 1/Λ-hálópontjaiban,
ahol Λ = 10 és t = 30. Így a minta z(i,j) = X(i/10,j/10), i, j = 1, . . . , 300,
(30 · 10)2 = 90000 mintaelemszámmal. A mintát tehát az alábbi módon
generálhatjuk. Generáljuk az yk,l, (k, l = 1, . . . , 300) adatokat, független,
azonos eloszlású standard normális valószínűségi változókként, és legyenek

z(i,j) =ρi+j−2y1,1 +
√

1− ρ2ρj−1
i∑

k=2

ρi−kyk,1

+
√

1− ρ2ρi−1
j∑

l=2

ρj−ly1,l + (1− ρ2)

i∑
k=2

j∑
l=2

ρi−kρj−lyk,l,

i, j = 1, . . . , 300, ahol ρ = e−1/Λ.

Az előző példához hasonlóan, meghatározzuk az rn regressziós becslést
az x1 = −0.5, x2 = −0.25, x3 = 0, x4 = 0.25, x5 = 0.5 pontokban. h1 = 0.01
és h2 = 0.002-t válasszuk sávszélességnek és K magfüggvénynek használ-
juk a standard normális eloszlás sűrűségfüggvényét. Mindkét sávszélesség
(h1 és h2) használata esetén az adathalmazok megegyeztek, és az eljárást
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4.3. táblázat. A regressziós függvény elméleti értékei és becsléseinek átlaga a
4.9. Példa adataira.

x −0.5 −0.25 0 0.25 0.5

r(x) 95.2057 97.5260 100.0000 102.4740 104.7943

rn(x), ha h = 0.0100 95.2069 97.5270 99.9999 102.4735 104.7937

rn(x), ha h = 0.0020 95.2074 97.5276 100.0001 102.4724 104.7955

5000-szer ismételtük meg. A regressziós függvény elméleti értékeit és becslé-
seinek átlagát az alábbi 4.3. táblázat mutatja. Mindkét sávszélesség esetén
az elméleti és a közelítő értékek közel vannak egymáshoz.

A standardizált becslések (a standardizáló faktor
√

|D|
Λ2 = 30) empirikus

kovariancia-mátrixai

Σ1 =



5.1226 4.1911 3.9213 3.7524 3.5575

4.1911 4.9262 4.0812 3.9838 3.8019

3.9213 4.0812 4.7751 4.0712 3.9663

3.7524 3.9838 4.0712 4.9523 4.2129

3.5575 3.8019 3.9663 4.2129 5.1573



Σ2 =



8.2768 4.2437 3.9402 3.7704 3.6560

4.2437 7.8458 4.1450 4.1074 3.8184

3.9402 4.1450 7.5220 4.0948 4.0625

3.7704 4.1074 4.0948 7.9032 4.3544

3.6560 3.8184 4.0625 4.3544 8.4931


h1 és h2 sávszélességek esetén. Ismét, feltűnik a főátlón kívüli elemek közel-
sége és a főátló elemeinek a különbözősége.

Az előző példához hasonlóan a 4.4. táblázatban szemléltetjük, a

diag(Σ2 − Σ1)

diag(D2 −D1)
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4.4. táblázat. Az empirikus és az elméleti kovariancia-mátrixok főátlóbeli eleme-
inek különbségének aránya a 4.9. Példa adataira.

x −0.5 −0.25 0 0.25 0.5

diag(Σ2−Σ1)
diag(D2−D1)

0.9841 1.0004 0.9711 1.0112 1.0408

arányokat, amelyek közel vannak egyhez, ahogy ezt a 4.1. Tétel alapján
elvártuk.

A 4.1. Tétel alapján, a regressziós becslést többdimenziós normális el-
oszlással közelíthetjük különböző xi értékek esetén. A 4.3. ábrán az r(x1 =
−0.5) (vízszintes tengely) és r(x2 = −0.25) (függőleges tengely) becslések
eredményét mutatja h1 = 0.01 (bal oldali ábra) és h2 = 0.002 (jobb oldali
ábra) sávszélesség esetén. A becsült szintvonalakat szaggatott vonalakkal
ábrázoltuk, míg az ellipszisek az elméleti többdimenziós normális eloszlás
azonos szintekre vett szintvonalait mutatják, ahol az eloszlás paramétere-
it az adatokból becsültük. A szintvonalak közelsége nyilvánvaló. Továbbá
mindkét sávszélesség esetén az ellipszisek hasonló irányításúak, de különbö-
ző méretűek, amelyek a főátlón kívüli elemek közelségére, illetve a Σ1 és Σ2

főátlóbeli elemeinek eltérésére utalnak.
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4.3. ábra. Az r(x1 = −0.5) és r(x2 = −0.25) becslések kétdimenziós szemléltetése
h1 = 0.01 (felső ábra) és h2 = 0.002 (alsó ábra) sávszélességek esetén, valamint
a hozzájuk tartozó szintvonalak (szaggatott vonal) és az ellipszisek az elméleti
többdimenziós normális eloszlás szintvonalait mutatják (folytonos vonal).



5. fejezet

Összefoglalás

Az értekezésem három részből áll.
A rövid bevezetés után a 2., a 3. és a 4. fejezet tartalmazza a fő eredmé-

nyeket. A dolgozat első részében (második fejezet) az autoregresszív típusú
martingál mezők majdnem mindenütti konvergenciájával foglalkoztam.

Első eredményem többparaméterű, Banach-térbeli értékű B-értékű mar-
tingálok egyenletes konvergenciájáról szól. Ez a tétel a [Faz83] Theorem 4.4.
egy változata, melyben az egyenletes konvergenciát nem vizsgálták.

2.6. Tétel. Legyen B egy valós szeparábilis Banach-tér. Legyen (Xn,Fn),
n ∈ Nd, B-értékű martingál. B rendelkezzen a Radon-Nikodym tulajdonság-
gal vagy legyen Xn = E(X|Fn), n ∈ Nd alakú, valamely X ∈ L1(F , B)-re.
Tegyük fel, hogy

sup
n

E∥Xn∥(log+ ∥Xn∥d−1) < ∞.

Ekkor létezik egy olyan A esemény, melyre P(A) = 1 és minden ω ∈ A-ra
teljesül a következő: ha az n tetszőleges koordinátái konvergálnak a ∞-hez
míg a maradék koordináták rögzítettek maradnak, akkor Xn(ω) egyenletesen
konvergál. (A határérték egy, a rögzített koordinátáktól függő valószínűségi
változó.)

A 2-nél magasabb dimenziós paramétertér esetére is kiterjesztettem az
autoregressziós martingál mező fogalmát. Felhasználva a Burkholder-egyen-
lőtlenség d-paraméteres változatát (2.18. Lemma), A-martingál mezők kon-
vergenciáját bizonyítottam.

A 2.17. Tétel lényege a következő. Tegyük fel, hogy az (Xn,Fn) A-

81
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martingál mező teljesít bizonyos feltételeket. Ha

sup
k∈Nd

E∥ vec(Xk)∥
[
log+(∥ vec(Xk)∥)

]d−1
< ∞,

akkor Xn konvergens m.m., ha nj → ∞ minden j esetén. Továbbá, ha d ≥ 2,
akkor Xn konvergens L1-ben, ha nj → ∞ minden j esetén.

2.20. Tétel. Tegyük fel, hogy az (Xn,Fn) A-martingál mező teljesít bi-
zonyos feltételeket, valamint

∥Aj(ij , uj)∥ < K < ∞,

teljesül, ha ij > uj , j = 1, . . . , d. Ha sup
n

E∥ vec(Xn)∥α < ∞, ahol α > 1,

akkor Xn konvergens Lα-ban, n → ∞ esetén.
Az első részben a fő eredményem a homogén autoregresszív martingál

mezők konvergenciájáról szól.
2.21. Tétel. Legyen (ξn,Fn) homogén autoregresszív martingál mező és

tegyük fel, hogy a
(j)
m > 0, minden j = 1, . . . , d esetén és a {k : 1 ≤ k ≤

m, a
(j)
k > 0} számok legnagyobb közös osztója 1.

a) Ha sup
n

E|ξn|
[
log+ |ξn|

]d−1
< ∞, akkor ξn konvergens m.m., ha n →

∞, továbbá ha d ≥ 2, akkor ξn konvergens L1-ben is.

b) Legyen α > 1. Ha sup
n

E|ξn|α < ∞, akkor ξn konvergens Lα-ban (és

m.m.), ha n → ∞.

Az értekezés második és harmadik részében keverő mezőkre bizonyítot-
tam határérték-tételeket úgynevezett „sűrűsödő-növekvő” tartományt felté-
telezve. Ezt a sémát Lahiri 1991-ben vezette be, és azóta sokan kezdték
tanulmányozni. A „sűrűsödő-növekvő” eset lényegesen eltér a tisztán sűrű-
södő esettől. A sűrűsödő tulajdonság azt jelenti, hogy a megfigyelések helyei
egyre sűrűbbek egy rögzített tartományban (lásd [Cre91]). Gyengén függő
mezők sűrűsödő megfigyelése esetén számos becslés nem lesz konzisztens
(lásd [Lah96]). Továbbá, ebben az esetben nem várható a becslések aszimp-
totikus normalitása, mert hiányzik egy alkalmas centrális határeloszlás tétel.

A „sűrűsödő-növekvő” tartomány esetén a megfigyelési helyeink egyre
sűrűbbek, miközben a tartomány is növekszik. A tudományos megfigyelé-
sekben több olyan folyamatot tanulmányoznak, amely térben vagy időben
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folytonosan változik. A gyakorlatban azonban nem tudjuk folytonosan meg-
figyelni a folyamatokat, ezért véges adathalmazokkal és diszkrét becslésekkel
dolgozunk.

Dolgozatom ezen részeiből, illetve Fazekas István korábbi eredményeiből
kiderül, hogy ez a „sűrűsödő-növekvő” (infill-increasing) eset a diszkrét és
a folytonos idejű esetek között helyezkedik el. Az így adódó aszimptotikus
eredményeim a diszkrét és a folytonos esetek „keverékeként” adódtak.

Ibragimov és Linnik 1971-ben ([IL71]) központi határeloszlás-tételt iga-
zoltak olyan stacionárius sorozatokra, amelyek bizonyos α-keverő feltétele-
ket teljesítenek. Az eredményüket Bolthausen ([Bol82]) és Guyon ([Guy95])
terjesztette ki α-keverő véletlen mezőkre. Fazekas István ([Faz03]) korlá-
tos, Fazekas-Kukush ([FK00]) az egyenletes integrálható esettel foglalkozott.
Ezek a cikkek nem tartalmazzák az említett tételek részletes bizonyításait,
hanem csak rövid vázlatot közölnek.

A harmadik fejezetben valójában egy részletes bizonyítást adunk Faze-
kas és Kukush tételére ([FK00]). A bizonyítás pontos rögzítése azért fontos,
mert a Guyon művében szereplő bizonyítás egy ugrást tartalmaz, amikor
a korlátos esetre történő visszavezetéshez Ibragimov-Linnik művére hivat-
kozik. Azonban az Ibragimov-Linnik ([IL71])-beli tétel stacionárius esetre
vonatkozik, gondolatmenete nem vihető át közvetlenül a nem stacionárius
esetre. Ezért tette fel Fazekas és Kukush ([FK00]) az egyenletesen integrál-
hatóságot.

A 3.2. fejezetben részletesen tárgyaltam a felhasznált jelöléseket és a
korábbi eredményeket (α-keverő mező, Davydov-egyenlőtlenség (3.2. Meg-
jegyzés), Rosenthal-egyenlőtlenség (3.3. Lemma)). A következő fejezetben
kimondtam a fő eredményeket, arra az esetre koncentrálva, amikor ε(x) és
ε(y) nem függetlenek, ha x és y közel vannak egymáshoz, ezért a tételek nem
fedik le azon eseteket, amikor Yn(k)-k függetlenek és azonos eloszlásúak.

A 3.5. Tétel sémája a következő. Legyen ε(x) véletlen mező és legyen
Yn(k) az ε(x(n)

k ) Borel-mérhető függvénye, k ∈ Dn. Legyen az {|Yn(k)| : k ∈
Dn, n = 1, 2, . . . } család egyenletesen korlátos. Legyen

Sn =
∑
k∈Dn

Yn(k), n = 1, 2, . . . , σ2
n = var(Sn).

Továbbá tegyük fel, hogy

lim inf
n→∞

σ2
n

Λd
n|Dn|

> 0
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teljesül. Ekkor bizonyos további feltételek teljesülése esetén σ−1
n Sn⇒N (0, 1),

ha n → ∞.
3.6. Tétel. Legyen ε(x) véletlen mező és legyen Yn(k) ε(x

(n)
k ) Borel-

mérhető függvénye, k ∈ Dn. Tegyük fel, hogy EYn(k) = 0 minden k ∈ Dn,
n = 1, 2, . . . esetén. Legyen Sn =

∑
k∈Dn

Yn(k), n = 1, 2, . . . , σ2
n = var(Sn).

Tegyük fel, hogy létezik olyan τ > 0, hogy teljesül (3.2) és

{|Yn(k)|2+τ : k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . } egyenletesen integrálható.

Ekkor
lim sup
n→∞

1

Λd
n|Dn|

∑
k,l∈Dn

| cov(Yn(k), Yn(l))| < ∞.

További feltételek teljesülése esetén

σ−1
n Sn ⇒ N (0, 1),

ha n → ∞.
Végezetül a harmadik fejezet végén ezen tételek p-dimenziós kiterjesz-

téseivel foglalkoztam.
Dolgozatom befejező részében a regressziós függvény magfüggvényes

becslésének határeloszlásával foglalkoztam véletlen mezőkön. A magfügg-
vényes becsléseket széles körben tanulmányozza a szakirodalom. A sűrű-
ségfüggvény magfüggvényes becsléséről Parzen (lásd [Par62]) és Rosenblatt
(lásd [Ros56b]) ért el alapvető eredményeket. A regressziós függvény mag-
függvényes becsléséről Nadaraya és Watson ([Nad64], [Wat64]) 1964-ben
közölt eredményeit számos cikkben feldolgozták és általánosították. Ezeket
az eredményeket többek között Rao ([Rao83]), Devroye és Győrfi ([DG85]),
valamint Bosq ([Bos98]) foglalta össze. A magfüggvényes becslések egyik
fontos tulajdonsága az aszimptotikus normalitás, melyet több cikkben is
tanulmányoztak (lásd [Sch72], [Cai01]).

Sikerült a regressziós függvény aszimptotikus normalitását bizonyítani
„sűrűsödő-növekvő” tartományt tekintve. Dolgozatomból, valamint Fazekas
István korábbi eredményeiből (lásd [FC06]) kiderül, hogy ez az eset a diszk-
rét és a folytonos idejű esetek között helyezkedik el. Pontosabban szólva, a
határeloszlás kovariancia struktúrája a diszkrét és a folytonos idejű határ-
eloszlások lineáris kombinációjaként adódik.

A vizsgálataink motivációjaként meg kell említeni még a számos helyen
alkalmazott mintavételi sémákat is. A mintavételezés történhet véletlen vagy
determinisztikus időpontokban. A legtöbb létező eredmény a nem sűrűsödő
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esetre vonatkozik (lásd [Mas83], [BC93]). A [Bos98] könyvben a mintavé-
teli séma fontossága bemutatásra kerül, de nem említ explicit eredményt
regresszió esetén. A [Bos98] 140. oldalán a következő utalás szerepel: „A
regressziós és sűrűség becslések egymáshoz hasonlóan viselkednek mintavé-
teli sémák esetén”.

A 4.1. Tétel lényege a következő. Legyen (Xt, Yt) , t ∈ T∞, erősen staci-
onárius kétdimenziós véletlen mező, r(x) = E (Φ (Yt) |Xt = x) a regressziós
függvény, ahol Φ korlátos, mérhető függvény és K egy magfüggvény. Tegyük
fel, hogy a Σ(m) + D mátrix pozitív definit, ahol D egy diagonális mátrix,
melynek a diagonális elemei: Lv(xi)

∫∞
−∞K2(t)dt/g(xi), i = 1, . . . ,m. Ha

bizonyos feltételek teljesülnek, akkor√
|Dn|
Λd
n

{(rn(xi)− r(xi)) , i = 1, . . . ,m} ⇒ N (0,Σ) , ha n → ∞,

ahol
Σ = Σ(m) +D.

A 4.1. Tételben szereplő Σ aszimptotikus kovarianciamátrix egy disz-
két és egy folytonos esetnek megfelelő aszimptotikus kovariancia mátrix
kombinációja. Schuster igazolta ([Sch72]), hogy (független, azonos eloszlású
megfigyelések esetén) rn(x1), . . . , rn(xm) aszimptotikusan normális diagoná-
lis kovariancia mátrixszal. Pontosabban

√
nhn(rn(xi) − r(xi)) ⇒ N (0, ci),

ahol ci = v(xi)
∫∞
−∞K2(t)dt/g(xi), ezért, a 4.1. Tételben a D diagonális

rész megfelel a diszkrét esetbeli határérték kovariancia mátrixnak.
Végezetül két példán keresztül szemléltettem a határeloszlást. A nume-

rikus példák jól mutatják az előbb jelzett speciális kovariancia struktúrát.





6. fejezet

Summary

This Ph.D dissertation contains new results in the field of limit theorems
of probability theory and statistics. It consists of three parts, which can be
treated separately. In this summary the numeration of our theorems and
definitions are the same as those used in the dissertation.

In the first part of the dissertation we deal with autoregressive type
martingale fields. That is in this part a generalization of d-index martingales
is studied.

A d-index process is called an autoregressive martingale field if it satisfies
certain autoregressive type stochastic difference equations. An almost sure
convergence theorem is proved for autoregressive martingale fields.

There are several extensions of the notion of a martingale. The so called
linear martingales were studied in [MQ73], [Hey80] and [Faz87]. The notion
of a linear martingale was extended to the two indexes case in [Faz88].
We mention that a lot of papers are devoted to the study of multiindex
martingales (e.g. [Cai70], [Faz83]). It is well-known that the almost sure
(a.s.) convergence of a multiindex sequence (in particular a martingale)
requires stronger conditions than that of a single index sequence. The a.s.
convergence of multiindex martingales is described in [Cai70].

We extend the notion of a linear martingale to the multiindex case. The
construction of the notion of d-index autoregressive type martingale fields
is also our own result for d > 2. Then we obtain an a.s. convergence result
for it (Theorem 2.21.). This theorem contains previous results of [Faz87]
and [Faz88] as special cases.

Let (Ω,F ,P) be a probability space, Xn,n ∈ Nd, a d-index sequence of

87
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random variables, and let Fn ⊆ F be σ-algebras for all n ∈ Nd.

Recall the notion of a martingale. Suppose that Fm ⊆ Fn for every
m ≤ n. Assume that Xn is Fn-measurable and integrable for every n ∈ Nd.
We say that (Xn,Fn) is a martingale if E(Xn+k |Fn) = Xn a.s., for all
n ∈ Nd and k ∈ Nd

0.

We shall use the following condition. For any η with finite expectation

(2.3) E (η|Fn) = E
(
. . . E

(
η|F (i1)

n

)
. . . |F (id)

n

)
for any permutation (i1, . . . , id) of (1, . . . , d), where F (i)

n = σ{Fl : li =

ni} for any fixed n and i (in the notation F (i)
n superscript (i) shows the

appropriate coordinate).
In order to prove our result we have to use a new martingale convergence

theorem (Theorem 2.6.). Theorem 2.6. is a uniform a.s. convergence result
for Banach space valued multiindex martingales.

More precisely, we have the following theorem.
Theorem 2.6. Let B be a real separable Banach space. Let (Xn,Fn),n ∈

Nd, be a B-valued martingale. Let B have Radon-Nikodym property or let
Xn be of the form Xn = E(X|Fn),n ∈ Nd, for an X ∈ L1(F , B). Assume
that supn E∥Xn∥(log+ ∥Xn∥d−1) < ∞. Then there exists an event A with
P(A) = 1 such that for ω ∈ A we have: if arbitrary coordinates of n converge
to ∞ while the remaining coordinates remain fixed then Xn(ω) converges
uniformly. (The limit is a random variable depending on the coordinates
remaining fixed.)

To describe the structure of the random field ξn,n ∈ Nd, we shall use the
Kronecker product (denoted by ⊗) and the vec operation (see, e.g. [MN88]).
The construction of the notion of d-index autoregressive type martingale
fields is also our own result.

Definition 2.9. The process {ξn,Fn}, n ∈ Nd, is called an autoregressive
martingale field if ξn is Fn-measurable and integrable for every n ∈ Nd,

(2.10)
E
(
ξn|F (j)

n−ej

)
= a

(j)
1 (nj)ξn−ej

+ a
(j)
2 (nj)ξn−2ej + . . .+ a(j)m (nj)ξn−m·ej

for every n and j, with nj > m, j = 1, . . . , d, where m is a fixed positive
integer, ej = (0, . . . , 1︸︷︷︸

jth

, . . . 0) ∈ Nd
0 is the jth unit vector, j = 1, . . . , d, and
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a
(j)
i (nj) are non-negative non-random coefficients with

∑m
i=1 a

(j)
i (nj) = 1

for every nj = m+ 1,m+ 2, . . ., j = 1, . . . , d.
If the coefficients a(j)k (l) do not depend on l, then ξn is called a homogeneous
autoregressive martingale field.

Let ξn, n ∈ Nd, be a d-index random field. Using ξn, we shall construct
another random field Xn. The values of this new field are d-index arrays.
For any fixed m ∈ N and n ∈ Nd (with ni ≥ m, i = 1, . . . , d) Xn denotes
the elements of the random field ξk with indices being in a hypercube of
size m×m× . . .×m︸ ︷︷ ︸

d

.

Proposition 2.10. Let (ξn,Fn) be the autoregressive martingale field int-
roduced in Definition 2.9. Let Xn be the array valued random field corres-
ponding to ξn. Then
(2.11)

vec
[
E
(
Xn | F (j)

n−ej

)]
=
(

I ⊗ · · · ⊗ I︸ ︷︷ ︸
d−j

⊗A
(nj)
j ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I︸ ︷︷ ︸

j−1

)
· vec(Xn−ej )

for every n with nj > m, j = 1, . . . , d, where A
(l)
j denotes the following

m×m matrix

A
(l)
j =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 · · · 0 1

a
(j)
m (l) a

(j)
m−1(l) · · · · · · a

(j)
1 (l)


,

for every j = 1, . . . , d and l = m+ 1,m+ 2, . . ..
Proposition 2.11. Let Xn be an array-valued random field satisfying

(2.11). Assume that (2.3) is valid. Then for the process (Xn,Fn) the equa-
tion
(2.16)

vec [E(Xn+t|Fn)] = [Ad(nd + td, nd)⊗ · · ·

⊗A2(n2 + t2, n2)⊗A1(n1 + t1, n1)] vec(Xn)

holds, where

(2.17) Aj(nj + tj , nj) = A
(nj+tj)
j A

(nj+tj−1)
j · · ·A(nj+1)

j
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for every nj > m, j = 1, . . . , d and n ∈ Nd, t ∈ Nd
0.

Above and in the following Aj(nj , nj) = I (the unit matrix).
Generalizing property (2.16), we get the following notion.
Definition 2.12. An array-valued process (Xn,Fn), n ∈ Nd, is called an

A-martingale field if

1) Xn is Fn-measurable and integrable for every n ∈ Nd,

2) equation (2.16) is satisfied for every n, t ∈ Nd, where the matrices
Aj(nj + tj , nj) are given by (2.17). (All matrices A

(lj)
j considered are

nonrandom and of type m×m.)

Proposition 2.15. Assume (2.3). For the A-martingale field Xn, we have
the representation:
(2.20)

vec(Xn) =

n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

· · ·
nd∑

kd=1

[Ad(nd, kd)⊗ · · · ⊗A1(n1, k1)] vec(∆k),

where Aj(kj , kj) = I, j = 1, . . . , d.
The following conditions will be used in our theorems. Suppose that

(2.21) Aj(ij + tj , ij) → Aj(∞, ij), as tj → ∞, for every ij , j ∈ N

and that the convergence is ’fast’ in the following sense:

(2.22) ∥Aj(∞, ij)−Aj(ij + tj , ij)∥ ≤ c
(j)
tj

, ∀ij , j ∈ N,

where
∞∑

tj=1

c
(j)
tj

< ∞ for every j.

For the limit matrices Aj(∞, kj) = lim
tj→∞

Aj(kj + tj , kj), we assume that

there exists a positive number C such that

(2.23) ∥[Ad(∞, kd)⊗ · · · ⊗A1(∞, k1)] vec(∆k)∥ ≥ C∥ vec(∆k)∥,

for every k = (k1, . . . , kd).
For arbitrary S ⊆ {1, . . . , d} and arbitrary n∥∥∥ ∑

kS≤nS

Ad(∞, kd)⊗Ad−1(∞, kd−1)⊗ · · · ⊗A1(∞, k1) · vec(∆k)
∥∥∥(2.24)

≥ C ·
∥∥∥ ∑

kS≤nS

Dkd
⊗Dkd−1

⊗ · · · ⊗Dk1 · vec(∆k)
∥∥∥,
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where the matrix Dkl = Al(∞, kl) if l ∈ S and Dkl = I if l /∈ S.
Theorem 2.17. Assume that the A-martingale field (Xn,Fn), n ∈ Nd,

satisfies (2.3), (2.22), (2.23) and (2.24). If

(2.25) sup
k∈Nd

E∥ vec(Xk)∥
[
log+(∥ vec(Xk)∥)

]d−1
< ∞,

then Xn converges a.s. as nj → ∞ for all j. If, moreover, d ≥ 2 then Xn

converges in L1, as nj → ∞ for all j.
Theorem 2.20. Suppose that for the A-martingale field (Xn,Fn),n ∈ Nd,

condition (2.3), (2.22) and (2.24) hold, and

(2.30) ∥Aj(ij , uj)∥ < K < ∞

if ij > uj , j = 1, . . . , d. If sup
n

E∥ vec(Xn)∥α < ∞, where α > 1, then Xn

converges in Lα, as n → ∞.
Finally, the main result is the following.

Theorem 2.21. Let (ξn,Fn),n ∈ Nd, be a homogeneous autoregressive mart-
ingale field and suppose that (2.3) is satisfied. Assume, for each j = 1, . . . , d,
a
(j)
m > 0, and the greatest common divisor of {k : 1 ≤ k ≤ m, a

(j)
k > 0} is

equal to 1.

a) If sup
n

E|ξn|
[
log+ |ξn|

]d−1
< ∞, then ξn converges a.s, if moreover,

d ≥ 2, then ξn converges in L1, as n → ∞.

b) Let be α > 1. If sup
n

E|ξn|α < ∞, then ξn converges in Lα (and a.s.),
as n → ∞.

In the second part of the dissertation we deal with central limit theorems
for mixing random fields.

Ibragimov and Linnik ([IL71]) proved a central limit theorem for sta-
tionary sequences satisfying certain α-mixing conditions. Bolthausen (see
[Bol82]) and Guyon (see [Guy95]) extended it to α-mixing random fields.
Fazekas (see [Faz03]) and Fazekas and Kukush (see [FK00]) presented so
called infill-increasing versions of Guyon’s result for the bounded and the
uniformly integrable cases, respectively. These papers do not contain the
proofs of the theorems mentioned, just a sketch of the proof is given. In
the second part of our dissertation detailed proofs for the above mentioned
theorems are given. The importance of the detailed proof is the following.
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It turns out that the original proof by Ibragimov and Linnik ([IL71]) and
Guyon ([Guy95]) can be applied if the random field satisfies a certain uni-
form integrability condition. Guyon ([Guy95]) does not assume uniform in-
tegrability but he does not describe the step from the bounded case to the
general case. Therefore we do not know if his result is valid in the general
case. We mention that Ibragimov and Linnik ([IL71]) assumed stationarity
so their proof is complete.

The scheme of observations is the following. Let T1, T2, . . . , and T∞
be domains in Rd. Suppose that T1 ⊂ T2 ⊂ T3 ⊂ . . . ,

∪∞
i=1 Ti = T∞.

Assume that Ti is compact for each i, T∞ is of infinite Lebesgue measure. Let
{ε(x), x ∈ T∞} be a random field. The n-th set of observations consists of
values of the random field ε(x) taken at points xk ∈ Tn, where k ∈ Dn ⊂ Zd.
The choice of points xk is the following. Divide Rd into hyperrectangles

∆n(k) =
d∏

j=1

( kj
Njn

,
kj + 1

Njn

]
,

where k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd is a d-dimensional integer lattice point and
{Njn} is an increasing and unbounded sequence of positive integers for
each j = 1, . . . , d. Now, select the n-th data sites xk, k ∈ Dn, by choosing
an arbitrary point xk from each ∆n(k) ∩ Tn which is non-empty. Actually,
each xk = x

(n)
k depends on n but to avoid complicated notation we often

omit superscript (n). We suppose that limn→∞ |Dn| = ∞.
As the locations of the observations become more and more dense in an

increasing sequence of domains, we call our setup infill-increasing.
We need the notion of α-mixing (see e.g. Doukhan [Dou94], Guyon

[Guy95]). Let A and B be two σ-algebras in F . The α-mixing coefficient of
A and B is

α(A,B) = sup{|P(A)P(B)− P(AB)| : A ∈ A, B ∈ B}.

The α-mixing coefficient of {ε(x) : x ∈ T∞} is

α(r, u, v) = sup{α(FI1 ,FI2) : ϱ(I1, I2) ≥ r, |I1| ≤ u, |I2| ≤ v},

where I1 and I2 are finite subsets in T∞, FIi = σ{ε(x) : x ∈ Ii}, i = 1, 2.
We list the conditions that will be used in our theorems.

(3.2)
∫ ∞

0
sd−1α

τ
2+τ (s, 1, 1)ds < ∞, for some 0 < τ < 1.
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(3.3)
∫ ∞

0
sd−1α(s, i, j)ds < ∞, for i+ j ≤ 4.

(3.4) α(s, 1,∞) = o(s−d), as s → ∞.

(3.5) Λn = O(λn), as n → ∞,

where

(3.6) Λn = max
1≤j≤d

Njn, λn = min
1≤j≤d

Njn.

Actually (3.4) means that limn→∞ α(sn, 1, kn)s
d
n = 0 if sn → ∞ and

kn → ∞.
In the following theorems we concentrate on the case when ξt and ξs are

dependent if t and s are close to each other.
Theorem 3.5. Let ε(x) be a random field and let Yn(k) be a Borel me-

asurable function of ε(x(n)
k ),k ∈ Dn. Suppose that EYn(k) = 0 and |Yn(k)|,

k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . are uniformly bounded. Let Sn =
∑

k∈Dn
Yn(k),

n = 1, 2, . . . , σ2
n = var(Sn). Suppose that the conditions (3.3), (3.4) and

(3.5) are satisfied. Assume that

(3.15) lim inf
n→∞

σ2
n

Λd
n|Dn|

> 0,

hold. Then σ−1
n Sn ⇒ N (0, 1), as n → ∞.

Theorem 3.6. Let ε(x) be a random field and let Yn(k) be a Borel-
measurable function of ε(x

(n)
k ),k ∈ Dn. Suppose that EYn(k) = 0 for k ∈

Dn, n = 1, 2, . . . . Let Sn =
∑

k∈Dn
Yn(k), n = 1, 2, . . . , σ2

n = var(Sn).
Suppose that there exists a τ > 0 such that (3.2) is satisfied and

{|Yn(k)|2+τ : k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . } are uniformly integrable.

Then
lim sup
n→∞

1

Λd
n|Dn|

∑
k,l∈Dn

| cov(Yn(k), Yn(l))| < ∞.

If additionally, conditions (3.3), (3.4), (3.5), and (3.15) are satisfied, then
σ−1
n Sn ⇒ N (0, 1), as n → ∞.
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Now we turn to p-dimensional extensions of Theorem 3.5. and Theor-
em 3.6. Our Theorem 3.10. is the same as Theorem 3.1. of Fazekas
([Faz03]).

Theorem 3.10. Let ε(x) be a random field and let the p-dimensional
random vector Yn(k) be a Borel measurable function of ε(x

(n)
k ),k ∈ Dn.

Suppose that EYn(k) = 0 and ∥Yn(k)∥, k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . are uniformly
bounded. Let Sn =

∑
k∈Dn

Yn(k), n = 1, 2, . . . , Σn = var(Sn). Suppose that
conditions (3.3), (3.4) and (3.5) are satisfied. Assume that the limit

lim
n→∞

(Λ−d
n |Dn|−1Σn) = Σ

exists. Then (Λd
n|Dn|)−

1
2Sn ⇒ N (0,Σ), as n → ∞.

Our Theorem 3.11. is the same as Remark 4.3. in Fazekas and Kukush
([FK00]).

Theorem 3.11. Let ε(x) be a random field. For each n = 1, 2, . . . , and
for each k ∈ Dn let Yn(k) be a centered p-dimensional random vector that
is ε(x

(n)
k )-measurable. Let Sn =

∑
k∈Dn

Yn(k), n = 1, 2, . . . , Σn = var(Sn).
Assume that conditions (3.3), (3.4), and (3.5) are satisfied. Moreover, as-
sume that there exists a τ > 0 such that (3.2) is satisfied, and

{∥Yn(k)∥2+τ : k ∈ Dn, n = 1, 2, . . . } are uniformly integrable.

Assume that
lim inf
n→∞

λmin

(
Λ−d
n |Dn|−1Σn

)
> 0.

Then Σ
− 1

2
n Sn ⇒ N (0, Ip), as n → ∞.

In the third part of the dissertation we deal with asymptotic normality
of kernel type regression estimators for random fields.

Kernel type regression estimators have been widely studied in the lite-
rature. The original results by Nadaraya ([Nad64]) and Watson ([Wat64])
have been extended in several papers, and they are summarized for example
in [Rao83], [DG85], and [Bos98]. One important issue for kernel type regr-
ession estimators is their asymptotic normality, which has been studied in
several papers, like in [Sch72] and [Cai01].

We consider (Xt, Yt), t ∈ T∞, to be a strictly stationary random field.
(Here T∞ is a domain in Rd, Xt and Yt are real-valued.) We want to estima-
te the regression function r(x) = E (Φ (Yt) |Xt = x) , where Φ is a known
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bounded measurable function. The data set is (Xt, Yt), t ∈ Dn. We consider
the well-known kernel type regression estimator

rn(x) =

∑
t∈Dn

Φ(Yt)K
(
x−Xt

h

)∑
t∈Dn

K
(
x−Xt

h

) ,

where K is a kernel function (see [Nad64], [Wat64]). However, our samp-
ling scheme is unusual. The locations of observations become dense in an
increasing sequence of domains. It is called the infill-increasing setting, see,
for example, [LKC99] and [Faz03]. We suppose that the observed random
field is weakly dependent, more precisely, the random field satisfies a certain
α-mixing condition. The main result is that rn(x) is asymptotically normal
with an unusual covariance structure. That is, the asymptotic covariance
matrix of (rn(x1), . . . , rn(xm)) is the sum of a diagonal matrix and a matrix
containing integrals of the conditional covariances, see Theorem 4.1.

Concerning the motivation of our studies we have to refer to the sampling
schemes. Continuous time processes can be observed at deterministic or
random time. Most of the existing results concern the non infill case (see
[Mas83], [BC93]). In [Bos98] the importance of the sampling schemes is
expressed, however no explicit result is mentioned for regression. In [Bos98],
p. 140 only the following hint is given: "regression and density estimators
behave alike when sampled data are available". Actually, for kernel type
density estimators there are several results for infill-increasing type sampling
schemes. We refer to [Bos98], pp. 118-127 and [BP03].

|D| denotes the cardinality of the finite set D and at the same time |T |
denotes the volume of the domain T.

The scheme of observations is the following. For simplicity we restrict
ourselves to rectangles as domains for the observations. Let Λ > 0 be fixed.
By
(Z
Λ

)d we denote the Λ-lattice points in Rd, i.e. lattice points with distance
1
Λ : (

Z
Λ

)d

=

{(
k1
Λ
, . . . ,

kd
Λ

)
: (k1, . . . , kd) ∈ Zd

}
.

T will be a bounded, closed rectangle in Rd with edges parallel to the
axes, and D will denote the Λ-lattice points belonging to T , i.e. D = T ∩
(Z/Λ)d. For describing the limit distribution we consider a sequence of the
previous objects. I.e. let T1, T2, . . . be bounded, closed rectangles in Rd,
suppose that T1 ⊂ T2 ⊂ T3 ⊂ . . . ,

∪∞
i=1 Ti = T∞.
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We assume that the length of each edge of Tn is an integer and converges
to ∞, as n → ∞ (e.g. T∞ = Rd or T∞ = [0,∞)d). Let {Λn} be an increasing
sequence of positive integers (the non-integer case is essentially the same)
and let Dn be the Λn-lattice points belonging to Tn.

Let {ξt = (Xt, Yt), t ∈ T∞} be a strictly stationary two-dimensional
random field. The n-th set of observations involves the values of the random
field (Xt, Yt) taken at each point k ∈ Dn. We shall construct the estimator
from the data (Xk, Yk),k ∈ Dn. Actually, each k = k(n) depends on n,
but to avoid complicated notation we omit the superscript (n). By our
assumptions, limn→∞ |Dn| = ∞.

As the locations of the observations become more and more dense in an
increasing sequence of domains, we call our setup infill-increasing.

We list the conditions that will be used in our theorems.
Let

(4.1)
∫ ∞

0
s2d−1α

a−1
a (s)ds < ∞, for some 1 < a < ∞.

A function K : R → [0,∞) will be called a kernel if K is a bounded,
continuous, symmetric density function (with respect to the Lebesgue me-
asure),

(4.2) lim
|u|→∞

|u|K(u) = 0,

∫ ∞

−∞
u2K(u)du < ∞.

Let g(x) be the (unknown) marginal density function of Xt. We assume
that g(x) is positive. Let K be a kernel and let hn > 0, then the kernel-type
(or Parzen-Rosenblatt-type) estimator of g is

gn(x) =
1

|Dn|
1

hn

∑
i∈Dn

K

(
x−Xi

hn

)
, x ∈ R.

Let
a(x) = E

(
Φ2(Yt)|Xt = x

)
.

Denote by Rd
0 the set Rd \{0}. Let gu(x, y) be the joint density function

of X0 and Xu, if u ∈ Rd
0 and x, y ∈ R. Let

au(x, y) = E
{
[Φ(Y0)− r(X0)] [Φ(Yu)− r(Xu)]

∣∣X0 = x,Xu = y
}
.
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We shall assume that for each fixed u the functions
(4.3)
au(., .), gu(., .), a(.), r(.), g(.), r

′(.), g′(.), r′′(.), g′′(.) are bounded and continuous.

Furthermore we shall suppose that

(4.4) lim
n→∞

1

Λd
nhn

= L < ∞, lim
n→∞

Λn = ∞ and lim
n→∞

hn = 0

and

(4.5) lim
n→∞

|Tn|h4n = 0.

We concentrate on the case when ξt and ξs are dependent if t and s are
close to each other.

First recall the asymptotic normality of the density estimator gn.
Let lu(x, y) = gu(x, y) − g(x)g(y),u ∈ Rd

0 and x, y ∈ R. Let lu denote
lu(x, y) as a function l : Rd

0 → C(R2), i.e. a function with values in C(R2)
the space of continuous real-valued functions over R2. Let

∥lu∥ = sup
(x,y)∈R2

|lu(x, y)|

be the norm of lu.
Let x1, . . . , xm be given distinct real numbers.

Let Σl =

(∫
Rd
0

lu(xi, xj)du

)
1≤i,j≤m

and let D
′ be a diagonal matrix with

diagonal elements Lg(xi)
∫∞
−∞K2(u)du, i = 1, . . . ,m. Let Σ

′
= Σl +D

′
.

Theorem A. (Theorem 1. in [FC06].) Assume that lu is Riemann integ-
rable (as a function l : Rd

0 → C(R2)) on each bounded closed d-dimensional
rectangle R ⊂ Rd

0, moreover ∥lu∥ is directly Riemann integrable (as a functi-
on ∥l∥ : Rd

0 → R). Let x1, . . . , xm be given distinct real numbers and assume
that Σ

′ is positive definite. Suppose that there exists 1 < a < ∞ such that
(4.1) is satisfied and

(4.7) (hn)
−1 ≤ c|Tn|

a2

(3a−1)(2a−1) for each n.

If (4.4) and (4.5) are satisfied then√
|Dn|
Λd
n

{(gn(xi)− g(xi)), i = 1, . . . ,m} ⇒ N (0,Σ
′
) as n → ∞.
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Now we can state our main result. Let v(x) = a(x)− r2(x).

For a fixed positive integer m and fixed distinct real numbers x1, . . . , xm
we introduce the notation

(4.9) σ(xt, xs) =

∫
Rd
0

au(xt, xs)gu(xt, xs)du, t, s = 1, . . . ,m,

(4.10) Σ(m) =

(
σ(xt, xs)

g(xt)g(xs)

)
1≤t,s≤m

.

We assume that

(4.11) lim
|z|→∞

z3|K(z)| = 0.

Theorem 4.1. Let (Xt, Yt) , t ∈ T∞, be a strictly stationary two-dimensi-
onal random field and let r(x) = E (Φ (Yt) |Xt = x) be the regression func-
tion, where Φ is a bounded measurable function. Let K be a kernel. Assu-
me that the conditions of Theorem A. on the function lu are satisfied, and
that Σ′ is positive definite. Furthermore, assume that the marginal density
function of Xt is positive, and that augu is Riemann integrable (as a func-
tion a · g : Rd

0 → C(R2)) on each bounded closed d-dimensional rectangle
R ⊂ Rd

0. Moreover, ∥augu∥ is directly Riemann integrable (as a function
∥a ·g∥ : Rd

0 → R). Suppose there exists 1 < a < ∞ such that (4.1) and (4.7)
are satisfied. Assume that the matrix Σ(m) + D is positive definite where
D is a diagonal matrix with diagonal elements Lv(xi)

∫∞
−∞K2(t)dt/g(xi),

i = 1, . . . ,m. If the conditions (4.3), (4.4), (4.5) and (4.11) hold then√
|Dn|
Λd
n

{(rn(xi)− r(xi)) , i = 1, . . . ,m} ⇒ N (0,Σ) , as n → ∞,

where
Σ = Σ(m) +D.

Remark 4.2. We see that the asymptotic covariance matrix Σ in The-
orem 4.1. is a combination of the asymptotic covariance matrices in the
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discrete and the continuous cases. In [Sch72] it is shown that (for indepen-
dent identically distributed observations) rn(x1), . . . , rn(xm) is asymptoti-
cally normal with diagonal covariance matrix. In particular,

√
nhn(rn(xi)−

r(xi)) ⇒ N (0, ci), where ci = v(xi)
∫∞
−∞K2(t)dt/g(xi). Therefore, in The-

orem 4.1. the diagonal part D corresponds to the limiting covariance matrix
in the discrete case.

In the last section we present simple examples that give numerical evi-
dence for the phenomena described in Theorem 4.1. The results show that
the diagonal matrix D of Theorem 4.1. explains well the dependence of the
limit covariance matrix on the bandwidth.
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