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1. Bevezetés

Dolgozatomban a geometriai transzformaciok igen kiterjedt teriiletét érin-
tettem tOobb témaban. A bevezetésben ravilagitottam arra, hogy a szimmet-
ria a kornyezetiink meghatarozoé jelensége, a természetben talalkozunk vele,
az épitészetben, miivészetben alkalmazzuk. Evszazadok 6ta a tudomanyos
kutatas targya, az erlangeni program pedig a geometridk vizsgalatanak alap-
vetd szempontjava tette annak vizsgilatat, hogy bizonyos geometriai transz-
formaciok alkalmazasa soran mely tulajdonsagok maradnak valtozatlanok.
Ezek a vizsgélatok a csoportelmélet és tobb matematikai témakor fejlgdésé-
hez is hozzajarultak.

2. A geometriai transzforméaciok attekintése

A 2. fejezetben attekintést adtam az euklideszi sik és tér egybevagosagi és
hasonlésagi transzforméaciéirdl a transzformaciok tagabb korét is megemlitve.
Ismertettem azokat az alapvet6 fogalmakat és tételeket, amelyek a transzfor-
méciok értelmezése és rendszerezése szempontjabol fontosak. A transzforméa-
cidkat a fixpontok szdma, illetve az irdnyitastartis szempotjabol csoportosi-
tottam. A transzforméciok egymésutani alkalmazésaval a transzformacidk
szorzatat értelmezziik. A 2.4. tétel a sikbeli egybevagbsagi transzformaciok
tiikkrozések szorzataként torténd elGallitasardl szol, térben az analég allitast
2.16. tétel siktiikrozések hasznalataval adja meg. A hasonlosigi transz-
formaciokkal foglalkozva kiemeltem, hogy az euklideszi geometria a hossz-
egység onkényes megvalasztasaval olyan tulajdonsigokat vizsgal, amelyek
hasonlésagi transzformaciok alkalmazasa soran valtozatlanok maradnak. A
2.5 részben kitekintést adtam az affin és a projektiv transzformacidkra.
Roviden utaltam az &brazoldé geometriai vonatkozasokra, a szamitégépes
grafikiban val6 alkalmazésra, megemlitettem az n-dimenzios értelmezés lehe-
tGségét. Ebben a fejezetben az elemi geometriai megkdzelités mellett cso-
portelméleti és lineéris algebrai vonatkozéasokrol is szoltam. A fejezet alap-
vet6 célja az, hogy a késSbbiekben targyalt témék elméleti hatterét biz-
tositsa.



3. A geometriai transzformaciok tanitasanak
lépései az iskolai oktatasban

A 3. fejezetben azt elemeztem, hogy a geometriai transzforméaciokkal
milyen modon foglalkozunk az oktatasban. Ennek alapja a tobb évtizede
végzett tanitisi tapasztalatom. Gondolataimat ezzel kapcsolatban a Ratz
Laszlé Vandorgytlésen és a Varga Tamas Napokon tartott el6adasokon is
kifejtettem.

Nyolcosztalyos gimnaziumban tanitok. Ez adott arra lehetGséget, hogy
mind a fels6 tagozaton, mind a kozépiskolaban tanitott témakoroket atte-
kintsem, moédszertani tapasztalataimrol beszamoljak. A Ratz Laszlo Van-
dorgytilésen tartott el6addsom bemutatdja honlapomon (www.szolda.hu/he)
elérhetd.

4. A geometriai transzformaciék alkalmazasa
egy versenyfeladatban

Hosszu évek 6ta veszek részt az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
specialis matematika bizottsaganak munkijaban. Az alabbi feladatot a 2006-
2007-es tanévben tizte ki a versenybizottsig az én javaslatomra:

Az ABC' hdromszdget betiizzik pozitiv koriljdrds szerint. A hdromszdg
szogei az A, B, illetve C csicsndl rendre o, B, v. A B cstcsot az A pont
koril negativ irdnyban elforgatjuk o széggel, majd az igy kapott By pontot
a B pont koril negativ irdnyban elforgatjuk B szdggel, és végil az igy nyert
By pontot a C' pont koril negativ irdnyban v szdggel elforgatva a Bs pontba
jutunk. Szerkessziik meg a hdromszdget, ha adottak a B, Bz pontok és az
ABC' hdromszdg beirt kérének O kézéppontja.

A 4. fejezetben ezzel a feladattal Gsszefiiggésben bemutatom, hogy az
el6z6 fejezetben targyalt ismeretek alapjan milyen szinten tudjak alkalmazni
a tanuldk a geometriai transzformaciokat feladatmegoldasban.



5. A tiikrozésgeometria alaptételének
alkalmazasarol

A fenti gondolatok vezettek el egy axiomatikai problémahoz, amelynek
megoldasat az 5. fejezetben adom meg. A tiikrézésgeometria fogalmainak
bemutatasa utan megfogalmaztam az 5.5. tétel térbeli megfelelGjét:

5.9. Tétel Legyen a és b a tér két kilonbozé egyenese, X pedig a tér egy
az a és b egyenesek nem mindegyikére illeszkedd tetszdleges pontja. Ekkor
létezik olyan g egyenes, amely illeszkedik az X pontra és agb helyettesithetd
egy h egyenes-tikrézéssel.

A bizonyitast nem csak az euklideszi geometria keretei kozott targyalom.
Azt is megmutatom, hogy ez az elGillitds nem mindig egyértelmd. Az
5.10. tételben adom meg az egyértelmi elgallitas feltételét:

5.10. Tétel Az euklideszi térben az 5.9 tétel konstrukcidja akkor egyértelmi,
ha a és b metszd vagy kitérd egyenesek és X nem illeszkedik a kéz6s merdlege-
stikre.

Hiperbolikus térben egyértelmi az elddllitds, ha van az a és b egyene-
seknek kozds merdlegese, amelyre az X pont nem illeszkedik, vagy a és b
egyeneseknek nincs kézés merdlegese. Ez utdbbi eset a klasszikus Bolyai-
Lobachevszkij féle hiperbolikus térben pontosan akkor dll elé, ha a és b hiper-
bolikus értelemben pdrhuzamosak, azaz eqy sikban fekszenek, de sem kozis
pontjuk, sem kdzés merdlegesiik nincs.

Ennek a fejezetnek az anyaga a [30] cikkben jelent meg, amely a fent
emlitett két tételt, mint 4j 6nall6 eredményt tartalmazza.

6. Kristalycsoportok

Még tudomanyos didkkori és szakdolgozatomhoz kapcsolédva ismerked-
tem meg a tObbdimenzids kristalytan egy témakorével, amely a mai ku-
tatasokhoz is elvezet. S.S. Ryshkov [51] cikkében a kovetkezd kvadratikus
alakok egészegyiitthatés automorfizmuscsoportjait, mint maximalis csopor-
tokat adta meg.



q(x) = datz! + 42%2? + 4% + datat + 20t 2? — 4ot a® -

. T
—dxtat — 4222® — 42?2t + 22321 . @
q(x) = 4datzt + 42%2? + 42%2® + datst — 200 2? — 201 2% — Py)
— 222t — 22%2% — 22%2 — 2232 | !
q(x) = z'at + 222? + P2 + 2tat —la® — 22 Pt (S))
Ez ekvivalens [11]-ben az alabbi kvadratikus alakkal:
q(x) = z'z" +2%°2° + 2°2° + 22" + 2" + o' 2P+ (50
+zlat + 2%2® + %2t + 232t . !
Tovabba:
g(x) = o't + 2222 + %58 + 2tet — 'a? — BPat (B)
q(x) = 2'at + 2%2? 4+ 2223 4 22t (Cy)

q(x) = otat + 2%2% + 232 + 2ttt + 2la® — olad—
14 _ 2,8 2.4 (Q4)

—ztzt — 22’ — 2’z
Ez szintén ekvivalens [11]-ben az alabbi kvadratikus alakkal :

q(x) = z'z' + 2%2% + 2°2° + 2'2* + 2'2® + 2 2t + Q)
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+ 2%2® — P2t .

Maxwell [35] dolgozataban felveti a kérdést, hogy a T kvadratikus alakhoz

tartozo csoport tiikrézéscsoport-e? Dolgozatomban megmutattam, hogy nem

az. Megadtam a T-vel jelolt pontcsoport maximalis tiikrézésrészcsoportjat,

amelyet a [8]-ben hasznalt jel6lés szerint As x A, direktszorzattal jeloliink.
Ennek a csoportnak a Coxeter grafja a 18. dbran lathaté:



18. abra

Meghataroztam az As x Aj csoport fundamentélis tartomanyét. Ennek
ismeretében talaltam olyan transzforméciokat, amelyek nem allithatoak eld
tiikrozésekkel. Végiil eljutottam a 144 elemd teljes pontcsoport megadasihoz.
Ezutan meghataroztam a A-val jelolt racs teljes szimmetriacsoportjahoz tar-
toz6 maximalis tlikrézésrészcsoportot, amely a [8] jeloléseinek megfelelGen

Ay x Aas. A csoport Coxeter grafja a 20. dbran lathato. A megfelels funda-
mentalis tartoméanyt is meghataroztam, ennek kétdimenzidés axonometrikus
képét a 21. abra mutatja.

20. abra
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21. abra

Ezeket a kérdéseket a tobbi esetben is eldontdttem.Végiil megadtam a
vizsgalt csoportok helyét a [11] monografia tablazatai szerint. Az ered-
mények Osszefoglalasat az 1. és 2. tablazat tartalmazza. Ez a fejezet a
[31] cikkben keriilt publikalasra.

1. tablazat. Eredmények az egyes esetekre I.(1d.[8],[11])

A csoport T Py S4
A pontcsoport

maximélis tlikrozés- Ay X Ay Ay Ay
csoportja

Tikrozéscsoport-e ez NEM NEM NEM
a csoport?

A [11] monogra-
fisban a csoport | XXI1.29/09/01 | XXII1.31/07/01 | XXII.31/07/02
jelolése

A teljes szimmetria N N
csoport tiikrozésrész- Ay x As Ay Ay
csoportja




2. tablazat. Eredmények az egyes esetekre II.(1d.[8],[11])

csoportja

A csoport B Cy Q4
A pontcsoport

maximalis tiikrozés- G2 x G» Cy F,
csoportja

Tiikrézéscsoport-e ez NEM IGEN IGEN
a csoport?

A [11] monogra-

fisAban a csoport | XXI.30/13/01 | XXII1.32/21/01 | XXIII.33/16/01
jelolése

A teljes szimmetria N N o o
csoport tiikrozésrész- Gy x G Cy F,
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1. Introduction

The thesis discusses an extensive domain of geometric transformations in
several topics. In the introduction I established that symmetry is a funda-
mental phenomenon of our environment, we see it in nature and apply it in
architecture and in arts. Symmetry has been the subject of scientific investi-
gation for centuries. The Erlanger Program (of Felix Klein), i.e.the problem:
which geometric properties remain invariant under certain transformations,
became to a fundamental aspect of the research of geometries. These in-
vestigations have also contributed to the development of group theory and
several other mathematical topics.

2. Outline of geometric transformations

In Chapter 2 I gave a survey of isometries and similarities in Euclidean
plane and space, mentioning a wider range of transformations as well. I pre-
sented the basic concepts and theorems which are important from the point
of view of interpretation and systematization of transformations. Transfor-
mations were classified according to the number of fixed points and whether
they preserve the orientiation of plane and space, respectively, or not. We
define the product of transformations as successive application of transfor-
mations. Theorem 2.4. deals with the representation of plane isometries as
product of reflections, whereas, Theorem 2.16. provides the analogous state-
ment in space applying plane-reflections. As regards similarity, I emphasized
that, due to the arbitrary choice of the longitudinal unit, Euclidean geom-
etry investigates properties that remain invariant while applying similarity.
In Section 2.5 an outlook was given on affine and projective transformations.
I briefly referred to connections with descriptive geometry, to application in
computer graphics and mentioned the possibility of n-dimensional interpre-
tation. I also touched upon group theoretical and linear algebraical con-
nections in addition to elementary geometrical approach. The aim of this
chapter was to provide the theoretical background for the topics discussed
later on.



3. Steps of teaching geometric transformations
in school education

In Chapter 3 I analysed the methods used for teaching geometric trans-
formations at school based on my several decennial educational experience.
I expressed my thoughts in this topic at the Laszlé Ratz Itinerary Congress
and at the Taméas Varga Days as well.

T have been teaching at an eight-form secondary school for children of age
between 10 and 18. This provided me the opportunity to sum up and report
on my experience on methodology regarding the material taught both at se-
nior section of elementary school and at secondary school. The presentation
of the lecture, I gave at the Lasz16 Ratz Itinerary Congress, is available on
my website (www.szolda.hu/he).

4. The application of geometric transformations
in a competition exercise

I have been a member of the special mathematical classes’ committee of
the National Secondary School Competition for ages. The following exercise
was set in the school year 2006/2007 at my initiative:

Let the triangle ABC be named in positive sense. The angles of the
triangle at vertices A, B and C are a, 5 and v, respectively. We rotate
vertex B about point A in negative direction through angle o, then we rotate
the resulting point By about point B in negative direction through angle (3,
finally rotating the obtained point B about point C in negative direction
through angle v we get point Bs. Let us construct the triangle, if points B,
B3 and the centre O of the incircle of triangle ABC are given!

In Chapter 4 in connection with this exercise, I illustrate on what level
students can apply geometric transformations in solving exercises based on
knowledge discussed in the previous chapter.



5. On the application of fundamental theorem
of reflection geometry

The above thoughts led to an axiomatical problem, the solution of which
I provided in Chapter 5. Following the presentation of the basic concepts of
reflection geometry I state the spatial equivalent of Theorem 5.5.:

Theorem 5.9. Let a and b be two distinct lines in the space and let X
be an arbitrary point in the space not incident with both lines. Then there
ezists a line g, such that X is incident with g and agb can be replaced with
a line-reflection h.

The proof was given not only within the scope of Euclidean geometry.
I also show that the contruction is not always unique. In Theorem 5.10. I
gave the condition of the uniqueness:

Theorem 5.10. In Euclidean space the construction in Theorem 5.9 is
unique precisely if a and b are intersecting or skew lines and X is not on
their common perpendicular.

In hyperbolic space the construction is unique either if a and b have a
common perpendicular line and X is not incident with it, or if a and b do
not have a common perpendicular line. This latter case occurs in the classical
Bolyai-Lobachevskian hyperbolic space iff a and b are parallel in hyperbolic
sense, i.e. they lie in a plane without common point and without common
perpendicular line.

The subject of this Chapter was published in [30], which contains the
two theorems mentioned above as new results.

6. Crystallographic groups

I got acquainted with a topic of multidimentional crystallography at my
university studies which lead to today’s researches as well. In his paper
[51] S.S. Ryshkov gave the group of integral automorphisms of the following
quadratic forms as maximal groups:

10



q(x) = dala! + 42?2 + 42®2® + 4ot + 20t a? — datat—

—dgtat — 42%2° — 422 + 22520 .

q(x) = data! + 422 + 42°2® + 4ot — 20ta? — 220t —

— 22zt — 2222 — 2272 — 2232

q(x) = 2tz + 2%2% + 2323 + 2tat — 2'la? — 222 — 232t .

This latter is equivalent with the quadratic form in [11]:
q(x) = z'z' + 2%2% + 2323 + 22t +2'2? + 2teP 4
+ 'zt + 2?2 + 222 + 232t .
Futhermore, we have the following forms:

q(x) = gtz + 2%2? + 232° + o'zt — 2la® — 222t

q(x) = z'at + 2%2? 4+ 2223 + 2t

q(x) = 2'2' + 222 + 232 + 2'2t + 2'2? — 2l -
—zlat — 222 — 2%t .
This is again equivalent with the quadratic form in [11] :

q(x) = z'a' + 2%2% + 2323 + 22t + 22 4 2t

+ 2223 — 3zt .

(T)

(Q4)

G. Maxwell [35] raised the question whether the group of T' above was
a reflection group. In my thesis I answer this question in the negative. I
determined the maximal reflection subgroup of the point group of 7', which
is denoted as a direct product Ay x As according to the notation in [8].

The Coxeter graph of this group is shown in Figure 18:

11



Figure 18.

I determined the fundamental domain of As x As. With this knowledge I
found transformations that cannot be represented as product of reflections.
Eventually I was able to define the whole point group consisting of 144
elements. In the next step I determined the maximal reflection subgroup in

the whole symmetry group of the lattice A, which is A3 x A, according
to the notation [8]. The Coxeter graph of this group is shown in Figure 20.
I also determined the appropriate fundamental domain; its 2-dimensional
axonometric projection is indicated in Figure 21.

Figure 20.

12
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Figure 21.

I answered these questions in the other cases as well. Finally I gave
the location of the considered groups in the tables of monograph [11]. Ta-
ble 3 and Table 4 contain a summary of the results. This chapter has been
published in [31].

Table 3: Results for the different cases I.(1d.[8],[11])

The group T P, Sy
The maximal reflec-

tion group of point Ay x Ag Ay Ay
group

Is the group a pure
reflection group?

The location in the
tables of monograph | XXI1.29/09/01 | XXII.31/07/01 | XXII.31/07/02

NO NO NO

[11]
The reflection sub- N N N N
group in the whole Ay x Ay Ay Ay

Symmetry group

13



Table 4: Results for the different cases II.(1d.[8],[11])

symmetry group

The group B Cy Q4
The maximal reflec-

tion group of point G2 x G» Cy Fy
group

Is the group a pure NO IGEN IGEN
reflection group?

The location in the

tables of monograph | XXI1.30/13/01 | XXII1.32/21/01 | XXIII.33/16/01
[11]

The reflection sub- N N N N
group in the whole Gy x Ga Cy F,
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