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1. Bevezetés

A leszámláló kombinatorikában alapvet®ek a Stirling- és a Bell-
számok.

Az
[
n
k

]
els®fajú Stirling-szám azon Sn-beli permutációk számát adja

meg, amelyek k darab diszjunkt ciklus szorzatára bomlanak, míg
az
{
n
k

}
másodfajú Stirling-szám az {1, . . . , n} halmaz k elem¶ osz-

tályozásait számolja össze (0 ≤ k ≤ n). Ha az el®z® halmaz összes
osztályozásainak számára vagyunk kíváncsiak, akkor a Bn Bell-szám
fogalmához jutunk (n ≥ 0), amelyekhez kapcsolódóan bevezethet®k

a Bn (x) =
n∑

k=0

{
n
k

}
xk Bell-polinomok is.

A Lah-számok közeli rokonai a Stirling-számoknak. Az
⌊
n
k

⌋
Lah-

szám az {1, . . . , n} halmaz elemeinek k darab rendezett osztályba
történ® osztályozásainak számát adja meg (0 ≤ k ≤ n), tetsz®leges
számú rendezett osztály esetén pedig az Ln összegzett Lah-számok
fogalmához jutunk (n ≥ 0). A fentiekhez hasonlóan értelmezhet®k

az Ln (x) =
n∑

k=0

⌊
n
k

⌋
xk Lah-polinomok is.

A Stirling- és Bell-típusú számoknak, valamint a Bell-típusú polino-
moknak számos általánosítása létezik. Ezek közül az egyik leginkább
ismert és vizsgált az úgynevezett r-általánosítás. Az r-általánosított
kombinatorikus számok esetében mindig van r kitüntetett elem,
amelyekt®l a ciklusokba, osztályokba és rendezett osztályokba so-
rolás során elvárjuk, hogy különböz® ciklusokba, osztályokba, vala-
mint rendezett osztályokba kerüljenek.

A Stirling-számok másik általánosítása az m-edrend¶ véges csopor-
tokhoz konstruált Dowling-hálóhoz kapcsolódóan értelmezett els®-
és másodfajú Whitney-számok. Ezek speciálisan, a triviális csoport
esetén, a Stirling-számokat adják vissza. Az r-Stirling- és a Whitney-
számok közös általánosításaként adódnak az els®- és másodfajú
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r-Whitney-számok, amelyek segítségével de�niálták az r-Whitney�
Lah-számokat is. A Bell-számok és Bell-polinomok általánosítása-
ként a másodfajú r-Whitney-számokhoz kapcsolódóan értelmezhe-
t®ek az r-Dowling-számok, valamint az r-Dowling-polinomok is.

Végül ismertetjük a Bell-számok egy további általánosítását. Ameny-
nyiben az osztályozás során az osztályok elemszámára egy s alsó kor-
látot adunk, az s-asszociált Bell-számok fogalmához jutunk. Ezek
r-általánosított változatát eddig kizárólag a 2-asszociált esetben ér-
telmezték. Megemlítjük még, hogy amennyiben a probléma permu-
tációs megfelel®jét vizsgáljuk, és azt írjuk el®, hogy minden ciklus
legalább 2 hosszúságú legyen, azaz a �xpontmentes permutációk
számát akarjuk meghatározni, akkor a szubfaktoriálisok fogalmához
jutunk.

Az értekezésben az eddigiek során ismertetett kombinatorikus szá-
mok általánosításainak vizsgálatával foglalkozunk. A dolgozat alap-
jául a [20], [22], [21], [19] és [23] cikkek szolgálnak.

A 2. fejezetben a másodfajú r-Stirling-számok új kombinatorikus in-
terpretációjaként megmutatjuk, hogy a segítségükkel miként adható
meg a Ramsey-elméletben alapvet® jelent®séggel bíró kombinatori-
kus alterek száma.

A 3. fejezet az r-Whitney- és r-Whitney�Lah-számokkal foglalko-
zik. A fejezet egyik legfontosabb eredményeként ismertetjük ezen
számok új kombinatorikus interpretációit, amelyek speciális esetben
illeszkednek a Stirling- és a Lah-számok kombinatorikus értelmezé-
séhez. Ezt követ®en ezeket de�nícióként használva az r-Whitney- és
r-Whitney�Lah-számokra számos új összefüggést igazolunk a lehet®
legáltalánosabb formában, továbbá új bizonyításokat adunk néhány
korábban már ismert tulajdonságukra is.

A 4. fejezetben az r-Dowling-polinomok, valamint az általunk de-
�niált r-Dowling�Lah-polinomok átfogó vizsgálatát adjuk. A két-
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féle polinom tulajdonságait párhuzamosan tárgyaljuk. A bizonyí-
tások során az r-Dowling-polinomok esetében többször tudjuk al-
kalmazni a kombinatorikus interpretációjukat, míg az r-Dowling�
Lah-polinomoknál alapvet®en más, különféle algebrai átalakításokat
használó eszközök m¶ködnek, amelyek els®sorban az el®z® fejezet
eredményein alapulnak.

A disszertáció 5. és egyben zárófejezete s-asszociált r-Dowling-típusú
számokkal foglalkozik. El®ször az úgynevezett r-kompozíciós formu-
lát igazoljuk, amely segítségével egyszer¶en meghatározhatjuk az
r-Bell-típusú számok és az általánosításaik sorozatainak exponen-
ciális generátorfüggvényét. Ezt követ®en bevezetjük és az exponen-
ciális generátorfüggvényeikb®l kiindulva vizsgáljuk az s-asszociált
r-Dowling-számokat, az s-asszociált r-Dowling-faktoriálisokat, vala-
mint az s-asszociált r-Dowling�Lah-számokat.

2. r-Stirling- és r-Bell-típusú számok

Az
[
n
k

]
r
els®fajú és

{
n
k

}
r
másodfajú r-Stirling-számokat L. Car-

litz [8], A. Z. Broder [6] és R. Merris [38], míg az
⌊
n
k

⌋
r
r-Lah-

számokat Nyul G. és Rácz G. [47] de�niálta. A másodfajú r-Stirling-
számok összegeként adódó Bn,r r-Bell-számokat L. Carlitz [8], va-
lamint Mez® I. [40] értelmezte, utóbbi szerz® bevezette a Bn,r (x)

r-Bell-polinomokat is. Ennek mintájára az Ln,r összegzett r-Lah-
számokat és az Ln,r (x) r-Lah-polinomokat Nyul G. és Rácz G. [48]
de�niálta.

2.1. Másodfajú r-Stirling-számok és kombinatorikus
alterek

A kombinatorikus alterek fogalma fontos szerepet tölt be a Ramsey-
elméletb®l ismert Hales�Jewett-tétel [24] általánosított változatá-
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ban. Megmutatjuk, hogy a k dimenziós kombinatorikus alterek szá-
ma megadható a másodfajú r-Stirling-számok segítségével.

2.1. Tétel. Legyen 1 ≤ k ≤ n, r ≥ 1 és A egy r elem¶ halmaz.

Ekkor a k dimenziós kombinatorikus alterek száma An-ben
{
n
k

}
r
.

3. r-Whitney- és r-Whitney�Lah-számok

T. A. Dowling [17] algebrai úton értelmezte a wm (n, k) els®fajú és
Wm (n, k) másodfajú Whitney-számokat, amelyek a Stirling-számok
általánosításai.

Mez® I. [39] közös általánosítását adta az r-Stirling- és a Whitney-
számoknak. Az els®fajú r-Whitney-számokat az

mnxn =
n∑

k=0

wm,r(n, k) (mx− r)k , (1)

míg a másodfajú r-Whitney-számokat az

(mx+ r)n =
n∑

k=0

Wm,r(n, k)m
kxk (2)

egyenl®séggel de�niálta.

G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] pedig a

WLm,r (n, k) =
n∑

j=k

wm,r (n, j)Wm,r (j, k) (3)

összefüggéssel vezették be az r-Whitney�Lah-számok fogalmát.

Az r-Whitney-típusú számokkal számos cikkben foglalkoztak, tisz-
tán kombinatorikus jelentésükkel kapcsolatban azonban csak részle-
ges eredményekkel találkozhatunk a szakirodalomban.
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3.1. Kombinatorikus de�níciók

A továbbiakban az alábbi, általunk megadott kombinatorikus in-
terpretációkat használjuk de�nícióként.

3.1. De�níció. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és m ≥ 1.
Ekkor wm,r (n, k) jelölje azon Sn+r-beli színezett permutációk szá-
mát, amelyek k + r diszjunkt ciklus szorzatára bomlanak fel úgy,
hogy

• az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® ciklusokba kerülnek,

• a ciklusok legkisebb elemei nincsenek színezve,

• azok az elemek, amelyek egy kitüntetett elem ciklusában van-
nak, nincsenek színezve, ha a kitüntetett elemt®l az adott ele-
mig tartó ciklusív nem tartalmaz nála kisebb számot,

• a további elemek mindegyike m színnel van színezve.

Legyen továbbá wm,0 (0, 0) = 1. Ezeket a számokat els®fajú

r-Whitney-számoknak, és az ilyen permutációkat r-Whitney-

színezett permutációknak nevezzük.

3.2. De�níció. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és m ≥ 1.
Ekkor Wm,r (n, k) jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azon k+ r elem¶
színezett osztályozásainak számát, ahol

• az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® osztályokba kerülnek,

• az osztályok legkisebb elemei nincsenek színezve,

• azok az elemek, amelyek egy kitüntetett elem osztályában van-
nak, nincsenek színezve,

• a további elemek mindegyike m színnel van színezve.
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Legyen továbbá Wm,0 (0, 0) = 1. Ezeket a számokat másodfajú

r-Whitney-számoknak, és az ilyen osztályozásokat r-Whitney-

színezett osztályozásoknak nevezzük.

3.3. De�níció. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és m ≥ 1.
EkkorWLm,r (n, k) jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azon k+r darab
rendezett osztályba történ® színezett osztályozásainak számát, ahol

• az 1, . . . , r kitüntetett elemek különböz® rendezett osztályokba
kerülnek,

• a rendezett osztályok legkisebb elemei nincsenek színezve,

• azok az elemek, amelyek egy kitüntetett elem rendezett osz-
tályában vannak, nincsenek színezve, ha a kitüntetett elem és
az adott elem között nincs nála kisebb szám,

• a további elemek mindegyike m színnel van színezve.

Legyen továbbá WLm,0 (0, 0) = 1. Ezeket a számokat r-Whitney�

Lah-számoknak, és az ilyen osztályozásokat r-Whitney�Lah-

színezett osztályozásoknak nevezzük.

Speciális paraméterekkel

wm,1 (n, k) = wm (n, k) , w1,r (n, k) =
[n
k

]
r
,

w1,0 (n, k) =
[n
k

]
, wm,0 (n, k) = mn−k

[n
k

]
,

továbbá hasonló áll fenn a másodfajú r-Whitney- és r-Whitney�
Lah-számokra is.

3.2. Tulajdonságok és azonosságok

Az eredmények ismertetése során (x|m)
n és (x|m)

n rendre az m
di�erenciájú emelked® és süllyed® faktoriálisokat fogja jelölni.
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A legkisebb és legnagyobb lehetséges k értékekre az alábbi speciális
értékek adódnak:

• wm,r (n, 0) = (r|m)n, Wm,r (n, 0) = rn, WLm,r (n, 0) = (2r|m)n

• Wm,r (n, 1) =
1
m ((m+ r)n − rn),

WLm,r (n, 1) =
1
m

(
(m+ 2r|m)n − (2r|m)n

)
(n ≥ 1)

• wm,r (n, n− 1) = Wm,r (n, n− 1) = m
(n
2

)
+ rn,

WLm,r (n, n− 1) = mn (n− 1) + 2rn (n ≥ 1)

• wm,r (n, n) = Wm,r (n, n) = WLm,r (n, n) = 1

A következ® tételben és következményben polinomos azonosságokat
ismertetünk. Megjegyezzük, hogy az els® két formula ekvivalens az
(1) és (2) egyenl®ségekkel, amelyek Mez® I. [39] de�nícióiként szol-
gáltak.

3.4. Tétel. Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

(x+ r|m)n =
n∑

k=0

wm,r (n, k)x
k,

(x+ r)n =
n∑

k=0

Wm,r (n, k) (x|m)k ,

(x+ 2r|m)n =
n∑

k=0

WLm,r (n, k) (x|m)k .

3.5. Következmény. Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

(x− r|m)n =
n∑

k=0

(−1)n−k wm,r (n, k)x
k,

(x− r)n =
n∑

k=0

(−1)n−k Wm,r (n, k) (x|m)k ,

(x− 2r|m)n =
n∑

k=0

(−1)n−k WLm,r (n, k) (x|m)k .
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Megjegyzés. A tétel speciálisan megadja az els®fajú r-Whitney-szá-
mok összegét rögzített n esetén:

n∑
k=0

wm,r (n, k) = (r + 1|m)n .

A következ® tételben az r-Whitney-típusú számokra vonatkozó re-
kurziókat ismertetjük.

3.6. Tétel. Ha 1 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n+ 1, k) = wm,r (n, k − 1) + (mn+ r)wm,r (n, k) ,

Wm,r (n+ 1, k) = Wm,r (n, k − 1) + (mk + r)Wm,r (n, k) ,

WLm,r (n+ 1, k) = WLm,r (n, k − 1) + (m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k) .

Az alábbiakban függ®leges rekurziókat adunk az r-Whitney-típusú
számokra vonatkozóan.

3.7. Tétel. Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(mn+ r|m)n−j wm,r (j, k) ,

Wm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(m (k + 1) + r)n−j Wm,r (j, k) ,

WLm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(m (n+ k + 1) + 2r|m)n−j WLm,r (j, k) .

A másodfajú r-Whitney- és az r-Whitney�Lah-számokra a követke-
z® explicit formula bizonyítható.

3.8. Tétel. Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Wm,r (n, k) =
1

mkk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(m (k − j) + r)n ,



9

WLm,r (n, k) =
1

mkk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(m (k − j) + 2r|m)n .

Az r-Whitney�Lah-számokra a fentinél egyszer¶bb explicit formula
is létezik.

3.9. Tétel. Ha 0 ≤ k ≤ n és r,m ≥ 1, akkor

WLm,r (n, k) =
(n
k

) (2r|m)n

(2r|m)k
.

Az alábbi állítás a kés®bbi tételek bizonyítása során bizonyul hasz-
nosnak.

3.10. Tétel. Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

ln−kwm,r (n, k) = wml,lr (n, k) ,

ln−kWm,r (n, k) = Wml,lr (n, k) ,

ln−kWLm,r (n, k) = WLml,lr (n, k) .

A következ®kben egy Spivey-típusú formulát adunk az r-Whitney-
típusú számokra vonatkozóan.

3.11. Tétel. Ha t, n, k, r, s ≥ 0, k ≤ t+ n és m, l ≥ 1, akkor

lnmkwm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

wm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

· wl,s (j, k − i) (mlt+ lr −ms|ml)n−j ,

lnmkWm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

·Wl,s (j, k − i) (mli+ lr −ms)n−j ,
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lnmkWLm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

·WLl,s (j, k − i) (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j .

Ha az el®z® tételben t = 0, akkor az alábbi összefüggésekhez jutunk
az m színes r-Whitney- és az l színes s-Whitney-típusú számok kö-
zött.

3.12. Következmény. Ha 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

ln−kwm,r (n, k) =
n∑

j=k

(
n

j

)
mj−kwl,s (j, k) (lr −ms|ml)n−j ,

ln−kWm,r (n, k) =
n∑

j=k

(
n

j

)
mj−kWl,s (j, k) (lr −ms)n−j ,

ln−kWLm,r (n, k) =
n∑

j=k

(
n

j

)
mj−kWLl,s (j, k) (2lr − 2ms|ml)n−j .

Megjegyzés. A paraméterek speciális megválasztásával az m színes
r-Whitney-számokat ki tudjuk fejezni m színes s-Whitney-számok-
kal, l színes r-Whitney-számokkal, l illetve m színes Whitney-szá-
mokkal, s-Stirling-számokkal, r-Stirling-számokkal, továbbá klasszi-
kus Stirling-számokkal, és ugyanez fennáll az r-Whitney�Lah-szá-
mokra vonatkozóan is.

Ha a Spivey-típusú formulában t = 1, l = m és s = r, akkor az
alábbi rekurziós formulák adódnak.

3.13. Következmény. Ha 1 ≤ k ≤ n+ 1, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n+ 1, k) = r
n∑

j=k

(
n

j

)
wm,r (j, k)m

n−j (n− j)!

+
n∑

j=k−1

(
n

j

)
wm,r (j, k − 1)mn−j (n− j)!,
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Wm,r (n+ 1, k) = rWm,r (n, k) +
n∑

j=k−1

(
n

j

)
Wm,r (j, k − 1)mn−j ,

WLm,r (n+ 1, k) = 2r
n∑

j=k

(
n

j

)
WLm,r (j, k)m

n−j (n− j)!

+
n∑

j=k−1

(
n

j

)
WLm,r (j, k − 1)mn−j (n− j + 1)!.

A következ® tételben újabb összefüggéseket ismertetünk az m színes
r-Whitney- és l színes s-Whitney-típusú számok között.

3.14. Tétel. Ha 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

ln−kwm,r (n, k) =
n∑

j=k

mn−jwl,s (n, j)

(
j

k

)
(lr −ms)j−k ,

ln−kWm,r (n, k) =
n∑

j=k

mn−jWl,s (n, j)

(
j

k

)
(lr −ms|ml)j−k ,

ln−kWLm,r (n, k) =
n∑

j=k

mn−jWLl,s (n, j)

(
j

k

)
(2lr − 2ms|ml)j−k .

Az alábbiakban egy binomiális konvolúciós azonosságot adunk meg
az m színes r-Whitney- és az l színes s-Whitney-típusú számokra.

3.15. Tétel. Ha n, k, h, r, s ≥ 0, k + h ≤ n és m, l ≥ 1, akkor(
k + h

k

)
wml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hwm,r (j, k)

· wl,s (n− j, h) ,

(
k + h

k

)
Wml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hWm,r (j, k)

·Wl,s (n− j, h) ,
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(
k + h

k

)
WLml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hWLm,r (j, k)

·WLl,s (n− j, h) .

A következ® tétel az r-Whitney-típusú számok általánosított orto-
gonalitásáról szóló eredményeket tartalmazza.

3.16. Tétel. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1. Ekkor

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kwm,r (n, j)Wl,s (j, k) =
(n
k

)
(lr −ms|ml)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWm,r (n, j)wl,s (j, k) =
(n
k

)
(lr −ms)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWLm,r (n, j)WLl,s (j, k) =
(n
k

)
(2lr − 2ms|ml)n−k .

Az alábbiakban további kapcsolatokat ismertetünk az r-Whitney-
és az r-Whitney�Lah-számok között.

3.17. Tétel. Legyen 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1. Ekkor

wml,2lr−ms (n, k) =
n∑

j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWLm,r (n, j)wl,s (j, k) ,

ha 2lr ≥ ms,

Wml,2ms−lr (n, k) =
n∑

j=k

(−1)n−j ln−jmj−kWm,r (n, j)WLl,s (j, k) ,

ha 2ms ≥ lr,

WL
ml, lr+ms

2
(n, k) =

n∑
j=k

ln−jmj−kwm,r (n, j)Wl,s (j, k) ,

ha lr és ms azonos paritású.
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Megjegyzés. Amennyiben az utolsó összefüggésben feltesszük, hogy
l = m és s = r, a (3) egyenl®séget kapjuk, amely az r-Whitney�
Lah-számok G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] által megadott eredeti
de�níciója.

Az r-Whitney-típusú számokat el® lehet állítani szimmetrikus poli-
nomok segítségével.

3.18. Tétel. Ha 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

wm,r (n, k) =
∑

0≤i1<i2<···<in−k≤n−1

n−k∏
j=1

(ijm+ r) ,

Wm,r (n, k) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤in−k≤k

n−k∏
j=1

(ijm+ r) ,

WLm,r (n, k) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤in−k≤k

n−k∏
j=1

((2ij + j − 1)m+ 2r) ,

vagyis wm,r (n, k) az r,m+ r, . . . , (n− 1)m+ r számok (n−k)-adik
elemi szimmetrikus polinomja, mígWm,r (n, k) az r,m+r, . . . , km+r

számok (n− k)-adik teljes szimmetrikus polinomja.

Ismert, hogy az els®fajú és a másodfajú r-Whitney-számok véges
sorozata rögzített n esetén szigorúan log-konkáv. Ugyanez az állítás
az r-Whitney�Lah-számokra is igazolható.

3.19. Tétel. Legyen n,m ≥ 1 és r ≥ 0. Ekkor a (WLm,r (n, k))
n
k=0

sorozat szigorúan log-konkáv, így unimodális.

A következ® tétel az els®- és másodfajú r-Whitney-transzformáció,
az r-Whitney�Lah-transzformáció, valamint az inverzeik közötti kap-
csolatokat írja le.

3.20. Tétel. Legyenek (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 komplex számsorozatok és

legyen r ≥ 0, m ≥ 1. Ekkor
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• bn =
n∑

k=0

wm,r (n, k) ak (n ≥ 0) akkor és csak akkor teljesül, ha

an =
n∑

k=0

(−1)n−k Wm,r (n, k) bk (n ≥ 0),

• bn =
n∑

k=0

Wm,r (n, k) ak (n ≥ 0) akkor és csak akkor teljesül, ha

an =
n∑

k=0

(−1)n−k wm,r (n, k) bk (n ≥ 0),

• bn =
n∑

k=0

WLm,r (n, k) ak (n ≥ 0) akkor és csak akkor teljesül, ha

an =
n∑

k=0

(−1)n−k WLm,r (n, k) bk (n ≥ 0).

Az alábbi tétel szerint az r-Whitney-típusú transzformációk meg®r-
zik a sorozatok log-konvexitását.

3.21. Tétel. Nemnegatív valós log-konvex számsorozatok els®- és

másodfajú r-Whitney-transzformáltja, valamint r-Whitney�Lah-

transzformáltja szintén log-konvex.

4. r-Dowling- és r-Dowling�Lah-polinomok

A másodfajú Whitney-számok összegeként M. Benoumhani [2], [3]
vezette be a Dn,m Dowling-számokat, valamint hozzájuk kapcso-
lódóan a Dn,m (x) Dowling-polinomokat. Az r-Bell- és a Dowling-
polinomok közös általánosításaként adódó r-Dowling-polinomok fo-
galma pedig G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] nevéhez köthet®.

A következ®kben az r-Whitney�Lah-számok segítségével az r-Lah-
polinomoknak is értelmezzük a Dowling-típusú általánosítását, az
r-Dowling�Lah-polinomokat.
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4.1. De�níciók és kombinatorikus interpretációk

4.1. De�níció. Legyen n, r ≥ 0 és m ≥ 1. Ekkor a

Dn,m,r(x) =
n∑

k=0

Wm,r(n, k)x
k

polinomot r-Dowling-polinomnak nevezzük.

4.2. De�níció. Legyen n, r ≥ 0 és m ≥ 1. Ekkor a

DLn,m,r (x) =
n∑

k=0

WLm,r (n, k)x
k

polinomot r-Dowling�Lah-polinomnak nevezzük.

Ha n+r ≥ 1, akkor az r-Dowling- és az r-Dowling�Lah-polinomokra
az el®z® fejezet eredményei alapján az alábbi kombinatorikus in-
terpretációk adhatóak: Dn,m,r (c) és DLn,m,r (c) az {1, . . . , n+ r}
halmaz azon m színes r-Whitney-színezett, illetve r-Whitney�Lah-
színezett osztályozásainak a számát adja meg, amelyeknél a kitünte-
tett elemet nem tartalmazó osztályok, valamint rendezett osztályok
legkisebb elemei is színezve vannak c színnel (c ≥ 1).

Ha a fenti interpretációkban c = 1, akkor a legkisebb elemek egy
színnel történ® kiegészít® színezése lényegében egybeesik azzal,
hogy egyáltalán nem színezzük ®ket. Ekkor Dn,m,r = Dn,m,r(1)-et
r-Dowling-számnak, míg DLn,m,r = DLn,m,r(1)-et r-Dowling�Lah-
számnak nevezzük.

Nyilvánvaló, hogy

Dn,m,1(x) = Dn,m(x), Dn,1,r(x) = Bn,r(x), Dn,1,0(x) = Bn(x),

továbbá hasonló áll fenn az r-Dowling�Lah-polinomokra is.
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4.2. Tulajdonságok és azonosságok

Az alábbi tétel számos eredmény bizonyítása során hasznos.

4.3. Tétel. Ha n, r ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

Dn,ml,lr (lx) = lnDn,m,r (x) ,

DLn,ml,lr (lx) = lnDLn,m,r (x) .

A következ®kben megadjuk az r-Dowling-típusú polinomokra vonat-
kozó Spivey-típusú formulát a lehet® legáltalánosabb alakban.

4.4. Tétel. Ha t, n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

lnDt+n,m,r (mx) =
t∑

i=0

n∑
j=0

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
mjDj,l,s (lx)

· (mli+ lr −ms)n−j (mx)i ,

lnDLt+n,m,r (mx) =
t∑

i=0

n∑
j=0

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
mjDLj,l,s (lx)

· (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j (mx)i .

Amennyiben a tételben t = 0, az alábbi kapcsolatokhoz jutunk az
m színes r-Dowling- és l színes s-Dowling-típusú polinomok között.

4.5. Következmény. Ha n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

lnDn,m,r (mx) =
n∑

j=0

(
n

j

)
mjDj,l,s (lx) (lr −ms)n−j ,

lnDLn,m,r (mx) =
n∑

j=0

(
n

j

)
mjDLj,l,s (lx) (2lr − 2ms|ml)n−j .

Megjegyzés. A paraméterek speciális megválasztásával az m színes
r-Dowling-polinomokat ki tudjuk fejezni az m színes s-Dowling-
polinomokkal, az l színes r-Dowling-polinomokkal, az l és m színes
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Dowling-polinomokkal, az s-Bell-polinomokkal, az r-Bell-polinomok-
kal, valamint a Bell-polinomokkal, továbbá hasonló összefüggések
adódnak az r-Dowling�Lah-polinomok esetében is.

A Spivey-típusú formula t = 1, l = m és s = r esetén egy rekurziós
formulát ad eredményül.

4.6. Következmény. Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Dn+1,m,r (x) = rDn,m,r (x) + x
n∑

j=0

(
n

j

)
Dj,m,r (x)m

n−j ,

DLn+1,m,r (x) = 2r
n∑

j=0

(
n

j

)
DLj,m,r (x)m

n−j (n− j)!

+ x
n∑

j=0

(
n

j

)
DLj,m,r (x)m

n−j (n− j + 1)!.

Végül egy Carlitz-típusú formula is adódik.

4.7. Következmény. Ha t, n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Dt+n,m,r (x) =
t∑

i=0

Wm,r (t, i)Dn,m,r+mi (x)x
i,

továbbá ha azt is feltesszük, hogy m páros, akkor

DLt+n,m,r (x) =
t∑

i=0

WLm,r (t, i)DL
n,m,r+mi+mt

2
(x)xi.

Az r-Dowling�Lah-polinomokra vonatkozóan a következ® másod-
rend¶ rekurziós formula igazolható.

4.8. Tétel. Ha r ≥ 0 és n,m ≥ 1, akkor

DLn+1,m,r (x)

= (x+ 2mn+ 2r)DLn,m,r (x)−mn (mn+ 2r −m)DLn−1,m,r (x) .
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Az alábbi addíciós tételben egy binomiális konvolúciós összefüggést
adunk meg az m színes r-Dowling- és az l színes s-Dowling-típusú
polinomokra.

4.9. Tétel. Ha n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1, akkor

Dn,ml,lr+ms (ml (x+ y)) =
n∑

j=0

(
n

j

)
ljmn−jDj,m,r (mx)Dn−j,l,s (ly) ,

DLn,ml,lr+ms (ml (x+ y)) =
n∑

j=0

(
n

j

)
ljmn−jDLj,m,r (mx)DLn−j,l,s (ly) .

A következ®kben az r-Dowling-típusú polinomokra vonatkozó
Dobi«ski-típusú formulát ismertetjük.

4.10. Tétel. Ha n, r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

Dn,m,r (x) = exp
(
− x

m

) ∞∑
j=0

(mj + r)n

mjj!
xj ,

DLn,m,r (x) = exp
(
− x

m

) ∞∑
j=0

(mj + 2r|m)n

mjj!
xj .

Az alábbi tételben megadjuk az r-Dowling-típusú polinomok soro-
zatának exponenciális generátorfüggvényét.

4.11. Tétel. Ha r ≥ 0 és m ≥ 1, akkor

∞∑
n=0

Dn,m,r (x)

n!
yn = exp

(
ry +

exp (my)− 1

m
x

)
,

∞∑
n=0

DLn,m,r (x)

n!
yn = exp

(
xy

1−my

)
(1−my)−

2r
m .

Ismert, hogy az r-Dowling-polinomok gyökei valósak. Az alábbiak
szerint hasonló állítás igaz az r-Dowling�Lah-polinomok gyökeire
vonatkozóan.
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4.12. Tétel. Legyen r ≥ 0 és n,m ≥ 1. Ekkor a DLn,m,r (x) poli-

nom gyökei valósak és egyszeresek, továbbá r ≥ 1 esetén mindegyik

gyök negatív, míg r = 0 esetén az egyik gyök 0 és a többi negatív.

A következ® tételben különböz® kapcsolatokat ismertetünk az
r-Dowling- és r-Dowling�Lah-polinomok között.

4.13. Tétel. Legyen n, r, s ≥ 0 és m, l ≥ 1. Ekkor

Dn,ml,2ms−lr (mlx) =
n∑

j=0

(−1)n−j ln−jmjWm,r (n, j)DLj,l,s (lx) ,

ha 2ms ≥ lr,

DL
n,ml, lr+ms

2
(mlx) =

n∑
j=0

ln−jmjwm,r (n, j)Dj,l,s (lx) ,

ha lr és ms azonos paritású.

Végül azt mutatjuk meg, hogy az r-Dowling-típusú számok sorozatai
log-konvexek.

4.14. Tétel. Legyen r ≥ 0 és m ≥ 1. Ekkor a (Dn,m,r)
∞
n=0 és a

(DLn,m,r)
∞
n=0 sorozatok log-konvexek.

5. s-asszociált r-Dowling-típusú számok

Habár a B≥sn s-asszociált Bell-számok több cikkben is megtalálha-
tók, a B≥sn,r s-asszociált r-Bell-számok egyedül F. T. Howard [27]
munkájában lelhet®ek fel, aki azonban kizárólag az s = 2 esettel
foglalkozott.

Az asszociált Bell-számok permutációs változataként adódó A≥sn

s-asszociált faktoriálisokat általánosított szubfaktoriálisoknak neve-
zik a szakirodalomban. Ezek egyfajta r-általánosítását a közelmúlt-
ban a [62] és [43] cikkekben vizsgálták.



20

Hasonlóan értelmezhetjük az L≥sn s-asszociált összegzett Lah-, vala-
mint az L≥sn,r s-asszociált összegzett r-Lah-számokat is, ezekkel azon-
ban eddig még nem foglalkoztak.

5.1. Az r-kompozíciós formula

A következ® tételben megadjuk az exponenciális generátorfüggvé-
nyekre vonatkozó r-kompozíciós formulát. (N0 a nemnegatív egész
számok halmazát, míg K egy 0 karakterisztikájú testet jelöl.)

5.1. Tétel. Legyenek f1, f2, g : N0 → K olyan függvények, melyekre
f2 (0) = 0 és g(0) = 1. Az exponenciális generátorfüggvényüket jelöl-
je rendre F1(x), F2(x) és G(x). A h : N0 → K függvényt de�niáljuk
a következ®képpen: h (0) = 1, és n ≥ 1 esetén legyen

h (n) =
∑

f1 (|Y1|) · · · f1 (|Yr|) f2 (|Z1|) · · · f2 (|Zk|) g (k) ,

ahol az összegzést az {1, . . . , n+ r} halmaz összes
{Y1 ∪ {1} , . . . , Yr ∪ {r} , Z1, . . . , Zk} alakú osztályozására végezzük
el. Ekkor h exponenciális generátorfüggvénye

H (x) = (F1 (x))
r G (F2 (x)) .

5.2. Kombinatorikus de�níciók

5.2. De�níció. Legyen n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és s,m ≥ 1. Ekkor
D≥sn,m,r jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azon m színes r-Whitney-
színezett osztályozásainak számát, amelyeknél a kitüntetett elemet
nem tartalmazó osztályok elemszáma legalább s. Legyen továbbá
D≥s0,m,0 = 1. Ezeket a számokat s-asszociált r-Dowling-számok-

nak nevezzük.
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5.3. De�níció. Legyen n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és s,m ≥ 1. Ekkor
DA≥sn,m,r jelölje Sn+r azon m színes r-Whitney-színezett permutá-
cióinak számát, amelyeknél a kitüntetett elemet nem tartalmazó
ciklusok hossza legalább s. Legyen továbbá DA≥s0,m,0 = 1. Ezeket a
számokat s-asszociált r-Dowling-faktoriálisoknak nevezzük.

5.4. De�níció. Legyen n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 és s,m ≥ 1. Ekkor
DL≥sn,m,r jelölje az {1, . . . , n+ r} halmaz azon m színes r-Whitney�
Lah-színezett osztályozásainak számát, amelyeknél a kitüntetett ele-
met nem tartalmazó rendezett osztályok elemszáma legalább s.
Legyen továbbá DL≥s0,m,0 = 1. Ezeket a számokat s-asszociált
r-Dowling�Lah-számoknak nevezzük.

Értelemszer¶en

D≥1
n,m,r = Dn,m,r, D≥s

n,1,r = B≥s
n,r, D≥s

n,1,0 = B≥s
n ,

továbbá hasonló kapcsolatok állnak fenn az s-asszociált r-Dowling-
faktoriálisokra, valamint az s-asszociált r-Dowling�Lah-számokra
vonatkozóan is.

5.3. Tulajdonságok és azonosságok

Az r-kompozíciós formula segítségével meghatározhatjuk az s-asszo-
ciált r-Dowling-típusú számok sorozatainak exponenciális generá-
torfüggvényét.

5.5. Tétel. Ha r ≥ 0 és s,m ≥ 1, akkor

∞∑
n=0

D≥s
n,m,r

n!
xn = exp

(
rx+

exp (mx)− 1

m

)
exp

− 1

m

s−1∑
j=1

1

j!
(mx)j

 ,

∞∑
n=0

DA≥s
n,m,r

n!
xn = (1−mx)−

r+1
m exp

− 1

m

s−1∑
j=1

1

j
(mx)j

 ,
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∞∑
n=0

DL≥s
n,m,r

n!
xn

= (1−mx)−
2r
m exp

(
1

m

(
1

1−mx
− 1

))
exp

− 1

m

s−1∑
j=1

(mx)j

 .

Az alábbiakban rekurziós összefüggéseket adunk az s-asszociált
r-Dowling-típusú számokra.

5.6. Tétel. Ha r ≥ 0, s,m ≥ 1 és n ≥ s− 1, akkor

D≥s
n+1,m,r = rD≥s

n,m,r +
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
D≥s

j,m,rm
n−j ,

DA≥s
n+1,m,r = r

n∑
j=0

(
n

j

)
DA≥s

j,m,rm
n−j (n− j)!

+
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
DA≥s

j,m,rm
n−j (n− j)!,

DL≥s
n+1,m,r = 2r

n∑
j=0

(
n

j

)
DL≥s

j,m,rm
n−j (n− j)!

+
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
DL≥s

j,m,rm
n−j (n− j + 1)!.

Az s-asszociált r-Dowling-faktoriálisokra és s-asszociált r-Dowling�
Lah-számokra vonatkozóan rögzített rend¶ rekurziós formulákat is
bizonyíthatunk.

5.7. Tétel. Ha r ≥ 0, s,m ≥ 1 és n ≥ s− 1, akkor

DA≥s
n+1,m,r = (mn+ r)DA≥s

n,m,r + (mn|m)s−1 DA≥s
n−s+1,m,r.
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Ha r ≥ 0, s,m ≥ 1 és n ≥ s, akkor

DL≥s
n+1,m,r = (2mn+ 2r)DL≥s

n,m,r + s (mn|m)s−1 DL≥s
n−s+1,m,r

−mn (mn−m+ 2r)DL≥s
n−1,m,r − (s− 1) (mn|m)s DL≥s

n−s,m,r.

A következ® tételben s-asszociált r-Dowling- és s-asszociált
r′-Dowling-típusú számok közötti kapcsolatokat mutatunk be.

5.8. Tétel. Ha n ≥ 0, r ≥ r′ ≥ 0 és s,m ≥ 1, akkor

D≥s
n,m,r =

n∑
j=0

(
n

j

)
D≥s

j,m,r′
(
r − r′

)n−j
,

DA≥s
n,m,r =

n∑
j=0

(
n

j

)
DA≥s

j,m,r′
(
r − r′|m

)n−j
,

DL≥s
n,m,r =

n∑
j=0

(
n

j

)
DL≥s

j,m,r′
(
2r − 2r′|m

)n−j
.

Az alábbiakban az s-asszociált r-Dowling-típusú számokra vonatko-
zó Dobi«ski-típusú formulákat ismertetjük.

5.9. Tétel. Ha n, r ≥ 0 és s,m ≥ 1, akkor

D≥s
n,m,r = e−

1
m

∞∑
k=0

1

mkk!

∑
∗

n!

l!
(mk + r)l

s−1∏
j=1

1

ij !

(
−mj−1

j!

)ij

,

DA≥s
n,m,r =

∑
∗

n!

l!
(r + 1|m)l

s−1∏
j=1

1

ij !

(
−mj−1

j

)ij

,

DL≥s
n,m,r = e−

1
m

∞∑
k=0

1

mkk!

∑
∗

n!

l!
(mk + 2r|m)l

s−1∏
j=1

1

ij !

(
−mj−1

)ij
,

ahol a ∗ szimbólummal jelölt összegzést az összes olyan nemnegatív

egészekb®l álló (i1, i2, . . . , is−1, l) rendezett s-esre végezzük el, amely-

re teljesül, hogy i1 + 2i2 + · · ·+ (s− 1) is−1 + l = n.
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Érdekes következménye az eddigieknek, hogy a 2-asszociált r-Dowling-
számok megegyeznek az (r − 1)-Dowling-számokkal.

5.10. Következmény. Ha n ≥ 0 és r,m ≥ 1, akkor D≥2n,m,r =

Dn,m,r−1.
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1 Introduction

Stirling and Bell numbers are fundamental in enumerative combi-
natorics.

The Stirling number of the �rst kind
[
n
k

]
gives the number of per-

mutations in Sn which are the product of k disjoint cycles, while
the Stirling number of the second kind

{
n
k

}
counts the partitions of

{1, . . . , n} into k nonempty subsets (0 ≤ k ≤ n). If we are interested
in the total number of partitions of the previous set, then we arrive
at the notion of Bell numbers Bn (n ≥ 0). In connection with them,

the Bell polynomials Bn (x) =
n∑

k=0

{
n
k

}
xk can be introduced.

Lah numbers are close relatives of Stirling numbers. The Lah num-
ber

⌊
n
k

⌋
is the number of partitions of {1, . . . , n} into k nonempty

ordered subsets (0 ≤ k ≤ n). If the number of ordered blocks is not
�xed, then we get to the notion of summed Lah numbers Ln (n ≥ 0).

Lah polynomials Ln (x) =
n∑

k=0

⌊
n
k

⌋
xk can be de�ned, analogously.

Stirling- and Bell-type numbers, as well as Bell-type polynomials
have several generalizations. One of the most known and studied
among them is the so-called r-generalization. In the case of r-genera-
lized combinatorial numbers, there exist r distinguished elements,
which have to belong to distinct cycles, blocks or ordered blocks.

Another generalizations of Stirling numbers are Whitney numbers of
the �rst and second kind. They were introduced in connection with
the Dowling lattice constructed for a �nite group of order m. In the
special case of the trivial group, they give back the Stirling numbers.
As common generalizations of r-Stirling and Whitney numbers, we
obtain r-Whitney numbers of the �rst and second kind. With the
help of them, the r-Whitney�Lah numbers were also de�ned. As a
generalization of Bell numbers and polynomials, in connection with
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r-Whitney numbers of the second kind, the r-Dowling numbers and
r-Dowling polynomials can be introduced.

Finally, we present a further generalization of Bell numbers. If a
lower bound s is prescribed for the cardinality of the blocks, then
we get the s-associated Bell numbers. Their r-generalization was
studied only in the 2-associated case. We note that if we consider
the permutational variant and we suppose that the length of every
cycle is at least 2, or in other words, we want to determine the
number of �xed-point-free permutations, then we obtain the notion
of subfactorials.

In the dissertation, we examine generalizations of the previously de-
scribed combinatorial numbers. The results are based on the papers
[20], [22], [21], [19] and [23].

In Section 2, as a new combinatorial interpretation of r-Stirling
numbers of the second kind, we show that the number of combina-
torial subspaces, which are fundamental in Ramsey theory, can be
given using them.

In Section 3, we discuss r-Whitney and r-Whitney�Lah numbers.
As one of the most important results of the section, we give new
combinatorial interpretations of these numbers, which correspond
better with the combinatorial meaning of Stirling and Lah numbers.
Then, using these as de�nitions, we derive several new results for
r-Whitney and r-Whitney�Lah numbers in their most general forms,
and we give new proofs for some already known properties.

In Section 4, we de�ne r-Dowling�Lah polynomials, and give a com-
prehensive study of their properties together with r-Dowling polyno-
mials. In the proofs, we can often rely on the combinatorial interpre-
tation in case of r-Dowling polynomials, however for r-Dowling�Lah
polynomials, we need to apply other approaches, mainly algebraic
manipulations based on the results of the previous section.
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The subjects of the �nal Section 5 of the dissertation are the
s-associated r-Dowling-type numbers. First, we prove the so-called
r-compositional formula, a useful tool that allows us to derive the
exponential generating function of the sequences of r-Bell-type num-
bers and their generalizations. After that, we introduce the s-associa-
ted r-Dowling numbers, the s-associated r-Dowling factorials, along
with the s-associated r-Dowling�Lah numbers, and study them based
on their exponential generating functions.

2 r-Stirling- and r-Bell-type numbers

The r-Stirling numbers of the �rst kind
[
n
k

]
r
and the r-Stirling

numbers of the second kind
{
n
k

}
r
were de�ned by L. Carlitz [8],

A. Z. Broder [6] and R. Merris [38], while the r-Lah numbers
⌊
n
k

⌋
r

by G. Nyul and G. Rácz [47]. The r-Bell numbers Bn,r, which are
the sum of r-Stirling numbers of the second kind, were introduced
by L. Carlitz [8] and I. Mez® [40]. The latter author also de�ned the
r-Bell polynomials Bn,r (x). Similarly, the summed r-Lah numbers
Ln,r and r-Lah polynomials Ln,r (x) are due to G. Nyul and G. Rácz
[48].

2.1 r-Stirling numbers of the second kind and com-
binatorial subspaces

The notion of combinatorial subspaces plays a fundamental role in
the generalized form of the Hales�Jewett theorem [24], known from
Ramsey theory. We show that the number of k-dimensional com-
binatorial subspaces can be given by the r-Stirling numbers of the
second kind.
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Theorem 2.1. Let 1 ≤ k ≤ n, r ≥ 1 and A be an r-element set.

Then the number of k-dimensional combinatorial subspaces in An

is
{
n
k

}
r
.

3 r-Whitney and r-Whitney�Lah numbers

T. A. Dowling [17] introduced Whitney numbers of the �rst kind
wm (n, k) and Whitney numbers of the second kind Wm (n, k) from
an algebraic point of view, which are generalizations of Stirling num-
bers.

I. Mez® [39] gave a common generalization of r-Stirling numbers and
Whitney numbers. He de�ned r-Whitney numbers of the �rst kind
by equation

mnxn =
n∑

k=0

wm,r(n, k) (mx− r)k , (1)

while r-Whitney numbers of the second kind by

(mx+ r)n =
n∑

k=0

Wm,r(n, k)m
kxk. (2)

Later, G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9] introduced the r-Whitney�
Lah numbers by identity

WLm,r (n, k) =
n∑

j=k

wm,r (n, j)Wm,r (j, k) . (3)

The r-Whitney-type numbers were studied in numerous papers,
however only partial results can be found in the literature regarding
their purely combinatorial meaning.
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3.1 Combinatorial de�nitions

We use our following combinatorial interpretations as de�nitions
hereafter.

De�nition 3.1. Let 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n+r ≥ 1 and m ≥ 1. Denote
by wm,r (n, k) the number of coloured permutations in Sn+r which
are the product of k + r disjoint cycles such that

• the distinguished elements 1, . . . , r belong to distinct cycles,

• the smallest elements of the cycles are not coloured,

• an element in a cycle containing a distinguished element is not
coloured if there are no smaller numbers on the arc from the
distinguished element to this element,

• the remaining elements are coloured with m colours.

Moreover, let wm,0 (0, 0) = 1. We call these numbers r-Whitney

numbers of the �rst kind, and such permutations r-Whitney

coloured permutations.

De�nition 3.2. Let 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n+r ≥ 1 and m ≥ 1. Denote
by Wm,r (n, k) the number of coloured partitions of {1, . . . , n+ r}
into k + r nonempty subsets such that

• the distinguished elements 1, . . . , r belong to distinct blocks,

• the smallest elements of the blocks are not coloured,

• elements in blocks containing a distinguished element are not
coloured,

• the remaining elements are coloured with m colours.
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Moreover, let Wm,0 (0, 0) = 1. We call these numbers r-Whitney

numbers of the second kind, and such partitions r-Whitney

coloured partitions.

De�nition 3.3. Let 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0, n+r ≥ 1 and m ≥ 1. Denote
by WLm,r (n, k) the number of coloured partitions of {1, . . . , n+ r}
into k + r nonempty ordered subsets such that

• the distinguished elements 1, . . . , r belong to distinct ordered
blocks,

• the smallest elements of the ordered blocks are not coloured,

• an element in an ordered block containing a distinguished ele-
ment is not coloured if there are no smaller numbers between
the distinguished element and this element,

• the remaining elements are coloured with m colours.

Moreover, letWLm,0 (0, 0) = 1. We call these numbers r-Whitney�

Lah numbers, and such partitions r-Whitney�Lah coloured

partitions.

With special choices of parameters,

wm,1 (n, k) = wm (n, k) , w1,r (n, k) =
[n
k

]
r
,

w1,0 (n, k) =
[n
k

]
, wm,0 (n, k) = mn−k

[n
k

]
,

and these hold similarly for r-Whitney numbers of the second kind
and r-Whitney�Lah numbers.

3.2 Properties and identities

When explaining our results, (x|m)
n and (x|m)

n denote the rising
and falling factorials with di�erence m, respectively.
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For the smallest and largest possible values of k, we obtain the
following special values:

• wm,r (n, 0) = (r|m)n, Wm,r (n, 0) = rn, WLm,r (n, 0) = (2r|m)n

• Wm,r (n, 1) =
1
m ((m+ r)n − rn),

WLm,r (n, 1) =
1
m

(
(m+ 2r|m)n − (2r|m)n

)
(n ≥ 1)

• wm,r (n, n− 1) = Wm,r (n, n− 1) = m
(n
2

)
+ rn,

WLm,r (n, n− 1) = mn (n− 1) + 2rn (n ≥ 1)

• wm,r (n, n) = Wm,r (n, n) = WLm,r (n, n) = 1

In the following theorem and corollary, we present polynomial iden-
tities. We note that equivalent formulations (1) and (2) of the �rst
two equations serve as de�nitions by I. Mez® [39].

Theorem 3.4. If n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

(x+ r|m)n =
n∑

k=0

wm,r (n, k)x
k,

(x+ r)n =
n∑

k=0

Wm,r (n, k) (x|m)k ,

(x+ 2r|m)n =
n∑

k=0

WLm,r (n, k) (x|m)k .

Corollary 3.5. If n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

(x− r|m)n =
n∑

k=0

(−1)n−k wm,r (n, k)x
k,

(x− r)n =
n∑

k=0

(−1)n−k Wm,r (n, k) (x|m)k ,

(x− 2r|m)n =
n∑

k=0

(−1)n−k WLm,r (n, k) (x|m)k .
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Remark. Especially, the theorem gives that the sum of r-Whitney
numbers of the �rst kind with �xed n is

n∑
k=0

wm,r (n, k) = (r + 1|m)n .

In the following theorem, we give recurrence relations of r-Whitney-
type numbers.

Theorem 3.6. If 1 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

wm,r (n+ 1, k) = wm,r (n, k − 1) + (mn+ r)wm,r (n, k) ,

Wm,r (n+ 1, k) = Wm,r (n, k − 1) + (mk + r)Wm,r (n, k) ,

WLm,r (n+ 1, k) = WLm,r (n, k − 1) + (m (n+ k) + 2r)WLm,r (n, k) .

Below, we present vertical recurrences for r-Whitney-type numbers.

Theorem 3.7. If 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

wm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(mn+ r|m)n−j wm,r (j, k) ,

Wm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(m (k + 1) + r)n−j Wm,r (j, k) ,

WLm,r (n+ 1, k + 1) =
n∑

j=k

(m (n+ k + 1) + 2r|m)n−j WLm,r (j, k) .

The following explicit formula can be proved for the r-Whitney num-
bers of the second kind and r-Whitney�Lah numbers.

Theorem 3.8. If 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

Wm,r (n, k) =
1

mkk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(m (k − j) + r)n ,

WLm,r (n, k) =
1

mkk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
(m (k − j) + 2r|m)n .
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A simpler explicit formula exists for r-Whitney�Lah numbers.

Theorem 3.9. If 0 ≤ k ≤ n and r,m ≥ 1, then

WLm,r (n, k) =
(n
k

) (2r|m)n

(2r|m)k
.

The following statement will be useful in the proofs of subsequent
theorems.

Theorem 3.10. If 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

ln−kwm,r (n, k) = wml,lr (n, k) ,

ln−kWm,r (n, k) = Wml,lr (n, k) ,

ln−kWLm,r (n, k) = WLml,lr (n, k) .

Now, we give a Spivey-type formula for r-Whitney-type numbers.

Theorem 3.11. If t, n, k, r, s ≥ 0, k ≤ t+ n and m, l ≥ 1, then

lnmkwm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

wm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

· wl,s (j, k − i) (mlt+ lr −ms|ml)n−j ,

lnmkWm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

·Wl,s (j, k − i) (mli+ lr −ms)n−j ,

lnmkWLm,r (t+ n, k) =

min{t,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
lk−imi+j

·WLl,s (j, k − i) (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j .
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If we choose t = 0 in the theorem, then we immediately obtain
connections between r-Whitney-type numbers with m colours and
s-Whitney-type numbers with l colours.

Corollary 3.12. If 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

ln−kwm,r (n, k) =
n∑

j=k

(
n

j

)
mj−kwl,s (j, k) (lr −ms|ml)n−j ,

ln−kWm,r (n, k) =
n∑

j=k

(
n

j

)
mj−kWl,s (j, k) (lr −ms)n−j ,

ln−kWLm,r (n, k) =
n∑

j=k

(
n

j

)
mj−kWLl,s (j, k) (2lr − 2ms|ml)n−j .

Remark. By special choices of the parameters, we can express
r-Whitney numbers with m colours by s-Whitney numbers with
m colours, r-Whitney numbers with l colours, Whitney numbers
with l or m colours, s-Stirling numbers, r-Stirling numbers, and or-
dinary Stirling numbers, and it holds similarly for r-Whitney�Lah
numbers.

In case of t = 1, l = m and s = r in the Spivey-type formula, we
obtain the recurrence relations below.

Corollary 3.13. If 1 ≤ k ≤ n+ 1, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

wm,r (n+ 1, k) = r
n∑

j=k

(
n

j

)
wm,r (j, k)m

n−j (n− j)!

+
n∑

j=k−1

(
n

j

)
wm,r (j, k − 1)mn−j (n− j)!,

Wm,r (n+ 1, k) = rWm,r (n, k) +
n∑

j=k−1

(
n

j

)
Wm,r (j, k − 1)mn−j ,
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WLm,r (n+ 1, k) = 2r
n∑

j=k

(
n

j

)
WLm,r (j, k)m

n−j (n− j)!

+
n∑

j=k−1

(
n

j

)
WLm,r (j, k − 1)mn−j (n− j + 1)!.

In the next theorem, we show further connections between r-Whitney-
type numbers with m colours and s-Whitney-type numbers with l
colours.

Theorem 3.14. If 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

ln−kwm,r (n, k) =
n∑

j=k

mn−jwl,s (n, j)

(
j

k

)
(lr −ms)j−k ,

ln−kWm,r (n, k) =
n∑

j=k

mn−jWl,s (n, j)

(
j

k

)
(lr −ms|ml)j−k ,

ln−kWLm,r (n, k) =
n∑

j=k

mn−jWLl,s (n, j)

(
j

k

)
(2lr − 2ms|ml)j−k .

Now, we give a binomial convolutional identity for r-Whitney-type
numbers withm colours and s-Whitney-type numbers with l colours.

Theorem 3.15. If n, k, h, r, s ≥ 0, k + h ≤ n and m, l ≥ 1, then

(
k + h

k

)
wml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hwm,r (j, k)

· wl,s (n− j, h) ,

(
k + h

k

)
Wml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hWm,r (j, k)

·Wl,s (n− j, h) ,
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(
k + h

k

)
WLml,lr+ms (n, k + h) =

n−h∑
j=k

(
n

j

)
lj−kmn−j−hWLm,r (j, k)

·WLl,s (n− j, h) .

In the following theorem, we present the generalized orthogonality
relations of r-Whitney-type numbers.

Theorem 3.16. Let 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1. Then

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kwm,r (n, j)Wl,s (j, k) =
(n
k

)
(lr −ms|ml)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWm,r (n, j)wl,s (j, k) =
(n
k

)
(lr −ms)n−k ,

n∑
j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWLm,r (n, j)WLl,s (j, k) =
(n
k

)
(2lr − 2ms|ml)n−k .

Next, we show additional connections between r-Whitney and
r-Whitney�Lah numbers.

Theorem 3.17. Let 0 ≤ k ≤ n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1. Then

wml,2lr−ms (n, k) =
n∑

j=k

(−1)j−k ln−jmj−kWLm,r (n, j)wl,s (j, k)

if 2lr ≥ ms,

Wml,2ms−lr (n, k) =
n∑

j=k

(−1)n−j ln−jmj−kWm,r (n, j)WLl,s (j, k)

if 2ms ≥ lr,

WL
ml, lr+ms

2
(n, k) =

n∑
j=k

ln−jmj−kwm,r (n, j)Wl,s (j, k)

if lr and ms have the same parity.
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Remark. If we assume that l = m and s = r in the last for-
mula, then we obtain equation (3), which is the original de�nition of
r-Whitney�Lah numbers by G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9].

The r-Whitney-type numbers can be expressed with the help of
symmetric polynomials.

Theorem 3.18. If 0 ≤ k ≤ n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

wm,r (n, k) =
∑

0≤i1<i2<···<in−k≤n−1

n−k∏
j=1

(ijm+ r) ,

Wm,r (n, k) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤in−k≤k

n−k∏
j=1

(ijm+ r) ,

WLm,r (n, k) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤in−k≤k

n−k∏
j=1

((2ij + j − 1)m+ 2r) ,

in other words, wm,r (n, k) is the (n − k)th elementary symmet-

ric polynomial of r,m+ r, . . . , (n− 1)m+ r, and Wm,r (n, k) is the

(n− k)th complete symmetric polynomial of r,m+ r, . . . , km+ r.

It is known that the �nite sequences of r-Whitney numbers of the
�rst and second kinds are log-concave for �xed n. The same property
can be proved also for the r-Whitney�Lah numbers.

Theorem 3.19. Let n,m ≥ 1 and r ≥ 0. Then the sequence

(WLm,r (n, k))
n
k=0 is strictly log-concave, therefore it is unimodal.

In the following theorem, we describe the connection between
r-Whitney transformations of the �rst and second kinds, r-Whitney�
Lah transformation and their inverses.

Theorem 3.20. Let (an)
∞
n=0, (bn)

∞
n=0 be sequences of complex num-

bers and let r ≥ 0, m ≥ 1. Then



38

• bn =
n∑

k=0

wm,r (n, k) ak (n ≥ 0) if and only if

an =
n∑

k=0

(−1)n−k Wm,r (n, k) bk (n ≥ 0),

• bn =
n∑

k=0

Wm,r (n, k) ak (n ≥ 0) if and only if

an =
n∑

k=0

(−1)n−k wm,r (n, k) bk (n ≥ 0),

• bn =
n∑

k=0

WLm,r (n, k) ak (n ≥ 0) if and only if

an =
n∑

k=0

(−1)n−k WLm,r (n, k) bk (n ≥ 0).

The following theorem states that r-Whitney-type transformations
preserve the log-convexity of sequences.

Theorem 3.21. The r-Whitney transform of both kinds and the

r-Whitney�Lah transform of a log-convex sequence of nonnegative

real numbers are also log-convex.

4 r-Dowling and r-Dowling�Lah polynomials

M. Benoumhani [2], [3] introduced the Dowling numbers Dn,m as
the sums of Whitney numbers of the second kind, and the Dowling
polynomials Dn,m (x) in connection with them. The de�nition of
r-Dowling polynomials, as the common generalization of r-Bell and
Dowling polynomials, are due to G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9].

Now, we introduce the Dowling-type generalization of r-Lah poly-
nomials with r-Whitney�Lah numbers as coe�cients. We will call
these polynomials r-Dowling�Lah polynomials.
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4.1 De�nitions and combinatorial interpretations

De�nition 4.1. Let n, r ≥ 0 and m ≥ 1. Then we call the polyno-
mial

Dn,m,r(x) =
n∑

k=0

Wm,r(n, k)x
k

an r-Dowling polynomial.

De�nition 4.2. Let n, r ≥ 0 and m ≥ 1. Then we call the polyno-
mial

DLn,m,r (x) =
n∑

k=0

WLm,r (n, k)x
k

an r-Dowling�Lah polynomial.

If we assume that n + r ≥ 1, then the following interpretation can
be given for r-Dowling and r-Dowling�Lah polynomials based on
the results of the previous section: Dn,m,r (c) and DLn,m,r (c) give
the number of r-Whitney and r-Whitney�Lah coloured partitions of
{1, . . . , n+ r} with m colours, where the smallest elements of those
blocks and ordered blocks which contain no distinguished element
are additionally coloured with c colours, respectively (c ≥ 1).

If c = 1 in the interpretation above, then the additional colouring
with only one colour is essentially equivalent to omitting the colour-
ing. In this case, we call Dn,m,r = Dn,m,r(1) an r-Dowling number
and DLn,m,r = DLn,m,r(1) an r-Dowling�Lah number.

Obviously,

Dn,m,1(x) = Dn,m(x), Dn,1,r(x) = Bn,r(x), Dn,1,0(x) = Bn(x),

and similar connections hold for r-Dowling�Lah polynomials.
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4.2 Properties and identities

The following theorem is used in several proofs in this section.

Theorem 4.3. If n, r ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

Dn,ml,lr (lx) = lnDn,m,r (x) ,

DLn,ml,lr (lx) = lnDLn,m,r (x) .

Now, we give a Spivey-type formula for r-Dowling-type polynomials
in its most general form.

Theorem 4.4. If t, n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

lnDt+n,m,r (mx) =
t∑

i=0

n∑
j=0

Wm,r (t, i)

(
n

j

)
mjDj,l,s (lx)

· (mli+ lr −ms)n−j (mx)i ,

lnDLt+n,m,r (mx) =
t∑

i=0

n∑
j=0

WLm,r (t, i)

(
n

j

)
mjDLj,l,s (lx)

· (ml (t+ i) + 2lr − 2ms|ml)n−j (mx)i .

For t = 0 in the formula, we obtain a connection between r-Dowling-
type polynomials with m colours and s-Dowling-type polynomials
with l colours.

Corollary 4.5. If n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

lnDn,m,r (mx) =
n∑

j=0

(
n

j

)
mjDj,l,s (lx) (lr −ms)n−j ,

lnDLn,m,r (mx) =
n∑

j=0

(
n

j

)
mjDLj,l,s (lx) (2lr − 2ms|ml)n−j .
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Remark. Special choices of the parameters would allow us to ex-
press r-Dowling polynomials with m colours by s-Dowling polyno-
mials withm colours, r-Dowling polynomials with l colours, Dowling
polynomials with l or m colours, s-Bell polynomials, r-Bell polyno-
mials, and Bell polynomials, and it holds similarly for r-Dowling�
Lah polynomials.

By choosing t = 1, l = m and s = r, the Spivey-type formula implies
a recurrence relation.

Corollary 4.6. If n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

Dn+1,m,r (x) = rDn,m,r (x) + x
n∑

j=0

(
n

j

)
Dj,m,r (x)m

n−j ,

DLn+1,m,r (x) = 2r
n∑

j=0

(
n

j

)
DLj,m,r (x)m

n−j (n− j)!

+ x
n∑

j=0

(
n

j

)
DLj,m,r (x)m

n−j (n− j + 1)!.

Finally, we obtain a Carlitz-type formula.

Corollary 4.7. If t, n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

Dt+n,m,r (x) =
t∑

i=0

Wm,r (t, i)Dn,m,r+mi (x)x
i,

and if we additionally assume that m is even, then

DLt+n,m,r (x) =
t∑

i=0

WLm,r (t, i)DL
n,m,r+mi+mt

2
(x)xi.

Now, we give a second-order recurrence relation for r-Dowling�Lah
polynomials.



42

Theorem 4.8. If r ≥ 0 and n,m ≥ 1, then

DLn+1,m,r (x)

= (x+ 2mn+ 2r)DLn,m,r (x)−mn (mn+ 2r −m)DLn−1,m,r (x) .

In the following addition formula, a binomial convolutional iden-
tity is given for r-Dowling-type polynomials with m colours and
s-Dowling-type polynomials with l colours.

Theorem 4.9. If n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1, then

Dn,ml,lr+ms (ml (x+ y)) =
n∑

j=0

(
n

j

)
ljmn−jDj,m,r (mx)Dn−j,l,s (ly) ,

DLn,ml,lr+ms (ml (x+ y)) =
n∑

j=0

(
n

j

)
ljmn−jDLj,m,r (mx)DLn−j,l,s (ly) .

Now, we give a Dobi«ski-type formula for r-Dowling-type polyno-
mials.

Theorem 4.10. If n, r ≥ 0 and m ≥ 1, then

Dn,m,r (x) = exp
(
− x

m

) ∞∑
j=0

(mj + r)n

mjj!
xj ,

DLn,m,r (x) = exp
(
− x

m

) ∞∑
j=0

(mj + 2r|m)n

mjj!
xj .

In the following theorem, we present the exponential generating
function of the sequences of r-Dowling-type polynomials.

Theorem 4.11. If r ≥ 0 and m ≥ 1, then

∞∑
n=0

Dn,m,r (x)

n!
yn = exp

(
ry +

exp (my)− 1

m
x

)
,

∞∑
n=0

DLn,m,r (x)

n!
yn = exp

(
xy

1−my

)
(1−my)−

2r
m .
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It is known that the roots of r-Dowling polynomials are real. Ac-
cording to the following theorem, the same assertion is true for the
roots of r-Dowling�Lah polynomials.

Theorem 4.12. Let r ≥ 0 and n,m ≥ 1. Then DLn,m,r (x) has

simple real roots. If r ≥ 1, then all the roots are negative, and if

r = 0, then one of the roots is 0 and the others are negative.

The next theorem describes connections between r-Dowling and
r-Dowling�Lah polynomials.

Theorem 4.13. Let n, r, s ≥ 0 and m, l ≥ 1. Then

Dn,ml,2ms−lr (mlx) =
n∑

j=0

(−1)n−j ln−jmjWm,r (n, j)DLj,l,s (lx)

if 2ms ≥ lr,

DL
n,ml, lr+ms

2
(mlx) =

n∑
j=0

ln−jmjwm,r (n, j)Dj,l,s (lx)

if lr and ms have the same parity.

Finally, we show that the sequences of r-Dowling-type numbers are
log-convex.

Theorem 4.14. Let r ≥ 0 and m ≥ 1. Then the sequences

(Dn,m,r)
∞
n=0 and (DLn,m,r)

∞
n=0 are log-convex.

5 s-associated r-Dowling-type numbers

Although, the s-associated Bell numbers B≥sn are discussed in sev-
eral papers, the s-associated r-Bell numbers B≥sn,r occur only in the
article of F. T. Howard [27], but simply for the case s = 2.

The s-associated factorials A≥sn de�ned as the permutational variant
of associated Bell numbers are called generalized subfactorials in the
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literature. A certain r-generalization of them was studied recently
in [62] and [43].

The s-associated summed Lah numbers L≥sn and s-associated
summed r-Lah numbers L≥sn,r can be de�ned analogously, but were
not studied yet.

5.1 The r-compositional formula

In the following theorem, we give the r-compositional formula for
exponential generating functions. (N0 denotes the set of nonnegative
integers, while K is a �eld of characteristic 0.)

Theorem 5.1. Let f1, f2, g : N0 → K be functions such that
f2 (0) = 0 and g(0) = 1, and denote their exponential generat-
ing functions by F1(x), F2(x), G(x), respectively. De�ne the function
h : N0 → K as follows: h (0) = 1, and for n ≥ 1 let

h (n) =
∑

f1 (|Y1|) · · · f1 (|Yr|) f2 (|Z1|) · · · f2 (|Zk|) g (k) ,

where the sum is taken for all partitions of the form
{Y1 ∪ {1} , . . . , Yr ∪ {r} , Z1, . . . , Zk} of {1, . . . , n+ r}. Then the ex-
ponential generating function of h is

H (x) = (F1 (x))
r G (F2 (x)) .

5.2 Combinatorial de�nitions

De�nition 5.2. Let n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 and s,m ≥ 1. Denote
by D≥sn,m,r the total number of r-Whitney coloured partitions of
{1, . . . , n+ r} with m colours, where each block containing no dis-
tinguished element has at least s elements. In addition, let
D≥s0,m,0 = 1. We call these numbers s-associated r-Dowling num-

bers.
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De�nition 5.3. Let n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 and s,m ≥ 1. Denote by
DA≥sn,m,r the total number of r-Whitney coloured permutation in
Sn+r with m colours, where each cycle containing no distinguished
element has length at least s. In addition, let DA≥s0,m,0 = 1. We call
these numbers s-associated r-Dowling factorials.

De�nition 5.4. Let n, r ≥ 0, n + r ≥ 1 and s,m ≥ 1. Denote by
DL≥sn,m,r the total number of r-Whitney�Lah coloured partitions of
{1, . . . , n+ r} with m colours, where each ordered block containing
no distinguished element has at least s elements. In addition, let
DL≥s0,m,0 = 1. We call these numbers s-associated r-Dowling�

Lah numbers.

Obviously,

D≥1
n,m,r = Dn,m,r, D≥s

n,1,r = B≥s
n,r, D≥s

n,1,0 = B≥s
n ,

and similar connections exist for s-associated r-Dowling factorials
and s-associated r-Dowling�Lah numbers.

5.3 Properties and identities

With the help of the r-compositional formula, we can derive the
exponential generating functions of the sequences of s-associated
r-Dowling-type numbers.

Theorem 5.5. If r ≥ 0 and s,m ≥ 1, then

∞∑
n=0

D≥s
n,m,r

n!
xn = exp

(
rx+

exp (mx)− 1

m

)
exp

− 1

m

s−1∑
j=1

1

j!
(mx)j

 ,

∞∑
n=0

DA≥s
n,m,r

n!
xn = (1−mx)−

r+1
m exp

− 1

m

s−1∑
j=1

1

j
(mx)j

 ,
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∞∑
n=0

DL≥s
n,m,r

n!
xn

= (1−mx)−
2r
m exp

(
1

m

(
1

1−mx
− 1

))
exp

− 1

m

s−1∑
j=1

(mx)j

 .

Below, we give recurrence relations for s-associated r-Dowling-type
numbers.

Theorem 5.6. If r ≥ 0, s,m ≥ 1 and n ≥ s− 1, then

D≥s
n+1,m,r = rD≥s

n,m,r +
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
D≥s

j,m,rm
n−j ,

DA≥s
n+1,m,r = r

n∑
j=0

(
n

j

)
DA≥s

j,m,rm
n−j (n− j)!

+
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
DA≥s

j,m,rm
n−j (n− j)!,

DL≥s
n+1,m,r = 2r

n∑
j=0

(
n

j

)
DL≥s

j,m,rm
n−j (n− j)!

+
n−s+1∑
j=0

(
n

j

)
DL≥s

j,m,rm
n−j (n− j + 1)!.

Recurrence relations of �xed order can be proved for s-associated
r-Dowling factorials and s-associated r-Dowling�Lah numbers.

Theorem 5.7. If r ≥ 0, s,m ≥ 1 and n ≥ s− 1, then

DA≥s
n+1,m,r = (mn+ r)DA≥s

n,m,r + (mn|m)s−1 DA≥s
n−s+1,m,r.
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If r ≥ 0, s,m ≥ 1 and n ≥ s, then

DL≥s
n+1,m,r = (2mn+ 2r)DL≥s

n,m,r + s (mn|m)s−1 DL≥s
n−s+1,m,r

−mn (mn−m+ 2r)DL≥s
n−1,m,r − (s− 1) (mn|m)s DL≥s

n−s,m,r.

In the following theorem, we give connections between s-associated
r-Dowling- and s-associated r′-Dowling-type numbers.

Theorem 5.8. If n ≥ 0, r ≥ r′ ≥ 0 and s,m ≥ 1, then

D≥s
n,m,r =

n∑
j=0

(
n

j

)
D≥s

j,m,r′
(
r − r′

)n−j
,

DA≥s
n,m,r =

n∑
j=0

(
n

j

)
DA≥s

j,m,r′
(
r − r′|m

)n−j
,

DL≥s
n,m,r =

n∑
j=0

(
n

j

)
DL≥s

j,m,r′
(
2r − 2r′|m

)n−j
.

Next, we show the Dobi«ski-type formula for the s-associated
r-Dowling-type numbers.

Theorem 5.9. If n, r ≥ 0 and s,m ≥ 1, then

D≥s
n,m,r = e−

1
m

∞∑
k=0

1

mkk!

∑
∗

n!

l!
(mk + r)l

s−1∏
j=1

1

ij !

(
−mj−1

j!

)ij

,

DA≥s
n,m,r =

∑
∗

n!

l!
(r + 1|m)l

s−1∏
j=1

1

ij !

(
−mj−1

j

)ij

,

DL≥s
n,m,r = e−

1
m

∞∑
k=0

1

mkk!

∑
∗

n!

l!
(mk + 2r|m)l

s−1∏
j=1

1

ij !

(
−mj−1

)ij
,

where the sums indicated with a star symbol are taken over all

s-tuples (i1, i2, . . . , is−1, l) of nonnegative integers satisfying

i1 + 2i2 + · · ·+ (s− 1) is−1 + l = n.
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As an interesting consequence of the above, we can obtain that
2-associated r-Dowling numbers coincide with (r−1)-Dowling num-
bers.

Corollary 5.10. If n ≥ 0 and r,m ≥ 1, then D≥2n,m,r = Dn,m,r−1.
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