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1. Bevezetés

A leszamlél6 kombinatorikdban alapvetGek a Stirling- és a Bell-
szamok.

Az [7] elsofaju Stirling-szam azon S,,-beli permutaciok szamat adja
meg, amelyek k£ darab diszjunkt ciklus szorzatara bomlanak, mig
az {Z} masodfaja Stirling-szam az {1,...,n} halmaz k elemd osz-
talyozasait szamolja Ossze (0 < k < n). Ha az el6z6 halmaz Gsszes
osztalyozasainak szaméra vagyunk kivancsiak, akkor a B,, Bell-szam
fogalmahoz jutunk (n > 0), amelyekhez kapcsoléddan bevezethetsk

n
a By, (z) = Y {}}«* Bell-polinomok is.
k=0

A Lah-szamok kozeli rokonai a Stirling-szdmoknak. Az LZJ Lah-
szém az {1,...,n} halmaz elemeinek k darab rendezett osztalyba
tOrténd osztalyozéasainak szamat adja meg (0 < k < n), tetszéleges
szdmu rendezett osztaly esetén pedig az L, Osszegzett Lah-szamok

fogalmahoz jutunk (n > 0). A fentiekhez hasonloan értelmezhetck

az L, (z) = Y |}]#* Lah-polinomok is.

A Stirling- és Bell-tipusi szamoknak, valamint a Bell-tipust polino-
moknak szdmos altaldnositasa létezik. Ezek koziil az egyik leginkdbb
ismert és vizsgalt az tgynevezett r-altalanositas. Az r-altalanositott
kombinatorikus szadmok esetében mindig van r kitiintetett elem,
amelyektdl a ciklusokba, osztalyokba és rendezett osztalyokba so-
rolas sorén elvéarjuk, hogy kiilonboz6 ciklusokba, osztalyokba, vala-
mint rendezett osztalyokba keriiljenek.

A Stirling-szamok mésik altaldnositasa az m-edrendd véges csopor-
tokhoz konstrualt Dowling-haléhoz kapcsoléddan értelmezett elsG-
és masodfaju Whitney-szamok. Ezek speciélisan, a trivialis csoport
esetén, a Stirling-szdmokat adjak vissza. Az r-Stirling- és a Whitney-
szamok ko6zOs altalanositasaként adodnak az els6- és masodfaja



r-Whitney-szamok, amelyek segitségével definidltak az r-Whitney—
Lah-szamokat is. A Bell-szamok és Bell-polinomok altalanositasa-
ként a masodfaju r-Whitney-szamokhoz kapcsoléddan értelmezhe-
t6ek az r-Dowling-szamok, valamint az r-Dowling-polinomok is.

Végiil ismertetjiik a Bell-szamok egy tovabbi altalanositdsat. Ameny-
nyiben az osztalyozas soran az osztalyok elemszamara egy s alsé kor-
latot adunk, az s-asszocidlt Bell-szamok fogalmahoz jutunk. Ezek
r-altalanositott valtozatat eddig kizarolag a 2-asszocialt esetben ér-
telmezték. Megemlitjiikk még, hogy amennyiben a probléma permu-
tacios megfelelgjét vizsgaljuk, és azt irjuk el6, hogy minden ciklus
legaldbb 2 hosszisagu legyen, azaz a fixpontmentes permutaciok
szaméat akarjuk meghatarozni, akkor a szubfaktoridlisok fogalmahoz
jutunk.

Az értekezésben az eddigiek sorén ismertetett kombinatorikus sza-
mok altalanositdsainak vizsgalataval foglalkozunk. A dolgozat alap-
jaul a [20], [22], [21], [19] és [23] cikkek szolgalnak.

A 2. fejezetben a masodfaju r-Stirling-szamok 1j kombinatorikus in-
terpretaciojaként megmutatjuk, hogy a segitségiikkel miként adhato
meg a Ramsey-elméletben alapvets jelentGséggel biré kombinatori-
kus alterek szdma.

A 3. fejezet az r-Whitney- és r-Whitney—Lah-szamokkal foglalko-
zik. A fejezet egyik legfontosabb eredményeként ismertetjiik ezen
szdmok 1j kombinatorikus interpretéciéit, amelyek specidlis esetben
illeszkednek a Stirling- és a Lah-szamok kombinatorikus értelmezé-
séhez. Ezt kovetGen ezeket definicioként hasznalva az r-Whitney- és
r-Whitney-Lah-szamokra szamos 1j Osszefiiggést igazolunk a lehets
legaltalanosabb forméban, tovabbé 0j bizonyitidsokat adunk néhany
kordbban mar ismert tulajdonsagukra is.

A 4. fejezetben az r-Dowling-polinomok, valamint az altalunk de-
finialt r-Dowling-Lah-polinomok atfogd vizsgalatat adjuk. A két-



féle polinom tulajdonsagait parhuzamosan targyaljuk. A bizonyi-
tasok soran az r-Dowling-polinomok esetében tobbszor tudjuk al-
kalmazni a kombinatorikus interpretaci6jukat, mig az r-Dowling—
Lah-polinomoknal alapvetGen mas, kiilonféle algebrai atalakitasokat
hasznalo eszkozok miikodnek, amelyek elsGsorban az el6z6 fejezet
eredményein alapulnak.

A disszertécio 5. és egyben zardfejezete s-asszocialt r-Dowling-tipusi
szamokkal foglalkozik. ElGszor az tigynevezett r-kompoziciés formu-
lat igazoljuk, amely segitségével egyszertien meghatarozhatjuk az
r-Bell-tipust szdmok és az altaldnositasaik sorozatainak exponen-
cilis generatorfiiggvényét. Ezt kovetGen bevezetjiik és az exponen-
cidlis generatorfiiggvényeikbdl kiindulva vizsgéljuk az s-asszociélt
r-Dowling-szamokat, az s-asszocidlt r~-Dowling-faktoridlisokat, vala-
mint az s-asszocialt r-Dowling-Lah-szamokat.

2. r-Stirling- és r-Bell-tipusa szamok

Az [Z]T els6faju és {Z}T masodfajiu r-Stirling-szamokat L. Car-
litz [8], A. Z. Broder [6] és R. Merris [38], mig az |}| r-Lah-
szdmokat Nyul G. és Racz G. [47] definidlta. A masodfaja r-Stirling-
szamok Osszegeként adodo B, r-Bell-szamokat L. Carlitz [8], va-
lamint Mez6 I. [40] értelmezte, utobbi szerzd bevezette a By, . (z)
r-Bell-polinomokat is. Ennek mintajara az L, , Osszegzett r-Lah-
szamokat és az L,, , (z) r-Lah-polinomokat Nyul G. és Racz G. [4§]
definialta.

2.1. Masodfaja r-Stirling-szamok és kombinatorikus
alterek

A kombinatorikus alterek fogalma fontos szerepet t6lt be a Ramsey-
elméletbdl ismert Hales—Jewett-tétel [24] altalanositott valtozata-



ban. Megmutatjuk, hogy a k dimenziés kombinatorikus alterek sza-
ma megadhaté a masodfaju r-Stirling-szamok segitségével.

2.1. Tétel. Legyen 1 < k < n, r > 1 és A egy r elemi halmaz.
Ekkor a k dimenzids kombinatorikus alterek szdma A™-ben {Z}T

3. r-Whitney- és r-Whitney—Lah-szadmok

T. A. Dowling [17] algebrai uton értelmezte a w,, (n, k) elséfaja és
W, (n, k) méasodfaju Whitney-szamokat, amelyek a Stirling-szamok
altalanositasai.

Mez6 1. [39] kozos altalanositasat adta az r-Stirling- és a Whitney-
szamoknak. Az els6faju r-Whitney-szamokat az

m"z" Zwmrnk)(mm—r)k, (1)
k=0

mig a masodfaju r-Whitney-szamokat az

(mz+7r)" Z mrnkmxﬁ (2)
k=0

egyenlGséggel definiélta.
G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] pedig a

WL (0, k) = > wm,r (0, 5) Win,r (5, k) (3)
=k

Osszefliggéssel vezették be az r-Whitney-Lah-szdmok fogalmat.

Az r-Whitney-tipust szamokkal szamos cikkben foglalkoztak, tisz-
tan kombinatorikus jelentésiikkel kapcsolatban azonban csak részle-
ges eredményekkel taladlkozhatunk a szakirodalomban.



3.1. Kombinatorikus definiciék

A tovabbiakban az alabbi, altalunk megadott kombinatorikus in-
terpretdciokat hasznaljuk definicioként.

3.1. Definici6. Legyen 0 < k < n,r >0, n+r >1é m > 1.
Ekkor wy, - (n, k) jelolje azon S, 4,-beli szinezett permutéciok sza-
mét, amelyek k + r diszjunkt ciklus szorzatara bomlanak fel dgy,
hogy

e az 1,...,r kitlintetett elemek kiilonb6z6 ciklusokba keriilnek,
e a ciklusok legkisebb elemei nincsenek szinezve,

e azok az elemek, amelyek egy kitiintetett elem ciklusaban van-
nak, nincsenek szinezve, ha a kitlintetett elemt6l az adott ele-
mig tart6 ciklusiv nem tartalmaz nala kisebb szamot,

a tovabbi elemek mindegyike m szinnel van szinezve.

Legyen tovabba w0 (0,0) = 1. Ezeket a szamokat elséfaja
r-Whitney-szamoknak, és az ilyen permuticiékat r-Whitney-
szinezett permutacioknak nevezziik.

3.2. Definicid. Legyen 0 < k< n,r >0, n+r >1é m > 1.
Ekkor W, , (n, k) jeldlje az {1,...,n + r} halmaz azon k + r elemd
szinezett osztalyozasainak szamat, ahol

e az 1,...,r kitlintetett elemek kiilonb6z6 osztalyokba keriilnek,
e az osztalyok legkisebb elemei nincsenek szinezve,

o azok az elemek, amelyek egy kitiintetett elem osztalyadban van-
nak, nincsenek szinezve,

e a tovabbi elemek mindegyike m szinnel van szinezve.



Legyen tovabba W, ¢(0,0) = 1. Ezeket a szdimokat masodfaja
r-Whitney-szamoknak, és az ilyen osztalyozasokat r-Whitney-
szinezett osztalyozasoknak nevezziik.

3.3. Definici6. Legyen 0 < k < n,r >0, n+r >1é m > 1.
Ekkor WL, , (n, k) jelolje az {1, ...,n 4 r} halmaz azon k+r darab
rendezett osztalyba torténd szinezett osztalyozasainak szdmat, ahol

e az 1,...,r kitiintetett elemek kiilénb6z6 rendezett osztalyokba
keriilnek,

e a rendezett osztalyok legkisebb elemei nincsenek szinezve,

e azok az elemek, amelyek egy kitiintetett elem rendezett osz-
talyaban vannak, nincsenek szinezve, ha a kitiintetett elem és
az adott elem kozott nincs néla kisebb szam,

e a tovabbi elemek mindegyike m szinnel van szinezve.

Legyen tovabba W L,, ¢ (0,0) = 1. Ezeket a szdmokat r-Whitney—
Lah-szamoknak, és az ilyen osztalyozasokat r-Whitney—Lah-
szinezett osztalyozasoknak nevezziik.

Speciélis paraméterekkel

Wm,1 (N, k) = wm (n, k), w1, (n,k) = [Z] ,

w0 (n, k) = [Z] , Wm0 (n, k) = m"k [Z] ,

tovabba hasonlé all fenn a masodfaju r-Whitney- és r-Whitney—
Lah-szamokra is.

3.2. Tulajdonsagok és azonossagok

Az eredmények ismertetése soran (z|m)” és (x|m)™ rendre az m
differencidji emelked? és siillyedd faktorialisokat fogja jeldlni.



A legkisebb és legnagyobb lehetséges k értékekre az aldbbi speciélis
értékek adodnak:

e W, (1,0) = (rm)™, Winr (n,0) =", WL (n,0) = (2r|m)™
o Wnr(n,1)= %((m—&—r)” —r"),
W Lo (n,1) = ((m+2r|m) (2r|m)ﬁ) (n>1)
o Wiy (n,n—1) =Wy, (n,n—1)=m(}) +rn,
WLy (n,n—1)=mn(n—1)+2rn (n > 1)
e Wy (n,n) =Wpnr(n,n)=WLn,(nn) =1

A kovetkez6 tételben és kovetkezményben polinomos azonossigokat
ismertetiink. Megjegyezziik, hogy az els6 két formula ekvivalens az
(1) és (2) egyenldségekkel, amelyek Mez6 1. [39] definicioiként szol-
galtak.

3.4. Tétel. Han,r >0 ésm > 1, akkor

x+r|m Zwmrnk

n

(@+71)" =D W (k) ([m)®,
k=0

(z+2r/m)" =" WL, (n,k) (zlm)".
k=0

3.5. Kovetkezmény. Ha n,r > 0 és m > 1, akkor

(z —rm)™* = Z (=1)" " won.r (n, k) 2"

k=0
(w=r)" = > ()" W (0, k) (),
k=0
(@ —2rfm)™ = 3" (~1)" " W L. (n, k) (2|m)* .

>
Il

0



Megjegyzés. A tétel specialisan megadja az elséfaju r-Whitney-sza-
mok Osszegét rogzitett n esetén:

Z Wm,r (n, k) = (r + 1|m)ﬁ

A kovetkezs tételben az r-Whitney-tipust szamokra vonatkozo re-
kurzidkat ismertetjiik.

3.6. Tétel. Hal1 <k<n,r>0 és m>1, akkor
W, (M4 1,k) = wm,r (n, k= 1) + (mn 4+ r) wm,r (0, k),

Wm»T (’I’L + 17 k) = W’m;T (n7 k - 1) + (mk + T) Wmﬂ‘ (77‘7 k) )
WLy (n+1,k) =WLpn,r(nk—1)4+ (mn+k)+2r) Wl (n,k).

Az aldbbiakban fiiggsleges rekurzidkat adunk az r-Whitney-tipust
szamokra vonatkozoan.

3.7. Tétel. Ha0<k<n,r>0 ésm>1, akkor

n

W (n+ 1k +1) =Y (mn+r[m) "L wm . (j, k),
j=k

Wi (n+1,k+1) =Y (m(k+1)+1)"" W r (4, k),
=k

Whmr(n+1L,k+1)=> (mn+k+1)+2r|/m)" LWLy, (j,k).

e

Il
>

J

A maésodfaji r-Whitney- és az r-Whitney—Lah-szamokra a kévetke-
z6 explicit formula bizonyithato.

3.8. Tétel. Ha0<k<n,r>0és m>1, akkor

W (n, k) = mkk,z () m(k—j)+r)",



W Lun,r (n, k) kk,z ( ) m (k= j) + 2rjm)"

Az r-Whitney-Lah-szdmokra a fentinél egyszertibb explicit formula
is létezik.

3.9. Tétel. Ha 0 <k <n ésr,m > 1, akkor

n) (2r|m)™

W L. (0, k) = ( )

Az alabbi éllitas a kés6bbi tételek bizonyitasa soran bizonyul hasz-
nosnak.

3.10. Tétel. Ho 0 <k <n,r >0 ésm,l > 1, akkor

" P (0, k) = Wt e (0, k)

lnika,r (n7 k) = Wml,lr (n, k) 5
"W Linr (n,k) = W Ly 1 (0, k) .

A kovetkezSkben egy Spivey-tipusu formulat adunk az r-Whitney-
tipust szamokra vonatkozoban.

3.11. Tétel. Ha t,n,k,r;s >0,k <t+n ésm,l > 1, akkor

min{t,k} n

"mFwm - (4 n, k) = Z Z Wi, r (L,1) (n) Pyt
0 i— . J
i j=max{0,k—i}

cwy s (5, k — ) (mit + lr —ms|ml)" ™7,

min{t,k} n

P W (t 0 k)= > 3 Wm,r(t,i)G)z’“*imi“

1=0 j=max{0,k—i}

Wis (G, k— i) (mli+1r — ms)n_j ,
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min{t,k} n

P W L (t k) =Y 3 WLm,T(t,z')(”f>l’“*”m”j
i=0 j=max{0,k—i} J

WLy s (G, k — ) (ml (¢ + 1) + 20r — 2ms|ml)™ 7 .

Ha az el6z6 tételben ¢t = 0, akkor az alabbi Gsszefiiggésekhez jutunk
az m szines r-Whitney- és az [ szines s-Whitney-tipusd szdmok ko-
z0Ott.

3.12. Kovetkezmény. Ha 0 < k <n, r,s >0 és m,l > 1, akkor

n
lnikwmﬂ’ (TL, k) = Z (?) mjikwlvs (]7 k) (l?" - m8|ml)n7j )
=k

" W (0, k) = (?) m! Wi (G k) (Ir = ms)" 7,

U W L (k) = > (”) m? “FW Ly, (5, k) (2r — 2ms|ml)" 7 .

Megjegyzés. A paraméterek specidlis megvalasztasaval az m szines
r-Whitney-szamokat ki tudjuk fejezni m szines s-Whitney-szamok-
kal, [ szines r-Whitney-szamokkal, [ illetve m szines Whitney-sza-
mokkal, s-Stirling-szamokkal, r-Stirling-szamokkal, tovabbéa klasszi-
kus Stirling-szamokkal, és ugyanez fennall az r-Whitney—Lah-sza-
mokra vonatkozoéan is.

Ha a Spivey-tipustu formulédban ¢ = 1, [ = m és s = r, akkor az
alabbi rekurziés formuldk adédnak.

3.13. Kovetkezmény. Ha 1 <k <n+1,r>0 ésm > 1, akkor

Wi (4 1,k) =7 zn: (;‘) Wi, (3, k) m™ 7 (n = §)!

Jj=k

+ (T?>w’mﬂ" (j?k_l)mnij (n_j)!a
j=k—1 J
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Winr (0 4+ 1,k) = tWonr (0, k) + Y (7;) Winr Gk — 1) m” 7,
j=k—1

n

WL (n+1,k)=2rY ( )WLW (G, k)ym™ 7 (n — j)!
j=k

<.

n Zn: < )WLmr(];k Dm™™ (n—j+ 1)L
j=k—

J

A kovetkezs tételben tjabb Gsszefiiggéseket ismertetiink az m szines
r-Whitney- és [ szines s-Whitney-tipusd szdmok kozott.

3.14. Tétel. Ha 0 <k <n,r,s >0 ésm,l > 1, akkor

n

P g (00) = Ym0 (1) G map

i=k

n

" "W (n, k) :Z "IW . (n, ) (i) (Ir — ms|ml)Z=~ |
=k

n

"W L. (n, k) :Z "TIW L ( nJ)(

k) (2lr — 2ms|ml)I=E .

Az alabbiakban egy binomidlis konvoliciés azonossagot adunk meg
az. m szines r-Whitney- és az [ szines s-Whitney-tipust szamokra.

3.15. Tétel. Han,k,h,r,s >0, k+h <n ésm,l > 1, akkor

n—h

k+h i~k  n—j— .
( }: ) Wml,lr+ms (n,k + h) = Z (?) vV km J hwm,T‘ (.77 k)
=k
s Wi, s (TL 7‘7.7 h) )
k+h i\ :
( k ) Wml,l'r‘+ms (TL, k+ h) = Z (]) l]_kmn_]_tha”‘ (.77 k)
=k

. Wl,s (n_jah)’
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n—h

k+h . N\ j—k n—j—h .
( k ) WLml,l'r‘+ms (TL, k+ h) - ]Zk (]) ’ m"™? WLmJ‘ (Ja k)
. WLl,s (n —j, h) .

A kovetkezs tétel az r-Whitney-tipusa szdmok altalanositott orto-
gonalitasarol szolé eredményeket tartalmazza.

3.16. Tétel. Legyen 0 <k <n, r,s >0 és m,l > 1. Ekkor
n -
> I e (0, ) Was (k) = (1) (@ = mslmt)™F,
j=k

Z J kn=d,i— ’“er(n HDwrs (4, k) = (Z)(lr—ms)nfk,
j=k

Z Y F I TR W L (0 J)WLl,s(j,k):(Z)(zzr—zms\mn"—k.

Az alabbiakban tovabbi kapcsolatokat ismertetiink az r-Whitney-
és az r-Whitney-Lah-szamok kozott.

3.17. Tétel. Legyen 0 < k <n, r,s >0 és m,l > 1. Ekkor

(71)j_k ln_jmj_kWL’mJ‘ (nvj) wl,s (]7 k) )

-

<
Il
o

Wml,2lr—ms (n7 k) =

ha 2lr > ms,

M:

Wml 2ms— lr n, k' n Jln ] er( 7j)WLl,s(j7k)a

]:k
ha 2ms > Ir,

WL, irtms (n,k) = Zl" Im? ™ wi, - (n,§) Was (3, k)

ha lr és ms azonos paritdsi.
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Megjegyzés. Amennyiben az utolsé Gsszefiiggésben feltessziik, hogy
I =méss=r,a(3) egyenlsséget kapjuk, amely az r-Whitney—
Lah-szamok G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] altal megadott eredeti
definicioja.

Az r-Whitney-tipusi szamokat eld lehet allitani szimmetrikus poli-
nomok segitségével.

3.18. Tétel. Ho 0 <k <n,r>0é m >1, akkor

n—k

Wm,r (N, k) = Z H (i;m+r),

0<i1<ig< - <ip_<n—1j=1

n—k
W, (n k) = Z H (i;m+7),
0<iy Sig<-+-<iy g <k j=1
n—k
W Lo, (n, k) = > IT (@i +5—1m+2n),
0<iy Sig <<y <k j=1
Vagyis W (N, k) azr,m~+r,...,(n —1)m+r szdmok (n— k)-adik
elemi szimmetrikus polinomgja, mig W, (n, k) azr, m+r, ... km+r

szamok (n — k)-adik teljes szimmetrikus polinomja.

Ismert, hogy az elséfaju és a mésodfaju r-Whitney-szamok véges
sorozata rogzitett n esetén szigortan log-konkav. Ugyanez az allitas
az r-Whitney—Lah-szamokra is igazolhato.

n

3.19. Tétel. Legyen n,m > 1 ésr > 0. Ekkor a (W Ly, » (n,k)),_,
sorozat szigorian log-konkdv, igy unimodalis.

A kovetkezs tétel az elsG- és méasodfaju r-Whitney-transzforméacio,
az r-Whitney—Lah-transzformacid, valamint az inverzeik kozotti kap-
csolatokat irja le.

3.20. Tétel. Legyenek (a,)S, (b,)22, komplex szamsorozatok és

legyen r > 0, m > 1. Ekkor
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e by = > wm,r(n,k)ar (n > 0) akkor és csak akkor teljesil, ha

k=0
an=3 (=1)""F W, (n,k) by (n>0),
k=0

e by = Y Wnr(n,k)ag (n > 0) akkor és csak akkor teljesil, ha
k=0
an = > (=1)" Fwmr (n,k) by (n>0),
k=0
n
o b= > WLpn,(nk)ag (n>0) akkor és csak akkor teljesiil, ha
k=0
an =3 (=1)""FW L. (n,k) by, (n>0).
k=0

Az alabbi tétel szerint az 7-Whitney-tipust transzformaciok megdr-
zik a sorozatok log-konvexitasat.

3.21. Tétel. Nemnegativ valds log-konvex szamsorozatok elsd- és
masodfaji r-Whitney-transzformdltja, valamint r-Whitney—Lah-
transzformdltja szintén log-konvex.

4. r-Dowling- és r-Dowling—Lah-polinomok

A masodfaju Whitney-szamok osszegeként M. Benoumhani [2], [3]
vezette be a D, ,,, Dowling-szdmokat, valamint hozzajuk kapcso-
l6ddan a D, ,, (x) Dowling-polinomokat. Az r-Bell- és a Dowling-
polinomok kozos altalanositdasaként ad6do r-Dowling-polinomok fo-
galma pedig G.-S. Cheon és J.-H. Jung [9] nevéhez kithetd.

A kovetkezskben az r-Whitney-Lah-szamok segitségével az r-Lah-
polinomoknak is értelmezziik a Dowling-tipusi altaldnositasat, az
r-Dowling-Lah-polinomokat.
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4.1. Definicidk és kombinatorikus interpretaciok

4.1. Definicié. Legyen n,r > 0 és m > 1. Ekkor a
n
Drmr(z) =D Win,p(n, k)z"
k=0

polinomot r-Dowling-polinomnak nevezziik.

4.2. Definicié. Legyen n,r > 0 és m > 1. Ekkor a

DL (2) = 3 Wlnr (0, k) 2
k=0

polinomot r-Dowling—Lah-polinomnak nevezziik.

Han+r > 1, akkor az r-Dowling- és az r-Dowling-Lah-polinomokra
az el6z6 fejezet eredményei alapjan az alabbi kombinatorikus in-
terpretaciok adhatéak: Dy, (¢) és DLy (¢) az {1,...,n+ 1}
halmaz azon m szines r-Whitney-szinezett, illetve r~-Whitney—-Lah-
szinezett osztalyozasainak a szamat adja meg, amelyeknél a kitiinte-
tett elemet nem tartalmazo osztélyok, valamint rendezett osztalyok
legkisebb elemei is szinezve vannak ¢ szinnel (¢ > 1).

Ha a fenti interpretaciokban ¢ = 1, akkor a legkisebb elemek egy
szinnel torténd kiegészitG szinezése lényegében egybeesik azzal,
hogy egyaltalan nem szinezziik Sket. Ekkor Dy, . = Dy m r(1)-€t
r-Dowling-szamnak, mig DLy, ,,, » = DLy, y »(1)-et 7-Dowling-Lah-
szamnak nevezziik.

Nyilvanval6, hogy
Dnm1(x) = Dn,m(x),  Dn,1r(x) = Bn,r(x),  Dn,io(z) = Bn(z),

tovabba hasonl6 all fenn az r-Dowling—Lah-polinomokra is.
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2. Tulajdonsagok és azonossagok

Az alabbi tétel szamos eredmény bizonyitasa soran hasznos.
4.3. Tétel. Han,r >0 és m,l > 1, akkor
Dn,ml,lr (ZI) - lnDn,m,r (x) 5

DLy, - (I2) =" DLp m,r ().

A kovetkezSkben megadjuk az r-Dowling-tipusi polinomokra vonat-
kozé Spivey-tipusu formulat a lehet6 legaltalanosabb alakban.

4.4. Tétel. Ha t,n,r,s >0 és m,l > 1, akkor

I"Dign,m,r (mz) = ZZertz (J)m Dj s (Iz)

1=0 j=0

. (mli +Ur —ms)" ™ (mx)",

I"DLtyn,m,r (mz) = ZZWLW (t,i (?) m?DL;, s (Iz)

1=0 j=0

A

s(ml(t+1) 4+ 20r — 2ms|ml)rj (mz)".

Amennyiben a tételben t = 0, az alabbi kapcsolatokhoz jutunk az
m szines r-Dowling- és [ szines s-Dowling-tipust polinomok kézdtt.

4.5. Kovetkezmény. Ha n,r,s > 0 és m,l > 1, akkor

lnDn m,r mx Z ( ) mij7lys (ZI) (l’f’ - ms)n_j )

"DLy . (ma) =Y (7;) m?DL;, . (Iz) (2Ir — 2ms|ml)" 7
Megjegyzés. A paraméterek specidlis megvalasztasaval az m szines
r-Dowling-polinomokat ki tudjuk fejezni az m szines s-Dowling-
polinomokkal, az I szines r-Dowling-polinomokkal, az [ és m szines
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Dowling-polinomokkal, az s-Bell-polinomokkal, az r-Bell-polinomok-
kal, valamint a Bell-polinomokkal, tovabba hasonlé Osszefiiggések
addédnak az r-Dowling-Lah-polinomok esetében is.

A Spivey-tipust formula ¢t = 1, ] = m és s = r esetén egy rekurzios
formulat ad eredményiil.

4.6. Kovetkezmény. Ha n,r > 0 és m > 1, akkor

n
. B}
Dot tmn (2) = 1D (1) + 23 ( j) D () ™,
=0

Dlutr @ =2 (1) DLy @m0 )
j=o \J
tzy (?) DLj o (z)m™ 7 (n—j+ 1)L
j=0

Végiil egy Carlitz-tipust formula is adodik.

4.7. Kovetkezmény. Ha t,n,r > 0 és m > 1, akkor
t .
Dt+n,m,r (:C) = Z Wm,r (t, Z) Dn,m,reri (x) xzy
i=0
tovdbbd ha azt is feltessziik, hogy m pdros, akkor

t
DLt ynmr (x) =Y _ WL, (t,i) DL, .y mitme (2) 2.
=0

Az r-Dowling—Lah-polinomokra vonatkozboan a kévetkezé mésod-
rendd rekurzios formula igazolhato.

4.8. Tétel. Har >0 és n,m > 1, akkor

DLny1,m,r ()
=(z+2mn+2r) DLpm,r () —mn(mn+2r —m) DLp—1,m» (z).
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Az alabbi addicids tételben egy binomialis konvolicios Gsszefiiggést
adunk meg az m szines r-Dowling- és az [ szines s-Dowling-tipusd
polinomokra.

4.9. Tétel. Han,r,s >0 és m,l > 1, akkor

n n C i
Dn,ml,lr+ms (ml (:E + y)) = Z (]> m JDj,m,r (mx) Dn—j,l,s (ly) 5
j=0

n

n\ i i
DLy mi,ir+ms (Ml (z +y)) = Z (J) Pm" DLj . (mz) DLp—ju1,s (ly)-
=0

A kovetkezSkben az r-Dowling-tipusi polinomokra vonatkozo
Dobinski-tipusu formulat ismertetjiik.

4.10. Tétel. Han,r >0 és m > 1, akkor

Dy () = exp (—i) io: MIJ’
=0

mJj!

T\ = (mj +2rjm)™
Dlnmr (1) = exp (=) 3 T
j=0

Az alabbi tételben megadjuk az r-Dowling-tipust polinomok soro-

zatdnak exponencialis generatorfiiggvényét.

4.11. Tétel. Har >0 és m > 1, akkor

o0

Dn m,r n —1
T S (Ty+ exp (my) - 1 x) :
n! m

n=0

> DLy m,r (x x _2r
Z 7| ()yn:eXP(l Y )(1_my) ™.
= n! —my

Ismert, hogy az r-Dowling-polinomok gydkei valosak. Az alabbiak
szerint hasonl6 allitas igaz az r-Dowling—Lah-polinomok gydkeire
vonatkozoéan.
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4.12. Tétel. Legyen r > 0 és n,m > 1. Ekkor a DL,, 1,  (z) poli-
nom gyokei valdsak és egyszeresek, tovabbd v > 1 esetén mindegyik
gyok negativ, mig r = 0 esetén az eqyik gyok 0 és a tobbi negativ.

A KkovetkezG tételben Kkiilonboz6 kapcsolatokat ismertetiink az
r-Dowling- és r-Dowling-Lah-polinomok k6zott.

4.13. Tétel. Legyen n,r,s > 0 és m,l > 1. Ekkor

Drmtzms—tr (mlz) =Y (=1)" 11" I m! Wi, (n, ) DLj 1.5 (1) ,
j=0

ha 2ms > Ir,

DL, oy trtms (miz) Zl” Im? W, (n,§) Djis (1),

ha lr és ms azonos paritdsi.

Veégiil azt mutatjuk meg, hogy az r-Dowling-tipusti szamok sorozatai
log-konvexek.

4.14. Tétel. Legyen r > 0 és m > 1. Ekkor a (Dn’m_rr)zo:() és a
(DL ), sorozatok log-konvexek.

5. s-asszocialt r-Dowling-tipusii szamok

Habar a BZ* s-asszocialt Bell-szamok tobb cikkben is megtalalha-
tok, a B3 s-asszocidlt r-Bell-szamok egyediil F. T. Howard [27]
munkajaban lelhetGek fel, aki azonban kizardlag az s = 2 esettel

foglalkozott.

Az asszociélt Bell-szamok permutdcios valtozataként adodo AZ*
s-asszocialt faktoridlisokat altalanositott szubfaktoridlisoknak neve-
zik a szakirodalomban. Ezek egyfajta r-altaldnositasat a kozelmult-
ban a [62] és [43] cikkekben vizsgaltak.
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Hasonloan értelmezhetjiik az LZ* s-asszocialt 6sszegzett Lah-, vala-
. s-asszocialt Osszegzett r-Lah-szdmokat is, ezekkel azon-
ban eddig még nem foglalkoztak.

mint az L%

5.1. Az r-kompoziciés formula

A kovetkezd tételben megadjuk az exponencialis generatorfiiggveé-
nyekre vonatkozo r-kompozicios formulat. (Ng a nemnegativ egész
szamok halmazat, mig K egy 0 karakterisztikaju testet jeldl.)

5.1. Tétel. Legyenek f1, fo,g: Ng — K olyan fiiggvények, melyekre
f2(0) =0 és g(0) = 1. Az exponencidlis generdtorfigguényiiket jell-
je rendre Fy(x), Fy(x) és G(x). A h: Ny — K fiigguényt definidljuk
a kovetkezdképpen: h(0) =1, és n > 1 esetén legyen

h(n) = fi(il)--- i (1Yel) f2 (1Z0]) -~ f2 (120 9 (R)

ahol  az  dsszegzést  az  {1,...,n+r}  halmaz  dsszes
{Yiu{l},.... Y, u{r},Z1,...,Zx} alaki osztdlyozdsdra végezzik
el. Ekkor h exponencidlis generdtorfiggvénye

H () = (F1 (2))" G (F2 (2)) .-

5.2. Kombinatorikus definicidok

5.2. Definicié. Legyen n,7 > 0, n+r > 1 és s,m > 1. Ekkor
D%_ﬁmr jelolje az {1,...,n+ r} halmaz azon m szines r-Whitney-
szinezett osztalyozésainak szamét, amelyeknél a kitlintetett elemet
nem tartalmazé osztalyok elemszdma legalabb s. Legyen tovabba
Doz,fn,o = 1. Ezeket a szamokat s-asszocialt r-Dowling-szamok-

nak nevezziik.
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5.3. Definici6. Legyen n,r > 0, n+r > 1 és s,m > 1. Ekkor
DAzs, . jeldlje Sy, azon m szines r-Whitney-szinezett permuta-
cidinak szdmaéat, amelyeknél a kitiintetett elemet nem tartalmazo
ciklusok hossza legalabb s. Legyen tovabba DA mo = 1. Ezeket a
szamokat s-asszocialt r-Dowling- faktorlahsoknak nevezziik.

5.4. Definicié. Legyen n,r > 0, n+r > 1 és s,m > 1. Ekkor
DLZ3, , jeldlje az {1,...,n+r} halmaz azon m szines r-Whitney—
Lah-szinezett osztalyozasainak szamat, amelyeknél a kitiintetett ele-
met nem tartalmazé rendezett osztalyok elemszama legalabb s.
Legyen tovabba DLOmO = 1. Ezeket a szdmokat s-asszocialt

r-Dowling—Lah-szamoknak nevezziik.

Ertelemszertien
>1 >s >s >s >s
Dﬂ,mm = Dn,m,r, Dﬁ,l,r = Bﬁ,rv Dﬁ,l,o =B,

tovabba hasonlé kapcsolatok allnak fenn az s-asszociélt r-Dowling-
faktoridlisokra, valamint az s-asszocialt r-Dowling—Lah-szamokra
vonatkozdan is.

5.3. Tulajdonsagok és azonossagok

Az r-kompozicios formula segitségével meghatarozhatjuk az s-asszo-
cialt r-Dowling-tipusi szamok sorozatainak exponencialis genera-
torfliggvényét.

5.5. Tétel. Har >0 és s,m > 1, akkor

D5, exp (mz) — 1 1« 1
Dz, T AP ATet) = 2 _ = -l J
Ez = exp (rx + — ) exp | —— E: 7 mz)’ |,

[ee] >s s—

DAz _r+l 1 1 ;
So PRI = (1) exp |3 (ma |
n=0 Jj=1
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Sizugzw n
1
— ol
1 s—1
™ = _ _t j
= (1 —mz) exp (m (1 . 1)) exp Zl (mx)
J

Az alabbiakban rekurzios Osszefiiggéseket adunk az s-asszociélt
r-Dowling-tipusi szamokra.

5.6. Tétel. Har >0, s,m>1 ésn>s—1, akkor

n—s+1
>s _ > n\ >s -
Jj=0

DAn+1mr: Z( ) jmrmn_j(nfj)!

n—s+1

+ }: ( ) Az5 m" T (n— )L,

DL;j—lmr ZTZ( )DLg>7snr n_j(nfj)!
n—s+1

> ( ) L2 m" (- j+ 1)L

Az s-asszocidlt r-Dowling-faktoridlisokra és s-asszociélt r-Dowling—
Lah-szamokra vonatkozéan rogzitett rendd rekurziés formulékat is
bizonyithatunk.

5.7. Tétel. Har >0, s,m>1 ésn >s—1, akkor

DAn+1 m,r (mn + T) DAn m,r T (mn|m)5 ! DA>S

n—s+1,m,r"
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Har>0,s,m2>1ésn>s, akkor

DLZ® = (2mn + 2r) DL;m » + 5 (mn|m)*=t DL

n+1l,m,r

n— s+1mr

— (s — 1) (mn|m)* DL=®

n—s,m,r’

— mn (mn —m + 2r) DL=?

n—1,m,r

A kovetkez§ tételben s-asszocialt r-Dowling- és  s-asszociélt
r’-Dowling-tipust szdmok kozotti kapcsolatokat mutatunk be.

5.8. Tétel. Han >0,r>7r" >0 éss,m > 1, akkor

n
>s n >s nn—3j
D’Im,rzi:(')Dj_,m,r’(r_r) )
=0

n —_—
AZ z ( ) DA;:R " (rfr/|m)nfj ,
=
DLZ5, = (] ) DLZ:, |, (2r — 20 |m)" 7.
=0

Az alabbiakban az s-asszocialt m-Dowling-tipust szamokra vonatko-
76 Dobiniski-tipusia formulakat ismertetjiik.

5.9. Tétel. Han,r >0 és s,m > 1, akkor

o 1 1 n! ls_l 1 mj_l ij
=S — e m I i i
D= 3 iy M ke T (<75 )
k=0 * j=1 "7
s—1 1 -_1
DA%:?n,FE r+1|m HZ—( ) :
> 1T 1 n! 1371 1 i1\ %
28 — T m o i = I
DLiinr =™ 3 oy 2 gy (mk+2rlm)” [ ij!( m ) ’
k=0 * Jj=1

ahol a x szimbolummal jelolt Gsszegzést az dsszes olyan nemmnegativ
egészekbdl dallo (i1,1ia,...,is—1,1) rendezett s-esre végezzik el, amely-
re teljesil, hogy i1 + 2ig + -+ (s — 1) is—1 + 1 = n.
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Erdekes kivetkezménye az eddigieknek, hogy a 2-asszociélt r-Dowling-
szamok megegyeznek az (r — 1)-Dowling-szamokkal.

5.10. Kovetkezmény. Ha n > 0 és r,m > 1, akkor D22 = =

n,m,r

Dn,m,r—l .
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1 Introduction

Stirling and Bell numbers are fundamental in enumerative combi-
natorics.

The Stirling number of the first kind [Z] gives the number of per-
mutations in S,, which are the product of k disjoint cycles, while
the Stirling number of the second kind {7} counts the partitions of
{1,...,n} into k nonempty subsets (0 < k < n). If we are interested
in the total number of partitions of the previous set, then we arrive
at the notion of Bell numbers B,, (n > 0). In connection with them,

the Bell polynomials B, (z) = > {}}2"* can be introduced.
k=0

Lah numbers are close relatives of Stirling numbers. The Lah num-
ber |7] is the number of partitions of {1,...,n} into k nonempty
ordered subsets (0 < k < n). If the number of ordered blocks is not
fixed, then we get to the notion of summed Lah numbers L,, (n > 0).

Lah polynomials L, (z) = Y |}|#* can be defined, analogously.

Stirling- and Bell-type numbers, as well as Bell-type polynomials
have several generalizations. One of the most known and studied
among them is the so-called r-generalization. In the case of r-genera-
lized combinatorial numbers, there exist r distinguished elements,
which have to belong to distinct cycles, blocks or ordered blocks.

Another generalizations of Stirling numbers are Whitney numbers of
the first and second kind. They were introduced in connection with
the Dowling lattice constructed for a finite group of order m. In the
special case of the trivial group, they give back the Stirling numbers.
As common generalizations of r-Stirling and Whitney numbers, we
obtain 7-Whitney numbers of the first and second kind. With the
help of them, the r~-Whitney—Lah numbers were also defined. As a
generalization of Bell numbers and polynomials, in connection with
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r-Whitney numbers of the second kind, the r-Dowling numbers and
r-Dowling polynomials can be introduced.

Finally, we present a further generalization of Bell numbers. If a
lower bound s is prescribed for the cardinality of the blocks, then
we get the s-associated Bell numbers. Their r-generalization was
studied only in the 2-associated case. We note that if we consider
the permutational variant and we suppose that the length of every
cycle is at least 2, or in other words, we want to determine the
number of fixed-point-free permutations, then we obtain the notion
of subfactorials.

In the dissertation, we examine generalizations of the previously de-
scribed combinatorial numbers. The results are based on the papers
[20], [22], [21], [19] and [23].

In Section 2, as a new combinatorial interpretation of r-Stirling
numbers of the second kind, we show that the number of combina-
torial subspaces, which are fundamental in Ramsey theory, can be
given using them.

In Section 3, we discuss r-Whitney and r-Whitney—Lah numbers.
As one of the most important results of the section, we give new
combinatorial interpretations of these numbers, which correspond
better with the combinatorial meaning of Stirling and Lah numbers.
Then, using these as definitions, we derive several new results for
r-Whitney and r-Whitney—Lah numbers in their most general forms,
and we give new proofs for some already known properties.

In Section 4, we define r-Dowling—Lah polynomials, and give a com-
prehensive study of their properties together with r-Dowling polyno-
mials. In the proofs, we can often rely on the combinatorial interpre-
tation in case of r-Dowling polynomials, however for r-Dowling—Lah
polynomials, we need to apply other approaches, mainly algebraic
manipulations based on the results of the previous section.
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The subjects of the final Section 5 of the dissertation are the
s-associated r-Dowling-type numbers. First, we prove the so-called
r-compositional formula, a useful tool that allows us to derive the
exponential generating function of the sequences of r-Bell-type num-
bers and their generalizations. After that, we introduce the s-associa-
ted r-Dowling numbers, the s-associated r-Dowling factorials, along
with the s-associated r-Dowling—Lah numbers, and study them based
on their exponential generating functions.

2 r-Stirling- and r-Bell-type numbers

The r-Stirling numbers of the first kind [Z]r and the r-Stirling
numbers of the second kind {}} ~were defined by L. Carlitz [8],
A. Z. Broder [6] and R. Merris [38], while the r-Lah numbers LZJT
by G. Nyul and G. Réacz [47]. The r-Bell numbers B,, ,,, which are
the sum of r-Stirling numbers of the second kind, were introduced
by L. Carlitz [8] and I. Mezé [40]. The latter author also defined the
r-Bell polynomials B, , (x). Similarly, the summed r-Lah numbers
L,, , and r-Lah polynomials L,, , (z) are due to G. Nyul and G. Racz

|48).

2.1 r-Stirling numbers of the second kind and com-
binatorial subspaces

The notion of combinatorial subspaces plays a fundamental role in
the generalized form of the Hales—Jewett theorem [24], known from
Ramsey theory. We show that the number of k-dimensional com-
binatorial subspaces can be given by the r-Stirling numbers of the
second kind.
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Theorem 2.1. Let 1 < k < n,r > 1 and A be an r-element set.
Then the number of k-dimensional combinatorial subspaces in A™

is {k},-

3 r-Whitney and r-Whitney—Lah numbers

T. A. Dowling [17] introduced Whitney numbers of the first kind
W, (n, k) and Whitney numbers of the second kind W,,, (n, k) from
an algebraic point of view, which are generalizations of Stirling num-
bers.

I. Mez6 [39] gave a common generalization of r-Stirling numbers and
Whitney numbers. He defined 7-Whitney numbers of the first kind
by equation

m"z”™ = i Wi, (1, k) (ma —7)* @
k=0

while 7-Whitney numbers of the second kind by

(mz+r)" = i Wonr(n, k)m* 2. (2)
k=0

Later, G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9] introduced the r-Whitney—
Lah numbers by identity

WL, (n,k) =Y W, (1, §) Won,r (4, k) - (3)

i=k

The r-Whitney-type numbers were studied in numerous papers,
however only partial results can be found in the literature regarding
their purely combinatorial meaning.
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3.1 Combinatorial definitions

We use our following combinatorial interpretations as definitions
hereafter.

Definition 3.1. Let 0 < k <n,r > 0,n+r > 1 and m > 1. Denote
by Wy, » (1, k) the number of coloured permutations in S,,4, which
are the product of k + r disjoint cycles such that

e the distinguished elements 1,...,r belong to distinct cycles,
e the smallest elements of the cycles are not coloured,

e an element in a cycle containing a distinguished element is not
coloured if there are no smaller numbers on the arc from the
distinguished element to this element,

e the remaining elements are coloured with m colours.

Moreover, let w0 (0,0) = 1. We call these numbers r-Whitney
numbers of the first kind, and such permutations r-Whitney
coloured permutations.

Definition 3.2. Let 0 < k <n,r > 0,n+r > 1 and m > 1. Denote
by Wp.r (n, k) the number of coloured partitions of {1,...,n+r}
into k + r nonempty subsets such that

e the distinguished elements 1, ..., 7 belong to distinct blocks,
e the smallest elements of the blocks are not coloured,

e clements in blocks containing a distinguished element are not
coloured,

e the remaining elements are coloured with m colours.
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Moreover, let W, 0 (0,0) = 1. We call these numbers r-Whitney
numbers of the second kind, and such partitions r-Whitney
coloured partitions.

Definition 3.3. Let 0 < k <n,r > 0,n+r > 1 and m > 1. Denote
by WL, (n,k) the number of coloured partitions of {1,...,n+r}
into k + r nonempty ordered subsets such that

e the distinguished elements 1,...,r belong to distinct ordered
blocks,

e the smallest elements of the ordered blocks are not coloured,

e an element in an ordered block containing a distinguished ele-
ment is not coloured if there are no smaller numbers between
the distinguished element and this element,

e the remaining elements are coloured with m colours.

Moreover, let W Ly, o (0,0) = 1. We call these numbers r-Whitney—
Lah numbers, and such partitions r-Whitney—Lah coloured
partitions.

With special choices of parameters,

Wm,1 (N, k) = wm (0, k), wi,r(n,k) = [Z} ,

wi,0 (n, k) = [Z] , Wm0 (n, k) =m"™* [Z] :
and these hold similarly for 7~-Whitney numbers of the second kind

and r-Whitney-Lah numbers.

3.2 Properties and identities

When explaining our results, (z/m)" and (z|m)™ denote the rising
and falling factorials with difference m, respectively.
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For the smallest and largest possible values of k, we obtain the
following special values:
e W, (n,0)=(r |m)ﬁ, Winr (7,0) =77, WL (n,0) = (2r|m)™
o Wi (n,1) = 5 (m+7)" —r™),
W L, (n,1) = & ((m + 20m)™ = (2rlm)™) (n > 1)
o Wi (n,n—1)=Wpn,(n,n—1)=m(}) +rn,
WLmyr(nn—1)=mn(n—1)4+2rn (n>1)
o W r(n,n)=Wpn,r(n,n)=WLn,(nn)=1
In the following theorem and corollary, we present polynomial iden-

tities. We note that equivalent formulations (1) and (2) of the first
two equations serve as definitions by 1. Mez6 [39].

Theorem 3.4. If n,r >0 and m > 1, then

m+r|m Zwmr le

(@+7)" = Wi (n,k) (zlm)",

k

=0
(z+ 2r|m)ﬁ = Z W Lp,r (n, k) (f‘m)ﬁ-
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Remark. Especially, the theorem gives that the sum of r-Whitney
numbers of the first kind with fixed n is

S Wi (n k) = (r 4+ 1m)™

In the following theorem, we give recurrence relations of r-Whitney-
type numbers.

Theorem 3.6. If 1 <k<n,r>0andm >1, then
Wm,r (M + 1,k) = wm,r (n,k— 1)+ (mn+r)wm,» (n, k),

W+ 1,k) =W (nk—1) + (mk +7) W r (0, k),
WLmyr(n+1,k)=WLpm,(nk—1)+(mn+k)+2r) WLy, (n,k).

Below, we present, vertical recurrences for r-Whitney-type numbers.

Theorem 3.7. If 0 <k <mn,r >0 and m > 1, then

n
W (n+ 1,k +1) =Y (mn+rm) "L wm . (j, k),
j=k
n

Wi (n+1,k+1) =Y (m(k+1)+ )" W r (5, k),
=k

3

WLW(n+1k+1:Z (n+4k+ 1)+ 2r|m)" =L W Ly, (5, k) -

The following explicit formula can be proved for the r-Whitney num-
bers of the second kind and r-Whitney—Lah numbers.

Theorem 3.8. If 0 <k <mn,r >0 and m > 1, then

W (1, k) = mkk,z () m (k= j)+1)",

W L, (n, k) mkk,z ( ) m (k= j) + 2r|m)"
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A simpler explicit formula exists for r-Whitney—Lah numbers.

Theorem 3.9. If 0 < k <n and r,m > 1, then

n) (2r|m)™

W L. (n, k) = ( )

The following statement will be useful in the proofs of subsequent
theorems.

Theorem 3.10. If 0 < k<n,r >0 and m,l > 1, then

lnikwm)r (n7 k) = Wml,ir (n7 k) )

lnika,r (n7 k) = Wml,l’r‘ ('fl, k) 5
1" "W Ly (n,k) = W Ly 1 (0, k) .

Now, we give a Spivey-type formula for r-Whitney-type numbers.

Theorem 3.11. Ift,n,k,r,s >0, k <t+n and m,l > 1, then

min{t,k} n

"mFwm - (4 n, k) = Z Z Wi, r (L,1) (n) Pyt
1=0 j=max{0,k—i} J
n—j

~wy s (3, k — 1) (mit +Ir — ms|iml)" ™7,

min{t,k} n

P W (t 40 k)= > 3 Wm,r(t,i)G)z’“*im"“

1=0 j=max{0,k—i}
Wis (G, k— i) (mli+1r — ms)n_j ,

min{t,k} n

P W L (E k) =Y 3 WLm,r(t,i)@)l’“*imi“
=0  j=max{0,k—i}

W Luyg (i, k = ) (ml (¢ 49) + 2Ir — 2msml)" 7.
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If we choose t = 0 in the theorem, then we immediately obtain
connections between r-Whitney-type numbers with m colours and
s-Whitney-type numbers with [ colours.

Corollary 3.12. If0<k <n, r,s >0 and m,l > 1, then

" Fwr (n,k) = Z <?> mjfkwl,s (4, k) (ir — m§|ml)"fj7
j=k

n
U * WL (0, k) =) (?) m?TEW Ly ¢ (4, k) (2lr — 2ms|mil)™ 7
j=k

Remark. By special choices of the parameters, we can express
r-Whitney numbers with m colours by s-Whitney numbers with
m colours, r-Whitney numbers with [ colours, Whitney numbers
with [ or m colours, s-Stirling numbers, r-Stirling numbers, and or-
dinary Stirling numbers, and it holds similarly for r-Whitney-Lah
numbers.

In case of t = 1,1 = m and s = r in the Spivey-type formula, we
obtain the recurrence relations below.

Corollary 3.13. If 1<k <n+1,r >0 and m > 1, then

n
W, r (N + 1,k) —rZ( )wm’r‘ j,k)mnij(n—j)!

Jj=k

n _§::1< )wm”,k 1)m™ ™ (n—j),

J

Winr (n+1,k) = 1 Wan e (k) + Y (?) Wan,r (4, b = 1)m"™ 7,
j=k—1
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n

WL, (n+1,k) —2TZ< >WLmr(g,k) " (n - j)!
=k

<.

+ zn: ( >WLmr(j,k Dm" ™ (n—j+1).

Jj=k—1

In the next theorem, we show further connections between r-Whitney-
type numbers with m colours and s-Whitney-type numbers with [
colours.

Theorem 3.14. If0< k<mn, r,s >0 and m,l > 1, then

A kwmr (n, k) Egm Ty s (n,7) (i) (lr—mS)j”ﬂ
i=

n

" "W (n, k) Z "IW . (n, ) (k) (Ir — ms|ml)Z=E |

n

PA kWLmr (n, k) = Z n- JWLIS (n,7) (i) (2lr—2ms\ml)M

Now, we give a binomial convolutional identity for r-Whitney-type
numbers with m colours and s-Whitney-type numbers with [ colours.

Theorem 3.15. If n,k,h,r,s >0, k+h <n and m,l > 1, then

k+h kpn—i—h .
( k )wml lr+ms n, k"’h Z ( )lj J Wm,r (.77k)

R (TL 7‘7.7 h) )
k+h i\ :
( ) Wml,l'r‘+ms (TL, k+ h) = Z ( ) l]_kmn_]_tha”‘ (.77 k)
k o\

. Wl,s (n_jah)’
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n—h

k+h . N\ j—k n—j—h .
( k ) WLml,l'r‘+ms (TL, k+ h) - ]Zk (]) ’ m"™? WLmJ‘ (Ja k)
. WLl,s (n —j, h) .

In the following theorem, we present the generalized orthogonality
relations of m-Whitney-type numbers.

Theorem 3.16. Let 0 < k <n, r,s >0 and m,l > 1. Then

n [EE—

> I s (0,) Was (k) = (1) (@ = mslmt)™F,
j=k

Z J kn=d,i— ’“er(n HDwrs (4, k) = (Z)(lr—ms)nfk,
j=k

Z Y F I TR W L (0 J)WLl,s(j,k):(Z)(zzr—zms\mn"—k.

Next, we show additional connections between r-Whitney and
r-Whitney-Lah numbers.

Theorem 3.17. Let 0 < k <n, r,s >0 and m,l > 1. Then

(71)j_k ln_jmj_kWLm,T (na]) wl,s (.77 k)

-

<
Il
e

Wml,2lr—ms (n7 k) =
if 2lr > ms,

n J ln_jmj_ka,r (na]) WLl,s (.77 k')

M:

Wml 2ms—Ir n k
J:k
if 2ms > Ir,

WL, irtms (n,k) = S mI ™ w e (0, 5) Wis (5, k)

if Ir and ms have the same parity.
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Remark. If we assume that [ = m and s = r in the last for-
mula, then we obtain equation (3), which is the original definition of
r-Whitney-Lah numbers by G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9].

The r-Whitney-type numbers can be expressed with the help of
symmetric polynomials.

Theorem 3.18. If0 <k <n,r >0 and m > 1, then

n—k
Wm,r (n7 k) = Z (ijm + 7‘) ,

0<i1<in< - <ip_<n—175=1

n—k

W, (n k) = Z (i;m+71),
0<iy i< <ip <k j=1
n—k
W L, (n, k) = > I] (@i +5—1)m+2r),

0<i1<ig<-<ip_ <k j=1
in other words, wy,,(n,k) is the (n — k)th elementary symmet-
ric polynomial of r,m+r,...,(n—1)m+r, and Wy, . (n, k) is the
(n — k)th complete symmetric polynomial of rom +1r,... km+r.

It is known that the finite sequences of r-Whitney numbers of the
first and second kinds are log-concave for fixed n. The same property
can be proved also for the r-Whitney—Lah numbers.

Theorem 3.19. Let n,m > 1 and r > 0. Then the sequence
(WL (n, k) _, is strictly log-concave, therefore it is unimodal.

In the following theorem, we describe the connection between
r-Whitney transformations of the first and second kinds, r-Whitney—
Lah transformation and their inverses.

Theorem 3.20. Let (a,)5%, (bn)32 be sequences of complex num-

bers and let r > 0, m > 1. Then
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e b= > wm,r(n,k)ag (n>0) if and only if
k=0

an =3 (=1)""F Wi, (n, k) by, (n>0),
K=o

o b= > Wpr(n,k)ax (n>0) if and only if
k=0

an =3 (=1)"Fwm, (n, k) b (n>0),
k=0

n
e b= > WL, (nk)ar (n>0) if and only if
k=0

an =3 (=1)""F WLy (n,k) by, (n>0).
k=0

The following theorem states that r-Whitney-type transformations
preserve the log-convexity of sequences.

Theorem 3.21. The r-Whitney transform of both kinds and the
r-Whitney—Lah transform of a log-convex sequence of nonnegative
real numbers are also log-conves.

4 r-Dowling and r-Dowling—-Lah polynomials

M. Benoumhani [2], [3] introduced the Dowling numbers D,, ,,, as
the sums of Whitney numbers of the second kind, and the Dowling
polynomials D,, ,, (z) in connection with them. The definition of
r-Dowling polynomials, as the common generalization of r-Bell and
Dowling polynomials, are due to G.-S. Cheon and J.-H. Jung [9].

Now, we introduce the Dowling-type generalization of r-Lah poly-
nomials with r-Whitney—Lah numbers as coefficients. We will call
these polynomials r-Dowling-Lah polynomials.
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4.1 Definitions and combinatorial interpretations

Definition 4.1. Let n,r > 0 and m > 1. Then we call the polyno-
mial

Do) = 32 Wi, )
k=0
an r-Dowling polynomial.

Definition 4.2. Let n,7 > 0 and m > 1. Then we call the polyno-
mial

n
DLn,m,r (l') = Z WLm,r (n, k) {Ek
k=0

an r-Dowling—Lah polynomial.

If we assume that n 4+ r > 1, then the following interpretation can
be given for r-Dowling and r-Dowling—Lah polynomials based on
the results of the previous section: D,, , » (¢) and DL,, - () give
the number of r-Whitney and r-Whitney—Lah coloured partitions of
{1,...,n+r} with m colours, where the smallest elements of those
blocks and ordered blocks which contain no distinguished element
are additionally coloured with ¢ colours, respectively (¢ > 1).

If ¢ = 1 in the interpretation above, then the additional colouring
with only one colour is essentially equivalent to omitting the colour-
ing. In this case, we call D,, , » = Dy m. (1) an r-Dowling number
and DL, , » = DLy, 1, »(1) an r-Dowling-Lah number.

Obviously,

Dnm,1(2) = Dnm(2),  Dn1r(2) = Bnr(2),  Dnoo(x) = Ba(z),

and similar connections hold for r-Dowling—Lah polynomials.
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4.2 Properties and identities

The following theorem is used in several proofs in this section.

Theorem 4.3. If n,r >0 and m,l > 1, then
Dn,ml,l'r (liB) = lnDn,m,r (l’) 5

DLy, miir (I2) =1"DLp m,r (7).

Now, we give a Spivey-type formula for r-Dowling-type polynomials
in its most general form.

Theorem 4.4. Ift.n,r;s >0 and m,l > 1, then

lDtJrnmr mx ZZertZ (j)mD]ls(lm)

1=075=0

. (mli +1r —ms)"7 (mzx)",

I"DLiynmr(mz) = ZZWLmT (t,i (7;) m?DL;, . (Iz)

1=05=0

(ml (t +1) + 2lr — 2ms|ml)™ 7 (ma)".
For t = 0 in the formula, we obtain a connection between r-Dowling-

type polynomials with m colours and s-Dowling-type polynomials
with [ colours.

Corollary 4.5. Ifn,r,s > 0 and m,l > 1, then

I"Dp,m,r (mx) = Z (?) mij’l’s (lz) (Ir —ms)"7 |

1" DLy . (mz) = (?) m?DL;, . (Iz) (2Ir — 2ms|ml)" 7
=0
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Remark. Special choices of the parameters would allow us to ex-
press m-Dowling polynomials with m colours by s-Dowling polyno-
mials with m colours, m-Dowling polynomials with [ colours, Dowling
polynomials with [ or m colours, s-Bell polynomials, r-Bell polyno-
mials, and Bell polynomials, and it holds similarly for r-Dowling—
Lah polynomials.

By choosing t = 1,1 = m and s = r, the Spivey-type formula implies
a recurrence relation.

Corollary 4.6. If n,7 >0 and m > 1, then

Dt (@) = Do ) 423 (1) Dy ()",
=0

DLt 1,m,r (x) =21 (”) DLjm.r (x)m™ 7 (n—j)!
=0
+zy (?) DLj . (z)m™ 7 (n—j+ 1)L
j=0

Finally, we obtain a Carlitz-type formula.

Corollary 4.7. Ift,n,7 > 0 and m > 1, then
t .
Ditnym,r (®) = > Winyr (1) Dpmyrtmi (2)
i=0
and if we additionally assume that m is even, then

%
nym,r+ mz;'mf (x)fl: .

t
DLiynmr (x) =Y WL, (t,i) DL
=0

Now, we give a second-order recurrence relation for r-Dowling—Lah
polynomials.
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Theorem 4.8. If r > 0 and n,m > 1, then

DLni1,m,r ()
=(z+2mn+2r) DLpm,r () —mn(mn+2r —m) DLp—1,m » (z).

In the following addition formula, a binomial convolutional iden-
tity is given for r-Dowling-type polynomials with m colours and
s-Dowling-type polynomials with [ colours.

Theorem 4.9. Ifn,r,s > 0 and m,l > 1, then

n Do
Dn,ml,lr+ms (ml ('T + y)) = Z (]) Pm ]Dj,m,r (ma:) anj,l,s (ly) 5
=0

n\ i i
DLy miir+ms (Ml (z +y)) = Z (J) Um"? DLjmr (mz) DLy—ju,s (ly) -
=0

Now, we give a Dobirigki-type formula for r-Dowling-type polyno-
mials.

Theorem 4.10. If n,r > 0 and m > 1, then

Do () = exp (_%) > (mj +r)"

= mJj!
T\ = (mj + 2r|m)
DanTx:exp(— ) — J
( ) J;) m]]'

In the following theorem, we present the exponential generating
function of the sequences of r-Dowling-type polynomials.

Theorem 4.11. If r > 0 and m > 1, then

oo

Dn m,r n -1
> )y — exp (Ty+7eXp(my) m)
n! m
n=0
o0
DLpmr () x _2r
5 Dl 0 _ ey () 1y
n! 1-—my
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It is known that the roots of r-Dowling polynomials are real. Ac-
cording to the following theorem, the same assertion is true for the
roots of r-Dowling—Lah polynomials.

Theorem 4.12. Let v > 0 and n,m > 1. Then DL, , ., (z) has
simple real roots. If 1 > 1, then all the roots are negative, and if
r =0, then one of the roots is 0 and the others are negative.

The next theorem describes connections between r-Dowling and
r-Dowling-Lah polynomials.

Theorem 4.13. Let n,r,s > 0 and m,l > 1. Then
Dn ,ml,2ms— lr’ mlx Z n I lnijijm,”‘ (Tl,j) DLj,l»S (ll’)
if 2ms > lr,

DLn,ml,l”émS (mlzx) Zln Im? wir (1n,§) Djys (lz)

if Ir and ms have the same pamty.

Finally, we show that the sequences of r-Dowling-type numbers are
log-convex.

Theorem 4.14. Let r > 0 and m > 1. Then the sequences
(Dnymyr ) @nd (DLy ) are log-conves.

5 s-associated r-Dowling-type numbers

Although, the s-associated Bell numbers BZ* are discussed in sev-
eral papers, the s-associated r-Bell numbers B>S occur only in the
article of F. T. Howard [27], but simply for the case s = 2.

The s-associated factorials AZ* defined as the permutational variant
of associated Bell numbers are called generalized subfactorials in the
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literature. A certain r-generalization of them was studied recently
in [62] and [43].
The s-associated summed Lah numbers LZ° and s-associated
summed r-Lah numbers L,%fr can be defined analogously, but were
not studied yet.

5.1 The r-compositional formula

In the following theorem, we give the r-compositional formula for
exponential generating functions. (Ny denotes the set of nonnegative
integers, while K is a field of characteristic 0.)

Theorem 5.1. Let f1, fo,9 : Ng — K be functions such that
f2(0) = 0 and g(0) = 1, and denote their exponential generat-
ing functions by Fy(x), Fa(x), G(x), respectively. Define the function
h: Ny — K as follows: h (0) =1, and forn > 1 let

h(n) =Y fi(IVal)--- fr (1Y) o (1Z0]) - f2 (126]) g (R)

where the sum is taken for all partitions of the form
Mu{l},.... Y, U{r},Z1,...,Zc} of {1,...,n+r}. Then the ex-
ponential generating function of h is

H () = (F1 (2))" G (F2 (2)) .-

5.2 Combinatorial definitions

Definition 5.2. Let n,r > 0, n+r > 1 and s,m > 1. Denote
by ngn,r the total number of r-Whitney coloured partitions of
{1,...,n+r} with m colours, where each block containing no dis-
tinguished element has at least s elements. In addition, let
Doz,;,o = 1. We call these numbers s-associated r-Dowling num-

bers.
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Definition 5.3. Let n,7 > 0, n+ 7 > 1 and s, m > 1. Denote by
DA;S;,L » the total number of r-Whitney coloured permutation in
Sp4r with m colours, where each cycle containing no distinguished
element has length at least s. In addition, let DA— mo = 1. We call

these numbers s-associated r-Dowling factorlals.

Definition 5.4. Let n,7 > 0, n+1r > 1 and s, m > 1. Denote by
DLZ3, . the total number of r~-Whitney—Lah coloured partitions of
{1,...,n+r} with m colours, where each ordered block containing
no distinguished element has at least s elements. In addition, let
‘DLOmO = 1. We call these numbers s-associated r-Dowling—

Lah numbers.

Obviously,

>1 >s >s >s >s
D’E,m,r = Dn,m,r, Dﬁvl,r = Bﬁ,'m DE,LO = Bﬁ >

and similar connections exist for s-associated r-Dowling factorials
and s-associated r-Dowling-Lah numbers.

5.3 Properties and identities

With the help of the r-compositional formula, we can derive the
exponential generating functions of the sequences of s-associated
r-Dowling-type numbers.

Theorem 5.5. If r > 0 and s,m > 1, then

oo > —
TTm r exp (mm) -1 1 l J
Ez = exp (rm + — ) exp ( o E: i z) |,

0 >s s—1
DAg _r41 1 1 j
E %mn — (1 — mm) m exp (_m g - (mx)J> ,

n=0
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oo >s
S P
|
n!
n=0

2r 1 1 13 ;
=(1— T m J— —1 R J
(1 —mx) exp ( (1 e )) exp jgl (mzx)

Below, we give recurrence relations for s-associated r-Dowling-type
numbers.

Theorem 5.6. If r >0, s,m >1and n > s—1, then
n—s+1
N .
Dn+1mr7 anﬂr“‘ Z ( ) ]mrmn J,
DA r =7 (”) DAZ: m" ™ (n—j)!
n—s+1 n
>s —7 .

>s >s n—ij .
DLZS, . = 21~Z( )DLM” I (n— )

n—s+1

+ Z ( ) L7y m" ™ (n—j+1).

Recurrence relations of fixed order can be proved for s-associated
r-Dowling factorials and s-associated r-Dowling—Lah numbers.

Theorem 5.7. If r >0, s,m>1andn > s—1, then

DA>S

n+1,m,r

- (mn—i—r) DAnmr (mn|m)8 1DA>S

n—s+1,m,r"
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If r>0,s,m>1 andn > s, then

DLZ® = (2mn + 2r) DL;m » + 5 (mn|m)*=t DL

n+1l,m,r

n— s+1mr

— (s — 1) (mn|m)* DL=®

n—s,m,r’

— mn (mn —m + 2r) DL=?

n—1,m,r

In the following theorem, we give connections between s-associated
r-Dowling- and s-associated r’-Dowling-type numbers.

Theorem 5.8. If n>0,r>7" >0 and s,m > 1, then

n
>s n >s nn—j
D’Im,rzi:(')Dj_,m,r’(r_r) )
=0

n —_—
AZ z ( ) DA;:R " (rfr/|m)nfj ,
=
DLZ5, = (] ) DLZ:, |, (2r — 20 |m)" 7.
=0

Next, we show the Dobinski-type formula for the s-associated
r-Dowling-type numbers.

Theorem 5.9. If n,r >0 and s,m > 1, then

Lo 1 n! ls_l 1 mI 1\ "
s = m = (-
D= 3 iy M ke T (<75 )
k=0 ’ j=1"7
n = mI=1\ "
>
DAZS, - —Z I (r + 1jm)* H = (_ > 7
* =1 b J
1 oo 1 7’L' _s—1 1 i
>s  _ -1 B e iy Lo i1\
DLZS,, =e ;)mwzu (mk +2rjm) | Jﬂ( m ),
= * i=

where the sums indicated with a star symbol are taken over all
s-tuples (i1,42,...,is—1,1) of mnonnegative integers satisfying
21+222++(8—1)2571+l:n
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As an interesting consequence of the above, we can obtain that
2-associated r-Dowling numbers coincide with (r —1)-Dowling num-
bers.

Corollary 5.10. Ifn >0 and r,m > 1, then D22, . = Dy, 1y r—1.

n,m,r
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