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INTRODUCTION

Let p be a prime number and I be a finite field of characteristic
p, i.e. F = GF(p™) for some integer m. We will use the notation
[F,, for the field of p elements. If G is a finite abelian p-group, then
F[G] is a modular group algebra and F[G] is a commutative ring of
characteristic p. The Jacobson radical of such a group algebra is the
unique maximal ideal. We will denote the Jacobson radical of F[G]
by J(F[G]) or shortly by 7.

Our work is based on several classical results. In 1967, Berman
[B] recognized that the binary Reed-Muller codes (RM -codes) are
ideals in the group algebra [F»[G], where G is an elementary abelian
2-group. Based on some properties of the Generalized Reed-Muller
codes (GRM -codes) discovered by Kasami et al. [KLP1] in 1968,
Charpin [C] proved that a similar fact holds over [ ,.

Jennings [J] worked out the structure of the radical of a group
algebra F[G]. The relation between Jennings result and the results

of Berman and Charpin was shown by Landrock and Manz [LM].

Some results in this thesis are concerning the binary case, i.e.
p =2, but we will also introduce some results for arbitrary prime
numbers p. Further, if not stated otherwise, G is a finite abelian
p-group. In this dissertation we construct and characterize linear
codes which are ideals in the radical of the corresponding modular

group algebras.

In Chapter 1 and Chapter 2 we introduce basic definitions and



properties of monomial codes and Reed-Muller codes, before we
introduce our results in Chapter 3, Chapter 4 and Chapter 5.
The results of this thesis are published in the following papers:

e Hannusch, Lakatos [HL1]
e Hannusch, Lakatos [HL2]
e Hannusch [H].

We use the same numbering of theorems as in the dissertation.

SELF-DUAL CODES WITH GIVEN DISTANCE

Self-dual codes are a type of codes which is combinatorically
well applicable. It turns out that a power of the Jacobson radical
of a modular group algebra over an abelian p-group can only be
self-dual if p = 2. Drensky and Lakatos [DL] asked a question if
for each possible minimum distance - which is always a power of 2
in this case - there exists an abelian group which defines a self-dual
code with given distance. We give a positive answer to this question

in the next theorem.

Theorem 3.2 Let F be a field of characteristic 2. Let n be an ar-
bitrary positive integer. Then for each integer d with 1 < d < [5]
there exists an abelian group G of order 2", such that there exists a
power of J(F[G]) which defines a self-dual (2",2"",29)-code.



The proof of Theorem 3.2 is constructive and it is contained in

Chapter 3 of the dissertation.
CONSTRUCTION OF SELF-DUAL (2%%,2%k=1 2k)_coDES

In Chapter 4 we introduce new classes of binary abelian group
codes which are self-dual. These codes are abelian group codes over
elementary abelian 2-groups and they have similarly good parame-
ters as the Reed-Muller codes. There exists a power of the radical
defining a self-dual code if and only if the nilpotency index of the
radical of the modular group algebra is even. If G is an elementary
abelian 2-group of rank m, then the nilpotency index is even if and
only if m is odd. Thus a Reed-Muller code is self-dual if and only

if it is an RM (251, m)-code, i.e. m has to be odd. It clearly rises

the question if there exist binary self-dual codes in the radical of
F,[G] if G is elementary abelian of even rank. We can give a pos-
itive answer to this question and we introduce a way to construct
such codes. In order to describe the construction we need some

definitions.

Definition 4.1 Let y be a binary m-tuple. We say that 1 —y is the
complement m-tuple of y, where 1 denotes the all-1 tuple (1,...,1).
——

m

Definition 4.2 Let m = 2k and X be the set of all binary m-tuples
with exactly k ‘0’-s and ‘1’-s. Further, let Y be a subset of X such



thatify €Y, thenl —y ¢ Y. ThenY is called a complement-free set
of binary m-tuples.

The linear codes introduced in Chapter 4 and Chapter 5 are ide-
als in the radical of a group algebra F[G], where G is an elementary
abelian p-group of rank m. For fix p and m, where m € N, we denote

the group algebra F,,[C), x ... x Cp,] by @) .
——

m
Let G be an elementary abelian group with generating set {g1,82,...8&m}-
Considering the correspondence (i : g; — x;, where 1 < j < m, we

have the following algebra isomorphism
Ay ZFpx1,x0, . yxm) /(X = 1,x5 — 1,0 %8 — 1),

where F,[x1,x2,...,x,] denotes the algebra of polynomials in m
variables with coefficients in IF,. We use the notation of J,,, for
the radical of .27}, ,,.

With the notation X; = x; — 1 the following equation holds be-

tween RM -codes and the powers of the radical:

m m
Iy = RM (m —k,m) = <HXiki‘ Y ki > k,k; € {0, 1}>-
i=1 =1

Let us consider the group algebra

Ay m %Fz[xl,...xm]/(x%— l,x%— 1,...x%1— 1)



as a vector space with basis

xlqugz X ke {0,1}.
The radical % ,, of this group algebra is generated by the mono-
mials X; = x; — 1 = x; + 1. The codes we intend to study are mono-
mial codes, i.e. codes defined by ideals of % ,, which are generated
by monomials of the X;.
For p = 2 using the usual polynomial product in the monomial
X{“Xé‘z .. Xkn (k; € {0,1}) we have

XPXE L Xh = O+ 1) (1) (o D

Let m = 2k and X be the set of all binary m-tuples with exactly
k ‘0’-s and ‘1’-s. We denote by 2 the set of monomials corre-
sponding to the set of exponents in X. Denote by ¢ the set with
maximum number of pairwise orthogonal monomials in .2~ and by

Y their corresponding exponents in X .

Lemma 4.6 If m is even and m = 2k, then RM (k — 1,m) = ]2]‘;11
contains a proper subspace which is isomorphic to RM (k—1,m —

1).
Theorem 4.8 Let C be a binary code with

RM (k—1,2k) C ¢ C RM (k, 2k)



and the following basis of the quotient C/RM (k — 1,2k)

{ XY+ RM (k — 1,2k), where k; € {0,1} and Y ki :k},
=1 i=1

1

where the set of the exponent m-tuples (ky,ka, ... ky) is a maximal
2k
k

(with cardinality 2:(%) ) complement-free subset of X. Then C forms
a doubly-even self-dual (22*,2%~1 2K)_code.

Theorem 4.9 Let C be the code defined in Theorem 4.8. Suppose
that k; = 0 for some i : 1 <i < m in each element of the subset Y,
(i.e. the variable X; is missing in each monomial of %'). Then we

have the following isomorphism

C2RM(k—1,2k—1)®RM(k—1,2k—1).

MONOMIAL GROUP CODES WITH VISIBLE BASES

In Chapter 5 we construct codes which are ideals in the radi-
cal of the modular group algebra <7, ,,. Let C be a monomial code

generated by some monomials of the form

X{"Xé‘z...X,ﬁ'", where 0 < k; < p—1.

Definition 5.1 Let C be a linear code of length n over I, i.e. we



consider C as a subspace of the vector space F,. We say that a
basis of C is a visible basis if at least one member of the basis has

the same Hamming weight as C.

In the sequel we construct monomial codes in the group algebra
<7, m by giving one visible basis for each of them. These codes are

ideals in the radical J, .

Theorem 5.6 Let G, x be a monomial code generated by the set

Bui ={J]x)% | []ki >k, where 0 <k; < p,0<k<(p—1)"}.
=1

14
Then B, is a visible basis of Gy -

Theorem 5.8 Let p be an arbitrary prime. We fix values ay,...,a;,
each fulfilling 0 < a; < p and at least one of them is nonzero. Then
the principal ideal

Calvn-yam = (Xlalxgz . 'X}(’Iém)

in 9, m determines a cyclic code. The set

m
B={]]x"|ai<ki<p, i=1.2,...m}
i=1

is a visible basis of C,, ... a,,-

Furthermore, Cy,....qa, isa (p™,(p—a1)-(p—a2)-...-(p—am),0)-
m

code, where 6 = [] (a; +1).

i=1



Corollary 5.10 Let p =2 and C be a (2",2%,2¢)-code defined in
Theorem 5.8, where O < k < m. Then C is always self-orthogonal
and it is self-dual if and only if k =m — 1.

In the last part of this dissertation we consider the codes defined
in Theorem 5.8 for p = 2. We determine the automorphism groups
of these binary codes. An automorphism of a linear code is a permu-
tation of coordinates that stabilizes the code. The automorphisms of
a code ( form a group and this group is denoted by Aut(C). Let S,
denote the symmetric group on n elements. It is well known that if

C is a code of length v, then Aut(C) is a subgroup of S,,.

Theorem 5.11 Let p =2 and m be an arbitrary positive integer. Let
C be the code defined in Theorem 5.8 and

C:(Xl"'Xt),

where 1 <t < m. We will denote the dimension of C by A and its
minimum distance by 8. Then C is a (2",A,0)—code, where A =
2"t and & = 2'. Then the automorphism group of C can be written

as the following semidirect product
Aut(C) = Sh %Sy,

where S% means Sg X ... X Sg and S; (for i = 8, ) denotes the sym-

A
metric group on i elements.



10

Remark 5.12 From the definition of the wreath product of per-
mutation groups (see [KK], or [Cam] Sec. 1.10) it follows that
Aut(C) =Ss15).
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BEVEZETES

Legyen p egy primszam és [F egy véges p karakterisztikaju test,
i.e. F = GF(p™) valamilyen m egész szdmra. A p elemd testet -
vel jeloljiik. Ha G véges Abel p-csoport, akkor az F[G] csoportal-
gebra moduldris, tovabbd F[G] egy p karakterisztikaji kommutativ
gylrd. Egy ilyen csoportalgebra Jacobson-radikdlja a csoportalgeb-
ra (egyetlen) maximadlis idedlja. A Jacobson radikdlt 7(F[G])-vel
vagy roviden J-vel jeloljiik.

Kutatdsunk tobb klasszikus eredményen alapszik. Berman [B]
mutatta meg 1967-ben, hogy a binaris Reed-Muller kédok (RM -
kédok) nevezetes idedlok (radikdlhatvanyok) az F»[G] csoportalgeb-
réban, ahol G elemi Abel 2-csoport. 1968-ban Kasami et al. [KLP1]
bevezette az Altalanositott Reed-Muller kédokat (GRM -k6dok), ame-
lyekre Charpin [C] hasonl6 kapcsolatot mutatott meg [, felett.

Jennings [J] dolgozta ki az F[G] csoportalgebra radikdljanak
struktirdjat. Kés6bb Landrock és Manz [LM] megmutatta a kap-
csolatot Jennings eredménye és Berman és Charpin eredményei ko-

ZOtt.

A legtobb eredményiink esetében p = 2, de a dolgozatban al-
taldnos p-re vonatkozé allitdsokat is bizonyitunk. Esetiinkben a G
csoport mindig véges Abel p-csoport. Ebben a dolgozatban olyan
linedris kédokat konstrudlunk és vizsgalunk, melyek idedlok a megfe-
lel6 moduldris csoportalgebra radikaljaban. Tovabba vizsgaljuk ezen

kédok tulajdonsagait.
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Az els6 és a masodik fejezetben monomidlis kédok és Reed-
Muller kédok definiciéit és tulajdonsagait vezetiink be. Eredményein-
ket bebizonyitjuk a harmadik, negyedik és 6todik fejezetben.

A dolgozatban szerepl eredmények megtaldlhatok a kovetkezd

publikicidkban:
e Hannusch, Lakatos [HL1]
e Hannusch, Lakatos [HL2]
e Hannusch [H].

A tételek szdmozdsa ugyanaz mint a dolgozatban.

ADOTT TAVOLSAGU ONDUALIS KODOK

Az 6ndudlis kédok kombinatorikailag jol alkalmazhaték. Egy
Abel p-csoport feletti moduldris csoportalgebra radikaljanak valamely
hatvanya csak akkor lehet 6ndudlis kéd, ha p = 2. Drensky és Lakatos
([DL)) tett fel egy kérdést azzal kapcsolatban, hogy minden lehet-
séges kodtavolsdghoz konstrudlhatd-e Abel csoport, mely adott tdvol-
sagu ondudlis kédot hataroz meg. Erre a kérdésre a kovetkezd pozi-

tiv valaszt adtuk:

3.2. Tétel Legyen [F egy 2-karakterisztikdjii test. Ekkor minden
n pozitiv egész szamhoz és 1 < d < [§] szdmhoz létezik olyan 2"-
rendii G Abel csoport, melyhez tartozé F[G| csoportalgebra J radikdl-
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jdnak valamely hatvdnya egy ondudlis (2",2"~",29)-kédot hatdroz

meg.

A tétel bizonyitdsa konstruktiv. A bizonyitds a dolgozat har-

madik fejezetében talalhato.

ONDUALIS (2%,2%~1 2K)_.KODOK KONSTRUKCIOJA

A disszerticié negyedik fejezetében dj ondudlis bindris Abel
csoportkdd-osztalyokat vezetiink be. Ezek a kddok Abel csoportkd-
dok elemi Abel 2-csoportok felett, tovabba hasonléan jé paraméterek-
kel rendelkeznek mint a Reed-Muller kédok. Egy modularis csoport-
algebra radikdljanak pontosan akkor 1étezik olyan hatvdnya, mely
onduadlis kéd, ha a radikal nilpotencia indexe paros. Legyen G elemi
Abel 2-csoport, melynek rangja m. Ekkor F,[G] radikéljanak nilpo-
tencia indexe akkor és csak akkor paros, ha m péaratlan. Tehét egy
Reed-Muller kéd 6ndudlis akkor és csak akkor ha egy KM (251, m)-

kéd, i.e. m paratlan. Felmeriil tehat a kérdés, hogy ha G rangja

pdros, akkor is létezik-e ondudlis kéd az [F»[G] radikdljaban. Erre a
kérdésre pozitiv vélaszt adunk, mikézben meg is adjuk az ilyen ké-
dok konstrukcidjit. A konstrukciéhoz néhdny fogalomra van sziik-

ségiink.

4.1. Definicido Legyen y egy bindris m-es. Azt mondjuk, hogy 1 —y
az y komplemense, ahol 1 jeloli az (1,...,1) m-est.
~——

m
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4.2. Definicié Legyen m = 2k és X legyen az a halmaz, mely az
osszes olyan m-esbdl dll, melyben pontosan k darab ‘0’ és k darab
‘1’ van. Tovdbbd legyen Y egy olyan részhalmaza X-nek, hogy ha
y €Y, akkor1—y &Y. EkkorY -t bindris m-esekbdl dllé komplemens-

mentes halmaznak hivjuk.

Azok a linedris kédok, melyeket a negyedik és 6todik fejezetben
bevezetiink idedlok egy [F[G] modularis csoportalgebrdaban, ahol G
elemi Abel p-csoport, melynek rangja m. Rogzitett m és p értékekre
(meN)azF,[Cp, x ... xC,| csoportalgebrit .27, ,-mel jeloljik.

T
Legyen G elemi Abel csoport, és {g1,82,...8gm} egy generatorrend-
szere. Tekintsiik a kovetkezd leképezést p: gj > x;, ahol 1 < j <
m, ekkor megkapjuk a kovetkezd algebra izomorfizmust

Ay m %Fp[xl,xz,...,xm]/(xf— l,xg— L....xb —1),

ahol F)[x1,x2,...,x,] jelolje az m valtozés, IF,, egyiitthatés poli-

nomok algebréjat. <7, , radikéljt 7, ,,-mel jeloljiik.

Tovabba jeloljik X; = x; — 1, ekkor a kovetkezd kapcsolat all
fenn RM-kédok és a radikalhatvanyok kozott:

m m
B = RM (m—k,m) = <HXZ./"'\ Y ki > k. ki € {0, 1}> :
i=1 i=1
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Tekintsiik az
oy =2 Fz[xl,...xm]/(x% — l,x% — 1,...,x,2n —1)
csoportalgebrat vektortérként, melynek egy bazisa

bk ke {0,1).

Az X; = x; — 1 = x; + 1 monomok generdljak a % ,, radikalt.
Azok a kédok, melyeket mi tanulmdnyozunk, monomiélis kédok.
Ha p = 2, akkor a szokdsos polinomszorzast az Xf‘ X;z .

(k; € {0,1}) monomra alkalmazva azt kapjuk, hogy
XPXE X = (1R (4 DR (g 1),

Azon monomok halmazét, melyek Kitev3ibSl &116 (ky, ...k, ) m-es X-
ben van, 2 -szel jeloljik. Azon monomok maximalis halmazat .2 -
ben, melyek paronként ortogondlisak egymadsra, % -nal jeloljiik, és

a megfeleld kitev6k m-esekbdl allé halmazat X -ben Y -nal jeloljiik.

4.6. Lemma Ha m pdros, és m = 2k, ekkor RM (k — 1,m) = jé‘j;]
tartalmaz egy olyan altért, mely izomorf az RM (k— 1,m — 1) kdd-
dal.

4.8. Tétel Legyen C egy bindris kdd, melyre

RM (k—1,2k) C ¢ C RM (k, 2k)
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és a C/RM (k — 1,2k) faktortér egy kovetkezd bdzisdval

{Hx{‘f + RM (k—1,2k), ahol k; € {0,1} és Y ki = k} ,

i=1 i=1

ahol a kitevékbdl dllo (ky, ... ky,) m-esek halmaza egy maximdlis
(tehdt 2% (%) elemii) komplemens-mentes részhalmaza X -nek. Ekkor

C egy dupldn pdros ondudlis (2°%,2%k=1 2K _ksd.

4.9. Tétel Legyen C a Tétel 4.8-ban definidlt kod. Tegyiik fel, hogy
ki = 0 valamilyen i : 1 < i < m-re Y minden elemében (i.e. az X;
vdltozo hidnyzik minden monombdl, ami % -ban van). Ekkor fenndll

a kovetkezd izomorfizmus

CRM(k—1,2k—1)®RM(k—1,2k—1).

MONOMIALIS CSOPORTKODOK LATHATO BAZISOKKAL

Az 6todik fejezetben olyan kédokat konstrudlunk, melyek idealok
az 4/, csoportalgebra radikdljaban. Legyen ¢ monomidlis kéd,
azaz a

XX .. X ahol 0 <k < p—1
XX <k <p-—1.

monomok egy részhalmaza altal generalt idedlnak megfeleld kod.
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5.1. Definicio Legyen C egy n hosszi linedris kod I, felett, azaz
C tekinthetd az I, vektortér altereként. Azt mondjuk, hogy C-nek
egy bdzisa ldthato bdzis, ha a bdzis elemei koziil legaldbb egynek

ugyanannyi a Hamming siilya, mint a C kodé.

A tovdbbiakban monomidlis kédokat konstrudlunk az 7, ,, cso-
portalgebrdban, és mindegyiknek egy lathaté bazisat adjuk meg.
Ezek a kédok idedlok a J,, ,, radikdlban.

5.6. Tétel Legyen Gy x egy monomidlis kod, melyet a kovetkezd hal-

maz generdl:
m

B ={J]X)" | [Jki > k., ahol 0 <k; < p, 0 <k < (p—1)"}.
i=1

Ekkor By, i a Gy egy ldthatd bdzisa.

5.8. Tétel Legyen p tetszbleges prim. Legyenek ay, . . ., ay, fix szamok,
melyekre 0 < a; < p és legaldbb az egyik a; nem nulla. Ekkor a

kdvetkezd J, m-ben 1évd foidedl
a a m
Calvn-yam = (X11X22Xrtl’ll )

hatdroz meg egy ciklikus kédot. A kovetkezd halmaz
m
B={[]X{|ai <ki<p,i=1.2,....,m}

i=1

a Ca,,...a, kodnak egy ldthato bdzisa.
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Tovdbbd, Cy, ... a, €8y (P",(p—a1)-(p—az)-...-(p—am),0)-kdd,
ahol 6 = T](a;+1).
i=1

5.10. Kovetkezmény Legyen p =2 és C egy (2,2F,29)-kid, melyet
az 5.8. Tételben konstrudltunk, ahol 0 < k < m. Ekkor C mindig

onortogondlis és akkor és csak akkor ondudlis, ha k =m — 1.

A dolgozat utolsé részében azokat a kodokat tekintjiik, melyeket
az 5.8. Tételben konstrudltunk. Ezen kdédok automorfizmus cso-
portjait hatarozzuk meg p = 2 esetben. Egy linedris k6d automor-
fizmusa egy olyan permutdcié a koordindtdkon, mely stabilizédlja a
kédot. Egy € kéd automorfizmusai csoportot alkotnak, és ezt a cso-
portot Aut (C)-vel jeldljiik. Jelolje S, az n-edfoki szimmetrikus cso-
portot. Ekkor j6l ismert, hogy ha a ¢ kéd hossza v, akkor Aut(C)

részcsoportja az Sy-nek.

5.11. Tétel Legyen p = 2 és m egy tetszdleges pozitiv egész szdm.
Legyen C az 5.8. Tételben definidlt kod és legyen

C:(Xl"'Xt),

ahol 1 <t <m. A C dimenzidjdt A-val jeloljiik és 8-val a minimdlis
tavolsdgdt. Ekkor C egy (2™, A,8)—kod, ahol A =2""" és 6 = 2"
Ekkor C automorfizmus csoportjdt felirhatjuk a kovetkezd szemidi-
rekt szorzatként

Aut(C) = Sh xSy,
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ahol S% jelolje Sg x ... x Ss-t és S; (hai= 8,A) jelolje az i-edfokii
—_————

A
szimmetrikus csoportot.

5.12. Megjegyzés A koszoriszorzat definiciojdabdl (Isd. [KK], vagy
[Cam] Sec. 1.10) azt kapjuk, hogy Aut(C) = Ss1Sy.
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