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INTRODUCTION

Let p be a prime number and F be a finite field of characteristic

p, i.e. F = GF(pm) for some integer m. We will use the notation

Fp for the field of p elements. If G is a finite abelian p-group, then

F[G] is a modular group algebra and F[G] is a commutative ring of

characteristic p. The Jacobson radical of such a group algebra is the

unique maximal ideal. We will denote the Jacobson radical of F[G]

by J (F[G]) or shortly by J .

Our work is based on several classical results. In 1967, Berman

[B] recognized that the binary Reed-Muller codes (RM -codes) are

ideals in the group algebra F2[G], where G is an elementary abelian

2-group. Based on some properties of the Generalized Reed-Muller

codes (GRM -codes) discovered by Kasami et al. [KLP1] in 1968,

Charpin [C] proved that a similar fact holds over Fp.

Jennings [J] worked out the structure of the radical of a group

algebra F[G]. The relation between Jennings result and the results

of Berman and Charpin was shown by Landrock and Manz [LM].

Some results in this thesis are concerning the binary case, i.e.

p = 2, but we will also introduce some results for arbitrary prime

numbers p. Further, if not stated otherwise, G is a finite abelian

p-group. In this dissertation we construct and characterize linear

codes which are ideals in the radical of the corresponding modular

group algebras.

In Chapter 1 and Chapter 2 we introduce basic definitions and
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properties of monomial codes and Reed-Muller codes, before we

introduce our results in Chapter 3, Chapter 4 and Chapter 5.

The results of this thesis are published in the following papers:

• Hannusch, Lakatos [HL1]

• Hannusch, Lakatos [HL2]

• Hannusch [H].

We use the same numbering of theorems as in the dissertation.

SELF-DUAL CODES WITH GIVEN DISTANCE

Self-dual codes are a type of codes which is combinatorically

well applicable. It turns out that a power of the Jacobson radical

of a modular group algebra over an abelian p-group can only be

self-dual if p = 2. Drensky and Lakatos [DL] asked a question if

for each possible minimum distance - which is always a power of 2

in this case - there exists an abelian group which defines a self-dual

code with given distance. We give a positive answer to this question

in the next theorem.

Theorem 3.2 Let F be a field of characteristic 2. Let n be an ar-

bitrary positive integer. Then for each integer d with 1 ≤ d ≤ dn
2e

there exists an abelian group G of order 2n, such that there exists a

power of J (F[G]) which defines a self-dual (2n,2n−1,2d)-code.
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The proof of Theorem 3.2 is constructive and it is contained in

Chapter 3 of the dissertation.

CONSTRUCTION OF SELF-DUAL (22k,22k−1,2k)-CODES

In Chapter 4 we introduce new classes of binary abelian group

codes which are self-dual. These codes are abelian group codes over

elementary abelian 2-groups and they have similarly good parame-

ters as the Reed-Muller codes. There exists a power of the radical

defining a self-dual code if and only if the nilpotency index of the

radical of the modular group algebra is even. If G is an elementary

abelian 2-group of rank m, then the nilpotency index is even if and

only if m is odd. Thus a Reed-Muller code is self-dual if and only

if it is an RM (m−1
2 ,m)-code, i.e. m has to be odd. It clearly rises

the question if there exist binary self-dual codes in the radical of

F2[G] if G is elementary abelian of even rank. We can give a pos-

itive answer to this question and we introduce a way to construct

such codes. In order to describe the construction we need some

definitions.

Definition 4.1 Let y be a binary m-tuple. We say that 1− y is the

complement m-tuple of y, where 1 denotes the all-1 tuple (1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
m

).

Definition 4.2 Let m = 2k and X be the set of all binary m-tuples

with exactly k ‘0’-s and ‘1’-s. Further, let Y be a subset of X such
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that if y ∈ Y , then 1− y /∈ Y. Then Y is called a complement-free set

of binary m-tuples.

The linear codes introduced in Chapter 4 and Chapter 5 are ide-

als in the radical of a group algebra F[G], where G is an elementary

abelian p-group of rank m. For fix p and m, where m∈N, we denote

the group algebra Fp[Cp× . . .×Cp︸ ︷︷ ︸
m

] by Ap,m.

Let G be an elementary abelian group with generating set {g1,g2, . . .gm}.
Considering the correspondence µ : g j 7→ x j, where 1 ≤ j ≤ m, we

have the following algebra isomorphism

Ap,m ∼= Fp[x1,x2, . . . ,xm]/(x
p
1 −1,xp

2 −1, . . . ,xp
m−1),

where Fp[x1,x2, . . . ,xm] denotes the algebra of polynomials in m

variables with coefficients in Fp. We use the notation of Jp,m for

the radical of Ap,m.

With the notation Xi = xi− 1 the following equation holds be-

tween RM -codes and the powers of the radical:

J k
2,m = RM (m− k,m) =

〈
m

∏
i=1

Xki
i |

m

∑
i=1

ki ≥ k,ki ∈ {0,1}

〉
.

Let us consider the group algebra

A2,m ∼= F2[x1, . . .xm]/(x2
1−1,x2

2−1, . . .x2
m−1)
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as a vector space with basis

xk1
1 xk2

2 . . .xkm
m , ki ∈ {0,1}.

The radical J2,m of this group algebra is generated by the mono-

mials Xi = xi−1 = xi +1. The codes we intend to study are mono-

mial codes, i.e. codes defined by ideals of J2,m which are generated

by monomials of the Xi.

For p = 2 using the usual polynomial product in the monomial

Xk1
1 Xk2

2 . . .Xkm
m (ki ∈ {0,1}) we have

Xk1
1 Xk2

2 . . .Xkm
m = (x1 +1)k1(x2 +1)k2 . . .(xm +1)km .

Let m = 2k and X be the set of all binary m-tuples with exactly

k ‘0’-s and ‘1’-s. We denote by X the set of monomials corre-

sponding to the set of exponents in X . Denote by Y the set with

maximum number of pairwise orthogonal monomials in X and by

Y their corresponding exponents in X .

Lemma 4.6 If m is even and m = 2k, then RM (k− 1,m) = J k+1
2,m

contains a proper subspace which is isomorphic to RM (k− 1,m−
1).

Theorem 4.8 Let C be a binary code with

RM (k−1,2k)⊂ C ⊂ RM (k,2k)
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and the following basis of the quotient C/RM (k−1,2k){
m

∏
i=1

Xki
i +RM (k−1,2k), where ki ∈ {0,1} and

m

∑
i=1

ki = k

}
,

where the set of the exponent m-tuples (k1,k2, . . . ,km) is a maximal

(with cardinality 2
1
2(

2k
k )) complement-free subset of X . Then C forms

a doubly-even self-dual (22k,22k−1,2k)-code.

Theorem 4.9 Let C be the code defined in Theorem 4.8. Suppose

that ki = 0 for some i : 1 ≤ i ≤ m in each element of the subset Y,

(i.e. the variable Xi is missing in each monomial of Y ). Then we

have the following isomorphism

C ∼= RM (k−1,2k−1)⊕RM (k−1,2k−1).

MONOMIAL GROUP CODES WITH VISIBLE BASES

In Chapter 5 we construct codes which are ideals in the radi-

cal of the modular group algebra Ap,m. Let C be a monomial code

generated by some monomials of the form

Xk1
1 Xk2

2 . . .Xkm
m , where 0≤ ki ≤ p−1.

Definition 5.1 Let C be a linear code of length n over Fp, i.e. we
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consider C as a subspace of the vector space Fn
p. We say that a

basis of C is a visible basis if at least one member of the basis has

the same Hamming weight as C .

In the sequel we construct monomial codes in the group algebra

Ap,m by giving one visible basis for each of them. These codes are

ideals in the radical Jp,m.

Theorem 5.6 Let Cm,k be a monomial code generated by the set

Bm,k = {∏(Xi)
ki |

m

∏
i=1

ki ≥ k, where 0≤ ki < p, 0 < k≤ (p−1)m}.

Then Bm,k is a visible basis of Cm,k.

Theorem 5.8 Let p be an arbitrary prime. We fix values a1, . . . ,am

each fulfilling 0≤ ai < p and at least one of them is nonzero. Then

the principal ideal

Ca1,...,am = (Xa1
1 Xa2

2 . . .Xam
m )

in Jp,m determines a cyclic code. The set

B = {
m

∏
i=1

Xki
i | ai ≤ ki < p, i = 1,2, . . . ,m}

is a visible basis of Ca1,...,am .

Furthermore, Ca1,...,am is a (pm,(p−a1) · (p−a2) · . . . · (p−am),δ )-

code, where δ =
m
∏
i=1

(ai +1).
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Corollary 5.10 Let p = 2 and C be a (2m,2k,2d)-code defined in

Theorem 5.8, where 0 ≤ k ≤ m. Then C is always self-orthogonal

and it is self-dual if and only if k = m−1.

In the last part of this dissertation we consider the codes defined

in Theorem 5.8 for p = 2. We determine the automorphism groups

of these binary codes. An automorphism of a linear code is a permu-

tation of coordinates that stabilizes the code. The automorphisms of

a code C form a group and this group is denoted by Aut(C). Let Sn

denote the symmetric group on n elements. It is well known that if

C is a code of length ν , then Aut(C) is a subgroup of Sν .

Theorem 5.11 Let p = 2 and m be an arbitrary positive integer. Let

C be the code defined in Theorem 5.8 and

C = (X1 · · ·Xt) ,

where 1 ≤ t ≤ m. We will denote the dimension of C by λ and its

minimum distance by δ . Then C is a (2m,λ ,δ )−code, where λ =

2m−t and δ = 2t . Then the automorphism group of C can be written

as the following semidirect product

Aut(C) = Sλ

δ
oSλ ,

where Sλ

δ
means Sδ × . . .×Sδ︸ ︷︷ ︸

λ

and Si (for i = δ ,λ ) denotes the sym-

metric group on i elements.
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Remark 5.12 From the definition of the wreath product of per-

mutation groups (see [KK], or [Cam] Sec. 1.10) it follows that

Aut(C) = Sδ oSλ .
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BEVEZETÉS

Legyen p egy prímszám és F egy véges p karakterisztikájú test,

i.e. F = GF(pm) valamilyen m egész számra. A p elemű testet Fp-

vel jelöljük. Ha G véges Abel p-csoport, akkor az F[G] csoportal-

gebra moduláris, továbbá F[G] egy p karakterisztikájú kommutatív

gyűrű. Egy ilyen csoportalgebra Jacobson-radikálja a csoportalgeb-

ra (egyetlen) maximális ideálja. A Jacobson radikált J (F[G])-vel

vagy röviden J -vel jelöljük.

Kutatásunk több klasszikus eredményen alapszik. Berman [B]

mutatta meg 1967-ben, hogy a bináris Reed-Muller kódok (RM -

kódok) nevezetes ideálok (radikálhatványok) az F2[G] csoportalgeb-

rában, ahol G elemi Abel 2-csoport. 1968-ban Kasami et al. [KLP1]

bevezette az Általánosított Reed-Muller kódokat (GRM -kódok), ame-

lyekre Charpin [C] hasonló kapcsolatot mutatott meg Fp felett.

Jennings [J] dolgozta ki az F[G] csoportalgebra radikáljának

struktúráját. Később Landrock és Manz [LM] megmutatta a kap-

csolatot Jennings eredménye és Berman és Charpin eredményei kö-

zött.

A legtöbb eredményünk esetében p = 2, de a dolgozatban ál-

talános p-re vonatkozó állításokat is bizonyítunk. Esetünkben a G

csoport mindig véges Abel p-csoport. Ebben a dolgozatban olyan

lineáris kódokat konstruálunk és vizsgálunk, melyek ideálok a megfe-

lelő moduláris csoportalgebra radikáljában. Továbbá vizsgáljuk ezen

kódok tulajdonságait.
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Az első és a második fejezetben monomiális kódok és Reed-

Muller kódok definícióit és tulajdonságait vezetünk be. Eredményein-

ket bebizonyítjuk a harmadik, negyedik és ötödik fejezetben.

A dolgozatban szereplő eredmények megtalálhatók a következő

publikációkban:

• Hannusch, Lakatos [HL1]

• Hannusch, Lakatos [HL2]

• Hannusch [H].

A tételek számozása ugyanaz mint a dolgozatban.

ADOTT TÁVOLSÁGÚ ÖNDUÁLIS KÓDOK

Az önduális kódok kombinatorikailag jól alkalmazhatók. Egy

Abel p-csoport feletti moduláris csoportalgebra radikáljának valamely

hatványa csak akkor lehet önduális kód, ha p= 2. Drensky és Lakatos

([DL]) tett fel egy kérdést azzal kapcsolatban, hogy minden lehet-

séges kódtávolsághoz konstruálható-e Abel csoport, mely adott távol-

ságú önduális kódot határoz meg. Erre a kérdésre a következő pozi-

tív választ adtuk:

3.2. Tétel Legyen F egy 2-karakterisztikájú test. Ekkor minden

n pozitív egész számhoz és 1 ≤ d ≤ dn
2e számhoz létezik olyan 2n-

rendű G Abel csoport, melyhez tartozó F[G] csoportalgebra J radikál-
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jának valamely hatványa egy önduális (2n,2n−1,2d)-kódot határoz

meg.

A tétel bizonyítása konstruktív. A bizonyítás a dolgozat har-

madik fejezetében található.

ÖNDUÁLIS (22k,22k−1,2k)-KÓDOK KONSTRUKCIÓJA

A disszertáció negyedik fejezetében új önduális bináris Abel

csoportkód-osztályokat vezetünk be. Ezek a kódok Abel csoportkó-

dok elemi Abel 2-csoportok felett, továbbá hasonlóan jó paraméterek-

kel rendelkeznek mint a Reed-Muller kódok. Egy moduláris csoport-

algebra radikáljának pontosan akkor létezik olyan hatványa, mely

önduális kód, ha a radikál nilpotencia indexe páros. Legyen G elemi

Abel 2-csoport, melynek rangja m. Ekkor F2[G] radikáljának nilpo-

tencia indexe akkor és csak akkor páros, ha m páratlan. Tehát egy

Reed-Muller kód önduális akkor és csak akkor ha egy RM (m−1
2 ,m)-

kód, i.e. m páratlan. Felmerül tehát a kérdés, hogy ha G rangja

páros, akkor is létezik-e önduális kód az F2[G] radikáljában. Erre a

kérdésre pozitív választ adunk, miközben meg is adjuk az ilyen kó-

dok konstrukcióját. A konstrukcióhoz néhány fogalomra van szük-

ségünk.

4.1. Definíció Legyen y egy bináris m-es. Azt mondjuk, hogy 1− y

az y komplemense, ahol 1 jelöli az (1, . . . ,1)︸ ︷︷ ︸
m

m-est.
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4.2. Definíció Legyen m = 2k és X legyen az a halmaz, mely az

összes olyan m-esből áll, melyben pontosan k darab ‘0’ és k darab

‘1’ van. Továbbá legyen Y egy olyan részhalmaza X-nek, hogy ha

y∈Y, akkor 1−y /∈Y. Ekkor Y -t bináris m-esekből álló komplemens-

mentes halmaznak hívjuk.

Azok a lineáris kódok, melyeket a negyedik és ötödik fejezetben

bevezetünk ideálok egy F[G] moduláris csoportalgebrában, ahol G

elemi Abel p-csoport, melynek rangja m. Rögzített m és p értékekre

(m ∈ N) az Fp[Cp× . . .×Cp︸ ︷︷ ︸
m

] csoportalgebrát Ap,m-mel jelöljük.

Legyen G elemi Abel csoport, és {g1,g2, . . .gm} egy generátorrend-

szere. Tekintsük a következő leképezést µ : g j 7→ x j, ahol 1 ≤ j ≤
m, ekkor megkapjuk a következő algebra izomorfizmust

Ap,m ∼= Fp[x1,x2, . . . ,xm]/(x
p
1 −1,xp

2 −1, . . . ,xp
m−1),

ahol Fp[x1,x2, . . . ,xm] jelölje az m változós, Fp együtthatós poli-

nomok algebráját. Ap,m radikálját Jp,m-mel jelöljük.

Továbbá jelöljük Xi = xi− 1, ekkor a következő kapcsolat áll

fenn RM -kódok és a radikálhatványok között:

J k
2,m = RM (m− k,m) =

〈
m

∏
i=1

Xki
i |

m

∑
i=1

ki ≥ k,ki ∈ {0,1}

〉
.
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Tekintsük az

A2,m ∼= F2[x1, . . .xm]/(x2
1−1,x2

2−1, . . . ,x2
m−1)

csoportalgebrát vektortérként, melynek egy bázisa

xk1
1 xk2

2 . . .xkm
m , ki ∈ {0,1}.

Az Xi = xi − 1 = xi + 1 monomok generálják a J2,m radikált.

Azok a kódok, melyeket mi tanulmányozunk, monomiális kódok.

Ha p = 2, akkor a szokásos polinomszorzást az Xk1
1 Xk2

2 . . .Xkm
m

(ki ∈ {0,1}) monomra alkalmazva azt kapjuk, hogy

Xk1
1 Xk2

2 . . .Xkm
m = (x1 +1)k1(x2 +1)k2 . . .(xm +1)km .

Azon monomok halmazát, melyek kitevőiből álló (k1, ...km) m-es X-

ben van, X -szel jelöljük. Azon monomok maximális halmazát X -

ben, melyek páronként ortogonálisak egymásra, Y -nal jelöljük, és

a megfelelő kitevők m-esekből álló halmazát X-ben Y -nal jelöljük.

4.6. Lemma Ha m páros, és m = 2k, ekkor RM (k− 1,m) = J k+1
2,m

tartalmaz egy olyan altért, mely izomorf az RM (k− 1,m− 1) kód-

dal.

4.8. Tétel Legyen C egy bináris kód, melyre

RM (k−1,2k)⊂ C ⊂ RM (k,2k)
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és a C/RM (k−1,2k) faktortér egy következő bázisával{
m

∏
i=1

Xki
i +RM (k−1,2k), ahol ki ∈ {0,1} és

m

∑
i=1

ki = k

}
,

ahol a kitevőkből álló (k1, . . . ,km) m-esek halmaza egy maximális

(tehát 2
1
2(

2k
k ) elemű) komplemens-mentes részhalmaza X-nek. Ekkor

C egy duplán páros önduális (22k,22k−1,2k)-kód.

4.9. Tétel Legyen C a Tétel 4.8-ban definiált kód. Tegyük fel, hogy

ki = 0 valamilyen i : 1 ≤ i ≤ m-re Y minden elemében (i.e. az Xi

változó hiányzik minden monomból, ami Y -ban van). Ekkor fennáll

a következő izomorfizmus

C ∼= RM (k−1,2k−1)⊕RM (k−1,2k−1).

MONOMIÁLIS CSOPORTKÓDOK LÁTHATÓ BÁZISOKKAL

Az ötödik fejezetben olyan kódokat konstruálunk, melyek ideálok

az Ap,m csoportalgebra radikáljában. Legyen C monomiális kód,

azaz a

Xk1
1 Xk2

2 . . .Xkm
m , ahol 0≤ ki ≤ p−1.

monomok egy részhalmaza által generált ideálnak megfelelő kód.
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5.1. Definíció Legyen C egy n hosszú lineáris kód Fp felett, azaz

C tekinthető az Fn
p vektortér altereként. Azt mondjuk, hogy C -nek

egy bázisa látható bázis, ha a bázis elemei közül legalább egynek

ugyanannyi a Hamming súlya, mint a C kódé.

A továbbiakban monomiális kódokat konstruálunk az Ap,m cso-

portalgebrában, és mindegyiknek egy látható bázisát adjuk meg.

Ezek a kódok ideálok a Jp,m radikálban.

5.6. Tétel Legyen Cm,k egy monomiális kód, melyet a következő hal-

maz generál:

Bm,k = {∏(Xi)
ki |

m

∏
i=1

ki ≥ k, ahol 0≤ ki < p, 0 < k ≤ (p−1)m}.

Ekkor Bm,k a Cm,k egy látható bázisa.

5.8. Tétel Legyen p tetszőleges prím. Legyenek a1, . . . ,am fix számok,

melyekre 0 ≤ ai < p és legalább az egyik ai nem nulla. Ekkor a

következő Jp,m-ben lévő főideál

Ca1,...,am = (Xa1
1 Xa2

2 . . .Xam
m )

határoz meg egy ciklikus kódot. A következő halmaz

B = {
m

∏
i=1

Xki
i |ai ≤ ki < p, i = 1,2, . . . ,m}

a Ca1,...,am kódnak egy látható bázisa.
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Továbbá, Ca1,...,am egy (pm,(p−a1) · (p−a2) · . . . · (p−am),δ )-kód,

ahol δ =
m
∏
i=1

(ai +1).

5.10. Következmény Legyen p= 2 és C egy (2m,2k,2d)-kód, melyet

az 5.8. Tételben konstruáltunk, ahol 0 ≤ k ≤ m. Ekkor C mindig

önortogonális és akkor és csak akkor önduális, ha k = m−1.

A dolgozat utolsó részében azokat a kódokat tekintjük, melyeket

az 5.8. Tételben konstruáltunk. Ezen kódok automorfizmus cso-

portjait határozzuk meg p = 2 esetben. Egy lineáris kód automor-

fizmusa egy olyan permutáció a koordinátákon, mely stabilizálja a

kódot. Egy C kód automorfizmusai csoportot alkotnak, és ezt a cso-

portot Aut(C)-vel jelöljük. Jelölje Sn az n-edfokú szimmetrikus cso-

portot. Ekkor jól ismert, hogy ha a C kód hossza ν , akkor Aut(C)

részcsoportja az Sν -nek.

5.11. Tétel Legyen p = 2 és m egy tetszőleges pozitív egész szám.

Legyen C az 5.8. Tételben definiált kód és legyen

C = (X1 · · ·Xt) ,

ahol 1≤ t ≤m. A C dimenzióját λ -val jelöljük és δ -val a minimális

távolságát. Ekkor C egy (2m,λ ,δ )−kód, ahol λ = 2m−t és δ = 2t .

Ekkor C automorfizmus csoportját felírhatjuk a következő szemidi-

rekt szorzatként

Aut(C) = Sλ

δ
oSλ ,
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ahol Sλ

δ
jelölje Sδ × . . .×Sδ︸ ︷︷ ︸

λ

-t és Si (ha i = δ ,λ ) jelölje az i-edfokú

szimmetrikus csoportot.

5.12. Megjegyzés A koszorúszorzat definíciójából (lsd. [KK], vagy

[Cam] Sec. 1.10) azt kapjuk, hogy Aut(C) = Sδ oSλ .
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