Doktori (PhD) értekezés tézisei

Szamelméleti fliggvények
a kozépiskolaban

Kézér Ildiko

TémavezetSk: Dr. Ambrus Andras és
Dr. Freud Roébert

DEBRECENI EGYETEM
Matematika- és Szamitastudoméanyok Doktori Iskola
Debrecen, 2021



1. Bevezetés

Gyakorlé tanarként fontosnak tartom, hogy a tanulok szamara olyan alkalmakat
teremtsiink, amikor maguk kisérletezhetnek, kutathatnak. A disszertacio 6 célja
olyan probléméak felvetése és vizsgalata, amelyek kapcsédn a gyerekeknek lehetdsége
nyilik az 6nallo kisérletezésre és kisebb-nagyobb felfedezd utakra a szémelméleti
fiiggvények vilagaban. A szamelmélet és ezen beliil a szamelméleti fiiggvények azon
kevés témakor egyike a kozépiskolai matematikdban, amelyhez viszonylag kevés elGis-
meret sziikséges. Olyan kérdéseket vizsgaltam, amelyek a kozépiskolasok szamara
hozzaférhetGek, altalaban nem igényelnek a kozépiskolai matematikdn talmutato is-
mereteket, ugyanakkor érdekesek, valtozatos témajuak és nehézségiiek, kiilonbozd
mélységi részekre bonthatok, sokféle modszert mutatnak be, és tag teret engednek
a kreativitdsnak. Az ilyen jellegii kutatési feladatok annak lehetGségét is biztositjak,

hogy a tanuldk a problémamegoldas kiilénb6z6 szintjeire érhessenek.

A részben iranyitott kutatas soran a tanuloknak lehet&sége nyilik sajat kérdéseket
felvetni, egy problémat a sajat nézépontjukbol kozeliteni. Természetesen a kisér-
letezés magaban rejti a tévedés lehet&ségét is, de fontos, hogy a tanulékban az a kép
alakuljon ki és erdsodjon meg didkéveik soran, hogy a tévutak is hozzatartoznak és
természetes részei barmilyen tipusu felfedez6 ttnak, a matematikai felfedez6 utak-
nak is. A felfedez§ uton sok kapcsolatra is fény derithetiink, a szamelméleti fiigg-
vényekrsl tanultak tobb ponton kapcsoloédnak més problémékhoz is a kodzépiskolai
matematikiban, a veliik valé ismerkedés tehat azon til, hogy énmagéaban is érdekes,
hasznos lehet késébbi problémak megoldésakor vagy a megoldas alapgondolatanak

ismertetésekor.

Kiilon elénynek gondolom, ha a felfedezé tuton, annak valamely fazisaban vala-
milyen digitalis segédeszkoz hasznalata is sziikséges, ahogy a kidolgozott témak jo
részében ez igy van. A gyerekek mindennapjainak a szamitogép természetes része, jo,
ha a didakok latnak példat arra, hogy ezt, bizonyos matematikai szoftvereket hogyan
allithatnak a matematikai problémamegoldés szolgalatdba. Vannak olyan tanulok is,
akik az iskola falain kiviil is szivesen foglalkoznak programozéssal, a matematikai

problémén kiviil maga a programozasi feladat is lehet szamukra kihivas.

A széamelméleti fiiggvények koziil az osztok szama (d(n)) része a kozépiskolai



matematika tananyagnak, az osztok Gsszege (o(n)) és az Euler-féle fliggvény (o(n))
pedig szerepel a specidlis matematika tagozat regularis 6rain, de targyalhato szak-
kéron a matematikdt nem emelt 6raszamban tanuld csoportokban is a matematika
irant érdekl6ds tanulokkal. Ehhez a hdrom fiiggvényhez érdemes idénként hozzavenni
a kiilonb6z6 (w(n)), illetve az Gsszes primoszto szama (£2(n)) fliggvényeket is, mert
ezek megértése, képlete semmilyen nehézséget sem okoz, ugyanakkor szamos tulaj-

donsigban a méasik haromhoz képest igen eltéré vonasokat mutatnak.

Azt gondolom, a matematika irdnt érdekl6dd gyerekek szamara a 3 — 5. fejezetben
szerepld kutatasi feladatok (amelyek sajat problémafelvetéseim) akar mar 9. osztély-
ban targyalhatoak, de persze ez elGismereteik fiiggvénye. Az érdekl6ds gyerekekkel
ezekkel a problémakkal szakkoron foglalkoztam, tandrai keretek kozott nem tar-
tom megvalosithatonak a kutatést. A specialis matematika tagozaton tanul6 didkok
ugyan a regularis 6rdkon megismerkednek a szamelméleti fiiggvényekkel, de a kisér-
letezést esetiikben is csak a szakkorén gondolom kivitelezhetének, illetve otthoni
onallo munkajuk révén: egyrészt a bemutatott problémakorok igen szertedgazoak, a
regularis ora sziikos idSkeretébe csak néhany a témaba vago feladat férne be, masrészt
pedig az egyik leglényegesebbnek éppen az ilyenfajta kutatéasban rejls, kotottségek

nélkiili, sok iranyban torténé szabad szellemi kalandozés lehetGségét tartom.

2. Szamelméleti fiiggvények a kozépiskolaban

A fejezet elsé részében azokat a tapasztalatokat 0sszegeztem, amelyeket a kozépisko-
lai feladatgytijtemények, tankonyvek attekintése, 0sszehasonlitasa jelentett. A tankony-
vek koziil tobbet hasznaltam mar specialis matematika tagozatos és nem tagozatos
csoportokban egyarant, igy természetesen meriilt fel, hogy ezeken kiviil még més,
a kozépiskola 9. osztalya szdmara irodott tankonyvek szamelmélettel foglalkozo fe-
jezeteit is megvizsgaljam. Erdemesnek tartottam azt is, hogy modszertanilag 6sszeves-
sem az azonos tartalmi feladatok kiilonb6z6 megfogalmazasat méas-mas feladatgytijte-

ményben, tankdnyvben, hogy megvizsgéiljam egyik, illetve mésik megfogalmazas e-
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setleges elényeit, illetve hatranyait.

A fejezet masodik része egy szubjektiv valogatas kiilonb6z6 hazai és nemzetkozi
versenyek, példatarak és a KoMalL feladataibol (egy feladattol eltekintve). Torekedtem
arra, hogy a bemutatott feladatok kozott sok olyan szerepeljen, ami nem kizarélag a
specialis matematika tagozaton tanul6é diakok szaméra hozzaférhets. Leggyakrabban
a K6Malban és a hazai tanulményi versenyeken is az osztok szama fiiggvénnyel kap-
csolatos problémak kapnak szerepet, hiszen ez a nem emelt 6éraszamban matematikat

tanulo didkok szamara is része a tananyagnak.

Az 6sszegytijtott feladatokkal azt szerettem volna illusztralni, milyen sokféle jel-
legii és nehézségii kérdés adodik ebben a témakorben. A feladatok kozott tehat az
osztok szédméra vonatkozok dominalnak, de el6jon az osztok Osszege és szorzata,
valamint a @-fiiggvény is. A megoldés soran esetenként a képletek iigyes alkalmazasara,
méskor az osztoparos otletre, idénként tigyes becslésekre van sziikség, de megjelen-
nek a Fermat-primek, az FEuler—Fermat-tétel és a Catalan-sejtés is. Néhany feladat
az emlitett fiiggvények koziil tobbet kapcsol 6ssze. Bevalogattam néhany olyan régi

KoMal-feladatokat is, amelynek kitiizGje vilaghir magyar matematikus.

[lusztracioként kiemelném az alabbi feladatot (a tézisflizetben szerepls felada-
tok, képletek és tételek szamozasa a disszertaciobeli megfelels feladatok, képletek és

tételek szamozasat koveti).

2.2.7. Feladat
Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil, hogy barmely ¢ | n-re
d(t) | d(n)?

(45th Austrian Mathematical Olympiad, 2014, forras: |8|)

A feladat megoldésaban bizonyitottam, hogy a megoldhatosag sziikséges és elégsé-

ges feltétele az, hogy n négyzetmentes legyen.

A feladatot meggondoltam az osztok szama helyett az osztok Osszege fliggvényre
is: azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre barmely ¢ | n-re o(t) | o(n), szintén a
négyzetmentes szamok. Ugyanezt a problémét az Euler-féle o-fliggvényre is megvizs-

galtam. Mivel minden a | b-re p(a) | ¢(b) teljesiil, ebben az esetben barmely pozitiv



egész megoldasa a feladatnak. Végiil a kiillonb6z6 primosztok, illetve a primosztok
szama fliggvény esetén is megkerestem a megoldasokat. Mivel barmely n pozitiv
egészre 1 | n, de w(1) = Q(1) = 0 nem lehet osztoja n > 1 esetén az w(n)-nek, illetve
az 2(n) -nek, igy itt a feladatot a kovetkezSképpen kell atfogalmaznunk: melyek azok
az n pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil, hogy béarmely 1-nél nagyobb t | n-
re w(t) | w(n), illetve Q(t) | Q(n). A megoldhatosag sziikséges és elégséges feltétele
ebben az esetben, hogy az w(n) < 2, illetve az Q(n) < 2 egyenlStlenség fennalljon.

Ez a feladat is jo példédja annak, miként nShet ki egy konkrét feladatbol egy egész
varidciosorozat, és a kiilonb6z6 varidnsok vizsgalata egyik esetben miként vezethet
akar ugyanarra a véalaszra, mint az eredeti kérdés, egy masik esetben azonban miként
eredményez a korabbitol 1ényegesen eltérs vélaszt. A gyerekek szaméra is hasznos,
ha minél t6bbszor érzékelik, hogy egy feladat nem feltétlen ott kell, hogy véget ér-
jen, amikor a feltett kérdésre megtaléltuk és bebizonyitottuk a valaszt. Persze az nem
garantalt, hogy az anal6g problémara is megleljiik a megoldast, de egy kisérletet min-
denképp megér annak megfontolasa, hogy a probléma atfogalmazasa, altalanositasa
vajon hova vezet. Fontos, hogy az ilyen lehetGségeket a didkok lassak, hogy tud-
janak parhuzamokat talalni, valaszokat Osszehasonlitani, és megoldasok alapgondo-

latat adaptalni egy megvaltozott szituacidban.

3. A kiilonboz6 maradékosztalyokba tartozé oszték eloszlasa-
nak osszehasonlitasa

A fejezet kiindulopontja, hogy egy szam paros és paratlan osztoéinak darabszamaéra,
Osszegére és reciprokosszegére, ezek aranyara, illetve kiilonbségére milyen Osszefiig-
gések teljesiilnek. Természetesen meriilnek fel példaul olyan kérdések, hogy lehet-e a
paros és paratlan osztok szamanak kiilonbsége tetszélegesen nagy, vagy kiilon-kiilon

vett Osszegiik aranya tetszéleges pozitiv egész.

Ezutan az analog kérdéseket elGszor kozvetlen altalanositasként a ketts helyett



bérmely prim modulusra, majd a nulla és a nemnulla maradékosztalyok helyett a két

modulo 3 nem nulla maradékosztaly vonatkozasaban valaszoltam meg.

A +1 maradékosztalyba esd osztok szaméanak kiilonbségét, illetve aranyat is vizs-
galtam. Az arény vizsgalatakor a —1-gyel kongruens osztok darabszamanak és az
1-gyel kongruens osztok darabszamanak hanyadosara (jelolése: Ry (n)) az alabbi ered-

ményt bizonyitottam:
3.3.5. Tétel

Ha n = 37Hqi‘”‘Hpjﬁj, ahol oy, B;,7 € Nés ¢; = —1 (3), p; = 1 (3) primek,

/LR/_/ ]H/—/
A B
akkor
1 < A nem négyzetszam;
Ri(n) =
1(n) aA) 1

d(A) +1 & A négyzetszam.

Pontos formulat igazoltam a két maradékosztalyba esé osztok szamanak kiilonb-
ségére is (3.3.4. Tétel), illetve az osztok Osszegét és reciprokosszegét is vizsgaltam
(3.3.7. — 3.3.13. Tételek). A reciprokosszeg vizsgéalatat az osztoparok segitségével az

osztok Osszegére vezettem vissza.

A 3.3.6. Lemmét altalanositottam nemnulla multiplikativ fliggvényekre. A 3.3.7.
és 3.3.13. Tételek specidlis eseteire tobb bizonyitast adtam, amit azért is tartok
fontosnak, mert 6sszekapcsolhatja a tanulokban a matematika kiilonallonak érzékelt

teruleteit.

A kézépiskoldban ugyan nem foglalkozunk (még a specialis matematika tagozaton
sem) a megismert szamelméleti fliggvények atlagértékével vagy olyan ,,jelenségekkel”,
mint a hegy- és volgytétel, de ezeknek a probléméknak a megfelel§ variansait is
megvizsgaltam (3.4.3. — 3.4.5. Tételek). Itt és az értekezés tobb mas helyén is a
GeoGebra szoftvert is hasznaltam, amit konnyd kezelhetGsége miatt kifejezetten al-
kalmasnak gondolok arra, hogy kozépiskolai diakok segitségére legyen a matematikai

problémamegoldésban, és tanitom is a hasznalatat a diakjaimnak is.

A fejezet végén kiilon részben elemeztem a problémakdr didaktikai vonatkozasait,

beleértve a tovabblépés lehetGségeit is.



4. Specialis egyenletek

A fejezet els6 részében az 22 +y? = 22 egyenlet analogiajaként az f(2?)+ f(y?) =
= f(2?) egyenletet é¢s annak magasabb hatvanyokra, illetve tobb tagra torténd al-
talanositasait vizsgaltam. Ez a probléma is igen véltozatos képet mutat attol fiiggden,
hogy f melyik valasztott szamelméleti fiiggvény: az osztok szama és Gsszege esetén az
alapegyenlet magasabb hatvanyokra sem oldhatoé meg, a kiillonb6z6 és Osszes prim-
osztok esetén végtelen sok megoldés van, az utébbinal a primhatvanyok korében is,
de a -t is beleértve egyik fliggvény esetén sincs olyan megoldés, ahol mindharom

ismeretlen primszam.

4.1.1. Tétel
A p(2?) + p(y?) = ¢(2?) egyenlet nem oldhaté meg a primek korében.

A bizonyitas egy diofantikus egyenlet vizsgalatabol adodik. A tétel kimondasa
el6tt érdemes a tanulokkal az egész szamok korében megoldasokat kerestetni, ilyen
példaul a (2; 3;4), de tobb olyan is van, amely két primet tartalmaz. Ezek megtalalasa
utan természetesen meriil fel a kérdés, hogy létezik-e olyan megoldés, amelynek min-

den tagja prim.

A fejezet masodik részében az f(zy)+ f(xz) = f(yz) egyenletet vizsgaltam, ennek
kapcsan szintén igen sok mindent lehet a tanulékkal feldolgozni, persze meghagyva
annak lehetdségét, hogy 6k maguk is vessenek fel kérdéseket. Példaul az w és €2
fiiggvényekre az Osszes megoldas megtalaldsa utdn az eredmények azonnal kiter-
jeszthetSk tetszéleges erdsen, illetve teljesen additiv fliggvényekre (4.2.3. és 4.2.6.
Tételek). A méasik harom szamelméleti fiiggvény esetében is béven vannak olyan
kérdések, amelyek megvalaszolasa érdekes kutatasi feladat lehet a tanulok szédmara,
illetve az id6kozben adodo segédallitasok igazolasa onmagaban is kihivas. Bizonyos,
hogy a didkok a felvetett probléméakban legalabb részeredményeket, részsikereket

tudnak elérni.

A d(n) fiiggvény esetében megadtam az 6sszes primhatvany megoldast, valamint

egy algoritmust az Gsszes paronként relativ prim megoldas elGallitasara:

4.2.9. Tétel
(i) A d(xy) + d(zz) = d(yz) egyenlet 6sszes megoldasa a primhatvanyok korében:
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rsk— r(r4+s)k— s(r+s)k—
ahol p;-k kiilénb6z6 primek, r, s, k pozitiv egészek, nem mindegyikiik 1, és (r, s) = 1,
valamint

k=1 k(p+2)—1
2

(4.2.9.b) t=p % ,y=p5, z=p, ,
ahol p;-k kiilonb6z6 primek, k és 8 pedig paratlan pozitiv egészek és nem mindketten

egyenldk 1-gyel.
(ii) z-et tetszlegesen rogzitve az Gsszes paronként relativ prim megoldas elGallithato.

A o(n) és a ¢(n) fliggvényekre is sokféle megoldast kapunk (4.2.10. — 4.2.14.
Tételek), amelyek egy része nevezetes problémakhoz is kapcsolodik, példaul az iker-
primsejtéshez, illetve a Mersenne- és Fermat-primekhez. Ezekrdl a gyerekek tanéran
vélhetGen hallanak, de a kérdések vizsgéilata jo alkalom arra, hogy megmutassuk,
ezek a ,hires” primek nemcsak a matematikatorténeti konyvek lapjain, hanem fela-

datmegoldésokban is fGszereplék lehetnek.

Végiil érdemes a gyerekeket arra is révezetni, hogy barmely multiplikativ fligg-
vényre felirt egyenletnél igaz, hogy ha létezik megoldés, akkor végtelen sok megoldas
létezik, hiszen egy (xo;yo; 20) megoldas mindharom tagjat barmely a mindharom
taghoz relativ prim pozitiv egésszel megszorozva az egyenlet egy tijabb megoldasat

kapjuk.

5. Szamelméleti fliggvények kompozici6janak kommutativitasa

A fejezet két dolgot 6tvoz: a gyerekek altal kdzépiskolas éveikre vélhetGen mar jol
ismert kommutativitast, és a talan kevésbé jol ismert, és biztosan kevesebb matema-
tikai helyzetben elGkeriils, de a tapasztalat alapjan a tanulok altal konnyen elsajatitha-

to fiiggvénykompoziciot. A tanulok persze mar talalkoztak néhény szituacioban ha-



sonl6 probléméval, még ha nem is altaldnossagban fogalmaztédk meg a vizsgalt kérdést,
vagy hasznaltak egyaltalan a kommutativitas vagy kompozicio kifejezéseket, de példaul
a fliggvénytranszformacioknal vagy a sik egybevagosagainak egymas utani alkalmazasa-
nal tapasztalhattak, hogy tipikusan nem ugyanaz az eredmény, ha a transzforméciok

sorrendjét felcserélik.

A fejezetben az f(g(n)) = g(f(n)) egyenletet vizsgaltam, ahol f és g is a mar
megismert 6t szamelméleti fiiggvény valamelyike (az osztok szama d, az osztok Osszege
o, p, a kiilénbozo, illetve az Gsszes primosztod szama w és 2). Ebben az esetben is
a megoldhatosag tobb kiillonboz6 aspektusat tanulmanyoztam: 1étezik-e legalabb egy
megoldas (n-ben); talalhato-e végtelen sok megoldés; van-e végtelen sok megoldas,
amikor mindkét oldal értéke egy adott k szam; megadhato-e az Gsszes megoldas. Attol
fiiggben, hogy f és g melyik fiiggvénypar, itt is igen valtozatos kép rajzolodott ki.
Voltak egyenletek, amelyek esetén az Osszes n-et meg tudtam adni, amelyre az adott
fiiggvényparra felirt egyenlet teljesiil (5.1.1. — 5.1.2. Tételek); voltak olyan parok,
amelyekre minden k € Z% esetén végtelen sok olyan n-et adtam meg, amikor az
egyenlet két oldalanak kozos értéke k (5.2.1. — 5.2.2. Tételek); volt olyan par, amelyre
végtelen sok megoldast taldltam (5.2.3. — 5.2.4. Tételek), illetve megfogalmaztam
feltételes eredményeket is (5.4.1. — 5.4.5. Tételek).

Ezeknek a problémaknak a targyalasa is lehetGséget ad a differencidlasra is, a

vizsgalt kérdések kozott vannak igen egyszertiek és komplexebbek is.

Egy egyszertibb feladat:

5.5.1. Feladat
Bizonyitsuk be, hogy az w(p(n)) = ¢(w(n)) = 1 egyenlet Gsszes megoldasa: n = F;
vagy n = F;-F;, vagy n = 2%, vagy n = 2*-F;, ahol o € Z* és F; # F; Fermat-primek.



Mar az f(g(n)) = g(f(n)) = 1 egyenletet vizsgalo feladatcsokorban (5.5. pont) is
van olyan varians (5.5.3. Probléma, w(o(n)) = o(w(n)) = 1), aminek a megoldéasat
egyelére csak részben ismerjiik, mert a nem teljesen megoldott Nagell-Ljunggren-
egyenletre vezet (|2]). Ez is jo alkalom arra, hogy a gyerekek lassék, a hasonlonak

tiné kérdések nehézsége kozott is oridsi kiilonbségek lehetnek.

Egy 0Osszetettebb, szintén a Fermat-primekkel kapcsolatos tétel, amely Golomb

egy allitasanak ([3|) altalanositéasa:

5.4.5. Tétel
Legyen 0 < k < 4, és legyenek p;-k olyan primek, hogy az F; Fermat-primekkel

pi
i

képezett szamok kiilonbo6zé primeket adnak minden 0 < ¢ < k-ra. Ekkor

%

k
n= H F*~! megoldasa a ¢(o(n)) = o(p(n)) egyenletnek.
i=0

6. A szakkor

A fejezetben részletesen beszamoltam arrdl a szakkorrél, amit iskolamban, az
Obudai Arpad Gimnaziumban tartottam a 2017/18-as tanév utols6 hénapjaiban a
specidlis matematika tagozaton tanulé 9. osztalyos didkok szaméara. Ahogy azt a
bevezetésben mar emlitettem, azért valasztottam a szakkori keretet, mert a tanérakon
nincs id§ és lehetség, hogy a tanulok tanari irdnyitas mellett, de teljesen szabadon
és onalloan kisérletezhessenek. A szakkort az 5. fejezetben szerepld problémak koré
szerveztem, a célom tehat az volt — amellett, hogy még inkdbb megkedveltessem a
gyerekekkel a szamelméletet —, hogy ezeknek a kérdéseknek a vizsgalataval motival-
jam Gket az 6nallo problémafelvetésre, hogy megéljék és megérezzék, mit jelenthet a

kutatas.

Az el6zetes célok mellett Osszegeztem a szakkor tervezésének folyamatat, a gye-

rekek felkérését, a modszertani el6készitést, hogy didaktikailag mit tartottam fontos-
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nak az orék tervezésénél, hogy miként valésult meg ez a gyakorlatban, vagy hogy
miként kellett adott ponton stratégiat valtoztatnom. Részleteztem a didkok szakkori
munkajat, otleteit, sajat problémajavaslataikat és megoldasaikat, és azt a sok-sok
nagyon pozitiv tapasztalatot és élményt, amit ezek a foglalkozasok szamomra, illetve

reményeim és néhany visszajelzés szerint a diakok szamara is jelentettek.

A fejezet zaro részében bemutattam tovabbi lehetGségeket, kapesolodési pontokat,
amelyekrsl vald gondolkodasra ugyan a szakkori 6rakon mar nem keriilt sor, de
amelyeket szintén érdemesnek tartok arra, hogy a tanulokkal vizsgaljunk. Példaul
az els6- és masodfoka fiiggvényekre vonatkozoan az f(g(z)) = g¢(f(z)) egyenlet
vizsgalatat, ami a szamelméleti fliggvényekre vonatkoz6 probléma folytonos kiter-
jesztésének tekinthets vagy a Fermat-primekkel kapcsolatos exponenciélis diofantikus

egyenletek vizsgéalatat vagy egy, az ikerprimekkel kapcsolatos problémét.

7. A disszertacio elméleti didaktikai hattere

Ebben a fejezetben a disszertacio elméleti didaktikai hatterét mutattam be. A dol-
gozat szemléletét nagyrészben a kutatas-alapu tanulas/tanitas (,inquiry based learn-
ing”, IBL) foglalja 6ssze. A kutatas-alapi tanulas Spronken-Smith szerint egy olyan
pedagogia, amely a leginkabb biztositja, hogy a tanulok atéljék a tudasalkotés folya-
matait ([4]). Legfontosabb jellemzsinek Gsszefoglalasat - amelyekben a disszertacio
célkittizéseire ismertink - olvashatjuk példaul a PRIMAS-projektben ([5]), amelyben
magyar pedagogusok is dolgoztak ki oktatasi anyagokat.

A disszertacio abban a szellemben késziilt, amit tobbek kozott Polya Gyorgy,
Alan H. Schoenfeld és Ambrus Andras irnak a problémamegoldasrél. Néhany fontos

gondolatuk:

,,A hibas megoldésokban is észre kell venni a lehets legkisebb jo részt. A probélkoza-
sok, tévutak a matematikai alkotomunka szerves részei. Igen fontos a tanar beleérzg,

empatikus, segité magatartasa.” ([1])
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A problémamegoldés nem ,terv vezérelt” (,plan driven”), hanem ,torténés vezérelt”
(,event driven”): a jo problémamegoldd, habar van elgondolésa arr6l, mit kivan vizs-
galni, meglatja a problémamegoldas kozben adodo lehetGséget, és kimeriti azt még
akkor is, ha az nem teljesen esett egybe eredeti szandékaival. A j6 problémamegoldot
a pozitiv kontroll is jellemzi, amely tehat azt az attittidot is jelenti, hogy ha egy sejtés
az ellenérzése utan tévedésnek bizonyul, akkor a jo problémamegoldé nem riad meg
a folytatastol, nem tantorodik el Gjabb gondolatok felkutatasatol, szamara a tévedés

pozitiv motivacié abba az irdnyba, hogy tovabb gondolkodjon. (|7])

,Semmiféle gondolat sem rossz, csak rossza valhat, ha kritika nélkiil fogadjuk.

Csak az rossz igazan, ha semmi gondolatunk nincs.” ([6])

A disszertacié igyekezett olyan problémékat felvetni, amelyek kiindulépontjai
lehetnek tovabbi érdekes gondolatoknak.
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1. Introduction

As a secondary school teacher I strongly believe that it is really important to
create opportunities for students to experiment on their own and to do research. The
main goal of the thesis is to propose and investigate some problems that offer students
the framework for experimentation and for smaller or larger exploration in the world
of arithmetic functions. Number theory, including arithmetic functions, is one of the
few topics in high school mathematics that does not require a tremendous amount of
prior knowledge. Most of the problems I studied do not require higher mathematical
knowledge and are accessible for high school students, they are interesting, involve
various topics and different grades of difficulty, and most of them can be divided
into parts of different depth. They open up many problem solving methods and leave
enough space for creativity. They also provide the opportunity for pupils to reach

different levels in problem solving.

In these only partly directed discoveries students can propose questions and follow
their own approach while studying a problem. Of course, this type of experimentation
also includes the possibility of errors, but it is important to develop and improve the
sense in the students during their high school years that mistakes are self-evident
parts of any discovery, including mathematical discovery, as well. On the journey we
can also highlight some connections of arithmetic functions to several other parts in
high school math. So studying this topic, besides being interesting in itself, can be

beneficial also in solving diverse problems or finding the basic idea behind a solution.

I think, it is an extra advantage if the use of digital aids is required in certain
phases of the journey, as it is suggested in most of the problems. The computer is part
of the students’ everyday life and it is good to show them how mathematical software
programs can serve mathematical problem solving. And usually there are kids who
like programming not only in school but also in their free time, so the programming

task connected to a mathematical problem can be an extra challenge for them.

Among the arithmetic functions, the number of divisors d is part of the high
school curriculum. Students in the special maths program learn also about the sum
of divisors ¢ and Euler’s totient function ¢ in class, but these can be discussed in

group study sessions with other students, too, who are interested in maths. It is also



worth to introduce the number of distinct and all prime factors, w and €2, as it is easy
to understand their definition and basic properties whereas their behavior differs in

many aspects from the other three functions mentioned above.

I believe, the problems in Chapters 3 — 5 (which were created by myself) can be
studied from the 9th grade with students interested in maths, but of course their
prior knowledge is a decisive factor in planning. I chose the format of group study
sessions as such a research does not seem feasible during regular classes, even for
students in the special maths program, though they learn there about arithmetic
functions. These experiments require students to work quietly on their own. Due
to the diversity of the problems, only a few of them could fit into the tight time
limit of a regular class. And perhaps the most important goal of these discoveries
is to ensure the opportunity for students to enjoy intellectual adventures in many

directions freely, without any constraints.

2. Arithmetic functions in secondary school

The first part of Chapter 2 summarizes my experiences in surveying and compar-
ing high school textbooks and exercise books. I have been using several textbooks
both in regular and special maths classes, so it was natural to check the number
theory parts of other 9th grade textbooks, too. From a didactic point of view, it was
interesting to contrast the various formulations of essentially identical problems and

to discuss the possible advantages and disadvantages of the different presentations.

The second part of Chapter 2 is a selection of problems from monographs, KéMalL,
and various Hungarian and international mathematical competitions (except for one
problem). I tried to select many problems which are accessible not just for students
in the special maths program. Most problems refer to the number of divisors, since it
is part of the general high school curriculum, not only for students with an elevated

number of maths classes.



The problems illustrate the large variety in type and difficulty of the questions
in this topic. As mentioned before, most problems refer to the number of divisors,
but some deal with the sum and product of divisors and Euler’s totient function.
Solving them may require the clever use of formulas, or the idea of pairing divisors,
or making estimates, but also the Fermat primes, the Euler—Fermat theorem, and the
Catalan conjecture pop up. Some problems connect different functions. I compiled
a few problems from KoMal. proposed by world famous Hungarian mathematicians,

as well.

I present a problem as an illustration. (The numbering of the formulas, problems

and theorems is the same as in the dissertation.)

Problem 2.2.7.
Which positive integers n satisfy that ¢ | n implies d(t) | d(n)?

(45th Austrian Mathematical Olympiad, 2014, source: [8])

I proved that the necessary and sufficient condition of solvability is for n to be

square free.

I also solved the variant for the sum of divisors: again, exactly the square free
integers n satisfy that ¢ | n implies o(t) | o(n). Turning to Euler’s totient function,
every positive integer n has this property since ¢(a) | ¢(b) holds for any a | b. Finally,
for the number of distinct and all prime factors, w(n) and Q(n), we have to assume
t > 1, since 1 | n for every positive integer n, but w(1) = (1) = 0 is not a divisor of
w(n) or Q(n) if n > 1. And we find that 1 < ¢ | n implies w(t) | w(n) if and only if
w(n) < 2, and the analogue result holds also for Q(n).

This problem serves as a good example how one can develop and extend a ques-
tion, how this can build up a series of variations, and how these variants can some-
times result in exactly the same answer as the original problem, and how they can
lead to a totally different outcome in other cases. I think it is useful for the students
to experience that the study of a problem does not necessarily terminate with the
solution being found and proved. Of course, it is not granted that we can solve the

analogue problem, but it is worth an attempt to consider where the reformulation and



generalization of the original problem could lead. It is important to make pupils no-
tice these kinds of opportunities, so they can manage to find similarities, to compare

solutions, and to adapt the main ideas of a certain solution in a modified situation.

3. Comparing various functions of the divisors of an integer in
different residue classes

The starting point of Chapter 3 is the investigation of the difference and the ratio
of the numbers, the sums, and the sums of reciprocals of the even and odd divisors
of a given integer. Naturally arising questions are e.g. whether the difference of the
numbers of even and odd divisors can be arbitrary large or whether the ratio of their

sums can equal any integer.

A straightforward first generalization is to change the modulus 2 to any prime,
and then a different direction is to replace the categories divisible and non-divisible

by considering the two non-zero residue classes mod 3.

I studied both the difference and the ratio of the numbers of divisors in residue
classes 1 mod 3. I obtained the following result for the ratio R;(n) of the number

of divisors in residue class —1 and the number of divisors in residue class 1:
Theorem 3.3.5.

Ifn= SVqu“ -Hpjﬂf, where «;, 3;,7 € N and the primes ¢; = —1 (3), p; =1 (3),
i J

\_\’—/W—/
A B

then
1 < A is not a perfect square;

Ri(n) = d(A) —1

W &< A is a perfect square.

I also proved a formula for the difference of the numbers of the divisors in residue
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classes £1 (Theorem 3.3.4.), and studied the sum and the sum of reciprocals of these
divisors (Theorems 3.3.7. — 3.3.13.). The behavior of the sum of reciprocals can be

derived from the sum of divisors by using divisor pairs.

I generalized the result of Lemma 3.3.6. for non-zero multiplicative functions.
I gave several proofs for some special cases of Theorems 3.3.7. and 3.3.13. to help

students to connect seemingly remote areas of mathematics.

Though the mean value of an arithmetic function or phenomenons like the canyon
and peak theorems, are not discussed even in special maths classes, I studied their
relevant variants here (Theorems 3.4.3. — 3.4.5.). In investigating these and other
problems, I relied partly on the mathematical software GeoGebra. I find it a handy
and easy to use tool to help high school students in mathematical problem solving,

so I teach them its application.

The last section of Chapter 3 is a didactic analysis of the topic including also

some possible extensions.

4. Special equations

In the first part of Chapter 4, as an analogy to 22 +y? = 22, I studied the equation
f(z?) + f(y?) = f(2?) and its generalization to higher degrees and more terms. The
situation is multifarious depending on which arithmetic function we choose: for the
number and sum of divisors, there is no solution for any degree; for w and €2, we
have infinitely many solutions, and regarding the latter there exist infinitely many
solutions even among prime powers; but there are no solutions in primes for any of

the five functions, including .

Theorem 4.1.1.
Equation p(z?) + ¢(y?) = ¢(2?) has no solution in primes.

The proof lies in analysing a Diophantine equation. Before stating this theorem
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we should ask students to find solutions in positive integers, e.g. (2;3;4), and there
are more solutions containing two primes, as well. After finding some of these, it is a

natural question whether there exist solutions purely of primes.

In the second part of the chapter I studied the equation f(zy) + f(xz) = f(yz).
There are several aspects to elaborate and students can propose many questions
themselves. For example, after finding all solutions for w and €2, we can generalize
these for strongly or completely additive functions (Theorems 4.2.3. and 4.2.6.). There
are many interesting questions to study also concerning the other three arithmetic
functions including the challenge of the occurring lemmas. The students will definitely

achieve at least partial results in solving these problems.

For the number of divisors I determined all solutions in prime powers and de-

scribed how to obtain all pairwise coprime solutions in general:

Theorem 4.2.9.
Consider the equation d(zy) + d(xz) = d(yz).

(i) All prime power solutions are:

(r+s)k—1 s(r+s)k—1
2

(4.2.9.a) r=pFt y=p , 2 =DPs ,

where pq, po and ps are distinct primes, r, s, k are positive integers, with at least one

of them greater than 1, and (r,s) =1, or

kp—1 k(B+2)—1
2

(4.2.9.) r=p 7 y=pyz=p ° ,

where p; and p, are distinct primes, k£ and (§ are positive odd integers with at least

one of them greater than 1.

(ii) All pairwise coprime solutions can be obtained by fixing = arbitrarily and de-

scribing the corresponding infinitely many solutions in y and z.

We obtain various types of solutions of the equation also for the sum of divisors
and for ¢ (Theorems 4.2.10. — 4.2.14.). Some of these are related to famous problems

concerning primes, e.g. the twin prime conjecture or the Mersenne and Fermat primes.



It is important for pupils to experience that those “famous” primes they learned about

in class can play a leading role in their own work and not just in history books.

Finally, it is important to make pupils realize that if the equation has a solution
(203 Yo; 20) for a multiplicative function f, then multiplying this solution by integers

coprime to each of the terms generates infinitely many solutions.

5. Commutativity of composition of arithmetic functions

Chapter 5 combines two notions: commutativity, probably well known by students
in high school, and composition of functions, being less familiar to them, but accord-
ing to my personal experience, they can understand it quickly. They must have met
these notions in certain situations, even if not studying them in general or using the
terms “commutativity” and “composition”. For instance they could have experienced
that transforming functions in two steps or applying two congruences of the plane,

the result is typically not the same if we change the order of the two transformations.

So in this chapter I studied the equation f(g(n)) = g(f(n)) where each of f and
g is one of the five functions listed earlier (the number of divisors d; the sum of
divisors o; ¢; and the number of distinct and all prime factors w and ). I examined
various aspects of solvability: does there exist a solution (in n); are there infinitely
many solutions; are there infinitely many solutions when both sides equal a given
integer k; can we determine all solutions? The results are manifold depending on f
and g. There were pairs for which I determined all solutions (Theorems 5.1.1. and
5.1.2.), for other pairs I gave infinitely many solutions when both sides equal any
given integer k (Theorems 5.2.1. and 5.2.2.), in another case I found infinitely many
solutions (Theorems 5.2.3. and 5.2.4.), and I also stated some conditional results
(Theorems 5.4.1. — 5.4.5.).

Studying this topic is suitable for differentiation, as there arise both easy and

more complex problems.



An easier example is:

Proposition 5.5.1.
w(e(n)) = p(w(n)) = 1 holds if and only if n = Fj, or n = F; - Fj, or n = 2%, or

n =2%.F;, where a € Z" and F; # F; are Fermat primes.

But even the equation f(g(n)) = g(f(n)) = 1 (Section 5.5.) contains a variant
(Problem 5.5.3., w(o(n)) = o(w(n)) = 1), when not all solutions can be determined,
since it leads to the only partly settled Nagell-Ljunggren equation ([2]). This is an-
other good occasion for students to experience that there can be huge differences

between seemingly similar problems.

A more complex theorem using Fermat primes is a generalization of an observation

by Golomb ([3]):

Theorem 5.4.5.

Let 0 < k < 4, F; the ith Fermat prime, where 0 < ¢ < k, and p; primes such
Pi k

that Z; L are distinct primes. Then n = H F?~! is a solution of the equation
i i=0

p(a(n)) = a(p(n)).

6. The group study sessions

This chapter provides a detailed summary of the group study sessions I conducted
in my school over the last months of school year 2017/18 for kids in 9th grade in the
special maths program. As I mentioned it in the Introduction, I chose this format
because the circumstances and lack of time in regular classes do not make it possible
for students to experiment (under the teacher’s guidance but) freely on their own.
The sessions were held in the topic of Chapter 5. The main goal was to motivate

students to propose questions while working on the material, to taste the experience



of a research, and to improve their positive attitude towards number theory.

In addition to the preliminary goals, I summarized the process of planning, the
invitation of the students, the didactic preparations, the stuff I thought to be crucial
while planning, and how this was realized in practice, including how I had to change
strategy sometimes. I gave details about the work of the pupils, the ideas they came
up with, the problems they proposed and the solutions they suggested. I described
the very positive experience I gained while working with these students that hopefully

and according to some feedback was also shared by them.

In the last section of the chapter I presented some further ideas which were
not part of the sessions but are worth studying them with students. For example:
investigation of the equation f(g(z)) = g(f(z)) for linear and quadratic functions
as a continuous extension of the question for arithmetic functions; the exponential
Diophantine equations connected to Fermat primes; and a problem related to twin

primes.

7. The theoretical didactic background of the dissertation

Chapter 7 provides a theoretical didactic background for the dissertation. The ap-
proach of the thesis meets the framework of inquiry based learning (IBL). According
to Spronken-Smith, IBL is a pedagogy which best ensures that students experience
the processes of creating new knowledge (|4]). IBL’s essential features and goals -
which meet the dissertation’s aims - are presented in the summary of the PRIMAS

project (|5]) containing also teaching materials developed by teachers from Hungary.

The dissertation’s objectives meet Andras Ambrus’, Gyorgy Polya’s, and Alan H.
Schoenfeld’s works on problem solving. I summarize here some of their important

observations.

“We need to notice the least good idea even in a false solution. Trials and errors

are parts of mathematical invention. The teacher’s empathetic, helpful attitude is
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crucial.” ([1])

A competent problem-solving behaviour is not simply hierarchical and “plan
driven” but rather “event driven”. A competent problem solver has an idea of what
he/she wants to investigate, but he/she sees the opportunity that arises during prob-
lem solving and exhausts it even if it did not fully coincide with his/her original
intentions. A good problem solver is also characterized by a positive control, which
therefore also means an attitude that if a conjecture turns out to be a mistake after
checking it, he/she is not afraid to go on, does not stumble from finding new thoughts.

A mistake is a positive motivation to continue to think. (|7])

“There is no such thing as a bad idea, something can only go wrong if we accept
it without criticism. The only bad thing is not to have thoughts at all.” (|6])

The dissertation tried to present some ideas that could be starting points for other

interesting thoughts.
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