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Bevezetés

A témavalasztasomat indokolja egyrészt az évek Ota tapasztal-
hat6 hallgatoéi eredmények folyamatos romlésa, mely altalanos
jelenség a felsGoktatasban, de ott is féleg a természettudoma-
nyos targyak elsajatitdsaban. Masrészt a csokkend éraszamok
és egyéb, jelen dolgozatban nem részletezett okok miatt kevés
id6 és lehetGség van - f6leg a valosziniiségszamitas tanitasahoz
- megfelel6 minGségl és mennyiségl oktatasi kisérletet végezni
vagy legalabb bemutatni. Ezért az olyan eljarasok, médszerek,
melyek segitségével tobb fogalmat is elmélyithet a hallgato és a
gyakorlati alkalmazéasokat is latja, nagy mértékben segitheti az
elméleti ismeretek pontos elsajatitasat.

Dolgozatomban a cimben emlitett fogalmak, eljarasok pon-
tos megértését segité modszert, eljarast mutatok be, mely a fel-
sGoktatasban tanit6 kollégdk szaméra nyudjthat hasznos didak-
tikai eszkOzt. A téma vizsgalatdhoz olyan problémakdrt valasz-
tottam a valoszintségszamitas teriiletérsl (a leghosszabb széridk
vizsgalatat), mely a hallgatok szaméra viszonylag konnyen fel-
dolgozhaté, hétkdznapi tapasztalataikkal az eredmények Gssze-
vetheték. A leghosszabb széridk hosszara felirt eloszlasfiigg-
vényre nincs pontos és zart formula. Igy ezen probléma tar-
gyalasakor még szembetiinGbbek az egyes eljarasok alkalmaz-
hatosaganak feltételei, eltérései. A rekurziok pontos értéket
adnak ugyan, de nem zartak, az értékek meghatarozisa a so-



kadik elem esetén mar problémas lehet még szamitogéppel is.
Az aszimptotikus tételek az n novelésével egyre pontosabb, de
csak kozelits értékeket adnak, mig a szimulacioval a kisérletek
sokszori elvégzése alapjan kapott eredményekbdl szamitott at-
lagértékek adédnak. Ezen kiilonbozbségek megfigyelésével az
egyes fogalmak mélyebb megértést nyernek, az egyes moddsze-
rek alkalmazasai az emlitett problémakor (leghosszabb széria)
targyalasaval jol szemléltethetSk. Az elsajatitott fogalmakat,
definiciokat a matematika egyéb teriiletein is tudjak majd al-
kalmazni a hallgatok. A téma valasztasanak tovabbi indokai a
dolgozat bevezet§jében szerepelnek.



1. fejezet

A matematika
tanitasarol

Mivel a felsGoktatas az altalanos és kozépiskolai ismeretekre
épiil, dolgozatomban elGszor réviden ismertetem a f6bb valto-
zasokat a matematika tanitdsiban a képzés ezen szintjein az
elmilt 50 évben. Mig a matematika nagyon sok teriiletén az
alapfogalmak, definiciok, miiveletek bevezetése a mindennapi
szemléletre, tapasztalatra nagymértékben tamaszkodhat, addig
a valdsziniiségszamitasban kicsit nehezebb a helyzetiink. Ne-
metz Tibor [38] cikkének bevezet§jében irja: "A tanulok t6bb-
nyire legfeljebb homalyos fogalmakkal rendelkeznek arra nézve,
mit is értsenek véletlen jelenségen, stb., nem ritkan kifejezetten
hamisan itélik meg a tomegjelenségekre vonatkozé torvénysze-
riiségeket, vagy éppenséggel el sem tudjak képzelni ilyen torvé-
nyek 1étét vagy felhasznéalhatdsigat." Raadasul, mint ahogyan
Rényi Alfréd, a magyar valoszintiségszamitasi iskola megalapi-
toja irja [42]-ben, sokszor a tanar maga is 6dzkodik az ilyen
jellegii kisérletek végzésétsl. "Statisztikai torvényszeridségeket
lehet szemléltetni kdnyvekbdl, tjsdgokbdl vett adatokkal, azon-
ban nagyobb hatassal van a tanuldkra, ha szemiik el6tt, — s6t
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8 FEJEZET 1. A MATEMATIKA TANITASAROL

ha lehet, sajat keztileg — elvégzett kisérletekbdl nyerik a vizsgalt
adatokat. Néhany tanar nem ért ezzel egyet, mert fél, hogy a ki-
sérletek nem vezetnek pontosan olyan eredményekre, mint amit
varnak, amint ez az ilyen kisérletek természeténél fogva valoban
bekdvetkezhet. Szerintem ez a félelem nem indokolt, és ha a ta-
nar jol érti a valdszintségszamitast, nem keriilhet kényelmetlen
helyzetbe. Természetesen a tanarnak gyorsan kell reagalnia, hi-
szen olyan eredmények értékelése, amelyeket a tanar maga sem
lathatott el6re, nehezebb, mint olyan példak targyaldsa, ame-
lyeknek eredményét a tanar elére kidolgozhatta." Természetesen
ezekkel a kisérletekkel nemcsak a didk, de a tanéar tapasztalatai
is gyarapodnak, mely f6leg a véletlen jelenségek targyalasédnal
szintén nagyon fontos szempont lehet.

A felsGoktatasban oktatok altaldnos véleménye, hogy a hall-
gatok tudasa egyre nagyobb hidnyossigokat mutat, a szinvonal
évr@l évre esik. Tobb intézményben elSkészitékkel, felzarkoz-
tatokkal probaljak a problémat orvosolni, de szerintem legalabb
ilyen fontos az alapképzésben is a fogalmak, definiciok még pon-
tosabb megértetése, azok magabiztos hasznalatanak elérése. Mi-
vel szamitasaim is igazoljak azt az egyértelmi tényt, hogy az
elméleti ismeretek és a feladatmegoldas k6zott szoros kapcesolat
van, igy joggal varhatjuk az eredmények javuldsat a definiciok
pontosabb ismeretével.

Rekurzidval egy fliggvényt vagy specidlisan egy sorozatot
ugy definidlunk, hogy megadjuk a kezdéértéket (vagy értéke-
ket), majd altalaban egy értéket az el6z6(ek)bdl hatarozunk meg
kiilonb6z6 miveletekkel. Vagyis az eljardsnak két fontos eleme
van. Az elsd, hogy meg kell adni az induléértéket (vagy értéke-
ket), amellyel a rekurziénk kezdddik. Ezutan meg kell adni azt
a hozzarendelést, amely megmutatja, hogy a kdvetkezs elemek
milyen modon szarmaznak az el6z6(ek)bol. Fontos tudni azt,
hogy a rekurziéval mindig pontos eredményt kapunk, nem ko-
zelit§ vagy atlagértéket. A rekurzids képletek alkalmazasanak



egyetlen hatranya és egyben akadalya van: a sokadik tag meg-
hatarozasa sokszor nehézségbe {itkozik még szamitogép hasz-
nélataval is. Az aszimptotikussig olyan tulajdonsagot jelent,
amellyel akkor rendelkezik valamely matematikai kifejezés, ha
az egymést kovets értékei egyre inkdbb megkdzelitik egy adott
fiiggvény értékeit, de azokat sosem érik el, még végtelen szamu
lépésben sem. Nagy n esetén az aszimptotikus értékek tehat
maér olyan kozel esnek a valos értékekhez, hogy jol hasznalhatjuk
azokat, ha az eredeti értékeket nem (vagy csak nehezen, bonyo-
lultan) tudjuk meghatarozni. A matematikai szimulaci6 Monte
Carlo moédszer néven valt ismertté. Egy véletlen valtozd at-
lagértékét tudjuk meghatarozni, ha nem ismerjiik, vagy esetleg
nem tudunk vagy nem akarunk bonyolult szamitasokat végezni
az eloszlasfiiggvény megadasara vonatkozéan. A nagy szamok
torvénye alapjan elegendd szdmu minta vétele esetén a kapott
atlagérték kozel fog esni az altalunk nem ismert valos értékhez.
A szimulaci6 segitségével igy ezen emlitett torvény is érthetGbb
lesz a hallgatok szaméara. Konnyen be tudjuk mutatni, hogy a
kevés szamu ismétlés esetén nem kaphatunk j6 megoldéasokat.
Ha viszont nagy szamu (legalabb t&bb ezres) ismétlést végziink
(végeztetiink a szamitogéppel), a kapott atlageredményeink na-
gyon jol megkozelitik a valés eredményeket.
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2. fejezet

A valoszintiségszamitas
tanitasa

A fejezetben Rényi szemléletét kovetve, elGszor a valdszintiség-
szamitas tanitasanak céljat, tartalmat és modszerét targyalom.
Ezek utan a fontosabb hatarérték tételek tanitasardl, szemlél-
tetésérdl fejtem ki gondolataimat, konkrét hallgatdi kisérletekkel
aldtamasztva véleményemet. A hallgatokkal manudlisan elvégez-
tetve a kisérleteket, sokszor szdmukra is megleps, nemvart ered-
mények adodnak, melyek magyarazata viszont adodik a meg-
ismert torvények alapjan. (Példaul a hossztu vezetésre vagy az
utolsé visszatérésre vonatkozo arcus sinus torvények, melyek szi-
mulacios eredménye az alabbi dbran latszik.)

11
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2.1. dbra. Szimuléci6 arc sin térvényre, n = 60 esetére

A val6szintiségszamitas talan két legfontosabb aszimptotikus
tétele a Nagy szamok torvénye(i) és a Centralis hatéreloszlas té-
tele. A nagy szamok gyenge torvényét nem szemléltetjiik, hiszen
a konvergencia nem trajektoriankénti. Viszont a relativ gyakori-
sag vizsgalatara végezziink a hallgatokkal ténylegesen kisérlete-
ket, példaul az egyszerd érmedobés kisérletet. Ez azért nagyon
fontos, mert egyrészt ez mutatja a valosig tényleges (néha meg-
leps) viselkedését, masrészt a szamitogépen generalt véletlen
szamok elméletileg nem tekinthetdk fiiggetlen, azonos eloszlastu
valoszintiségi valtozok realizacidjanak. A nagy szamok torveé-
nyeinek megértése tobb okbdl is nagyon fontos. Megértésiik
jelentGségét elsGdlegesen az adja, hogy a valdszintség tapasz-
talati fogalmét koti Ossze az axiéomékbol felépitett elmélettel.
Masrészt a Monte Carlo szimulacidval kapott eredmények elfo-
gadasanak elméleti megalapozasat adjak, végiil, de nem utolsd
sorban a statisztikai elemzésekben is kiemelkedd szerepet jatsza-
nak. Ezért ezen tételek és a hozzajuk kapcsoldédo, megértésiiket
segité egyéb tételek szemléltetése elengedhetetlen a jobb meg-
értéshez. Az alabbi dbran egy 100-as dobéssorozat eredménye
lathato, tovabbiak pedig (hosszabb sorozatok is) a dolgozatban.
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2.2. dbra. Egy hallgaté érmedobés-kisérletének eredménye n =
100-ra
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3. fejezet

A leghosszabb szériak
vizsgalata

A 3. fejezetben a vizsgélatok kiterjednek a fliggetlen (ezen beliil
a leghosszabb fejszéria és a leghosszabb barmilyen széria esetére
is, szabélyos és nem szabalyos érmét vizsgalva) valamint a nem
fiiggetlen esetre is. Igy Erdds-Révész [17] és Foldes [24] aszimp-
totikus eredményeit fogom Gsszevetni Schilling [50], Bloom [§]
és Kopocinski [29] altalam esetenként kiegészitett és bizonyitott
rekurziv formuléival, valamint az elvégzett szimuldciok eredmé-
nyeivel.

Figgetlen kisérlet, szabalyos érme esete

Ha a leghosszabb fejszéria nagysagat vizsgaljuk, az eloszlasfiigg-
vényiink a kovetkezd, ahol A, (z) azon n hosszisigi sorozatok
szama, amelyekben a leghosszabb fejszéria nem haladja meg x-
et.
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A feladat tehat az A, () értékeinek a meghatarozasa. Schil-
ling [50] nyoman kapjuk az alabbi rekurziv formulét

ZAn—l—j(x)v han > z,
Ap(x) =< =0

AL ha 0 <n < z.

A leghosszabb fejszéria nagysaganak, R,-nek aszimptotikus
viselkedését Foldes Antonia [24] alabbi tétele alapjan irhatjuk
le:

Tétel: Valamennyi egész k esetén

_ |logn R e )
P(Rn [logQ} < k) fexp< 2 )—l—o(l),

ahol [a] jeloli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a], a tOrtrésze.
O

A leghosszabb barmilyen (akar iras, akar fej) széria hossza-
nak alakulasit vizsgalva azt kapjuk, hogy az eloszlasfiiggvé-
nyiink az el6z6 esethdl egy egységgel jobbra valé eltolassal ado-
dik, vagyis F/(z) = F,_1(z — 1). (Ezt a [28] publikiciéban
bizonyitom.) Ennek felhasznalasaval az aszimptotikus tételiink
pedig a kdvetkez6re médosul

Tétel:Valamennyi egész k esetén

P (R; - F%l(:g;ﬂ < k:) = exp (—2*(’“*{% )) +o(1),

ahol [a] jeloli az egészrészét a-nak és {a} = a—|a], a tortrésze. O

A dolgozatban bemutatott abrakon jol 1athato, hogy a 20000-
szer ismételt kisérletsorozat (szimulacio) eredményei milyen jol
megkozelitik a pontos (rekurziv) illetve nagy n esetén a koze-
lit§ (aszimptotikus) értékeket. Az egymads mellett parbaalli-
tott grafikonokon jol latszik a mar emlitett eredmény, miszerint
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R! az R,-bdl 1 egységgel jobbra valo eltolassal adodik. Te-
hat a leghosszabb barmilyen széria esete kezelhets, vizsgalhato
a leghosszabb fejszériara megismert Osszefiiggésekkel a megfe-
lels transzformacioval. A szimulacié6 a MATLAB programmal
késziilt 20.000 ismétlésszammal. Az alkalmazott szamitogép pa-
raméterei pedig a kovetkez6k: INTEL Core Quad Q9550 pro-
cesszor, 4Gb, DDR3 memoéria. Tapasztaljuk, hogy bar a rekur-
zi6 adja a pontos eredményt, nagy n esetén gyakorlatilag nem
tudjuk hasznalni, hiszen a futasi id6k rohamos névekedése gatat
szab az alkalmazhatosagnak. Ezekben az esetekben az aszimp-
totikus tételek fogjak szolgaltatni a jol kozelité eredményeket.

[ Jszimulacia [ szimulacia
03 % rekurzid 03 * rekurzig
-~ @ aszimptatikus @ aszimptotikus
025 I 025 I
02 02
% 015 % 015
01 01
0.0s ans
el
1) a o &
a B 10 15 20 o b 10 15 20
Leghosszabb fejszéria Leghosszabb széria
p=0.5,n=>50. p=0.5,n=>50.

3.1. dbra. Leghosszabb széridk, szabalyos érme, révid sorozat
esetén



18FEJEZET 3. A LEGHOSSZABB SZERIAK VIZSGALATA

[ szimulicia [ Jszimulécic
* rekurzid ®  rekurzid
025k C  aszimptotikus 025l C  aszimptotikus
e o3
0z2r 02f
g 0.15 g 0.15
= d E o
01r 01F
0osr 0osp
olooed] s
0 a 10 15 20 25 0 a 1a 15 20 25
Leghosszabb fejszéria Leghosszabb széria
p=0.5,n = 1000. p=0.5,n = 1000.

3.2. dbra. Leghosszabb széridk, szabalyos érme, hosszi sorozat
esetén

Specialis esetként kétféle modon is bizonyitom az [58]-ban
by (k)-ra felirt rekurziv formulét, ahol b, (k) jelenti azt, hogy n
dobésbol hanyszor lesz a leghosszabb barmilyen széria (akar fej,
akar irds) pontosan k hosszusagu. Ezek a [28] publikicioban
szerepelnek.

Filiggetlen kisérlet, nem szabilyos érme
esete

Most a fejdobés valészintsége, p értéke barmilyen valés szam
lehet a (0,1) intervallumbdl. (Specialis esetként magaban fog-
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lalhatja a szabalyos érme esetét is.) Kérdés, hogy a szabaly-
talansag ténye milyen hatassal van a leghosszabb fej-, illetve
leghosszabb barmilyen széria alakulasara. Ebben az esetben is
vizsgaljuk el6szor a leghosszabb fejszéria alakulasat. Schilling
[50] alapjan tekintsiik azon n hosszusagu fej-irds sorozatokat,
amelyekben k db fej van. Ezek koziil jelentse Cflk)(x) azon so-
rozatok szamat, amelyekben legfeljebb x fej kovetkezik egymas
utdn. Az adott jelolésekkel az eloszlasfiiggvényiink a kovetkezs
lesz:

Feladatunk tehat a C." (x)-re rekurziv formula megadésa.
Schilling nyoman ez a kdvetkezd lesz, melynek bizonyitasat is
elvégeztem és szerepel a [19] publikacioban.

ZC’k])x, ha =z <k <n,
(@) =

(;;), ha 0<k <z,
0, ha z<k=n.

Az aszimptotikus viselkedés leirasat Gordon-Schilling-Water-
man [26] adja a kovetkez§ tétellel.
Tétel: Legyen p(n) = llzin,q =1—p és legyen W olyan,
hogy teljesiiljon ra: (P(W < t) = exp(—exp(—t))), ekkor t-ben

egyenletesen:

P (R = lan) <0~ P ([ + tulam) | = utam} <) 0,

ha n — oo és ahol [a] jelenti az egészrészét a-nak és {a} = a—|[a]
az a tortrésze. [
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Speciélisan, ha p(n, k) annak a valoszintisége, hogy n dobas-
bol a leghosszabb fejszéria pontosan k hosszisagi, erre Kopo-
cinski [29]-ban két formulat is ad, melyek bizonyitasait a dolgo-
zatban és a [19] publikacioban elvégeztem.

A leghosszabb barmilyen széria esetét vizsgalva, a nem fiig-
getlen kisérletnél kapott eredményeket tudjuk felhasznalni a re-
kurzio felirdsdhoz. Az aszimptotikus viselkedést vizsgélva Mus-
elli [37] tételét hasznéalhatjuk, melyben V,,(p) jeloli annak a va-
l6szintiségét, hogy a leghosszabb széria n dobas esetén a fejekbdl
adodik:

Tétel:

lim V,(p) =

n— oo

0, ha 0<p<1/2,
1, ha 1/2<p<1.

A szemléltetést a szabélyos esethez hasonldéan végeztem a
megfelelen parba allitott grafikonokkal. A szimulédciokat is
ugyanolyan targyi és szoftver eszkdzokkel végeztem, a p értéke
(fejdobéas valodszintsége) pedig 0,6. Lathato, hogy kis n esetén
az aszimptotikus eredmeények tavol esnek a pontos (rekurzios)
értékektsl. Ekkor a rekurzié még révid futasidével jol szamol-
haté. Nagy n esetén a rekurzios algoritmus egyre lassul, szdmo-
lasra nem hasznalhat6. Az aszimptotikus eredmények viszont n
novelésével egyre kozelebb keriilnek hozzajuk. Muselli tételének
numerikus aldtamasztasat adja, hogy nagy n esetén (n = 1000)
az R, és R), eloszlasa kozel azonos, mely szintén leolvashat6 az
abrakrol.



[ lszimulacia
#  rekurzio
C  aszimptotikus
9
02F W
x
015+ 1]
il i
i &
S
=
©
=
=
a1t M
&
0.05

Leghosszabb fejszéria
p=0.6,n = 50.

il B o
i} 5 10 15 20 25

gyakorisag
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[ szimulscia
i #  rekurzid
A O aszimptotikus
P
02F
:C
=
0151
o
=
01
00sp
o)
olod]

D 5 15 A 25

Leghosszabb széria
p = 0.6,n = 50.

3.3. abra. Leghosszabb széridk, szabalytalan érme, révid sorozat

esetén
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ozl [ Jszimulacia 02l [ Jszimulacia
% rekurzia % rekurzia
& aszimptotikus = T aszimptotikus

=]
@
T
T
=]
@

gyakorisag
[=] =] =] [=] o
o =) =] o) R £
o o0 - ra = {=2]
3
[]]
gyakorisag
[=] = o [=] o
= = o G L e
o o0 - ra = {=2]
=T
" &)

o
o
=
o
=]
=4

o
o
]
o
=1
=]

o
=)

0 3 10 15 20 % 30

o

5 10 15 20 25 30
Leghosszabb fejszéria Leghosszabb széria
p = 0.6,n = 1000. p = 0.6,n = 1000.

3.4. dbra. Leghosszabb széridk, szabalytalan érme, hosszu soro-
zat esetén
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Nem fiiggetlen kisérlet

Ha egy halmaz kétféle tulajdonsagn elemet tartalmaz, az egyik-
bél m, a masikbol k db-ot, mi a valészintisége annak, hogy az
m + k elemet sorban egymaés utan kihtizva visszatevés nélkiil,
lesz t hosszisagu széria, vagyis akdrmelyik tulajdonsagt elem-
bdl legalabb ¢ kovetkezik egymaés utan?
Az egyszertiség kedvéért a két tulajdonsagu elem legyen piros
(m db) és fekete (k db), és jeloljik a keresett valoszintséget
P;(m, k)-val. Meghatarozasahoz vizsgéljuk az esemény komple-
menterének, vagyis annak a val6szintségét, hogy nincs ¢ hosszu-
ségi széria az m + k elem sorozataban. P;(m, k)-nek klasszikus
képlettel valo kiszdmitasahoz vizsgéaljuk elGszor az Gsszes elemi
esemény szamat: az m + k elemet kell sorbarendezni, melyek
kozott az m db és a k db azonos tipusuiak. Az ilyen sorozatok
szdma nem mas mint: (mr:k).
Ezek utan a keresett hanyados szamlaléjanak meghatarozasahoz
Ossze kell szamlalnunk azon sorozatok szamat, amelyben nincs
t hossztusagu széria. Jeloljik ezt Cy(m,k)-val, melyre Bloom
vizsgalatai nyoman az alabbi, altalam bizonyitott és a [20] pub-
likdciéban kozolt rekurziv formulat kapjuk.

Allitas: Ha m = k = 0, akkor definici6 szerint legyen
C+(0,0) = 1. Ha m vagy k negativ, akkor pedig definici6 szerint
Ct (m, k) =0.

t—1 t—1
Cilm k) =3 Cilm =Lk —i) = 3 Colm — t,k — i) + e,(m, k),
=1

1=0

ahol tehat Cy(m, k) jelenti az m db piros és k db fekete elem
olyan sorbarendezéseinek a szamét, ahol nincs ¢ hosszisigu szé-
ria (t > 2),

1, ham=0¢60<k<{,
valamint e;(m,k) =¢ —1, ham=té0<k <t

0, kiilénben.

A Ci(m, k) értékeire Bloom egy olyan (szintén altalam bi-

zonyitott és [20] publikicioban kozolt) formulat is ad, mely az
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m, k és t értékétdl fiiggetleniil mindig 6 tagbol all:
Allitas: t > 2 esetén

Ct(m,k’) = Ct(m — 1,](1) + Ct(m,k — 1) — C’t(m — t,k‘ — 1) —
—Cym—1,k—t)+ Ci(m —t,k —1t)+e;(m, k),

1, ham=k=0,vagym=%k=t,
aholef(m,k) =< —1, ham=0ék=tvagym=tésk=0,
0, Fkilonben.

Peremfeltételeink pedig ugyanazok, mint az el6z6 Allitasnal.



4. fejezet

A Szentpétervari
paradoxon

A dolgozat utolsé fejezetében a leghosszabb széridk témakorrel
kapcsolatos gyakorlati alkalmazasokra, illetve ezek hallgatdkkal
torténé megismertetésének sziikségességére hivom fel a figyel-
met. Részletesen targyalom a Szentpétervari Paradoxon problé-
makdrt a torténeti fejlédésével egyiitt, melyben kiegészitéseket
teszek Csorgd Sandor [12] alapmunkajahoz. Ezt azért tartom
fontosnak, mert egyrészt a didkjaim korében a pénziigyi, gazda-
sagi alkalmazasok megismerése a késGbbi szakmai életiikben is
hasznos lehet (hiszen a Szolnoki Féiskola hallgatoiként gazda-
sagi képzésben vesznek részt), masrészt a torténeti hattér meg-
ismerése - a benne lév§ tudomanytorténeti érdekességekkel - a
matematika irant kevésbé érdeklgds hallgaté szamara is izgal-
mas lehet, felkeltheti az érdekldést a téma szakmai része irant
is. A napjainkban oly sokat emlegetett gazdasagi valsdggal is
Osszefiiggésbe hozhatoak az eredmények, igy a téma aktualitisa
is vitathatatlan. Részletesebben példaul [27], [60] és [15] tar-
gyal érdekes pénziigyi alkalmazasokat. A paradoxon szimulacios
eredményeinek Osszevetése a szadmitott értékekkel szintén a dol-

25
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gozatban megtalalhat6. A téméval a [30] és a [31] publikacioban
foglalkozom.
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Introduction

My choice of topic partly originates from the continuous decline
in the results of college students that can be observed for se-
veral years by now, and is a general trend in higher education
but is especially true for mastering scientific disciplines. On
the other hand because of the continuously decreasing number
of class hours and other reasons not mentioned in the current
study there is little time and opportunity available — especially
in terms of teaching of probability — to carry out or at least to
demonstrate teaching experiments of acceptable quantity and
quality. Therefore those methods and techniques allowing the
students to get familiar with more concepts and see their prac-
tical application can have a positive effect on mastering the the-
oretical concepts.

In my study I present a method that helps to understand the
concepts and techniques mentioned in the title, which can be a
useful didactic tool for colleagues teaching in academic institu-
tions. For the analysis of this topic my work focuses on a field
from probability theory (the analysis of the longest runs), which
can be easily understood by the students and can be linked to
their everyday experiences and thus provide a way for easy com-
parison. There is no exact and closed expression for the distri-
bution function describing the length of the longest runs. Thus
for the discussion of this particular topic the differences and
the applicability between the various methods becomes more
obvious. The recursive expressions give exact values but they
are not closed expressions and calculating the exact values af-
ter a greater number of elements can sometimes be problematic
even when calculating with a computer. The asymptotic val-
ues become more accurate with the increase in the number of
constituents (with an increasing n) however they only provide
approximate values, whereas repeated studies of simulation ex-
periments provide average results. Observing these differences
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provides a deeper understanding of the different terms, the app-
lications of the different techniques for the topic (the longest
runs) can be demonstrated appropriately. The new terms and
definitions can be applied in other fields of mathematics by the
students. The other reasons behind the choice of topic can be
found in the introduction of the study.

1. Teaching Mathematics

As college education is based upon the knowledge gained in ele-
mentary and secondary schools I am going to briefly address the
major changes in the teaching of mathematics on these levels of
education during the last 50 years in my study. Although in
various fields of mathematics the basic terminology, definitions,
the introduction of computations can be based upon everyday
observations and experiences to a great extent, however in the
case of probably calculations our situation is a little more dif-
ficult. In the introduction of the article by Tibor Nemetz [3§]
the author writes the following: "Most of the time the stu-
dents have vague understanding how to interpret an uncertain
event, etc.; quite frequently their judgment on random, large
scale phenomena is wrong or rather they cannot comprehend the
existence or application of such laws." Furthermore, as Alfréd
Rényi, [42] the founder of the Hungarian school of probability
writes [?] in many cases even the instructors are reluctant to
present these experiments. "Statistical principles can be demon-
strated by data take from books and newspapers; however it has
a greater effect on students if they obtain these results presented
to them or, even better if the results originate from experiments
performed by them. Some instructors do not agree with this as
they fear that the experiments will not yield results that they
expect as it can happen from the nature of these experiments.
I don’t think that this fear is justified and if the instructor un-
derstands probability calculus well, then he or she cannot end
up in an uncomfortable situation. Naturally the instructor has
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to react quickly as the evaluation of results, which even the in-
structor could not foresee is more difficult than the analysis of
examples which were evaluated in advance by the instructor."”
Of course these experiments will provide further experiences not
only to the students but to the instructor as well, which can be
a very important point of view especially for the discussion of
random events.

In higher education the general opinion of the instructors is that
the knowledge of students’ displays greater lack of knowledge
and the general performance is dropping every year. Many in-
stitutions provide preparation courses and additional coaching
courses to treat the problem; however I find that it is also just
as important to understand the terms, definitions and get pro-
ficient with their application during preliminary education. My
calculations clearly demonstrate the obvious fact that there is a
direct relationship between theoretical knowledge and problem
solving skills it is justified to expect that results will improve
with the better understanding of definitions. We define a func-
tion or a special series with a recursive formula with defining
the starting value (or values) and generally we provide a for-
mula for calculating the subsequent values using the previous
value(s) with various operations. Thus the process has two im-
portant components. First we need to define the starting value
(values) which are the first elements of our recursive series. Then
we need to supply the correspondence which demonstrates how
the subsequent members are derived from the previous members
of the series. It is important to keep in mind that recursive for-
mulas always yield accurate results and they are not average or
approximate values. The application of recursive formulas has
one disadvantage and barrier at the same time: the calculation
of the n*" element with an increasing name becomes compli-
cated even with the application of a computer. Asymptotic
behavior is a property that certain mathematical expressions
demonstrate if the subsequent values of a series approach the
values of a function closer and closer, but they never actually
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reach it, even in an infinite number of steps. Therefore in case
of large n the asymptotic values are so close to the real values
that we can apply them with confidence if the real values cannot
be defined accurately, or can only be defined in a difficult and
complicated manner. The mathematical simulation is known as
the Monte Carlo method. We can identify the average value of a
random variable if we do not know, or if cannot or are not will-
ing to perform complex calculations to define the distribution
function. According to the law of large numbers if we supply a
sufficient number of samples the resulting average value is going
to be close to the unknown real value. Using simulation the
quoted law can also be more comprehensible for the students.
We can easily show that if we do not perform a sufficient num-
ber of repeated measurements we cannot obtain good results.
However if we perform a sufficiently large (at least in the order
of thousands) repeated measurement (or we perform them using
a computer) then the resulting average values will be a really
good approximation of the real values.

2. Teaching Probability

In this chapter following the approach of Rényi first I am going
to identify the goals, contents and methods of the teaching of
probability. Later I will express my views on the teaching of
more important limit theorems, their demonstration supporting
my point of view with well-defined student experiments. Hav-
ing the students manually perform the experiments often yields
surprising, unexpected results, which can be explained by the
laws that we are already familiar with. (For example the arcus
sinus laws which are relevant for long tracking and the last re-
turn, where the simulation results can be observed in the figure
below.)
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Figure 4.1: Simulation of arc sin law, if n = 60

Probably the two most important asymptotic theorems of
probability are the law of large numbers and the Central limit
theorem. We do not demonstrate the weak theorem of the law
of large numbers as the convergence is not based upon trajecto-
ries. However in order to demonstrate the relative frequency we
should have the students to carry out some experiments, such
as tossing a coin. This is very important as from one point
it demonstrates reality’s "real" (sometimes surprising) behavior
and on the other hand random numbers generated by the com-
puter theoretically cannot be treated as the manifestation of in-
dependent probability variables with the same distribution. The
understanding of the laws of large numbers is important from
many aspects. The primary significance of this understanding
comes from the fact that it provides a link between the experi-
mental concept of probability and the theories constructed from
axioms. Also they provide a theoretical foundation to accept
the results of a Monte Carlo simulation and, lastly, they have
an exceptional role in statistical analysis. Therefore the demon-
stration of these and the related theorems, their understanding
and demonstration is essential to provide good overall under-
standing. The figure below shows the result of coin tossing if
n = 100 and other (longer series) will be provided in the study.
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Figure 4.2: Result of coin tossing if n = 100

3. The study of the longest runs

In Chapter 3. the analysis is extended to independent (and with
this to the case of the longest runs of heads and to the longest
runs of any kind, studying both fair and non-fair coins) and
related cases both. Thus I am going to compare the asymptotic
results of Erdgs-Révész [17] and Foldes [24] with the results
of Schilling [50], Bloom [8] and Kopocinski [29], which contain
recursive formulas sometimes extended and proven by me and
with the results of the performed simulations.

Independent experiment, fair coin case

If we analyze the magnitude of the longest runs of heads, our
distribution function is the following, where A, (x) represents
the series with n members in which the longest runs of heads
does not exceed .
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Therefore our goal is to identify the values of A, (z). Ac-
cording to Schilling [50] we get the following recursive formula:

ZAn—l—j(z)7 if n > x,
Ap(x) =4 =0
2n if0<n<uzx.

)

We can describe the asymptotic behavior of the magnitude of
the longest runs of heads, Rn according to the following theorem
by Anténia Foldes [24]:

Theorem: For each integer k

_ |logn B _o—(k1-{le=ny
P(Rn [logQ} < k) fexp< 2 )—l—o(l),

where [a] denotes the integer part of a and {a} = a — [a] the
fractional part of a. O

Studying the longest runs of any kind (either head or tails)
we find that the distribution function compared to the previous
case has shifted one unit to the right, or in other words F),(z) =
F,_1(x —1). (I prove this in this publication [28]. ) Using this
our asymptotic theorem can be modified to yield the following:

Theorem: For each integer k

P (R; - {k’gﬁ;;ﬂ < k:) = exp (-2~ (B 4 o),

where [a] denotes the integer part of a and {a} = a — [a] the
fractional part of a. [J

In the figures displayed in the study it can be clearly seen
that how well the results of an experiment repeated (simulated)
20000 times approximate the accurate (recursive) and in case
of a large n the approximate (asymptotic) values. The figures
presented next to each other clearly demonstrate the results de-
scribed earlier, according to which R}, can be derived from R,
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with offsetting them by 1 unit to the right. Therefore the prob-
lem of the longest runs of any kind can be treated and analyzed
with the same expressions used for studying the longest runs of
heads with applying the appropriate transformation. The sim-
ulation was done with MATLAB software repeated for 20000
times. The parameters of the computer applied are the follow:
INTEL Core Quad Q9550 processor, 4Gb, DDR3 RAM. We
have noticed that although the recursive formula does provide
the accurate result, in case of a large n we practical application
is limited as the rapid increase of the run time limits the appli-
cation. In these cases the asymptotic theorems will provide the
approximate results.
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p=0.5,n = 50. p = 0.5,n = 50.

Figure 4.3: Longest runs in case of fair coins, short series
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Figure 4.4: Longest runs in case of fair coins, long series

As a special case I prove the recursive expression describing
by, (k) with two methods in [58], where b, (k) represents that out
of n tosses how many times is either longest runs (either heads
or tails) going to be exactly k long. These are described in the
[28] publication.

Independent experiment, non-fair coin case

In this case the probability of heads, p, can any real number
from the (0, 1) interval. (As a special case this includes the case
of a fair coin also.) The question is that what is the effect of
non-fairness on the longest runs of heads or series of any kind.
Let us first look at the analysis of the longest runs of heads.
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According to Schilling [50] let us study those series of heads
and tails which have n members, out of which k are heads.
From among these let C’,Sk) (x) represent the number of those
series having maximum number z of heads following each other.
With the given notations our distribution function will take the
following form:

Fu(z) = P(Ry < 2) =) CP(@)ptq" .

Our goal is to provide a recursive formula for i (). Ac-
cording to Schilling the result will be the following, which I have
proven and is available in the following publication [19].

ZCka 1])3 (), ha z<k<n,
(@) =

(2), ha 0<k <z,

0, ha z <k=n.

The description of the asymptotic behavior is provided by
Gordon-Schilling-Waterman [26] with the following theorem.

Theorem: Let u(n) = —}giz,q = 1—p and let W such

that, (P(W <t) = exp(—exp(—t))), and thus in tuniformly:

PR, = ulan) <) = P (| o+ Gutan)] — (uam} <) >0,

—logp
if n = oco. O

As a special case if p(n,k) is the probability that from n
tosses the length of the longest runs of heads is exactly k, then
Kopocinski in [29] provides two expressions, which I have al-
ready proven in the study and in the [19] publication.
Studying the longest runs of any kind we can use the results
obtained in the non-independent case to describe the recursion.
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To study the asymptotic behavior we can use the theorem of
Muselli [37], where V,,(p) notes the probability that the longest
runs out of n tosses can be derived from the heads:

Theorem:

lim V,(p) =

n—oo

0, if 0<p<1/2
1, if 1/2<p<l

I provide the demonstration similarly to the fair cases with
the respective figures organized in pairs. I performed the simu-
lations with the same parameters and software, with 0.6 as the
value of p (the probability of heads) . It can be seen that for
small values of n the asymptotic results are far from the ac-
curate (recursive) values. For these cases the recursion can be
calculated with short run times accurately. For large values of n
the recursive algorithm becomes slower and cannot be used for
computations. However the asymptotic results approach results
obtained from recursive calculations with the increase of n. The
numerical proof of Muselli’s theorem provides that for large n
(n = 1000) the distribution of R, and R], is almost identical,
which can be also concluded from the graphs.
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Not independent experiment

If a set has members from two different kind, m pieces from
the one and k pieces from the other kind, then pulling a series
of m + k pieces without replacement what is the probability of
having series of length ¢, or in other words, having at least ¢
pieces from the same kind following each other? To keep thing
simple let us mark the elements from two different kinds with
red (m pieces) and black (k pieces) and let us represent the
studies probability with P;(m, k). To find out the value let us
study the complementary event, the probability that there is
no series of length ¢ in the series of m + k pieces. To calculate
P;(m, k) with a classic expression let us study the total number
of simple events: we have to arrange m+ k pieces in order where
m pieces and k pieces are from the same kind respectively. The
number of such series equals: ("7*). Following this to identify
the numerator of the fraction in question we need to sum the
number of those series, which do not contain any series of length
t. Let us represent this with Cy(m, k), where according to the
results of Bloom the following recursive formula is obtained that
I have proven in [20] publication.

Statement: If m = k = 0 then let us define C(0,0) = 1. If
either m or k is negative then let us define C;(m, k) = 0.

t—1 t—1
Co(m,k) =Y Ci(m — 1,k —i) =Y Ci(m —t,k — i) + ex(m, k),
i=0 =1

where C(m, k) denotes the number of permutations of m red
and k black members without having series of length ¢ (t > 2),
and

1, ifm=0and 0 <k<t,
et(m,k)=<¢ —1, ifm=tand 0 <k <t

0, elsewhere.

For the values of Cy(m,k) Bloom has provided a formula

(that I have proven and published in [20]) that always consists
of 6 terms independent of the values of m, k and t.:
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Statement: where t > 2

Ct(me) = Ct(m — 1,k) + C’t(m, k— 1) — Ct(m — t,k — ].) —
—Ciy(m —1,k—t)+ Ciy(m —t,k —t) + e (m, k),

1, ifm=k=0,orm=Fk=t,
where ef(m, k) =¢ —1, ifm=0andk=¢t orm=¢and k=0,
0, elsewhere.
Our limit values are identical to those mentioned in the pre-
vious Statement.

4. The Saint Petersburg Paradox

In the last chapter of the study I would like to draw the atten-
tion to the practical problems related to the field of the longest
runs and the importance of introducing them to the students. 1
provide a detailed analysis of the problems related to the Saint
Petersburg Paradox with its historical development where I add
to the fundamental work of Sandor Csorgd [12]. I find this very
important as from one point getting my students acquainted
with the financial and economical applications can be impor-
tant in their following careers (as part of the Szolnoki Fé&iskola
their education includes economical training also) and from an-
other point getting to know the historical background - including
the historical curiosities included - can be exciting for students
less interested in mathematics, it can draw the attention to the
topic’s professional part also. The results can also be related to
the nowadays frequently mentioned economical crisis and thus
the topic’s relevance is inevitable. In more details for example
[27], [60] and [15] analyzes interesting economical applications.
The comparison of the paradox’ simulation results with calcu-
lated results can also be found in the study. I deal in more
details with the topic in [30] and [31] publication.
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