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Bevezetés

1. BEVEZETES

1.1 A témavalasztas indoklasa

... a geometria tanitasaban, komoly nézeteltérések vannak a célok,
a tartalom és a modszerek tekintetében ...”".

(Villani et al. 1996)

A geometriai transzformdcidk tanitdsanak sziikségessége ¢s mikéntje fontos
¢s vitatott kérdés, ami tobb orszag tanterveldkészitd munkajdban és nemzetkozi
didaktikai forumokon is megjelenik, gyakran szélsoséges formaban is. Egyike
azoknak a kérdéseknek, melyeket Villani (1996) felvetett 1996-0s ICMI
konferencia el6tt. Valaszként tobben i1s érveltek a transzformacidtanitas
bevezetése, megerdsitése mellett, peldaul a Cseh Koztarsasagban Frantisek
Kurina (1995), Olaszorszagban Nicolina Malara (1995), Finnorszagban George
Malaty (1995), az Egyesiilt Allamokban Gary Martin (1995) — elképzeléseik
azonban j6 n¢hany dologban homlokegyenest ellenkeztek egymassal.

Dolgozatom a sik egybevagosagi transzformacidinak tanitasaval foglalkozik,
elsésorban annak magyarorszagi helyzetével.

Magyarorszagon a kozépiskolai tankonyvekben majd szaz éve — igen
kiilonbozdé mélységben — szerepel a transzformaciok tanitisa. Az 1970-es évek
tantervreformjdban az altalanos iskolai tananyagnak is része lett ez a témakor.

A témaval azért kezdtem el foglalkozni, mert a tanarképzd fdiskola
hallgatéival dolgozva a transzformaciok alapjait érintd, nehezen megragadhato,
¢s még nehezebben javithatd hibakkal taldlkoztam. Néhany jellegzetes példat
részletesen is ismertetek a 3.1 szakaszban (Fogalomalkotasi zavarok 25. 0.).
Ezeknek a hibdknak a megértését és okait kutatva arra a feltételezésre jutottam,
hogy a fogalmi zavarok eredete az egybevagosagi transzformécidok szemlél-
tetésével kapcsolatos modszertani problémakban kereshetd.

Az altalam megvizsgalt tananyagok mindegyikében megjelenik az a dilemma,
hogy az egymadasra mozgathatdésag szemléletes, am pontatlan fogalmara, vagy
pedig absztrakt definicidkra, alapvetd tételekre alapozzuk az egybevagosag,
illetve az egybevagosagi transzformaciok tanitasat. Altalanos iskolds szinten
egyik felépités sem hagyhatja el az egymasra mozgathatosagot, mert az
egybevagosagi transzformacidk invaridns tulajdonsédgait — szogtartds, tavol-
sagtartas stb. — csak igy tudja érzékeltetni. Van, aki a szemléletes bevezetést
fokozatosan Osszeépiti a matematikai megalapozassal, de van olyan is, aki
egyszerlien (vagy til gyorsan) elhagyja a szemléltetést. Tobb olyan felépités is
l1étezik, melyben a transzformalt kép eldallitasara szinte kizardlagosan korzos-
vonalzds szerkesztéseket hasznalnak.
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A fo6iskolai és egyetemi tanarképzésben egy eléggé altalanosan hasznalt
konyv ,,Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometriaba” cimii miive. Ez a konyv a
mozgast egzakt, axiomatikusan megalapozott fogalomként hasznalja. Am az a
mMozgatas, mozgas, amivel a hallgatd a kordbbi években talalkozott, tadvol van a
Hajés-féle axiomakban leirt mozgasfogalomtol.

Ezekbdl a tapasztalatokbol kiindulva kezdtem gondolkodni egy olyan
modszertani feldolgozason, mely megfelel az altaldnos és kozépiskolds diakok
gondolkodési szintjének, mindennapi tapasztatainak, s mindekozben 0Ossz-
hangban 4ll a geometria axiomatikus felépitésével.

Kutatds kozben P. Collier: Geometry for teachers c. konyvében az egybe-
vagosagi transzformaciok szemléltetésének egy olyan moédjaval talalkoztam,
amely egy lényeges ponton kiilonbozott az altalam korabban megismert
eljarasoktol. Ezt a szemléltetési modot részletesebben is bemutatom a 4.4
szakaszban (Egy angol transzformaciotanitasi modszer 38. 0.).

1.1.1 A kutatas kézvetlen el6zményei

Az 1) moédszer megalkotdsanak talan elsd 1épése az volt, amikor rdjottem, hogy
Collier modszere Osszeegyeztethetd a Hajos-féle mozgasi axiomakkal. Ez a
felfedezés lehetdvé tette, hogy a mddszert kiindulasként hasznaljam. Tobbéves
fejlesztés ¢€s kiprobalds eredményeként olyan eljardst dolgoztam ki, amely
matematikai elvardsaimnak (a kés6bb bevezetendd absztrakt fogalommal valo
osszhang) ¢és didaktikai célkitlizéseimnek (egyszerlien végrehajthato) is
megfelel.

Az eljards matematikai alapja, hogy a sik egybevagosagi transzformacioi
tekinthetOk térmozgasok megszoritasainak. A tér mozgasait Hajos két
egymasnak megfeleltetett ,,zaszloval” (egy félsik hataran egy félegyenessel) adja
meg. A sikbeli egybevagosagi transzformaciok szemléletes értelmezésének
alapotlete az, hogy egy (fehér) zaszlot egy vele alakra és méretre egyforma
(fekete) zdszloba mozgatunk. A mozgatds tényleges elvégzéséhez ¢és a
,referencia” megorzéséhez meg kell kettézni a mozgatando (zaszloval ellatott)
sikot. Tehat egy alakzat képének eldallitasahoz eldszor egy atlatszo papirra
atmasoljuk az alakzatot a fehér zaszloval egyiitt (megkettézziik), majd az
atlatsz6 papirt felemeljiik, és (tetszéleges kozbiilsd allapotokon keresztiil
mozgatva) Ugy helyezziik le, hogy a fehér zaszl6 a fekete zaszlora keriiljon. Erre
az eljarasra a tovabbiakban a ,,zaszl6s modszer” elnevezéssel hivatkozom.

Az elméleti ¢és gyakorlati kutatds els6 eredménye egy kisérleti kozépiskolas
tankonyv (Szeredi, Torok, 1981), mely a kozépiskolai tanarok meglehetdsen
egységes elutasitasaval taldlkozott. Néhany altalanos-iskolai tanarnak azonban
felkeltette az érdeklodését, és elkezdték ezt a modszert hasznalni felso, sot also
tagozaton is. A munkamat sok tapasztalattal és 1 otletekkel gazdagitotta Kovacs
Csongorné, aki els6k kozott kezdett ennek alapjan tanitani. Sok éves csiszol-
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gatas utan vele egyiitt két tankonyvben és tanari segédkonyvekben (Kovacs,
1996; Csahoczi, 2003—2005) is ennek a programnak a szellemében készitettiik el
a transzformaciotanitashoz kapcsolodo fejezeteket.

Az Apaczai Kiadonal megjelent Matematika 5—8. oszt. tankdnyvsorozatot 100
tanar rendszeres tovabbképzés mellett kiprobalta és részletesen véleményezte.

A végleges valtozat az & visszajelzéseik alapjan késziilt el, a tankonyvekhez
részletes tanari utmutatok késziiltek. A 3.2.2 szakaszban (Kisérleti kiprobalas
30. 0.) kitérek a tankonyvek kiprobalasakor 6sszegyiijtott tapasztalatokra.

A Sulinova Kht. fejlesztésében késziilt kompetencia alap programcsomagokban
a felsétagozatos €s a kozépiskolas anyagokban is erre a modszerre alapoztuk a
transzformaciok tanitasat.

1.2 Kutatasi célok

Dolgozatom elsédleges célja a térbeli mozgasra alapozott, taneszk6zokben mar
kidolgozott, kiprobalt koncepcidnak — a ,,zaszlos mddszernek” — atfogd elem-
zése a didaktikai kutatasok legtijabb eredményeinek tiikrében.

Ez az elemzés tobbféle — egymassal Osszeszovodé — szempont figyelembe
vételét kivanja.

e Sziikséges hozza a transzformacio-tanitassal kapcsolatos dokumentumok
alapos attekintése. Annak pontos tisztazasa, hogy a vizsgalt modszer hol
¢s miben tér el a korabban kidolgozott modszerektdl. Elemzéseim
fokuszaban a téma tanitdsdban hasznalt targyi tevékenységek és egyéb
szemléltetési modszerek allnak.

o Sziikséges tovabba hozzd a tanuldspszichologia fogalomépitéssel,
fogalomreprezentacidval, szemléltetéssel kapcsolatos tudoméanyos elmé-
leteinek, valamint a matematika egybevagosaggal ¢s transzformaciokkal
kapcsolatos teriileteinek atgondolasa. Célom az, hogy az egybevagosagi
transzformaciok tanitdsanak kiilonféle koncepcioit dsszevessem ezekkel
az elméletekkel, kiillonos tekintettel a kiillonb6zo szemléltetési modoknak
a fogalomalkotasban jatszott szerepére.

1.3 Kutatasi modszerek
A fent vazolt célok elérése érdekében a kovetkezd modszereket alkalmaztam:

e Szdmos geometriai felépitést elemeztem az egybevagosag, illetve az
egybevagosagi transzformaciok szempontjabol. Az iskolai tananyag
hattéraxiomaikeént szolgalo felépitések koziil harom rendszerre ki is térek
az elméleti hattér ismertetésekor.
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Tanulmanyoztam az elvont (elsésorban geometriai) fogalmak kialaki-
tasaval, a fogalmi zavarok kezelésével kapcsolatos szakirodalmat.

Tantervek, taneszk6zok ¢és szakmodszertani tanulményok alapjan
attekintettem a transzformacidtanitds magyarorszagi torténetét.

Behatoan tanulmanyoztam a kézelmult és a jelen transzformécio-tanitési
koncepcidit, kiilonos tekintettel a zaszlos modszerre.

Gytlyjtottem és elemeztem a foiskolai és egyetemi hallgatoim korében
tapasztalt — egybevagodsaggal, transzformaciokkal kapcsolatos —
fogalomalkotési zavarokat.

1.4 FObb kutatasi kérdések

Dolgozatom kdzépponti kérdése a sik egybevagosagi transzformacioinak a tér
mozgasaként valo kezelése €s az azt szemléltetd mozgatas didaktikai szerepének
vizsgalata az egybevagosag- ¢és altalanosabban a transzformécidéfogalom
tanitasdban. Ez az altalanos kérdés sok kisebb kérdést foglal magaba:

Melyek azok az ¢élmények, tapasztalatok, matematikai fogalomcsirdk,
amelyekre az egybevagdsagi transzformaciok tanitasa soran €pithetiink?

Milyen szerepe van a szemléltetésnek az egybevagdsagi transzfor-
maciokkal kapcsolatos fogalmak alakuldsaban?

Mi a szereplik a transzformdlt kép eldallitdsara szolgdlo eljarasoknak
(mozgatas, illetve korzds vonalzos szerkesztés)?

Milyen hibak keletkezhetnek az érintett fogalmakrol alkotott, nem-
verbalis, ,,belsd” képekben?

Melyek ezek koziil azok, amelyeket a szemléltetés, illetve a szerkesztési

eljaras megvalasztasa kiilondsen érint?

Eredményes-e a ,,zaszlos moddszer”, és miben ragadhatoak meg az

eredményei?

e Milyen altalanosabb didaktikai elvek allnak a ,,z4szlos modszer”
eredményeinek hatterében?

e Hogyan valtozik a tanar szerepe, feladata a ,,zaszlés moédszer”
bevezetésével?

Milyen konzekvencidkat fogalmazhatunk meg a tanarképzéssel kap-
csolatban?

1.5 A kutatas hipotézisei

Alaphipoteézis

4
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o Az egybevagosag, illetve az egybevagosagi transzformaciok szemlél-

tetésére, a transzformalt kép eldallitdsara, valamint bizonyos az Oskép
rekonstrukcidjara szolgdldo eljarasok zavarokat okozhatnak néhany
alapvetd geometriai fogalom, példaul az ,,egybevagdsag”, ,,szimmetria”,
Ltranszformacio” fogalmak kialakuldsaban.

A ,zaszlés modszer” egy olyan szemléltetés, illetve eljaras, amely
gyerekek altal is konnyen végrehajthato; matematikailag legitim, tehat az
altala indukalt fogalomképzet semmilyen részletében nincs -ellent-
mondasban a matematikai (hattér-) elmélettel; ugyanakkor 6sszhangban
all a tanulaspszicholdgia fogalomépitésre, fogalomreprezentaciora,
szemléltetésre vonatkozd elméleteivel is.

Részhipotézisek

A ,,z4sz16s modszer” segitségével

folyamatosan, torés nélkiil épithetjiik (tobbek kozott) a transzformacio,
egybevagosag, szimmetria, fliggvény, halmaz fogalmat;

parhuzamosan fejleszthetjiik ezeknek a fogalmaknak a jobb és bal
agyféltekés komponenseit;

kikiiszobolhetiink néhany gondolkodasi hibat, amit a pontatlan szem-
1¢ltetés €s a korzds-vonalzos szerkesztések tlstilya a nem verbdlis szinten
eredményez;

komoly segitséget adunk a tanuloknak a deduktiv gondolkodas felé vezetd
aton;

egyarant hatékonyan fejleszthetjiik a tehetséges és kevésbé tehetséges
gyerekeket;

atjarhatobba valik a kapcsolat az egyetemi és az iskolai geometria kozott,
konnyebbé valik az ismeretek transzferalasa.

1.6 A kutatas folyamata

A kutatasom az aldbbi f6 iranyokban folyt és folyik:

a transzformaciotanitas irodalmanak megismerése

[tt els@sorban a magyarorszagi vonatkozdsok érdekeltek. Utananéztem, hogyan
jelent meg a transzformaciok tanitasa a tantervekben, tankdonyvekben, didaktikai
tanulmanyokban. A transzformacidtanitas csirait sikeriilt még egészen korai, az
1900-as évek elején késziilt, tankonyvrészletekben is megtalalni. A téma
szempontjabol az 1960-as évek fordulata kiilondsen érdekes volt, amikor a
transzformaciokra alapozott geometria-tanitds gondolata nemzetkdzi szinten
aktualis témava valt (Jaglom, 1962; Jaeger, 1966), ugyanakkor kival6 magyar
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matematikusok, didaktikai szakemberek és gyakorld pedagogusok egész sora
foglalkozott nagyon komolyan ezzel a témadval, és alakitotta ki a maig ¢€lo
,magyar hagyomanyt” ezen a teriileten. Ezekkel a kérdésekkel a dolgozat 4.
fejezetében (Transzformécid-tanitasi modszerek 32. 0.) foglalkozom részletesen.

e a transzformdcidtanitas iskolai gyakorlata és a megfeleld matematikai
elmélet kozotti kapcesolat atgondolasa

A taneszkozoket vizsgdlva tigy taldltam, hogy egy bizonyos szint felett ez a
kapcsolat nagyon gondosan at lett gondolva, ki lett dolgozva. Az alapvetd
fogalmak szintjén azonban — itt elsdsorban az egybevagdsag és transzformacio-
fogalomra, valamint az egybevagosagi transzformaciok invarians tulaj-
donsagaira gondolok — nem sikeriilt olyan megoldast talalni, ami idealis lenne
mind a matematika, mind a didaktika szempontjabol.

Engem a dolgozatomban éppen ez a kevéssé kidolgozott szint érdekel, az itt
keletkezd szemléletes, nem verbalis, nem definidlt fogalomak, ezek kapcsolata a
tiszta matematikai fogalommal.

Mivel az egybevagdsag fogalma a geometria kiillonb6z0 axiomatikus
felépitéseinek kozépponti kérdése, ezért utdnajartam a kiilonféle moddszertani
megkozelitések mogott meghtiz6dod axiomatikus vagy axidma-kozeli elméleti
allitasoknak. Hajos axiomarendszerét az iskolai tanitas szemszogébdl kiilondsen
fontosnak talaltam.

A 2.1 szakaszban (Matematikai hattér 9. 0.) 6sszefoglalast adok mindarrdl, amit
ebben a témakorben a témam szempontjabol fontosnak gondoltam.

e a tanuldselméletek fogalomalkotassal kapcsolatos eredményeinek a
megismerése

Bar ezeknek a kutatdsoknak jelentOs része a — a dual-kod elmélet, a concept
image, a procept fogalma, stb. — az 1900-as évek elsé kétharmadaban nem volt
ismert, a cselekvés, a szemléltetés fontossaga elfogadott didaktikai alapelv volt a
korszak minden halado szellemii pedagdgusa és didaktikatuddsa szamara.
Fontos eszkdznek gondoltak a fogalomépités kezdeti stadiumaiban, annak a
célnak az elérése érdekében, hogy segitse a didkokat eljutni egy tiszta, absztrakt
fogalomig. Azt azonban csupan a késébbi vizsgalatok vilagitottak meg, hogy
fogalmainknak a ,.tiszta, absztrakt tudas” — a logogenek (Paivio, 2006) — csak
egyik komponense, emellett rejtve, ott van egy masik oldal is, — az imagenek
vilaga —, mely nem tudatosul, de hat a gondolkodasunkra. Segiti, ha Ossz-
hangban van a formalis ismeretekkel, sulyosan gatolja, ha ellentmondasban van
vellik. Ami azt jelenti, hogy a cselekvéshez, szemléltetéshez hasznalt eszk6zok
jelentdsége sokkal nagyobb, mint kordbban gondoltuk. Megvalasztasuk
perdontd hatassal lehet a matematikai fogalomalkotasra.
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A 2.2 szakaszban (Tanulaspszicholdgiai és didaktikai hattér 15. 0.) Ossze-
foglalom a dolgozatom szempontjabdl alapvetének gondolt elméleti didaktikai
¢s modszertani elveket.

e az eldbb felsorolt vizsgélati eredmények Osszevetése a ,,zaszlos
modszerrel” és a ra épiild transzformdacidtanitasi koncepcidval.

Dolgozatom elsédleges célja annak megvizsgalasa, hogy indokolt-e a
szemléltetés szokdsos modszereinek megvaltoztatdsa, és hogy mennyiben
tamasztja ald a matematikai ¢és didaktikai elmélet a zaszlés modszer
alkalmassagat.

1.7 A vizsgalatok eredményei

eredményeivel:

Az elméleti eredmények sokoldaluan igazoljak, hogy a tanulas nem verbalis,
jobb agyféltekes gondolkodast erfsen €rintd elemei, a targyi tevékenysegek ¢€s a
szemléletes tapasztalatok nagyon fontos részét képezik a fogalomalkotasnak. fgy
dontd jelentdésége van annak, hogy az altaluk kozvetitett nem verbalis képek
tamogatjak-e az absztrakt fogalmat €s ezen keresztlil az elvont matematikai
gondolkodast, vagy éppen ellenkezdleg, tartalmaznak-e ellentmondast a
szabatosan definialt fogalommal. Ez utobbi esetben a fogalomcesirak konfliktus-
faktorokka valnak és blokkoljak az érintett fogalmak helyes kialakulasat.

Ezen eredmények szem el6tt tartasdval elemeztem a transzformdlt kép
eldallitasara szolgald eljarasokat €s megallapitottam, hogy a modszertanilag nem
kovetkezetesen atgondolt szemléltetés, illetve a korzds vonalzos szerkesztések
¢letkornak ¢és fogalmi fejlettségnek nem megfeleld egyeduralma kiindulopontja
lehet a hibas fogalomképzetek kialakulasanak.

Egyik f6 hibaforrds, hogy a mozgatassal vald szemléltetés hagyomanyos
modjaiban a mozgatas palyaja kotott (a tengelyes tiikkrozésnel rogzitett a tengely,
forgatasnal a forgascentrum, stb.). A sik egybevagosagairol kialakitott szem-
I¢letes képzet ezért elsOsorban az egyes pontoknak a mozgatds sordn leirt
palydjdhoz kotédik. Ez azonban ellentmondasban van a szabatos definicioval,
miszerint két transzformacid ekvivalencidja csupan a pontok kezdd és
véghelyzetének megegyezésén mulik.

Masik fontos és gyakori hibaforras a transzformalt képnek szinte kizardlagos
korzés-vonalzos szerkesztése. Ez egyrészt nehézkes, pontatlan és korlatozott
eljaras, amellyel csak néhany specialis alakzat képe allithato eld, masrészt egyes
pontok kitiintetett szerepet kapnak az eljarasban, példaul a szakaszok végpontjai,
sokszogek csucsai, korok kozéppontja stb. Emiatt sok esetben nem az
Osszetartoz6 pontokra, egymasnak megfeleltetett, illetve szimmetrikus alakzatok
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Osszetartozo részleteire iranyul a figyelem. Ennek kovetkeztében nem alakul ki
globalis szemléletes kép az egybevagosagrol (a transzformaciorol).

Az elmélettel torténd Osszevetés azt mutatta, hogy a zaszlés modszer nem
indukal sem kompromisszumokat, sem potencidlis konfliktusfaktorokat. Olyan
eszkozt ad a tandr és a gyerek kezébe, mely egyszerre Osszhangban van a
benniik €16 intuitiv egybevagdsag-fogalommal és a szabatos matematikai
felépitéssel. Az eszkozt mindaddig érdemes hasznélniuk, amig az egybe-
vagosaggal kapcsolatos matematikai elmélet annyira kiépiill a gondol-
kodasukban, hogy ezt sziikségtelenné teszi, de késobb is kényelmesen vissza-
nyulhatnak hozz4, ha valamilyen zavar timad a fogalomépitésben.

A matematikai elmélettel o6sszhangban, ,,z4szl6s modszer” alkalmazasa soran,
mind a térbeli mozgas, mind az azt szeml¢ltetd mozgatds megadasaban csupan a
kezdd ¢s véghelyzet szamit. A mozgatds sordn nincs korlatozas, a sik
egybevagosagait a térbe beagyazva, elemi mozgasélménykeént eérzekelik a
gyerekek.

Paivio dudl-kod elmélete szerint az eljarasok — targyi tevékenységek, szemlél-
tetések — kettds kodja akkor segiti hatékonyan a tanulast (kiilonosen gyengébben
teljesitd gyerekek esetében), ha azok megismerésére, begyakorlasara ¢és
alkalmazasara elegend6 1d6t biztositunk.

A ,,zaszl6s mddszer’-ben a transzformalt képet eldallitd eljaras, egyszerii és nem
korlatozddik  diszkrét pontokbdl, egyenesekbdl ¢€s korokbol felépithetd
alakzatokra. fgy nincs akadalya, hogy a gyerekek annyit hasznéljak az eszkozt,
és olyan helyzetekben, amennyire és amikor annak sziikségét érzik. Igy bdséges
— nem verbalis — tapasztalatanyagot szerezhetnek a kiillonboz6 egybevagosagi
transzformaciok muikodésérdl, tulajdonsagairdl, a szimmetrikus alakzatokrol,
azok Osszetartozo részleteirdl.

e A deduktiv gondolkodas fejlesztése

A szemléletnek és az elméleti ismereteknek ez a szoros Osszekapcsoladsa
lehetdvé teszi egyszerii érvelések alkotasat, szimmetridn alapuld kovetkeztetések
levonasat. Igy a gyengébb képességli gyerekeknek is komoly segitséget adunk a
deduktiv gondolkodas felé vezetd tton, Oket is el tudjuk juttatni a geometriai
gondolkodds magasabb szintjeire. Ugyanakkor a szemlélettel is megalapozott
egybevagosagfogalom — mint példaul otthonossag a szimmetrian alapuld
okoskodasokban — jelentds szerepet jatszhat a tehetséges gyerekek feladat-
megoldo készségének fejlesztésében.

e Kapcsolat a matematika elmélettel:

A ,,z4s7l6s modszer” Hajos mozgasi axiomainak kozvetlen implementacidja az
iskolai matematika szamara. Az erre alapozott egybevagosag-, illetve transz-
formaciofogalom torés nélkiil épithetd az iskolatol az egyetemig.
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2. AZ ELMELETI ALAPOK

2.1 Matematikai hatter

Az egybevagosag fogalma a geometridban alapvetd fontossagu. Annak
igazolasara, hogy két alakzat egybevago-e alapvetden kétféle stratégiat kinalunk
az iskolai tananyagban.

Az egyik stratégia a haromszogek egybevagosdganak alapeseteit (vagy az
ezekbdl levezethetd, sokszogek, poliéderek egybevagdsadgara vonatkozd
tételeket) felhasznalva igazolni az egybevagdsagot.

A masik stratégia olyan egybevagdsagi transzformdacio keresése, ami egyik
alakzatot a masokba viszi.

2.1.1 Egybevagosagi transzformaciok

., Két alakzatnak, vagy egy alakzat két részének az osszehasonlitasa,
egybevetése a geometriaban dllandoan jelentkezo sziikséglet; ez a
sziikséglet alakitotta ki a geometriai transzformaciok fogalmat.”

(Reimann: A geometria hatarteriiletei)

Az egybevagosagi transzformaciok azzal a tulajdonsaggal birnak, hogy
minden szakaszt vele egyenlobe visznek. Ebbdl kovetkezik, hogy ezek a
transzformaciok rendelkeznek az egyenes-, félegyenes-, sik- ¢€s szogtartas
tulajdonsagaival is, ilyen mddon alapvetd segitséget nyujtanak abban, hogy
,,egyforma” részleteket, egyenld szakaszokat, szogeket sth. keressiink.

2.1.2 Egybevago alakzatok

Két alakzatot akkor neveziink egybevagonak, ha pontjaik kézott 1€tesithetd
egy tavolsagtartd megfeleltetés, azaz ha valamely egybevagosdggal egymdasba
vihetok.

E szerint a definici6 szerint két egybevagd alakzat Osszes megfeleld
pontparjanak egyenld tavolsagra kell lennie egymastol, tehat az egybevagdsag
eldontéséhez — ha az egybevagosagi transzformaciokat ki akarnank kertilni — az
Osszes megfeleld pontpar 0sszehasonlitasara lenne sziikség. Szerencsére ennél
sokkal kevesebb megfeleld részlet egyenldsége is elég az egybevagdsaghoz,
err6l szolnak azok a tételek, melyekre a ,haromszogek egybevagdsaganak
alapesetei”-ként, vagy a ,haromszogek egybevagdsaganak elégséges felté-
telei”-ként szoktunk hivatkozni.
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2.1.3 Az egybevagoésagfogalom axiomatikus megalapozasa
., Lélektani  szempontbol talan a mozgas, sot még inkabb a
szimmetria (tiikrézés) a primitivebb (az egybevagosdagfogalomnadl),
s az egybevagosdag ebbdl szarmaztatott fogalom. Ez adja azt az
otletet, hogy dllitsunk JOssze olyan axiomarendszert, mely a
titkrozést vagy a mozgast mint alapfogalmat meghatarozza, s arra
épitsiik fel a geometriat. *

(Karteszi: A geometria-tanitas korszeriisitésérol)

Bar Magyarorszdgon az altalanos ¢és kozépiskoldkban nem szigord,
axiomatikus felépitésben tanitjuk a geometriat, a tantervek torekszenek arra,
hogy a geometria anyag struktirija min€l szisztematikusabban ¢épiiljon,
lehetdséget kindlva a deduktiv gondolkodas fokozatos fejlesztésére. Az egybe-
vagosagfogalom mindegyik felépitésben koézépponti szerepet jatszik, tehat a
matematikai hattér vizsgalatakor dontd, hogy vazlatosan attekintsiik, hol van
ennek a fogalomnak a helye a kiilonb6z6 axiomatikus felépitési lehetdségekben.

Reimann Istvan: ,,A geometria hatarteriiletei cimii” konyvének bevezetd
részében vildgosan megfogalmazza az iskolai geometria-tanitas hatterében
meghuzo6do két legfontosabb felépitési lehetdséget. ,,4 szemléletes sikban annak
a kijelentésnek, hogy két alakzat egybevago, jol érzékelheto tartalma van,
ugyanis egy olyan ,,mozgdas ” létezésére utal, amely az egyik alakzatot a masikba
viszi at. A geometrianak a szemlélettol fiiggetlen, logikai megalapozasnal két
szakasz vagy két szog egybevdagosdagat a Hilbert-i axiomarendszer alap-
fogalomnak tekinti, melyet csak a ra kirott axiomak értelmeznek. A mozgdasnak
alapfogalomként valo elfogadadsa, egy szintén lehetséges — a Hilbertitol eltéro —
axiomatikus targyalasi mod.” (Reimann, 1986).

Ilyen, a mozgasra mint alapfogalomra épitett axiomarendszert dolgozott Ki
Hajo6s Gyorgy. (Hajos, 1971)

Karteszi (1972, 173-174. 0.) ,,A geometriatanitas Kkorszer(sitésérol” cimii
konyvében a hilberti rendszer mellett szintén felveti az egybevagdsag
fogalmanak mozgdasra alapozott felépitését, ezeken feliil azonban egy harmadik
lehetdséget is kinal: ,,Ha a tiikrozést valasztjuk alapfogalomnak, akkor, amiként
az Hjelmslev, Thomsen, Bachmann nyoman ma madr tudjuk, az euklideszi

geometria egy a mai matematikaba szervesebben beillo felépitésének alapjaul
fogadhatjuk.” (Karteszi, 1972, 174. 0.)

Az egybevagbdsagi transzformaciok tanitasdnak hatterében mind a harom féle,
fent emlitett axiomatikus felépitésnek megtalaljuk a nyomait — indirekten, nem
formadlisan —, amint azt a kés6bbiekben latni fogjuk.

A kovetkez6 szakaszokban ismertetem, hogyan épiilnek egymasra Hilbert és
Hajés axidémarendszerében azok az egybevagosaggal kapcsolatos fogalmak és
tételek, melyek az iskolai tananyagban is szerepelnek. Vazlatosan bemutatom a
harmadik felépitési lehetdséget is.
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2.1.4 Egybevégésdgi axiomak Hilbert rendszerében'

Ebben az axiomarendszerben szakaszok és szogek egybevagodsdga alap-
fogalom.

Szakaszok ¢és szogek halmazaban tekintsiink egy-egy kétvaltozos reléciot,
melynek tulajdonsagait az egybevagosagi axiomak rogzitik. Két relacioban levd
szakaszt vagy szoget egyarant kongruensnek (egybevagonak) neveziink.
Jelolésekkel: [AB| = |4 'B’|, illetve hk st =h'k’ <

L1 Ha adott egy CD szakasz és egy AB félegyenes, akkor van ezen a
félegyenesen egyetlen olyan M pont, hogy CD = AM. Minden szakasz
kongruens 6nmagaval.

1112: Ha AB = A'B' és AB = A" B"', akkor A'B' = A"'B"".

[113: Ha AB és BC egy e egyenes kozos belsé pont nélkiili szakaszai, tovabba
A’B’ ¢és B’C’ ugyanazon, vagy egy masik e’ egyenes olyan kozos belsd pont
nélkiili szakaszai, amelyekre 4B = A’B’és BC = B’C’, akkor AC=A'C".

I114: Legyen egy o sikban egy hk valodi szog, tovabba ugyanabban az a , vagy
egy masik o’ sikban egy o’ félsik, s ennek hatarvonaldn egy O’ kezdépontu 4’
félegyenes. Ekkor a ¢’ félsikban van egyetlen olyan O’ kezd6pontu £’
félegyenes, melyre 7k = h’k’. Minden sz6g dnmagaval kongruens.

[15: Ha két, ABC és 4’B’C’ haromszogre teljesiilnek az AB = A’'B’, AC = A4°C’
¢s BAC+=B’'A’C’+,akkor ABC+=A4'B’C’<.”

A haromszogek, sokszogek, poliéderek egybevagdsaganak alapesetei
kozvetlentl levezethet6k Hilbert III5. axidmajabol (természetesen hasznélva a
tobbi axidémat is).

A sik egybevagosagi transzformacidirdl ebben a felépitésben bizonyitani kell,
hogy valdban tavolsagtartdak. Ennek egy lehetséges modja az, hogy a tengelyes
tiikkrozésrél — a sokszogek egybevagdsagara kapott elégséges feltételek alapjan
belatjuk, hogy tavolsagtartd, majd megmutatjuk, hogy a sik minden
egybevagosaga eldall tengelyes tiikrozések szorzataként.

A szimmetrikus alakzatok alapvetd tulajdonsadgai akar a haromszogek
egybevagosaganak elégséges feltételeibdl, akar az egybevagoOsagi transz-
formécidk tulajdonsagaibdl levezethetdek. Ilyen modon eljuthatunk az egyszerii
szimmetrikus alakzatok, a szakaszfelez6 merdleges, a szogfelezd, a kor és
¢rintdje, a szimmetrikus haromszogek és a parallelogramma tulajdonsagainak
megallapitasdhoz, ezek ismeretében pedig az iskolai anyag Osszes elemi tétele
néhany kovetkeztetési 1€péssel levezethetd.

! Az axiomak megadasakor Reimann Istvan megfogalmazasait hasznaltam.(Reimann, 1986)
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A felépités tehat vazlatosan igy abrazolhatjuk:

tengelyes tliikrozés tulajdonsagai  — egyszerli szimmetrikus alakzatok tulajdonséagai

axiomak ¢és alapfogalmak

!

haromszdgek (sokszogek, poliéderek) egybevagdsaganak elégséges feltételei
! \

! 7
tobbi egybevagdsagi transzformaciok tulajdonsagai !
a tananyag tovabbi elemi tételei

2.1.5 Az elemi geometria Hjelmslev—-Bachmann-féle

megalapozasarol

Karteszi Ferenc a geometriatanitas korszeriisitésérdl irott konyvében (1972,
170-175. 0.) bemutatja ennek a felépitésnek az alapjait. Az 6 anyaga alapjan
allitottam Ossze a kovetkezd vazlatos ismertetot.

Ebben a felépitésben az involucié (masodrendl transzformécid vagy tiikrozés)
fogalma az, amelyet olyan axidémarendszerrel kell meghatarozni, hogy az ezek
szorzataként eldallo transzformdciok az egybevagosag-fogalom szarmaztatisara
alkalmasak legyenek.

Ennek modjat, egydimenzids esetben, részleteiben bemutatja, majd az
egyenest a sikba bedgyazva a rendszert kiegésziti harom hagyomanyos
illeszkedési axiomaval, amelyhez minddssze még két axiomat kell hozzatennie,
hogy az euklideszi geometriahoz hasonld, metrikus geometriat nyerjen.

A felépités vazlatosan igy abrazolhato:

axiomak és alapfogalmak

!

tikrozések szorzataként el6allo transzformaciok tulajdonsagai

!

! sokszOgek egybevagosaganak elégséges feltételei
a tananyag tovabbi elemi tételei

2.1.6 A mozgas és a méres axiomai Hajos axiomarendszereben

Ebben a felépitésben nem az egybevagosag fogalma, hanem a mozgas és a
tavolsag tekintend6 alapfogalomnak.

12

,»VIL. A mozgas két pont Osszekotd szakaszat a két elmozgatott pont
0sszekotd szakaszaba, az egyenest egyenesbe, a sikot sikba viszi.

VIII. Egy és csak egy olyan térmozgas van, amely egy adott félsikot és
ennek hataran adott félegyenest megadott helyzetbe, egy adott félsikba és
annak hataran adott félegyenesbe visz at. (Ha a térmozgas nem véltoztatja
meg egy félsik és egy ennek hataran elhelyezkedd félegyenes helyzetét,
akkor nem véltoztatja meg a tér egyetlen pontjaét sem.)



Az elméleti alapok

A mérésrél szo6l6 axiomak azokra az osztalyokra vonatkoznak, amelyeket a
mozgassal egymasba atvihetd pontparok alkotnak. Ezeknek az osztalyoknak
mindegyikéhez hozzarendelhetd egy-egy pozitiv valés szdm, amelyet az
osztalyba tartozo pontparok tavolsaganak mondunk, s amely rendelkezik az
axiomakban kimondott tulajdonsagokkal.

IX. Egy szakaszt barmely belsé pontja két olyan szakaszra bont fel,
amelyek hosszanak 0sszege az eredeti szakasz hossza. (Akkor is igaz, ha
véges sok szakaszra valo felbontasrol van szo6.)

X. Ha a hosszegység adott, akkor barmely A kezdéponta félegyenesen egy
¢s csak egy olyan B pont talalhatd, amelyre nézve az AB tavolsag egy
adott pozitiv valos szam.” Hajos, 1971, 11. 0.)

A mozgasok geometriai transzformaciok, hozzarendelést létesitenek a teér
pontjai kozott. Szakaszok és szogek egyenldségét az egymdasra mozgathato-
saggal definidljuk. Ennek alapjan természetes, hogy a mozgasok tavolsagtartd
transzformaciok. Definicid szerint a tavolsagtartd transzformaciokat egybe-
vagosagoknak nevezziik, tehat ebben a felépitésben a mozgasok az egybe-
vagosagok ,prototipusai”.

Hajos a sik tengelyes tiikrozését térbeli mozgasként definialja. A mozgas
tavolsag- és szogtartd tulajdonsagabol vezeti le a tengelyes tiikrozés tulajdon-
sdgait, valamint a haromszogek egybevagosaganak elégséges feltételeit.

Fontos még szdmunkra az a tény, hogy a sik minden egybevagosaga
tekinthet térbeli mozgas sikra valo lesziikitésének. Ez kovetkezik abbol, hogy a
stk minden egybevagosaga eldallithatd legfeljebb harom tengelyes tiikrozés
szorzataként. Azt is fontos megmutatni, hogy a tér egybevagdsagai nem mind
mozgasok.

A felépités vazlata:

axiomak és alapfogalmak

4 N
tengelyes tlikrozés tulajdonsagai egybevagosag elégséges feltételei
! l
tengelyesen szimmetrikus alakzatok N !
tulajdonsagai
l l
tovabbi egybevagosagi transzformaciok tulajdonsagai a tananyag tovabbi elemi tételei

A Hajos-féle és a Hilbert-féle rendszerre alapozott felépitések kozott a dontd
kiilonbség abban van, hogy Hajosnal az egybevagosag definicidja €s a rdla szolo
tételek jelentds része kozvetlenil a mozgas fogalmara épiil. A sik
egybevagosagainak, igy specialisan a tengelyes tiikrozésnek a tulajdonsagair6l
sz0lo allitasok igazoldsahoz nincsen sziikség a haromszogek egybevagdsaganak
elégséges feltételeire.
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Az azonban nem magatol értetddd ebben a felépitésben, hogy hogyan lehet a
sik egybevagosagait a mozgasi axiomakra alapozva definialni. Ezek a definiciok
természetesen kiillonboznek azoktdl, melyek a sik egybevagosagait pontonként
megadott hozzarendelési szabalyként definialjdk. Meg kell tehat még azt is
mutatni, hogy a mozgatassal megadott definiciok megegyeznek a ,,megszokott”
— hozzarendelési szaballyal megadott — transzformacio-definicidkkal.

2.1.7 A sik egybevagosagai

Tengelyes tiikrozés: Adott t tengely. A tengelyes tiikkrozés olyan mozgatas,
ami a tengely minden pontjat dnmagéba viszi és a hatarolt félsikokat felcseréli.

A tengelyes tiikrozés inverze dnmaga.

Belathato, hogy ennél a transzformacional egy tetszoleges, a tengelyre
nem illeszkedd P pontra és P’ képére igaz, hogy a t tengely a PP’ felezd
merdlegese.

Bizonyitas:

Ha P pont nem illeszkedik a t tengelyre, akkor P, definicionk szerint, a
tengely masik félsikjaban van, ezért az 6sszekotd szakasz, az illeszkedési
axiomak szerint, metszi a t tengelyt egy M pontban. P képe P', M képe
onmaga, tehat PM képe P'M, amibdl a tavolsagok egyenldségének
definicioja alapjan kovetkezik, hogy PM = P'M. Tehat belattuk, hogy a
tengely felezi az 6sszekotd szakaszt.

Jeloljlink ki a tengelyen egy M-tdl kiilonbozd X pontot, és tekintsiik a
PMX « szoget. PM félegyenes képe P'M, XM félegyenes képe onmaga,
tehat a PMX <+ képe a P'MX<. A szogek egyenléségének definicidja
alapjan tehat PMX < = P'MX+, mivel pedig ezek egyiitt teljesszoget

alkotnak, azért ez azt jelenti, hogy MX merdleges PP'. Ezzel tehat
belattuk, hogy a tengely merdleges az 6sszekotd szakaszra.

Kozéppontos tiikrozés: Adott egy O kozéppont. A kozéppontos tiikrozés
olyan mozgatas, ami egy az O-bol induld félegyenest ugyanazon egyenes masik,
szintén O-bol indulo félegyenesébe viszi €s a hatérolt félsikokat felcseréli.

A kozéppontos tiikrozes inverze onmaga.

Az eldbbi bizonyitdshoz hasonloan beldthatod, hogy ez a mozgés egy
tetszOleges P pontot olyan P’ pontba visz, hogy O pont a PP’ szakasz
felez6pontja.

Forgatas: Adott O pont és az a iranyitott sz0g, melynek szarai az O-bol
indulnak. A forgatas egy olyan mozgatas, ami az o iranyitott szog kezddszarat a
masik szarra viszi, a kezddszarat hatarold, a masik szarat tartalmazé félsikot
pedig a masik szarat hatarolo, a kezd6 szarat nem tartalmaz6 félsikba viszi.
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Inverze az ugyanazon pont koriili, ellenkezd iranyt iranyitott szoggel vald
elforgatas. A kozéppontos tiikrozés, olyan specialis forgatas, ahol o = 180°.

Az eldbbi bizonyitashoz hasonldan belathato, hogy a forgatas egy olyan
hozzarendelés, amely a P pontot P’ pontba viszi ugy, hogy az OP=0OP’ és
POP’ iranyitott sz6g = a.

Eltolas: Adott egy AB iranyitott szakasz. Az eltolas egy olyan mozgatas, ami
az AB félegyenest a B-bdl induld ugyanolyan iranyt félegyenesbe, a hatarolt
félsikot 6nmagéba viszi.

Inverze az ellenkezd iranyu BA irdnyitott szakasz altal meghatarozott eltolas.

Az elébbi bizonyitashoz hasonléan beldthatdo, hogy ez olyan
hozzarendelés, amely P pont képét olyan P’ pontba viszi, hogy a PP’ altal
megadott vektor megegyezz¢k az AB iranyitott szakasz altal megadott
vektorral. Ennek igazoldsdhoz mar sziikség van a parhuzamossagi
axiomara is.

Csuszastiikrozés: Adott egy AB iranyitott szakasz. A cslszastiikrozés egy
olyan mozgatas, ami az AB f€legyenest a B-bdl indulé ugyanolyan irdnyt
felegyenesbe viszi, €s a hatarolt félsikokat felcseréli.

Inverze egy ellenkezd iranyt iranyitott szakasszal megadott csuszastiikrozes.

Az elébbi bizonyitashoz hasonléan beldthatdo, hogy ez olyan
hozzarendelés, amely P pont képét olyan P’ pontba viszi, amelyet ugy
kapunk, hogy a P pontot el6szor tiikrozziik az AB iranyitott szakasz altal
meghatarozott egyenesre, majd eltoljuk az AB iranyitott szakasz altal
megadott vektorral.

Identitds: Az az egybevagodsag, amelyben minden pont képe 6nmaga.

Erdemes ramutatni, hogy a tengelyes tiikrozéshez és a cstszastiikrozéshez
mozgataskor feltétlentil ki kell 1épni a térbe, mig a tobbi mozgatas a sikon beliil
maradva is elvégezhetd (sikbeli mozgasok).

2.2 Tanulaspszichologiai és didaktikai hattér

Az emberi elme nem egy tisztan logikai valosag. Miikodésének
komplexitasa gyakran ellentmondasban van a matematika
logikdjaval. Nem mindig a tiszta logika az, amibdl a tisztanlatasunk
sziiletik, és nem a véletlenek okozzdak a hibakat, amiket vétiink.
Hogy megértsiik, mi torténik ezekben a folyamatokban, mind a
sikeres, mind a hibds esetekben, vilagosan kell ldatnunk a
kiilonbséget a matematikai fogalmak formalis definidlasa és azon
kognitiv folyamatok kozott, melyek altal a fogalom kialakult.”

(Tall 1981)
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Dolgozatom f6 tézise az, hogy a transzformacid-tanitdsban alkalmazott
szemléltetési modoknak kulcsszerepiik van az egybevagosag-fogalom ala-
kulasdban. Ennek aladtamasztisat a fogalomalkotdssal, ezen belil is a
szemléltetésnek, valamint az alkalmazott eljardsoknak a fogalomalkotasban
jatszott szerepével kapcsolatos elméletekre alapozom.

2.2.1 A fogalomalkotas

A matematikai fogalomalkotas az értelem igen magas szintli miikodésének
eredménye. A dolgozatom szempontjabol nagyon fontosnak érzem, hogy
bemutassam azokat az elméleti megallapitasokat, melyek ennek a folyamatnak
mélyebb megértését szolgaljak.

2.2.1.1 Asszimilacio és akkomodacio

Eldszor Skemp elmeéletét ismertetem. Skemp, Piaget elgondoldsait tovabb-
fejlesztve, kidolgozott egy modellt, amelyet az utobbi évek kutatasai még
tovabb finomitottak.

Piaget az értelem miikddését alkalmazkodasként €s wjra-alkalmazkodasként
definidlja ¢s a kiilvilaggal valo ,,cserefolyamatokkent” értelmezi. Piaget (1993,
19-21. 0.) szerint ,,...az alkalmazkoddst a szervezetnek a kornyezetre gyakorolt
tevékenysége és a visszahato cselekvések, ...az asszimilacio és a hozzaidomulas
kozti egyensulykent, vagyis a pszichikum és a targyak kozt femnallo csere-
folyamatok egyensulyaként hatarozhatjuk meg.”

Mikozben a kiilvilagbol érkezd tapasztalatokat asszimildljuk, ezeket osz-
talyokba soroljuk, fogalmakat alkotunk. A fogalomalkotasnak alapvetden két,
lényegileg kiillonbozo, Utja van. Az induktiv — példakon alapul6 — és a deduktiv
— definicion alapulo fogalomalkotas. Ez a két ut altalaban 6tvozodik egy-egy
konkrét fogalom fokozatos kialakulasaban.

Skemp modellje szerint legegyszerlibb fogalmainkat kozvetlen érzekleti
tapasztalatok alapjan alkotjuk meg, melyek az absztrakcid legalsd6 emeletét
képezik. Ezeket a fogalmakat ismét osztalyokba sorolva az absztrakcié masodik
emeletén elhelyezked6 fogalmakat nyeriink.

Meglévé fogalmainkbol példak és ellenpéldak megfigyelésén at, a hason-
losagok ¢és kiilonbségek intuitiv megragaddsan keresztiil juthatunk egyre
magasabb szintli fogalmakhoz. Ilyen modon fogalmaink hierarchikus rendszert
alkotnak, ahol egy A fogalom magasabb rendii, mint B fogalom, amennyiben a B
az A fogalom egy példaja.

Mar meglévd fogalmainkbol azok példaibol j halmazokat hozhatunk létre,
definicioval alkothatunk bel6liik j fogalmakat. A definici6 valdjaban egy
»szabaly”, melynek alapjan minden dologrol eldonthetd, hogy hozzatartozik-e az
ujonnan létrehozott halmazhoz.
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Osszefoglalva, ,,nagyon sok olyan fogalmat hasznalunk, amelyeknek nincs
formdalis definiciojuk, felismerésiiket tapasztalat alapjan, a megfelelé kontextus-
ban valo hasznalat soran tanuljuk meg. Késobb ezeknek a fogalmaknak a
jelentestartalma finomodhat, és novekvo pontossaggal értelmezhetjiik ket a
preciz definicio kényelmével, vagy akadr anélkiil.” (Tall és Vinner, 1981, 2. 0.)

Egyre boviild fogalmaink az ald és folérendeltség mellett sok egyéb szallal
kapcsolodnak egymashoz, — atfedik, kiegészitik, felidézik egymast —, Osszetett
strukturakba, szkémdkba rendezddnek.

Skemp —Piaget metaforajat tovabbfejlesztve — az 01 fogalmak alkotasa soran
két alapvetd miiveletet kiilonboztet meg, az asszimilacid és az akkomodécid
miiveletét.

crer

hogy a tanulds sordn a fogalmat — miné¢l tobb szallal — hozzakapcsoljuk korabbi
ismereteinkhez, beleagyazzuk egy mar meglévlé struktardba. A megértés
¢lménye ezeknek a kapcsolatoknak a felismerésével és gazdagsdgaval fiigg
Ossze. El6fordulhat azonban, hogy az 0j fogalom nem illik bele, vagy akar
ellentmondasban van mar meglevd szkémaink valamelyikével, és az 1) fogalom
befogadasdhoz a szkémat meg kell valtoztatni. ,,Egy dllando, novekvé szkema
helyett, melynek segitségevel az egyén megszervezi multbeli tapasztalatait és
asszimildlja az uj adatokat, a szkéemanak akkomodalodni kell az uj helyzethez.”

(Skemp, 2005, 59. 0.)

2.2.1.2 Fogalomképzet - Concept image

A fogalomalkotas folyamatiban a fogalomhoz egy id6 utdn egy vagy tobb
szimbolumot — nevet, jelet, esetenként képet — is tarsitunk, ami lehetdve teszi a
fogalom kommunikalasat, €s segiti annak szellemi manipulalasat. Ennek az
eddig felvazolt képnek, egy alapvetd hianyossagara mutat ra Tall, amikor ezt
mondja: ,,De a teljes kognitiv struktura, ami szinezi a fogalom jelentését,
lényegesen bovebb, mint egyetlen szimbolum felidézése. Tobb mint barmilyen
mentalis kép, legyen az bar képi, szimbolikus, vagy mads egyéb. Egy fogalom
felidézésének és manipulalasanak a mentdlis folyamatai soran sok asszocialt
folyamat is életbe lép, tudatosan és nem tudatosan befolyasolva a jelentést és a
hasznalatot.” (Tall, 1981, 1-2. 0.) Ezt a teljes kognitiv struktirat nevezték el
roviden ,,concept image”’-nek, fogalomképzetnek.

Magat a ,,concept image” — fogalomképzet — kifejezést Schlomo Vinner

1981): ,,4 fogalomképzet az elmének azokbol a kognitiv strukturdibol tevodik
ossze, amelyek egy bizonyos fogalommal asszociacios kapcsolatban vannak.”

Tall és Gray (1994) azt allitja, hogy bizonyos fogalmak megalkotasaban a
tevékenységek ¢€s eljarasok meghatarozo szerepet jatszhatnak.
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2.2.1.3 Procept elmélet

,, Tekintetbe véve azon fogalmak fontossagat, melyek egyszerre
folyamatok (processes) és termékek (products), furcsanak taldltam,
hogy ezeknek nincs neviik.”

Tall (1991)

Sfard (1987, in Meissner, 2001) kiilonbséget tesz két fajta matematikai
definici6 kozott: vannak definiciok, melyek az absztrakt fogalmakra ugy
hivatkoznak, mintha azok konkrét targyak lennének, és vannak fogalmak,
melyek folyamatokra és tevékenységekre vonatkoznak — mint Osszeadas,
szorzas, kerekités, derivalas, stb.

Az utébbi fogalom-tipus szamdra alkotja meg Tall a procept fogalméat, amire
Gray-vel kozosen (Gray, Tall, 1994) a kovetkezd definiciot adjak: ,,Egy elemi
procept hdrom osszetevonek az otvozete: egy eljards (process), ami egy
matematikai targyat (object) eredményez, és egy szimbolum, amely az eljarast és
a targyat egyarant képviseli. Egy procept olyan elemi proceptek egyiittese,
melyeknek a térgya kozos.”*

2.2.1.4 Konfliktusok a fogalomépitésben

A szkémadk szerinti tanulds eldnyeit és hatranyait Skemp (2005, 59-60. 0.) igy
foglalja 0ssze: ,,Ha szkemak szerint tanulunk — ami ebben az &sszefiiggésben
azonos az értelmes tanulassal —, akkor nem csupan hatdsosabban tudjuk
megtanulni azt, amivel éppen foglalkozunk, de egyszersmind olyan szellemi
eszkozt dolgozunk ki a magunk szamara, amellyel megkonnyithetjiik az adott
teriileten a késébbi tanulast. Es ami talin még ennél is fontosabb: ha
kovetkezetesen hasznaljuk ezt az eszkozt, akkor egyszersmind a szkéema kordabban
elsajatitott részeit is megszilarditjuk.”

wPillanatnyilag viszont ugy tinik, hogy éppen a szkémak rendkiviili ereje
jelenti a legnagyobb hatranyokat is, minthogy a meglevo szkémakban igen erds
az onfenntartdas iranti tendencia. Ha tehat olyan helyzetek jonnek Iétre,
amelyekben ezek a szkéemak mar nem megfeleloek, akkor a szkemdknak ez a
stabilitasa az alkalmazkodokeépesség gatjava valik. ... Az egyén szamara a
szkéma olyan értéket jelent, hogy mindenfajta megvaltoztatasaval szemben
rendkiviili ellenallast fejthet ki.”

Ilyenfajta akkomodaciora a legkoriiltekintébb matematikai nevelés mellett is
sziikség van 1d6rdl idore (pl. gondoljunk a negativ, vagy a tortszamokkal veégzett
miuveletek bevezetésére).

2Tall szimb6lum fogalma kiilonbozik a szimbolikus leképezés Bruner altal megalkotott fogalmatol. Az
indoklast 1asd a 2.2.2.1 szakaszban. (Bruner reprezenticio elmélete 21. old)
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(A matematikai nevelés egyik igen fontos haszna lehet, hogy csokkenti a
meglévd gondolati struktirdk megvaltoztatasatol vald félelmet, nyitottabba tesz
az el6 latasra idegen gondolatok felé, csokkenti a gondolkodas el6itéletességét.)

Tall és Vinner (Tall, 1981) is nagy fontossagot tulajdonit a fogalomalkotas
soran keletkezd konfliktusoknak, Szerintiik egy fogalomképzet, mikdzben
fokozatosan fejlodik, nem sziikségszeriien koherens elemekbdl all, tartalmazhat
egymasnak ellentmond6 elemeket. Ezek meg is férhetnek egymas mellett,
ugyanakkor késébbi konfliktusok forrdsaiva is valhatnak.

Ezt azzal magyardzzak, hogy egy id6ben a fogalomképzetnek csak egy része
aktivalodik. Kiilonboz6 idépontokban eléhivhatunk egymasnak kisebb-nagyobb
mértékben ellentmondo részleteket anélkiil, hogy az ellentmondast észlelnénk.
llyenkor ,potencialis konfliktus faktorokrol” beszélink. Ezek akkor valnak
wkognitiv konfliktus faktorokka”, amikor az egymasnak ellentmondé aspektusok
egyszerre jelennek meg.

,Bizonyos koriilméenyek kozott ezek a kognitiv konfliktus faktorok nem
tudatosan idézodnek fel, és a konfliktus maga csupan az értetlenség halvany
erzésében mutatkozik meg. ... A potencidlis konfliktus faktorok egy sulyosabb
tipusa, amikor a fogalomképzet egyik része magaval a formdlis fogalom-
definicioval van ellentétben. Az ilyen faktorok komolyan gatolhatjak a formalis
elmélet tanulasar” (Tall, 1981, 4. 0.)

Ezeknek a konfliktusoknak a feloldasa egyszeriibb, ha az ellentmondas
verbalizalhatd, racionalisan végiggondolhat6. Amennyiben azonban a gondol-
kodasunk nem-verbalis elemeit, ,lathatatlan szkémait” kell modositani,
kiilonosen nehéz a dolgunk, hiszen az sem tudatos, hogy mivel van az yj
fogalom ellentmondasban, s6t még az ellentmondés ténye sem valik vilagossa.
Ami a felszinen lathatd, az annyi, hogy egy gyerek sikeres, szamara szellemi
jaték a matematika, vagy éppen ellenkezdleg, kudarcos, teljesen irracionalis
modon képtelen egyszerli dolgok megértésére is.

2.2.1.5 A geometria fogalmai

Mivel a dolgozatom az egybevagdsagfogalom tanitdsanak a problémaival
foglalkozik, ehhez sziikségem van a fogalomépités pszicholdgidjanak specia-
lisan geometridra vonatkoz6 megallapitdsaira is.

A térbeli gondolkodas szintjei

Kiilonb6z6 modelljei vannak a térbeli gondolkodéas fejlédésének. Ennek
szintjeivel kapcsolatosan vannak vitak. Jelen dolgozatban az alabbi, van Hiele
hazaspar altal kidolgozott, széles korben elfogadott kidolgozott modellt talaltam
leghasznosabbnak (van Hiele, 1959).

Vizualis szint: az alakzatokat a latvany alapjan kiilonbozteti meg.
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Analitikus szint: az alakzatokra az alkotorészeiket is figyelembe véve
tekint, és az alakzatok osztadlyaiban képes kozos tulajdonsagokat
felfedezni.

Informalis kovetkeztetések szintje: a kordbban felfedezett tulajdonsagokat
logikailag is képes Osszekapcsolni.

A dedukcio szintje: képes tételeket deduktivan bizonyitani
A szigoru matematika szintje: a tételeket axiomarendszerre alapozza.

A gyerekek térbeli gondolkodéasanak szintjeit a késébbiekben Osszevetjiik az
egybevagosagi procept kialakuldsanak a kiilonboz6 fazisaival.

Tall et al (2000a) mutatnak példakat procept-ekre az algebra, analizis, stb.,
teriiletérol, de geometriabol nem. Az a felfogasuk, hogy azon a teriileten
nincsenek procept-ek, mivel .,...a gondolkodas fejlodése a geometriaban
nagyon mds.”” Meissner (2001) masként gondolkodik errél, és némileg
modositja a procept-ek kialakulasardl alkotott korabbi képet, gy, hogy a
geometriai fogalomalkotés is beleférjen az elméletbe.*

A magam részérdl azt gondolom, hogy az egybevagdsag fogalma procept a
fogalom eredeti értelmezése szerint is. Itt nem csak arra gondolok, hogy a mi
megkozelitésiink szerint az egybevagdsag egy fiiggvény, €s a fliggvényfogalom
fontos eleme Tall eredeti listdjdnak is. A transzformaciotanitas barmelyik
felépitési modszerét elemezve egészen nyilvanvald, hogy a tanitasi gyakorlatban
az egybevagodsag fogalma tevékenységek ¢és eljarasok elvégzése soran alakul ki.

2.2.2 Reprezentaciok

A tanitas soran az ismeretek atadasahoz, kommunikalasdhoz kiilonb6z6 tipusa
szemléltetési modokat, kiils reprezentaciokat hasznalunk. Ezek befolyasoljak
azt, hogy az ismeret hogyan képezddik le, hogyan reprezentalodik a gyerekek
gondolkodasaban, hogyan €piil be a mar meglévo ismeretek rendszerébe. Bruner
(1974, 72. 0.) terminologiajaval: mennyire lesz ,,gazdasagos”, mekkora lesz a
tényleges ,kifejezd értéke”.

* Ugy vélik, hogy vannak olyan észlelések, melyekben (a gyerekek) a valdsagos targyakat egységes formaként
(gestalt) és prototipusok osztalyaként érzékelik. Ahhoz, hogy az alakzatokat ne fizikai, hanem mentalis
objektumokként fogjak fel a korabbi latdsmod rekonstrukcidjara, az alakzatok hierarchidba rendezésére van
sziikség.

* Meissner egyetért Struve-val (1987), aki ugy latja, hogy az altalanos iskoldban a gyerekek a geometriat ugy
tanuljak, mint a természettudomanyokat, leirjak, magyarazzak és altalanositjak a jelenségeket. igy, szamukra a
geometria egy tapasztalati tudomannya valik. Meissner (2001) véleménye szerint ,,egy elemi procept Tall (Tall
et al. 2000a) szerint a tapasztalati szintrél az elméleti szintre torténd atmenet (shift). Ezt az interpretacios
lehetdséget figyelembe véve semmi komoly akadélya sincs annak, hogy a geometridban is taldljunk procept-
eket.
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2.2.2.1 Bruner reprezentacioelmélete

Bruner osztadlyozasanak megfeleléen a reprezentdciok harom f6 tipusba
sorolhatdk: ,,4 tudas barmely teriilete (vagy a teriileten beliil barmely problema)
haromféle modon képezheto le: egy bizonyos eredmény elérésére alkalmas
cselekvések sorozataval (enaktiv leképezés), olyan Osszegezo képek vagy
vazlatok sorozatdaval, amelyek valamely fogalmat jelolnek anélkiil, hogy azt
teljesen meghatdroznak (ikonikus leképezés); és olyan szimbolumrendszerbol
szdrmaztatott szimbolikus vagy logikai itéletek sorozataval, amelyet itéletek

alkotdsdra és atalakitasara vonatkozo szabalyok és torvények hatdroznak meg
(szimbolikus leképezés).” (Bruner, 1974, 72. 0.)

crer

mint egy procept egyik Osszetevdje Tallnal, nem feltétleniil fedi egymast. A
leglényegesebb kiilonbség az, hogy mig Brunernél a szimbolikus leképezés a
fogalom absztrakt, — racionalis, verbalis — komponensét jelenti, Tall (1995) a
szimbdlumot egy olyan mechanizmusnak (pivot) tekinti, ami kétféle miikodést
indithat be, vagy egy eljaras végrehajtasat, vagy egy fogalomrdl valdo gon-
dolkodast. Ennek alatamasztasara egyrészt Piaget-ra hivatkozik — “cselekedetek
és miiveletek a gondolkodds, vagy asszimilacio tematikus targyaivd valnak” (in
Tall 1995, 1. 0.) masrészt Dubinsky-t idézi: .,...a konstrukcio, ami talin a
legfontosabb a matematika szamara és a legnehezebb a diakoknak ...”" nem mas,
mint ,, ... egy (dinamikus) eljaras bekebelezése (encapsulation) vagy dtalakitisa
egy (statikus) dologga.” (Dubinsky, 1991, in Tall 1995, 1. 0.)

2.2.2.2 Dual-kod elmélet

Paivio dual kod elmélete tovabb finomitja Bruner modelljét. ,,A DCT (Dual
Code Theory) szerint a megismerés ket kiilonallo alrendszer mitkodését kivanja
meg, egy verbalis rendszer — ami kozvetleniil a nyelvre — és egy non-verbalis
rendszer (imagery) — ami a nem-nyelvi (nonlinquistic) dolgokra és eseményekre
specializalodott.” (Paivio, 2006, 3. 0.)

A rendszerek belsd reprezentacios egységei — melyek mindannyiszor akti-
valddnak, amikor tdrgyakat vagy szavakat felismeriink, manipuldlunk, vagy
éppen csak gondolunk rajuk — a ,,logogen”, illetve ,,imagen” elnevezést kaptak.
Paivio kisérletei azt bizonyitjdk, hogy ezek ,modalitis-specifikusak, tehdat
kiilonbozo logogenjeink és imagenjeink vannak a targyak illetve a nyelv keépi,
hallasi, érzelmi (haptic) és mozgasos jellemzoinek megfeleloen.”

(Paivio, 2006, 3. 0.).

Piaget ¢és Skemp elmélete, az 0j informacionak egy szkémaba torténd
asszimilaciojardl illetve akkomodaciojardl, abban kiilonbézik a dual kod
elmélettdl, hogy az utdbbiban alapvetd fontossaga van a nem-verbalis és
verbalis komponenseknek. (Paivio, 2006, 31-32. 0.).
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Tall és Vinner meghatarozasat Paivio elméletével Osszevetve, egy
fogalomhoz tartozd képzet — ,.concept image” — mindazokat a verbalis és
nem-verbaliss komponenseket, logogeneket és imageneket tartalmazza, melyek a
fogalommal asszociacidos kapcsolatban vannak. Mas megfogalmazasban a
concept image egy fogalom belsé reprezentacioinak az egyiittese.

2.2.2.3 A reprezentaciok szerepe a megértésben

A mélyebb megertéssel jaro jutalom sokkal erdsebb inditék az
erofeszitésre, semmint annak mostandig tudataban voltunk.”

(Bruner, 1974)

A szkémdk, fogalmi rendszerek a megértésben alapvetd szerepet jatszanak.
Skemp szerint (2005, 63. 0.) ,,valamit megerteni annyit jelent, mint asszimilalni
egy megfelelo szkémaba.”

Vasarhelyi Eva (2007) tovabb finomitja Skemp gondolatat: ,.4 belsd
reprezentdaciok kozotti kapcsolat az ismeretek egy hdlozatat adja, és ezek a
kapcsolatok teszik lehetové az egyik ismeretrol a masik ismeretere valo atterést.
A fogalmak mentdlis kepét a targyi, képi és szimbolikus reprezentaciok
rendszere alkotja. ... Egy elvet, fogalmat akkor ertiink meg, ha annak belso
reprezentacioja a belsé reprezentdcios halozatunk részévé vdlik. A megértés
fokat a kapcsolatok szama, erossége és stabilitisa jellemzi. Tehdt a megértés
nem mas, mint a fogalmak, elvek kozotti kapcsolatok létrejotte.”

A kapcsolatrendszerekben torténé fogalomalkotas elonyeire vilagit ra Hiebert
& Carpenter (Hiebert & Carpenter, 1992, in Tall, 1995, 6. 0.). ,,Egyik elonye
annak a hajlandosdagnak, hogy kapcsolatokat létesitsiink egy uj fogalom és a
mar meglévok kozott, hogy a kapcsolatba dagyazott tudasra jobban emléksziink.
Ennek talan két magyardazata is van. Eloszor is, a tuddsnak egy teljes halozata
kisebb valosziniiséggel hibasodik meg, mint egy izolalt informacio. Mdasodszor
pedig, az informadcio visszakeresése esélyesebb, ha az hozzakapcsolodik egy
nagyobb halozathoz. Egyszeriien tobb utja van a felidézésnek.”

2.2.2.4 Klilsé reprezentacio — szemléltetes

... a dolgok lényegesek, a szavak csak esetlegesek; a dolgok a test,
a szavak csak ruha; a dolgok a mag, a szavak a héj és kéreg.
Mindkettot meg kell egyszerre jeleniteni az értelem szamara, de
foképpen a dolgokat, mert azok épp annyira targyai a megértésnek,
mint a nyelv.”

(Comenius)
Lattuk, hogy a formalis definiciok mellett a fogalomképzet nem verbalis, nem
tudatos elemeinek, kulcsfontossagu szerepe van a megértésben, a matematikai

gondolkodasban. Ezek alakulasa pedig szorosan Osszefiigg a kiilso
reprezentaciokkal — a fogalom kiilonb6zd szemléltetési modjaival.
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Ambrus Andras (2008) szerint a kiilsé reprezentaciok alkalmasak arra, hogy

befolyasuljuk a belsd reprezentaciok kozott kialakuld dsszefliggések alakuléasat.
»Egy fogalom, koncepcio kiilso és belso reprezentacioi kozott kapcsolat van.
A belso reprezentaciok kozott is kapcsolatok vannak. A belsé reprezentaciokat
befolyasolja a kiilsé reprezentacio jellege. A belsé reprezentaciok kozotti
kapcsolat szimulalhato a megfelelo kiilso reprezentaciok kozotti kapcsolatok
létrehozasaval.”

Dolgozatom kozépponti témdja a szemléltetés szerepe az egybevagosagi
transzformaciok transzformaciok tanitasaban, ezért, szamomra a kiilso
reprezentaciok szerepe a fogalomépitésben kiilondsen fontos. Emiatt szeretném
kiilon 1s kihangstlyozni a felvazolt elméletnek néhany idetartozo, kiilonosen
fontos tényezojét.

e A sorrend

A belsd reprezentacios rendszerek alakulasa fiigg attol is, hogy a didk mikor,
milyen sorrendben, milyen formdban taldlkozik annak kiils6 reprezentacidival.

Bruner (1974, 78—79. 0.) szerint: ,,a sorrend, amelyben a tanulo az ismeretek
valamely teriiletén szembekeriil az egyes anyagrészekkel, hatassal van arra,
hogy az anyagot milyen nehézségek aran fogja elsajatitani.” ... ,,Ha igaz az,
hogy az értelmi fejlodés dltaldban az enaktiv leképezéstol az ikonikuson
keresztiil a valosag szimbolikus leképezése felét tart, akkor valoszinii, hogy az
optimalis sorrend ugyanebben az irdanyban fog haladni. De ez nyilvanvaloan
konzervativ doktrina. Mert ha a tanulo mar valamiféle fejlett szimbolikus
rendszerben gondolkodik, akkor lehetséges az elsé két szakasz megkeriilése. Am
ez azzal a kockdzattal jar, hogy a tanulo esetleg majd nem rendelkezik olyan
megfelelo képzetrendszerrel, amelyre visszatérve tamaszkodhatna, ha a
szimbolikus dtalakitdsaival nem sikeriil a problémat megoldania.”

e A kiilsd reprezentaciok, a konkrét szemléltetési modok megvalasztasa

Az, hogy egy konkrét tanuldsi szitudcidban melyik reprezenticio a
legalkalmasabb, sok mindentdl fligghet — ¢letkortdl, személyiségtol, nevel-
tetéstol, képzettségtdl, tovabba magatdl az érintett miiveltségteriilettdl, és ezen
beliil a szlikebb témaktol is.

Az elébbiekben lattuk, hogy az ikonikus és még inkdbb az enaktiv
reprezentdciok igen erds hatdssal lehetnek a gyerekek gondolkodaséban
kialakulé nem verbdlis fogalomképzetekre. Amennyiben ezek ellentmondasban
vannak a formalis elmélettel akkor nehezen detektalhato és nehezen kijavithato
kognitiv konfliktus faktorok forrdsaivd valhatnak. Ennek forditottja is igaz,
eszkoziil 1s szolgalhatnak ilyen tipust konfliktus faktorok modositasara.

o A szemléltetd eszk6zok hasznéalatanak modja, idétartama
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A szemléltetd eszkozoket hasznalhatjuk demonstracioként, vagy a gyerekek
altal hasznalt manipulacios eszkdzként, rovidebb, ideig, bevezetd jelleggel, vagy
hosszabb ideig, munkaeszkdzként. Paivio a szemléltetd eszkozok hasznalatat
dual kodu eljarasoknak nevezi (dual-coding processes).

Azt allitja, hogy nem elég ezeket a fogalmak bevezetésére hasznalni, komoly

sikereket Uigy lehet elérni, ha elegendd ideig, szisztematikusan hasznaljuk dket.
(Paivio, 2006, 13. 0.).
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3. ELOZMENYEK

3.1 Fogalomalkotasi zavarok

Az alabbi esettanulméanyok az ELTE TTK Tanarképzd Fdiskolai Karan szerzett
tapasztalataim alapjan késziiltek. Geometria gyakorlaton a sik egybevago-
sagainak témakorével foglalkoztunk. El6addson mdar megismerték annak
elméletét, hogyan lehet a tengelyes tiikr6zések szorzataként a sik tobbi
egybevagosagait megkapni, milyen algebrai struktirakat alkotnak ezeknek a
transzformacioknak kiilonb6z6 részhalmazai. A didkok latszolag tudtdk és
értették az elméletet, tudtak példaul hogy két tengelyes tiikkrozés egymasutanja
egy eltolads vagy egy forgatds a tengelyek helyzetétdl fiiggden, és még be is
tudtak ezeket a tételeket bizonyitani. Hamarosan kideriilt azonban, hogy nagyon
konnyen el lehet Oket bizonytalanitani, hogy a tudasuk mechanikus ¢és
megalapozatlan.

Lassunk erre néhany peldat:
1. eset:

A hallgato elmondja annak bizonyitasat, hogy két parhuzamos tengelyre torténo
tiikrozés egymdsutdnja egy eltolas a két tengely iranyitott tavolsiganak a
kétszeresével.

, Legyenek a sik egy tetszéleges P pontjabol az a egyenesre, illetve a vele
parhuzamos b egyenesre bocsdtott merdleges talppontjai A, illetve B. Nevezziik
a P pont a-ra vonatkozo tiikorképét P'-nek, a P' b-re vonatkozo tiikorképét pedig
P"-nek. A tengelyes tiikrozés tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy az irdnyitott
szakaszokra felirt

PA = AP' valamint a P'B = BP"

egyenloségek teljesiilnek. Az iranyitott szakaszokra tovabba fenndall, hogy

PP" =PP'+ P'P" = PA + AP' + P'B + BP"
amit az el6zo egyenloségekkel egybevetve azt
kapjuk, hogy

PP" = 2AP' + 2P'B = 2(AP' + P'B) = 2AB
tehat a P pontot a P" pontba egy 2AB vektorral
valo eltolas viszi at.”

Kicsit gyanus nekem az okoskoddas befejezése, ezért a
kovetkezo kérdést teszem fel:

— En P-t at tudom vinni P" pontba egyetlen tengelyes
titkrozéssel is — és ekkor berajzolom a PP" szakasz
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felezé merolegeset. — Vajon mondhatjuk-e ezutan, hogy a két tengelyes tiikrozes
egymasutanja helyettesitheto egyetlen tengelyes tiikrozéssel?

El6szor meglepddtem, késébb megszoktam, hogy a csapda miikodik, a hallgatok
nem kis szazaléka - bar bizonytalanul - igent valaszol erre a kérdésre.

2. eset:

Két téglalapot egymas mellé rajzolok, négyzethalos alapon, hogy vilagos legyen
az egymashoz viszonyitott helyzetiik.

E H
r r ’ ee ] oo .~ ° L ]
A kérdés az, hany kiilonbozé egybe-
vagosagi transzformdcio viszi a rozsa-
szin téglalapot a vilagoskékbe? o °

Az elso vadlasz altalaban az, hogy
harom. Egy tengelyes és egy kozéppontos tiikrozés, valamint egy eltolds.

Kérdezem, hogy biztos-e, hogy nincsen tobb.

Erre dltaldban felvetodik a kérdés, hogy szabad-e tobb transzformdciot is
vegezni egymas utan. Miutan azt valaszolom, hogy természetesen szabad, akkor
sokan arra szavaznak, hogy vegtelen sok egybevagosag viszi egyiket a masikba.

A kévetkezd kérdeés persze az, hogy vajon biztosak lehetiink-e abban, hogy ezek
mind kiilonbozoek.

Ezutan természetesen tisztaztuk, hogy mi a helyes valasz, de ugy tint, hogy ez
nem igazdin meggyozo a hallgatok egy részének, analog kérdésekre a
tovabbiakban is nehezen tudnak valaszolni.

Mindkét esetben a transzformacidk osszetételével kapcsolatos egyszerii kérdés
kapcsan dertl vilagossag valami alapvetd bizonytalansagra a transzformacio-
fogalommal kapcsolatban. A hibdk implicit mdédon ravilagitanak a didkok
fejében €16 fogalomképzet néhany standard vonasara.

Az elsé esetben egy tételt kell bizonyitani, itt a fogalomképzetnek inkabb a
formalis, verbalis oldala aktivalodik. A probléma az, hogy ez a verbalis
ismeretrendszer pontatlan, a hibadsan gondolkod6 didk szdmara a transzformdacio
pontja egyltt transzformdlodik. A transzformaciok egyenldségérdl szolo
bizonyitast verbalisan tanulta meg, rdaddsul gy, hogy nem tisztazddott a
fejében, hogy mit jelent két transzformacio egyenldsége. A transzformaciorol
alkotott fogalomképzet szemléletes, nem verbalis oldala nem segit a
tisztanlatasban ebben a helyzetben.

A madsodik eset azt mutatja, hogy amikor két egybevago alakzathoz kell egy
olyan transzformaciot talalni, amelyik az egyiket a masikba viszi, akkor inkébb
a transzformaciokrdl szerzett intuitiv képhez folyamodnak, a transzformaciora
mint mozgatasra gondolnak. A probléma az, hogy ebben az intuitiv képben két
transzformacié azonositasa erdsen kotédik az uthoz, amelyen a pontok, az
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alakzatok a végsO helyzetiikbe keriilnek. Ha tehdt mds tuton jut az alakzat a
végs® helyzetébe, akkor a didkok hajlamosak azt hinni, hogy mas
transzformaciorél van szo. A transzformécidk Osszetételérdl szerzett tudas
ugyan megvan a fejekben, lexikalis tudasként, de nem segit.

A két eset egyiitt arrol arulkodik, hogy bar a transzformacio-fogalom képzete
gazdag szemléletes és formalis elemekben is, ezek kozott szinte semmi
kapcsolat nincs, nem segitenek egymasnak a hibas részletek felismerésében,
tisztazasaban.

3. eset:

Egy 8. osztalyos tankonyvbol valo feladatot adok fel a
tanarjelolteknek.

»Szerkessz olyan egyenloszaru derékszogui hdromszoget,
melynek derékszogii csucsa P és atfogojanak egyik csucsa
az a, a masik pedig b egyenesen van!” (Imrecze et al.,
1981, 218. 0.)

A hallgatok egy rovid ido utan elkezdenek kisérletezni a jol bevalt heurisztikus
modszerrel — ,, ha tul sok a megkotés egy feladatban, hagyjunk el egy feltetelt”.
Olyan egyenloszaru, derékszogii haromszogeket rajzolnak, vazlarosan,
melyeknek P a derékszogii csiicsa, az A csucsat pedig onkényesen valasztjdik az a
egyenesen. P és A mar meghatdrozzak a haromszoget, tehat a harmadik, a B
csucs helyét is. Megprobaljak megsejteni, hogy ha A végigfut az a egyenesen, mi
lehet a B csucsok mértani helye. Ha ezt megtalalnak, akkor a b egyenes és a
meértani hely kozos pontjia megadna a megolddst.

Szabad kézzel rajzolnak, és valtozatos sejtéseket hoznak: a mértani hely kor,
ellipszis, talan egyenes... Egy ido utan persze rajonnek, hogy a B pontok egy a'
egyenesre illeszkednek, melyet az a egyenes C pont korili, 90 fokos
elforgatasaval kaphatunk.

Ez a felismerés nem jon konnyen, ami feltehetdleg azzal magyarazhato, hogy az
egyenes elforgatasardl kevés tapasztalatuk van. Ha egy olyan pont koriil
forgatunk, amely nem illeszkedik az egyenesre, nem tudjak elképzelni, mi lesz a
képe, nincs rodla ,,belsd képiik™.

A feladat diszkutalasa azonban mélyebb téveszmékre is ravilagit.

A feladat alapos megbeszélése utin azt kérem, hogy gondolkodjanak el azon,
biztos-e, hogy mindig van megoldds, és mennyi a megoldasok lehetséges szama.

Ez a kérdés, megfeleld elokészités utan nem szokott gondot okozni. Latjak, hogy
az egyik egyenes elforgatott képe mindig metszi a masikat, és mivel két
iranyban is forgathatunk, a megoldasok szama minden esetben ketto.

A kévetkezd kérdés az, hogy mi a helyzet akkor, ha az a és b egyeneseket nem
parhuzamosan vessziik fel.
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Erre a kérdésre is konnyen jon a valasz. Ilyenkor is két megoldas van, feltéve,
hogy az a és b nem merdlegesek. Hiszen az egyik egyenes elforgatott képe
biztosan metszi a masik egyenest. Ha merdlegesek, akkor &ltaldban nincs
megoldas, hiszen ebben az esetben az egyik egyenes elforgatott képe
parhuzamos lesz a masik egyenessel. Akkor van mégis megoldas, ha az egyik
egyenes elforgatas utan éppen egybeesik a masikkal.

Ekkor azt javasolom, hogy vegyék fel el6szér az a és b egyeneseket, egymasra
merolegesen, majd probaljak a C pontot hozzajuk képest ugy elhelyezni, hogy
legyen megolddas. Hamar rajonnek, hogy a C-t a két merdleges egyenes
szogfelezojen kell felvenni.

Ezutan megkérem a hallgatokat, hogy valasszanak ki egy tetszéleges C pontot a
szogfelezon, és rajzoljanak vazlatosan az abra-

Jjukba nehany lehetséges megoldast. EKkor az a ’/
meglepb dolog torténik, hogy a didkok egy
része csak a szogfelezére szimmetrikus megol-
dast taldalja meg (piros haromszog), néhdanyan
emellett még észreveszik azokat az eseteket is,
amikor az egyik csucs a ket egyenes metszés-
pontjaba keriil (kék és zéld haromszdogek),
teljesen elfeledkezve arrol, hogy ugy hoztik létre, 6k maguk, ezt a helyzetet,
hogy végtelen sok megoldas legyen. Tobb hallgato azonban még akkor sem
ismeri fel a tobbi megoldast, mikor mdsok mar rajonnek, és mondjik, hogy
végtelen sok van.

A jelenség alig hihetd, minden esetben meglepett.

A hiba mogott vilagosan felismerhetd az az eljaras, ahogyan a korzés- vonalzos
szerkesztések soran egy kiilsd pont koriil elforgatott egyenes képét eloallitjak.
Ez altalaban abbodl all, hogy merdlegest allitanak a forgascentrumbodl az
egyenesre, a talppontot a forgdscentrummal 6sszekotd szakaszt elforgatjak az
adott szoggel, majd a talppont elforgatott képében az elforgatott szakaszra
merdlegest allitanak. Ennek a talppontnak a képe tehat az, amirdl belsdé képiik
van. Nincs azonban képiik arr6l, hogy az egyenes tobbi pontjaival — kiilon-kiilon
— mi torténik, nincsen belsd képiik arrdl, hogy elforgataskor az egyenes minden
pontja kiilon-kiilon is elfordul az adott irdnyban az adott szoggel.

Az cljaras soran, ahogyan egy egyenes, szakasz sth. képét korzovel-vonalzoval
megszerkesztik, bizonyos pontok — a merdleges talppontja, szakaszvégpontok,
sth. — a tobbi pontokhoz képest kitiintett szerepet kapnak. Ez pedig meggy6z6
érv amellett is, hogy a transzformacio-fogalom egy procept, alakulasa nagyon
szorosan Osszefligg a transzformalt kép eldallitasara szolgald eljarasokkal.

Ezek a példadk, és még sok mas tapasztalat vilagosan mutatja, hogy az
egybevagosagi transzformaciokrdl nincsen vilagos fogalmuk a didkoknak,
esetenként még az egyetemi, fOiskolai hallgatoknak sem. Vagy a megtanult
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szabalyok, technikdk alapjan dolgoznak, vagy pedig olyan nem-verbalis bels6
képek, eljarasok alapjan, amelyek gyakran félrevezetdek. Felmertil, hogy ennek
hatterében az all, hogy a fogalomképzet szemléletes komponense ellentmon-
dasban van a formalis elmélettel, potencialis konfliktus faktort jelent annak
szamara.

3.2 A ,,zaszlés modszer” iskolai tanitasanak tapasztalatai

A fenti problémdk inditottdk el azt a folyamatot, mely elvezetett egy a
korabbiaktol tobb fontos ponton eltérd transzformacid tanitdsi modszer
megalkotdsdhoz, amelyre a késdbbiekben ,,zaszlés moddszer” néven fogunk
hivatkozni. A zaszlos mddszer 1ényege, hogy a sik egybevagosagi transzfor-
macioinak tanitdsiban a transzformalt kép eldallitdsara, a korzd és vonalzod
hasznalata mellett, az 4tlatszo papir mozgatdsat is legitim szerkesztési eljaras-
ként hasznalja. A modszert részletesen ismertetem a 4.5 szakaszban (39. 0.).

De ezel6tt roviden szeretném bemutatni azt a munkat, ami a dolgozat megirasat
megeldzte, melynek sordn — tanarkollégakkal, tankonyvszerzo-tarsakkal egytitt-
mikodve — elkezd6dott a zaszlos modszerre alapuld transzformaciotanitas
kidolgozasa, kiprobalasa, terjesztése.

3.2.1 Altalanos iskola, felsé-tagozat

A zaszlos modszerre alapozott transzformacidtanitas tObb tankonyvsorozatba
belekeriilt. Ezek koziil az elsd tankonyv 1981-ben irodott egy, az OPI 4ltal
vezetett, kisérlet szamara. (Szeredi E. és Torok J., 1981), ezt kovette egy
hatosztalyos gimnaziumok szdmadra késziilt tankonyv (Kovacs Csongorné, Sz.
Foldvari Vera és Szeredi Eva, 1996), majd az Apaczai Kiadonal megjelent
tankonyvsorozat (Csahoczi E., Csatar K., Kovacs Cs., Morvai E., Széplaki G.,
Szeredi E., (2001-2004): Matematika 5.-8. osztdly. Apaczai Kiado, Celldomolk),

a sort a Sulinova Kht. kompetencia alapi programcsomagjai zarjak (Sulinova
Educatio Kht., 2008), melynek keretében a felsé tagozatos matematika
programcsomagjai az én iranyitdsommal késziiltek, €¢s melyben a kozépiskolas
fejlesztok is atvették a ,,zaszlos modszert” a transzformacid tanitasrol szolo
anyagaikban.

1981-2008-ig — az els6 megvalositastol a kompetencia alapt programcsomagok
elkésziiléséig — a mddszer komoly fejlddésen ment keresztiil. A kezdeti anyag
kedvezétlen fogadtatasa utan a tanarok hozzaallasa, visszajelzései fokozatosan
egyre pozitivabbak lettek.

Ennek hatterében két okot latok. Az egyik az, hogy a tankonyvi feldolgozasok
egyszerlisodtek, finomodtak ¢és gazdagodtak, egyre ,tanarbardtabbak és
gyerekbaratabbak™ lettek. A masik fontos ok az, hogy a tanarok, akiknek ez a
moddszer nagyon Uj volt, tanartovabbképzéseken segitséget kaptak az tjszeri
szemléltetési mddszer megértésében, haszndlatdban. Ma mar az éltalanos iskolai
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tanaroknak legaldbb 20%-a ismeri és hasznalja ezt a modszert részben az
Apaczai Kiado tankonyveinek, részben a Sulinova Educatio Kht. anyagainak
kdszonhetden.

3.2.2 Kisérleti kiprobalas

Az Apéczai Kiadonal megjelent tankonnysorozatot 100 tandr rendszeres —
é¢vente négy egész napos — tovabbképzés mellett megismerte, kiprobalta,
értékelte. Tapasztalataikrol részletes visszajelzést adtak. Eldre elkészitett
kérdéssorozat megvalaszoldsaval, tovabbad a tapasztalatok kotetlen meg-
fogalmazaséval.

A kiadott kérdéssorozatok arrol szoltak, hogy egy-egy tankonyvi fejezet tanitasa
soran melyik részletre mennyi 1dot forditottak, a tankonyvi példak koziil
melyeket oldottak meg, a tankonyv szovegét, a gyakorlo illetve a gondolkodtato
feladatok mennyiségét milyennek talaltak. A Filiggelékben (91-92. 0.) meg lehet
tekinteni mintaként egy-egy kitoltott kérddivet.

A vélemények sok esetben ellentmonddak. Osszességében a tankdnyv szovegét
elegendonek talaltdk. A gyakorld feladatokat neéhany teriileten kevésnek, a
gondolkodtato feladatokat soknak tartottak. A mozgatassal valo tiikrozésrol és a
tikkrozes tulajdonsagairdl szolo részekkel a tandrok nagy része elégedett volt. A
tanarok tobbsége a tovabbképzésen, a személyes kiprobalas elott, idegenkedett a
modszertdl. A kiprobalas utan azonban nagy résziik véleménye pozitivan
valtozott. Visszajelzéseik sok esetben Osszecsengtek az elméleti mddszertani
vizsgalatok eredményeivel.

Sok levelet kaptunk a masolopapir hasznalatardl, melyekben, nagyon kevés
kivétellel, igen jo tapasztalatokrdl szamolnak be. (A Filiggelékben bemutatunk
néhany jellemz6 részletet ezekbdl a levelekbdl is.)

Hasonl6 eredményekrdl szamoltak be a tovabbképzéseken a sulinovas
programcsomagokat kiprobalo tanarok is.

3.3 Tanarképzés

A ,,zaszlos modszer” kicsiszolasdnak fontos része volt az is, hogy a Tanarképzo
Fdiskolan, geometria eldaddsokon az egybevagdsagi transzformdciok tanité-
sakor a mozgds fogalmara a korabbinal nagyobb hangsulyt helyeztem, Hajos
Gyorgy konyvének megfeleld részeivel mélyebben és részletesebben foglal-
koztam.

Ezzel parhuzamosan a fdiskolds didkokkal a gyakorlatokon kiprobaltuk az
atlatszo papir hasznalatat is.

A tapasztalataim egyértelmlien jok voltak, a hallgatok a korabbinal jobban
értették és szerették ezt a témat, a korabbinal nagyobb biztonsaggal oldottak
meg nehezebb feladatokat is ebben a témakorben.
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Az egyetemen a mddszertan kurzusokon ismertettem meg a zaszlés modszert a
didkokkal. Azok a hallgatok, akik ezzel itt taladlkoztak el6szor, kezdetben
iIdegenkedéssel fogadtak azt. Ez azonban minden esetben megvaltozott azoknal,
akik altalanos vagy kozépiskoldban, a tanitdsi gyakorlatuk sordn is
megtapasztaltdk ezt a tanitasi modszert.

Mind a f6iskolan, mind az egyetemen tobb szakdolgozat sziiletett a veze-
tésemmel az egybevagdsagi transzformaciok mozgasra alapozott tanitasanak
témakorében.
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4. TRANSZFORMACIOTANITASI MODSZEREK

Ebben a fejezetben azt szeretném attekinteni, hogy a magyar iskolai
gyakorlatban hogyan jelent meg az egybevagdsagi transzformaciok tanitasa a
kiilonbozd  tanitasi segédanyagokban — tantervekben, tankonyvekben,
modszertani utmutatokban, szakkori flizetekben, tanitasi kisérletekrol szolo
kiadvanyokban — hogyan gondolkodtak errdl a témardl a matematika tanitassal
foglalkoz6 legjobb szakemberek.

A fejezet elején a tantervek tiikrében attekintem, hogy a transzforméciok
tanitdsa hogyan valt itthon a geometria tanitas kozépponti gondolatava.

4.1 A transzformaciétanitas torténete Magyarorszagon,
tantervek alapjan

,Ez a sz0 (curriculum) olyan palyat jelent, amelyet meg kell futni.
Ezt a szot talan helyteleniil hasznaljuk. A curriculumnak olyan
készségek tokéletes elsajatitasat kell tartalmaznia, amelyek viszont
még nagyobb teljesitményképességii készségek birtoklasahoz
vezetnek”

(Bruner, 1974)

A geometria az 1700-a években kezdett megjelenni a magyarorszagi
matematika-tanitasban.

Maro6thi Gyorgy debreceni professzor (1743) ezt irja Aritmetikdjaban: ,,Nem
lehet pedig kimondani, mely igen hasznos a gyermeki elmének élesitésére az
Aritmetica és ha lehet a Geometria.” Tankonyvében a geometriat csak néhany
példan keresztiil érinti, de ez igy is egy nagy eldrelépést jelent, hisz kordbban a
geometria tanitdsa egyaltalan nem keriilt szoba.

Tantervi szinten a geometria a kiegyeze€s utan jelenik meg a magyar oktatasban,
akkor is inkabb a gimnaziumokban ¢és a polgari megfeleld osztalyaiban. Mértan
cimen a specidlis sokszogek ¢és testek tulajdonsdgai (szemlélet alapjan),
egybevagosag, hasonldsag, teriilet- felszin- €s térfogatszamitas, szerkesztések,
mérések az az anyag, aminek a tanitasat a tanterv javasolja. (Cser Andor, 1963)

Az 1924-es kozépiskolas tantervbe mar bekeriil az idomok szimmetridjanak
témakore az 1. (mai szamozassal 5.) osztaly anyagaba. ,,Az idomok egybe-
vagosdaga, hasonlosaga és szimmetridgja szemléleti alapokon.” (Tanterv a
kozépiskolak szamara. 1924)

Az 1946-0s tantervben ,,a mérsékelt mértani anyag (specidlis alakzatok keriilete,
teriilete, felszine, térfogata, szimmetria, egybevigosag, hasonlosag) rendszer-
telen felépitest, teljesen szemléletre alapul.” (dr. Iker Janos 1989)
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Az 1950-ben megjelend kozépiskolas tantervben — a ,redlis tagozat I.
osztaly”-ban — a transzformaciok témakore minden eddiginél nagyobb szerepet

kap:

A tengelyes tiikrozes tulajdonsagai és alkalmazasa, tengelyesen tiikrés idomok.
Kozéppontos tiikrozes tulajdonsagai  és alkalmazasai. Parallelogrammdak
tulajdonsagai.” (Tanterv a kozépiskolak szdmara,1950)

»AZ 1950-es ,, Szamtan és mértan” tanterv célkitiizései kozott eloszor szerepel a
valosag és a matematika kapcsolatainak feltarasa, a felismert torvényszeriiségek
dialektikus materialista szempontu alkalmazasa. Tovabbi uj és eloremutato cél a
fliggvényszerti gondolkodas alapjainak lerakdsa. Azonnal hozzad kell tenniink,
hogy az uj célok megvalositisa a gyakorlatban — részletes utmutatasok és kellé
tapasztalatok hidnyaban — nem vagy csak sematikusan tortént meg.” — irja dr.
Iker Janos (1989).

Mindenesetre 1) tankonyvek késziilnek, ,,melyek felvették a harcot a statikus
geometriai szemlélet ellen: eloszor jelennek meg a 6. osztalytol atdarabolasok,
mozgatasok, transzformaciok.” (dr. Iker Janos 1989).

Az 1958-as tantervben mdr az altalanos iskolaban is szerepel a transzformaciok
tanitdsa, de nem valik az anyag szerves részévé. Mig végiill az 1962-es
kozépiskolai, majd a hetvenes évek atfogo altalanos iskolai tantervreformjdban
(1974 ideiglenes, 1978 1) komplex matematikatanitasi tanterv) a szemléletes és
a rendszeres geometriatanitds igényével megjelennek az egybevagosagi
transzformaciok.

4.2 A geometriai transzformaciék megadasa

Az egymast kovetd tantervreformokhoz mindannyiszor ujabb tankonyvek
sziilettek, melyek altaldban felhasznaltdk a hazai és kiilfoldi didaktikai kutatasok
eredményeit.

A fliggvény- és transzformacio-kozéppontu oktatas egyre jobban foglalkoztatja a
tanitas megreformaldsat kivano tandrokat, modszertani szakembereket, sot
matematikusokat is. A 60-as ¢évektél egyre tobb, a geometria tanitas
korszerlsitését ce€lzo oktatasi kisérlet indul, amelyek f6 célja, hogy a
transzformaciokat a geometria tananyag kozépponti, szervezd elvévé tegyék és
tanitasdnak modszerét kidolgozzak. A tankonyvek mellett a népszertisitd
matematikai irodalomban ¢és a kiilonb6z6 modszertani kiadvanyokban is szép
szdmmal taldlunk a transzformdciok tanitdsanak témakorével foglalkozo
irasokat.

Ezekben az anyagokban két torekvés vildgosan megfigyelhetd. Az egyik a
torekvés arra, hogy szisztematikus, matematikailag minél tisztabb felépitésben
targyaljak a geometriat. A masik az, hogy a feldolgozas szemléletes legyen,
minél kozelebb a gyerekek élményvilagahoz.
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4.2.1 Transzformaciétanitas az alsé-tagozaton

Az 1978-as tanterv bevezetése 6ta a transzformaciokkal mar az also-tagozaton
is elkezdiink foglalkozni.

Az alsobb osztdlyokban az alakzatok egybevagoésaganak fogalma az
osszeilleszthetOséggel, egymdsra fektethetdséggel, egymas helyére mozgat-
hatosaggal kapcsolatos természetes ¢és €sszerli tapasztalatokon alapszik. Egy
sikbeli alakzat &tmésoldsa egy atlatszd papirra és egy masik alakzattal vald
Osszeillesztése magatdl értetdédd moddszer annak eldontésére, hogy két alakzat
egybevago-e vagy sem. Amennyiben egybevagoak, akkor a mozgo atlatszo
papir egy természetes hozzarendelést valdsit meg a két alakzat pontjai kozott.

4.2.2 Transzformaciotanitas a fels6-tagozaton és a ké6zépiskolaban

Az Osszeilleszthetdség, a masolat egymasra, illetve egymas helyére
mozgathatésdga természetesen pontatlan eljards az egybevagosag megalla-
pitasara. A felsobb osztilyokban ennél egzaktabb egybevagodsagfogalomra van
sziikség. (Anndl is inkdbb, mert alakzatok lehetnek gy is egybevagdak, hogy
nem mozgathaték egymas helyére — mint példaul egy jobb és egy bal cipd.)
Emellett azonban a matematikatanitasi szakemberek a szemléletességtol sem
akarnak elszakadni, kiilondsen az altalanos iskolasoknak sz616 anyagokban...

Ennek megfelelden a transzformdciok tanitdsanak kezdetén két kiilonbozo
uton adjak meg a sik egybevagdsagait.

(1) A transzformaciokat meg tudjuk egy olyan hozzarendelési
szaballyal adni, ami a sik minden egyes pontjahoz megmondja, hogyan
kapjuk meg a hozzatartozo képpontot. Ez a megadasi mod egy preciz
utasitast ad arra, hogy a sik egyes pontjainak hol a képe.

Ezek a definicidk valdjaban egy egyértelmii szerkesztési eljarast adnak a kép
eldallitasara abban az esetben, ha az eredeti alakzat pontokbol, illetve egyenesek
¢s/vagy korok részhalmazaibol épiil fel.

1. példa: (Eglesz et al. 1981, 244. 0.)

“Ha adott a sikon egy egyenes, a tiikortengely (t-vel jeloljiik), akkor a sik barmely
pontjanak a tiikorképéhez eljuthatunk tobbféleképpen is. Peldaul igy:

A ¢

Merdlegest allitunk a pontbol a tengelyre.
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o

Ez a tengelyt T pontban metszi.

TA tavolsagot a tengely mdasik partjan, a t
T ponttol kezdve is felmérjiik a merd- s
legesre. Igy jutunk az A' ponthoz. \‘7\ A

@

Az A' pontot az A pont képének nevezziik.

A
[ §

(2) A sik mindegyik egybevagosagat meg tudjuk valdsitani egy papir
mozgatasaval — ami a sikot (vagy a siknak egy részét) szemlélteti. Ez a
mozgatas minden pontot a neki megfeleld képbe visz, egy olyan utasitast
alapjan, ami azt mondja meg, hogy hogyan keriilnek az egyes pontok a
képiikbe. Ez a megadasi mod szemléletesebb, kozelebb all az intuitiv
egybevagodsagfogalomhoz.

A mozgatas egy altaldban pontatlannak tekintett, nehézkes eljards, amellyel
azonban nem csak pontok, egyenesek ¢s korok képét tudjuk eldallitani. Elonye,
hogy természetes modon magaban hordozza az egybevagosagi transzformaciok
tobb fontos tulajdonsagat.

2. példa:(Gallai—Péter 1952, 298. 0.)

., Tiikorrel valo tiikrozés helyett ugy is megkaphatjuk a tiikérképet, hogy a tiikrozés tengelye
mentén rahajtjiuk a papiros rajzos felét a masikra, és ceruzankat erésen megnyomva, még
egyszer végigvezetjiik a rajzon; igy a papiros mdsik felére atvésodik barmelyik tiikréznivalo
egyenes és pont nyoma.

Szabalyszerii szerkesztésben persze sem tiikrot, sem hajtogatdst nem
alkalmazhatunk. E helyett ugy pjuk meg feladatunkat, hogy

ﬁ megszerkesztjiik az (alsd) egyenes két tetszés szerinti pontjanak

tiikorképét (merdlegeseket bocsatva a vizszintesig, és ugyan-
annyival meghosszabbitva oket); és megrajzoljuk a két tiikérképen
datmeno egyenest. 1gy kapjuk az (also) egyenes tiikorkepét,”

A legtobb felépitésben mindkét megadasi mod szerepel egymas mellett.

A “kockds komyvek”-hez tartozd ~munkalapokban taldlhatunk egy
kiilonlegesebb hozzarendelést is.
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3. példa: (Csahoczi et al., 1986. 19. o.)

a) Keress egyszerii szabalyt, és ennek alapjan szerkeszd
meg az adott koron kiviil levo A pont képét, a B pont
keépét, az E, az F, a G és a H pont képét!

Rajzold meg az AB szakasz minél tobb pontjanak
képét!
Mit gondolsz, milyen vonal lesz az AB szakasz képe?

Ez a furcsa transzformacié nem adhaté meg mozgatassal, korre tiikrozésnek is
nevezhetjik.

A tengelyes tiikrozést megadhatjuk pontonkénti hozzarendelési szaballyal ¢€s
mozgatassal is. Tavolsagtarto, szogtartd, egyenestartd transzformaciok. A korre
tilkrozés (szabalyat lasd késobb, a 6.1 szakasz 10. példajaban, 65. 0.) nem
egybevagosag, eltorzitja (el is szakitja) az egyeneseket, megvaltoztatja a
tavolsagokat, szogeket (bar akad néhany kivételes eset), rdadasul kor
kozéppontjanak nincs képe.

4.3. Az egybevagésag szemléltetése

“A geometria tanuldsa kezdetén a tapasztalatbol, szemléletbol valo
kiinduldsnak sokkal nagyobb szerepet kell kapnia, mint az eddigi,
hagyomanyos iskolai oktatisban. A szemlélet sokoldalu és erds
foglalkoztatasa nélkiil a geometria magasabb szintii tanitasa és
tanulasa hamarosan mesterkéltté, formalissa torzul. Az intuitiv
forrasok fejletlensége és erdtlensége folytan az absztrahalasra és
dltalanositasra, a problémaldtasra és a probléma megoldasara
valo készség nem fejlodik ki valojaban.”

(Karteszi, 1966)

A fenti példak koziil a korre tiikrozés példaja kiilondsen vilagosan mutatja,
hogy ez a fajta ,pontonkénti hozzarendelési szabdly” nem garantalja az
egybevagosagot. Ilyenfajta definicid esetén tehat ezt ,,hozza kell tanitanunk™ az
egybevagosagi transzformaciokhoz. Erre a tobbféle megoldast latunk a
kiilonb6z6 anyagokban.

4.3.1 Szemléltetés nélkiil

Van, féleg a kozépiskolas tankonyvek kozott olyan, amelyben a szerzo
egyszerlien kozli ezeket a tulajdonsagokat. Kiilonosebb indoklds nélkiil
leszogezi, hogy bizonyos transzformaciok rendelkeznek a tavolsagtartas
tulajdonsagaval.
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Hajnal Imre specidlis matematika osztdlyok szamara irott tankonyvében

crcr

transzformaciokat ¢és megadja a megfeleldé hozzarendelési utasitasokat.
(Fliggelék 1./A)

Természetesen lehet a tiszta Hilbert-féle utat kovetni, és az egybevagodsagi
axiomakbol, a haromszogek egybevagosaganak alapesetei segitségével
bizonyitani a tavolsagtartast. Erre a tankonyvirodalomban nem talaltam példat,
feladatgytijteményben igen. (Fliggelék 1./B)

4.3.2 Szemléltetés meéréssel

Vannak olyan példak 1is, ahol a modszer kidolgozoi torekednek a
szemléltetésre, de a mozgatason alapuld okoskodasokat el akarjak kertilni. Erre
példa az a kisérlet, amit az Egri Ho S1 Minh Tanarképz6 Foiskolan dolgoztak ki
dr. Pelle Béla vezetésével. (dr. Jakab Albert et al. (1972, 1980). Ebben a
felépitésben a tengelyes tiikrozeés tulajdonsagait egy kibOvitett axioma-
rendszernek tekintették. Erre az alapra épitve a sik tobbi egybevagdsagarol
bizonyitottdk, hogy eldallnak tengelyes tiikrozések egymasutanjaként, tehat
tavolsag €s szogtartd transzformaciok.

Ennek a kisérletnek a matematikai hatterében feltehetéleg a Hjelmslev—
Bachmann-féle felépités all. Az axiomatikus alapozast a tervezok azzal
probaljak megkeriilni, hogy a tengelyes tiikrozés tulajdonsagait szemlélet
alapjan megallapitjak, alaptételekbe foglaljak.

Erre a célra egy sablont haszniltak, melynek segitségével eldallitottak egy
négyszog tengelyes tlikorképét, majd képen és tiikorképen Osszehasonlito
méréseket végeztek. (Fiiggelék 1/C).

A leggyakoribb megoldas azonban mégis az, hogy szerzék a mozgatassal vald
szemléltetéshez folyamodnak a sik egybevagosagi transzformacidinak a
bevezetéséhez, illetve azok tulajdonsagainak alatamasztasahoz.

4.3.3 Szemléltetés mozgatassal

A tanitasi gyakorlatban a sik egybevagosagait sok esetben egy darab papirral

szemléltetjiik. Ez a darab papir jelképezi a mozgo sikot, (esetleg annak csak egy
részeEt), amit a mozgatassal onmagaba, mégis egy 1) helyzetbe vihetiink.
Ez a modszer, els@sorban az altalanos iskolasok szamara irddott anyagokban
teljesen altalanos, de tobb kivalo kozépiskolds konyv is van, amelyik ezt az utat
koveti. Vannak azonban kiilonbségek, abban is, hogy hogyan adjdk meg ezeket a
mozgatasokat és abban is, hogy hogyan hasznaljak fel azokat az egybevagdsag
aldtdmasztasara.

A mozgatissal valdo szemléltetes mar egészen kordn szerepel, mellékes,
komolytalan szemléltetésként, olyan, haboru elétti tankonyvekben is, ahol a
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geometriai transzformacioknak a szerepe még meglehetdsen jelentéktelen.
(Fliggelék 1./E)

A Gallai Tibor—Péter Rozsa-féle hires kozépiskolai tankonyvcsaladban a
transzformaciok mozgatassal vald szemléltetése mar fontos szerepet kap az
egybevagosagfogalom alakitasaban. (Fliggelék I./F)

Az 1962-es tantervben eldszor jelent meg az egybevagdsagi transzformaciok
tanitasa a szemléletes és a rendszeres geometriatanitas igényével.

Az 1962-es tantervhez 0j kozépiskolas tankonyvsorozat is késziilt, melynek
szerz61 — Palmai Lorant és Horvay Katalin — mindketten szakértéi a geometriai
transzformaciok tanitdsahoz kapcsolodo hazai és kiilfoldi kutatdsoknak. A sik
egybevagosagi transzformacioit mozgatassal vezetik be. Erre a szemléletes
bevezetésre alapozva fogalmazzak meg a tdvolsag és szogtartast, valamint a
hozzarendelési szabalyt, amely a képek szerkesztését a tovabbiakban lehetdvé
teszi. (Fiiggelék 1./H)

A fiiggelékben bemutatunk egy részletet Gador Endréné (1971) tanari
segédkonyvébol is (Fiiggelék 1./1), amit a 62-es tanterv alapjan irédott altalanos
iskolas tankonyvcsaladhoz készitett, specidlisan a geometriai transzformaciok
tanitasarol. Gadorné felfogasa szamomra kiilondsen fontos, tobb szempontbadl is.
Egyrészt, nagy hangsulyt fektet arra, hogy a gyerekek maguk tevékenykedjenek.
Ez eddig osszhangban van a Pelle-féle kisérlettel is, ahol a kisérlet iranyitoi
szintén fontosnak tartjdk az egyéni tapasztalatszerzést, de abban a mérésekre
helyezik a hangsulyt. Gadorné azonban a mozgatassal valo kisérletezést allitja a
kozéppontba.

A kockas” konyvek és az utanuk kovetkezd, dr. Hajdt Sandor altal szer-
kesztett, tankonyvsorozat a Palmay—Horvay-féle feldolgozashoz hasonl6é szem-
1életben targyalja a transzformaciokat, természetesen az altalanos iskolasok
¢letkoranak megfelel szinten. (Fiiggelék 1./J)

4.4 Egy angol transzformaciodtanitasi modszer

“ Sikidomok egybevagosagara ugy gondolhatunk, hogy ha az
egyiket lemasoljuk, akkor a masolat a masikra illesztheto.”

(Collier, 1976)

A magyar példak mellé a sok kiilfoldi modszerbdl egyet szeretnék bemutatni,
ami fontos segitség volt az altalunk kidolgozott médszer megalkotasaban.

A kovetkez0 részletek egy tanarképzési céllal irott geometria konyvbdl valok.
Collier (1976) a transzformacidval kapott képeket atlatszd papir mozgatasaval
nyeri. A képek eldallitdsdhoz a sik minden egybevagosagara részletes mozgatasi
utasitast ad, modszere azonban tobb szempontbdl is eltér a Magyarorszagon
megszokottaktol. Ezért két sikbeli egybevagdsagnak — a tengelyes tiikr6zésnek
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¢s a pont koriili forgatasnak — részletesen megadom a kdnyvbeli leirasat, hogy a
késdbbiekben hivatkozhassak rajuk.

4. példa (Collier 1976. 123. 0.)

Tengelyes tiikrozés: “Tegyiik fel, hogy adott az A alakzat

5 ¢és azt kell tikrozni az adott | egyenesre. A kovetkezd
modszerhez atlatszo papirra van sziikséged, és a kovetkezo

lépeseket kell kovetned: (1) Helyezd az dtlatszo papirt az A

alakzat és az | egyenes folé; masold at az A alakzatot, az |

egyenest ¢s a P segédpontot. (2) Emeld fel a masolo-

papirodat és forditsd at ugy, hogy az | egyenes mdasolata

egybeessék az eredeti | egyenessel és a P pont masolata egybeessék a P ponttal.
(3) Az A alakzat “tiikorképe” atlatszik az atlatszo papirlap masik oldaldarol. Ha
szeretnél maradando képet kapni a tiikorképrol, akkor indigd segitségével
visszakopirozhatod az eredeti mellé. Ezeknek az utasitasoknak a végrehajtasa
eléallitia az abra B alakzatat, mint az A alakzat tengelyes tiikorképét az |
egyenesre. Vigyazzunk, hogy a tengelyt és a P segédpontot is lemdsoljuk. Ha

elhagyjuk a segédpontot, akkor nem biztos, hogy a valodi tengelyes tiikorképet
kapjuk. Lehet, hogy ,, csiiszds tiikrozés ”-t végziink tengelyes tiikrozés helyett.”

Forgatas: ,, Adott egy egyszerii, nyitott gérbe, ABCD, amint az abran lathato,
és tegyiik fel, hogy neked el kell ABCD-t forgatnod a Q pont, mint a forgatds
kézéppontja koriil, ST iranyitott szoggel. A kovetkezo eljarashoz atlatszo papirra
van sziikséged, és a kovetkezo lépeseket kell
kovetned: (1) Helyezd az atlatszo papirt az

alakzat f51é (beleértve a Q, S és T pontokat .
is) es masold dt az ABCD gérbét valamint S‘m
o B

1

az ST ivet. (2) Tartsd a ceruzadat ugy, hogy ;
a Q masolata rajta maradjon a Q ponton,

(3) Mikozben Q pontnal egyiitt tartod az eredeti lapot és a mdsolopapirt forgasd
el a masolopapirt (ne az eredetit) addig, amig az S pont masolata talalkozik a T
ponttal. (4) A lemasolt alakzat a keresett elforgatott kép. Ha szeretnél egy
maradando képet kapni az elforgatott képrol, akkor indigo segitségevel vissza-
kopirozhatod az eredeti mellé.”

~
~
~
~

4.5 A ,,zaszlés modszer”

Ebben a részben a sik egybevagdsagi transzformicidinak egy ujfajta
szemléltetésével foglalkozom, és azzal hogy erre alapozva hogyan adhatjuk meg
a sik egybevagosagait, ugy, hogy az ne csak egy rovid ideig hasznalt
szemléltetés legyen, hanem legitim eleme az egybevagdsaggal kapcsolatos
ismereteiknek.
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4.5.1 A zaszlos modszer sziiletése

A féiskolai tanitdsomban tapasztalt gondolkodasi hibdk (melyeket a dolgozat
elézményeként mar bemutattam), a sajat kozépiskolas — tanuloként és tanarként
szerzett — tapasztalataim, tovabba a Hajos-féle, mozgasokra alapozott
egybevagosag-fogalom mélyebb megértése voltak azok a hatasok, melyek egy
eddigiektdl eltérd szemléltetési mddszer keresésére Osztonoztek. Egy olyan
modszertani megoldas keresésére, mely egyszerre megfelel az altalanos és
kozépiskolas gyerekek képességeinek, gondolkodési szintjének, mindennapi
tapasztatainak, s mindekozben 0Osszhangban 4all a geometria axiomatikus
felépitésével. Fokozatosan egyre vilagosabb lett, hogy a mozgas fogalma
kulcsfontossagu ezekben a probléemakban is, és a probléma megoldasaban is.

Két fontos példa allt elottem, egyik a Hajos axiomakban megadott
mozgasfogalom, a masik pedig az el6z6 fejezetben ismertetett angol modszer,
amelyik a szemléltetésnek sokkal fontosabb szerepet ad a transzformacid
tanitdsban, mint a magyar hagyomany, és amelyik a tengelyes tiikrozésnél
elszakad a kotott palyaval valdo mozgatastol. Olyan modszert kerestem, amely
Osszeegyezteti az atlatszo papir segitségével torténd, kisgyerekekhez kozelallo
szemléltetést ¢€s a Hajos-féle, félsikkal-félegyenessel vald egységes, tiszta
megadasi modot.

Els6 1épéskeént a foiskolai tanitasomban elkezdtem hasznalni az atlatszo papirt a
mozgas szemléltetésére ugy, hogy a mozgast két félegyenes és hatarolt félsik

segitségével adtam meg. A
C

Ezzel sikeriilt a fdiskolas hallgatok szadméra a mozgasi ‘b\
axiomakat érthetobbé tenni, de ugyanakkor egyértelmii a

volt, hogy ez a mddszer, ebben a formdban, az iskolai

gyakorlatban nem hasznalhato.

A félegyenes altal hatarolt félsik szokatlan alakzatdhoz valami egyszeri
szemléltetést kellett még taldlnom. Ebben az segitett, hogy Hajos Gyorgy ezt az
alapalakzatot — félsik hataran egy félegyenessel — az el6adasaiban mindig
zaszlonak nevezte. EbbOl sziiletett az iskolds gyerekek szamara a fehér és a
fekete zaszlo, amit egy mozgatas soran fedésbe kell hozni egy atlatszo papir
segitségével.

4.5.2 Mozgas megadasa zaszlok segitségével

,Ha az alakzat mozog, akkor pontjai uj helyzetbe keriilnek, de
lehetnek kozottiik helyben marado pontok is. Mozgads kozben az
alakzat alakja nem valtozik meg. Szo lehet az egész tér, azaz a tér
valamennyi pongdanak egyiittes mozgasarol is. Egy alakzat
mozgdsat mindig kiegészithetjiik az egész tér mozgdsavd. Ugy
gondolhatjuk tehat, hogy egy alakzat mozgasakor a mozgo tér viszi
az alakzatot uj helyzetbe. Nem gondolunk arra, hogy a mozgo
alakzat pontjai milyen helyzetet foglalnak el, hanem csak arra,
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hogy a mozgas révén milyen kezdo helyzetbol milyen véghelyzetbe
jutottak. ”

(Hajos, 1971 10. 0.)

A dolgozatban targyalandé ) modszerben a sik egybevagosagi transz-
formacioit mozgatassal szemléltetjiik. Olyan utasitasokat adunk, melyek
konnyen megjegyezhetdek, végrehajtasuk pedig egyszerli, segitségiikkel
gyorsan, ¢s elég jo pontossaggal eldallithato a transzformalt kép.

A transzformacidé megadasaban a mozgatas palyaja semmi szerepet nem jatszik,
kizarélag a kezdo és véghelyzet hatarozza meg.

A transzformacio elvégzéséhez sziikségiink van

atlatszo papirra. A mozgatast két zaszlo segitségével -
adjuk meg, egy fehér és egy fekete zaszloval. / ( )\
Mindegyik zaszlo egy szakaszbol (a zaszlorad), és '

egy hozziillesztett haromszogb6l all. A két zaszlo \ (T \
egyforma alaktl és méretli, az egyik fehér, a masik L. 2 1
pedig fekete. Az dabra egy ilyen példat mutat:

(Példankban a két zaszlorad egybeesik.)

A gyerekek a kovetkezd utasitast kapjak:
5. példa (Szeredi, Kovdcs, 2003, 56. 0.)

»Madsold at a megadott abrat [alakzatot] a fehér zaszloji mutatoval egyiitt az atlatszo
papirra! Ezutan emeld fel a masolatot, majd tedd le ugy, hogy a fehér zaszloju mutato
pontosan fedje a fekete zaszlojut! (Ha ezutan az atldtszo papirra ujra dtmdsolod az eredeti
abrat is, akkor azon egyiitt lesz az elmozgatassal kapott kép és az eredeti rajz.)”

Ennek az eljarasnak a ,,zaszIos

SL(T \<§ 67/ - /“‘. modszer” nevet adtam.
b 1 / (

Lassuk, hogyan lehet a sik kiilonboz6é egybevagosag tipusait ilyen modon
definialni az altalanos iskolas gyerekek szintjén.

A) Tengelves tiikrozes

Eldszor gondosan megmagyardzzuk az eljarast, ahogyan a tengelyes tiikkorkép
eldallithato.
6. példa (Szeredi, Kovdcs, 2004, 31. o.)

., Tegyiik a mdsolopapirt az abrara, masoljuk at a rajzot és az egyenest is, majd a
masolopapirt emeljiik fel és tegyiik le ugy, hogy a tiikortengely pontjai 6nmagukra keriiljenek,
de a tengely két oldala felcserélédjon!™
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Ve &

Ahhoz, hogy a tengely pontjait pontosan Ha ezutan az eredeti rajzot Gjra atmasoljuk
egymasra tudjuk illeszteni, meg kell jelol- a masolopapirra, megkapjuk egyiitt az eredeti
niink rajta egy pontot. rajzot ¢és tiikorképét.

Ezen az eljarason alapul a definicio:

,Adott egy t egyenes, a tengely. Ha a sikot ugy mozgatjuk el, hogy a tengely pontjai
onmagukra keriilnek, és a tengely altal hatarolt két félsik helyet cserél, akkor a tengelyes
tiikorképet kapjuk.” (Szeredi, Kovdcs, 2004, 31. 0.)

Ezt a definicidt 6. osztalyos gyerekek nyelvén fogalmaztuk meg, ugyanakkor
szinte sz() szerint megegyezik a tengelyes tiikrozés Hajés altal megadott,

crr

Nehezebb a helyzet a sik tobbi egybevagosagamak az esetében.

B) Forgatds

A forgatast, eltolast, csuszastiikrozést a matematikai hattér cimii fejezetben
mar definialtuk térbeli mozgaskeént is.

Az ott adott, preciz matematikai definiciokat nehéz lenne megérteni egy
iskoléas gyereknek. Helyette két z4szlo segitségével adjuk meg a transzforméaciot
az abrakon lathato mdodon.

; A forgatast egy kozépponttal és egy irdnyitott
szO0ggel adjuk meg. Ha az iranyitott szoget a forgatas

kozéppontjaba tessziik, és az abranak megfeleléen

3 ;ff ratesszilk a zaszlokat, akkor ezzel pontosan, ¢€s

\ minden gyerek szamara vilagosan megadtuk a
forgatast.

C) Kézéppontos tiikrozés a
Ez természetesen a forgatds egy specialis \ ’

esete, példaul igy is megadhatjuk:
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D) Eltolas

w Hasonloan egyszeri az eltolds zéaszlokkal torténd
w megadasa is. Az eltolast egy iranyitott szakasszal
adhatjuk meg. Ha arra az &branak megfelelden

zéaszlokat illesztliink, megadtuk az eltolast.

E) Cstszéstitkrozés i

Ezzel a mddszerrel a csuszéstiikrozést is konnyi- et
szerrel megadhatjuk.

A csuszastiikrozéssel vald foglalkozast a tankOnyvek amugy gondosan
elkeriilik, mert nehéz elhitetni rola a gyerekekkel (s6t a tanarokkal is), hogy az
nem két egybevagdsag egymasutanja, hanem egyetlen transzformdacid. Ezzel a
modszerrel a gyerekek szdmara természetes, hogy ez egyetlen transzformadcio,
ami egyszerre rokona az eltolasnak ¢€s a tengelyes tiikrozésnek is. A zédszlorud
helye Ugy valtozik, mint az eltoldsndl, a z4szl6 haromszoge pedig két ellentétes
félsikba mutat, mint a tengelyes tiikrozésnél.

4.5.3 A zaszlés szemléltetésre alapozott transzformacio-tanitas

A megtanitott anyag tartalmaban nincs szamottevd kiilonbség a korabbi
feldolgozasi mddszerekhez képest, a sorrendben €s a hangstilyokban azonban
igen. Ezért ebben a részben roviden felvazolom ennek a mozgatasra alapozott
felépitésnek a menetét.

Ennek az utnak azokat az dllomasait, melyeket a fogalomépités szempontjabol
kiilonosen fontosnak tartok, a kovetkezd fejezetekben, a ,,zadszlés modszer”
mélyebb elemzésében részleteiben is bemutatom.

A tantervnek megfeleléen 6. osztalyban bevezetjik a tengelyes tiikrozést, 7.
osztalyban a kozéppontos tiikrozessel €s 8. osztalyban az eltolassal foglalkozunk
részletesebben.

Ezek mindegyikét el0szor mozgatasként vezetjiik be, azaz a gyerekek
megtanulnak egy egyszeri eljardst a transzformalt kép eldallitdsara atlatszo
papir segitségével. A masolopapir hasznalatira alapozzuk a transzformacio-
tulajdonsagok felismerését. Ennek a modszernek a haszndlata soran sokféle
tapasztalatszerzési lehetdséget kinalunk az alakzat és kép megfigyelésére,
Osszetartozo részletek keresésére, a kozottiik 1€vo kapcsolatok vizsgalatara.
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Ekozben lehetdség nyilik arra, hogy az egyes transzformaciok minél tobb
tulajdonsagat a gyerekek tudatositsdk, megfogalmazzak, tovabba, hogy, a pont
¢s képe kozott felismert Osszefiiggések alapjan, a pontonkénti hozzarendelési
szabalyokat megfogalmazzak, valamint hogy megismerjék azokat a korzOs-
vonalzoés eljarasokat, melyekkel egy pont képét eldallithatjak.

A maésolépapirt a korzés vonalzos szerkesztések mellett a korabbiaknal sokkal
tovabb hasznaljak feladatmegoldésra, szimmetrikus alakzatok, vagy egybevago
alakzatparok 0sszetartozé részleteinek vizsgélatara, érvelések alatdmasztasara.

4.6 A bemutatott médszerek f6bb jellemzaoi
A Dbemutatott anyagok alapjan megfogalmazhatunk néhany altalanos
megallapitast.
Lattuk, hogy nem minden felépités torekszik a szemléltetésre.
A legtobb esetben azonban a szemléltetés fontos szerepet kap.
Az angol mddszer a magyar hagyomanyoktdl elsésorban abban tér el, hogy
e térbeli mozgassal definidlja az egyes egybevagdsagokat;

e czekre ¢piti az egyes egybevagosagok targyalasat, nemcsak illuszt-
racioként hasznalja ezeket;

e nem hagyja ki a cstiszastiikrozést a sik egybevagosagai koziil,

e egyetlen esetben — a tengelyes tiikrozésnél — Ggy adja meg a mozgatasi
utasitast, hogy csak a kezdd és véghelyzetet rogziti.

A ,z4szlos modszer” a magyar transzformacio-tanitasi hagyomanyoktol
elsésorban abban tér el, hogy az egybevagosagok megadasdra pontos €s
konnyen megvalosithato, egyszerli modszert kinal, melyben csupan a kezd6 és
véghelyzet szamit. Ez maga utan von egy sor tovabbi, kisebb-nagyobb valtozast
1s a fogalomépitésben, amit az alabbi tdblazatban foglaltam Ossze.
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A magyar hagyomany fobb jellemzoi

A szemléltetéshez a legtobb esetben a mozgatast
hasznaljak — egy kivagott, vagy megrajzolt
alakzatot tartalmaz6 papir meghatarozott uton
torténd mozgatasat;

A mozgatdsok pont vagy tengely koriili for-
gatasokhoz, eltolasokhoz kapcsoldodé minden-
napi tapasztalatokon alapszanak. Azoknak is
prototipikus valtozataihoz, amikor a mozgatas
kotott palyan — egy rogzitett pont, vagy tengely
kortl, eltolasnal pedig egy parhuzamos sinpar
mentén — torténik;

A zdszlos modszer fobb jellemzoi

A szemléltetéshez a legtobb esetben egy atlatszo
papir mozgatasat hasznalja, mely a transz-
formalando alakzat mellett tartalmaz egy zaszlo
is, melyet egy masik, rogzitett zaszloba moz-
gatva kapjuk meg az alakzatunk képét;

A mozgatdsok nem kapcsolodnak szorosan a
forgatasokrol, eltolasokrol szerzett mindennapi
tapasztalatok prototipikus valtozataihoz.

A pontok palyaja akarmilyen lehet, egy-egy
transzformacié meghatarozasaban csak a mozgé
sik kezdd és véghelyzete szamit;

A hangstuly mindekozben az alakzatok moz-
gatasan van, a papirdarab — bar szimbolikusan
reprezentalhatnd a mozgoé sikot — inkabb csak az
alakzat hordozoja marad;

A szemléltetés kiindulasi alapot ad a vizsgalt
transzformdcido  invarians  tulajdonsagainak
megallapitdsahoz, ezeket a tulajdonsadgokat a
gyerekek intuitiv egybevagosag fogalmara
alapozza;

A hangsuly az atlatszo papir mozgatasan van, a
papirdarab szimbolikusan reprezentalja a mozgd
sikot, mikdzben az alakzatot is a transzformalt
képébe viszi;

A zaszlokkal megadott mozgatas Iehetoséget ad
az Osszetartozo részletek alapos megfigyelésére,
igy egyrészt a transzformacid invarians tulaj-
donsagainak megallapitasara, masrészt a szim-
metridkon alapulé okoskodasokra, szimmetrikus
alakzatok tulajdonsagainak leolvasédsara, bizo-
nyitasara;

Az a tanitasi fazis, amelynek sordn mozgatassal
szemléltetjiik az egyes egybevagosagokat, szinte
minden esetben egy rovid bevezetd idészakot
jelent;

A sik egybevagdsagi transzformacidinak térbeli
mozgassal valdo megadasa, megvalositasa része
marad a tanitdsi folyamatnak, akar az érett-

ségiig;

Erre a szemléltetésre alapozva megalkotjak a
hozzarendelési szabalyt, mely a késObbiekben
atveszi a preciz definicid szerepét, ami egy
pontonkénti hozzarendelési szabalyt jelent, és
melynek segitségével a transzformalt kép
korzdvel, vonalzdval megszerkeszthetd.

A szemléltetésre alapozva megalkotjak a hozza-
rendelési szabalyt, melyet a kés6bbiekben a
mozgas-definiciéval parhuzamosan, ekvivalens
definicioként haszndlnak a diakok. Ennek segit-
ségével megtanuljak a megfeleld eljarasokat egy
pont transzformalt képének korzével, vonal-
zoval valo szerkesztésére, amit parhuzamosan
hasznalnak a megfeleld atlatszo6 papiros elja-
rasokkal;
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5. AMODSZER ELEMZESE

Ennek a fejezetnek a témdja az altalam elgondolt, kollégakkal kozdsen
kifejlesztett modszer részletes elemzése. Az elemzést a dolgozat elején
osszefoglalt matematikai és tanulaselméleti hattérre fogom alapozni.

Az elemzésben emellett a transzformaciotanitds hagyomdnyaihoz is vissza
fogok nytlni. Azt remélem, hogy ezek fényében pontosabban latszik, mi az a
,,Zaszl6s modszer’-ben, ami a hagyomanyok szerves folytatdsa, mi az, ami a
hagyoméanyokban meglevé gondolatok tovabbfejlesztése, €s mi az, ami jnak
nevezhetd benne.

A moddszer elemzésekor a téma szempontjabol legfontosabbnak talalt elméleti
szempontok mentén fogunk haladni.

5.1 Az egybevagosagfogalom megalapozasa — a mozgatas
szerepe

. ... @ hatékony matematikai nevelés az absztrakt szimbolumok és
relaciok megfeleld konkretizaciojan alapszik.”

(Skemp, 2005).

Mivel a mozgatasnak a zaszlés modszerben kozépponti szerepe van, ezért
fontos volt szamomra, hogy megismerjem €s megértsem, hogyan vélekedtek
err6l korabban a didaktikusok. Itt egy rovid osszeallitasban megprobaltam
Osszegytijteni a legfontosabb idevago gondolatokat.

Az alapkérdésem az, hogy az egybevagdsag fogalom alakuldsat mennyire
mélyen €rinti az iskolai tanitasban az, hogy a mozgatas:

e kozvetetten, vagy kozvetleniil vesz részt a fogalomépitésben,

e Osszhangban van-e a megfeleld preciz fogalmakkal, vagy bizonyos
pontokon ellentmond azoknak,

e legitimnek tekintik-e.

5.1.1 A mozgatas szerepe a transzformacio tanitas korai példaiban

Az 1960-as éveket megeldzéen az egybevagosdg fogalmat szinte kiza-
rélagosan a haromszogek egybevagosaganak alapeseteire épitették.

Azonban, ha figyelmesen megnézziik ezt a fajta felépitést, latjuk, hogy a
fogalomépités hatterében ott 4ll a mozgatds gondolata. Ebben az iddszakban a
tankonyvek az egybevagosadgra vagy nem adnak kiilon definiciot, vagy a
mozgatas gondolatat felhasznalva hatarozzak meg, példaul igy:
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,két idom egybevdago, ha ugy fektethetok egymdsra, hogy egymdast teljesen
fedik.” (dr. Veress 1930). ,, Két alakzatot akkor neveziink egybevdagonak, ha azok
egymasra helyezve kélcsondsen fedik egymast.” (Farago, 1963).

Horvay birdlja ezt a fajta meghatarozést, részben azért, mert csak sikbeli
alakzatokra alkalmazhat6, részben pedig azért mert sikbeli alakzatok esetén is
pontatlan.

Az egybevagdsagi alapesetek indoklasai is érdekesek a témank szem-
pontjabol, mivel a mozgatas itt is szinte kihagyhatatlannak latszik.
A fiiggelékben talalhatd szemelvénygylijteményben szerepel erre harom példa
dr. Veress Pal 1930-ban, Gallai—Péter 1952-ben, Faragd 1963-ban kiadott
tankonyveébdl, ahol a szerz6k mind egy kicsit kiilonb6zé modszerrel oldjak meg
ezt a tanitasi feladatot (Fiiggelék I./E,F,G). Mig Gallai és Péter Rozsa a
tankonyvben vilagosan szétvalasztja a szemléltetést és a deduktiv érvelést, a
masik két szerzonél ezek nem valnak szét.

Horvay Katalin szerint az ilyenfajta, mozgatdsra alapozott, okoskodés (mint
Veress ¢s Farag6 bizonyitasa) ,,nem tekintheto igazan bizonyitasnak. Ha ugyanis
a ,, rahelyezést” osszes tulajdonsagaval egyiitt alapfogalomként kezeljiik, akkor
egyszerubb az egybevdgosagi alapeseteket bizonyitds nélkiil elfogadni. Ha jol
utanagondolunk, rajoviink, hogy lényegében ezt is tettiik. Az un. bizonyitdssal
csak azt magyarazgattuk, hogy a szemlélet alapjan nyilvanvalo e tételek
dllitasa.”

5.1.2 A mozgatas megitélése a hatvanas évek reformtérekvéseiben

A kérdés tisztazasa égetden fontossa valik, amikor hatvanas évek geometria-
tanitast korszeriisitd torekvései a transzformécidkra alapozott geometria-tanitast
tlizik ki célnak. .,...az egybevigosagi alapesetekre épiilo targyalasrol attériink
az egybevagosagi transzformaciokbol kiindulo feldolgozdasra. A geometriai
transzformaciok segitségével elérheto, hogy a tanuldok figyelme az alakzatok
kozotti osszefiiggésekre, kapcsolatokra iranyuljon, fejlodjék a térszemléletiik. ” —
irja Horvay Katalin (1978)

Ennek az iddszaknak a vezetd pedagogusai, elméleti szakemberei nagy
gondot forditanak arra, hogy a transzformdacid tanitas bevezetését elméletileg —
mind a matematika mind a didaktika oldalar6l — minél koriiltekintdbben
megalapozzak. Sok tanulmany sziiletik ezzel kapcsolatban, itt most azokat a
gondolatokat emelem ki, melyek az egybevagosag, a térbeli fizikai mozgas és az
axiomatikusan definialt geometriai mozgas kapcsolatat érintik.

Horvay Katalin a korabbi egybevagosdg-meghatirozas helyett Hajos

crcr

egybevagosagi transzformacio, amely az egyiket a masikba viszi dat.” (Hajos,
1971). Ezt a definiciot sokkal jobbnak tartja a korabbiaknal, egyrészt mivel
térben is mukodik, masrészt mivel az egybevagosagi transzformdciok
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tulajdonsagaira alapozva korrekten bizonyitani lehet az egybevagosagi
alapeseteket.

Roviden felvdzolja a cikkében, hogy Hajos hogyan alapozza meg — a
mozgasra mint alapfogalomra épitve — a fenti definiciot, azonban az iskolai
alkalmazasrdl ezt irja: ,, Az dltalanos és kozepiskolaban nem kévethetjiik az
elobb vazolt utat.”

Tankonyviik (Horvay—Palmay 1966) koncepciodjat pedig igy foglalja Ossze:
A tengely koriili forgatassal kezdtiik a targyaldst. A szereplé olvasmdanyokban
lényegében megmutattuk, hogy minden tovabbi transzformacio ebbdl szar-
maztathato.” ,, Minden transzformacio legegyszeriibb tulajdonsagait kozvetlentil
a szemlélet alapjan, bizonyitas nélkiil elfogadtuk. (Ez, mint a Figgelék I./H
példajaban lathato, mozgatassal vald szemléltetést jelent.) Magasabb fokon
azonban nem nehéz ezt a targyalast szigoritani. Ha ugyanis a tengely koriili
elforgatas néhany alaptulajdonsagat axiomanak tekintjiik, akkor tovdbbi
tulajdonsagai és a tobbi egybevagosagi transzformdcio minden tulajdonsaga
ezek segitségével bizonyithato.”

Felfogasa oOsszecseng az Egri Tanarképzd Foiskola kisérletének
koncepcidjaval (Pelle és Jakab, 1972) (bar a konkrét megvaldsitdsban
gyokeresen eltér6 megoldasokat valasztanak).

Pelle és Jakab ezt iyjak: ,,... a transzformdcios alapon torténd targyalds
kozelebb dll az dltalanos iskolas tanulok értelmi fejlettségéhez, pszichologiai
adottsagaihoz, mint pl. a mozgasra vagy egybevagosdgi axiomdakra alapozott
targyalas.” Olyan felépitésre torekszenek, ,,amely a sik onmagara valo leke-
pezeseinek, a transzformacioknak kozpontibb helyet igyekszik biztositani. Ennek
alapjaul egy olyan axiomarendszer szolgal, amely bizonyos valtoztatasokkal a
hilbertibol keletkezik. ...az egybevdgosagi axiomakat olyan tiikrézéssel helyette-
sitjtik, amelyek szorzatdaval mozgdsokat nyeriink.”

Pelle és Jakab a tengelyes tiikrozés fogalmat, annak invaridns tulajdonsagait
valasztja a felépitése alapjaul. Ezeket a tulajdonsdgokat méréssel igazolt
tapasztalatokra alapozza. Ha megvizsgaljuk a Pelle-féle kisérletbdl kivalasztott
részleteket (Flggelék 1./C), akkor latjuk, hogy bar a mozgatast elutasitjak, az
meégis nagyon erdteljesen jelen van a mddszeriikben. Nem csak abban, hogy egy
sablon atforditasaval allitjak eld a tengelyes tiikorképet, hanem abban is, hogy a
mérés maga is az elmozgatott merev test tdvolsagtartd tulajdonsagéan alapszik, a
merev lapnak tekintett papirdarab helyett a vonalzdt, vagy a szogmeérdt
mozgatjak a gyerekek.

Figyelemre méltd, hogy mindezekben az elméleti meggondoldsokban
felvetddik a mozgatds gondolata, és mindegyik elveti azt a lehetdséget, hogy
matematikailag a térbeli mozgasra épitsen. A mozgatast a deduktiv felépitéshez
sziikséges alapallitasok megfogalmazasara szolgal6 illusztracionak szanjak, nem
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tekintik legitim matematikai eszkoznek, amint lehet, f€lreteszik — szinte
,megszabadulnak téle”.

Mi az oka ennek az ellenérzésnek? Feltehetdleg az, hogy magat az eszkozt —
sablont, vagy atlatszé papirt —, valamint magukat a mozgatassal valo érveléseket
(Figgelék L/E, F, G), pontatlannak és homalyosnak tartottak. Ez az érzés
indokolt, hiszen az eszkéz maga, és a mdd, ahogyan a transzformalt képet
eldallitottak a segitségével valoban problémas.

A f0 probléma az, hogy a mozgatds megadisa a pontok palyajanak
megadasaval torténik, ami ellentmond annak, hogy a transzformdacio
megadasban csak a kezdet és véghelyzet szamit. Ezért is mondanak le hamar a
szemléltetésrol, térnek at arra, hogy mozgatasbol lesziirt tulajdonsagokat €s a
hozzarendelési szabalyt hasznaljadk az €rvelésekhez, s ennek alapjan a korzos-
vonalzos szerkesztéseket a kép eldallitasahoz.

Miért okoz meégis fogalmi torzuldsokat a szemléltetés, ha ilyen gyorsan
elhagyjak? A fogalomalkotéssal kapcsolatos legujabb kutatdsok vélaszolnak erre
a kérdésre.

A gyerekek egybevagosagfogalmanak nem verbdlis részében a mozgatdsnak
alapvetd szerepe van. A mindennapi tapasztalatok az elmozduld merev testekrol,
sikbeli figurdkrol az egybevagosag-fogalom jobb agyféltekés komponensének
erdteljes részét képezik. Ebben a hétkoznapi tapasztalatanyagban sok esetben
csak a mozgatas kezdd és véghelyzete 1ényeges, sok esetben azonban fontos
szerepet jatszik a mozgo test palydja is. A fizikdban, a dinamikdban kitiintetett
szerepik van a helyvaltoztatds bizonyos kotott-palyas ,,prototipusainak” —
forgatas rogzitett tengely kortl, eltolas rogzitett sinpalya mentén, sth. —, ezekhez
kotddnek a kiilonb6z6 mozgastipusok elnevezései is. A rovid ideig alkalmazott
szemléltetések, tovabba az elnevezések ezt a ,kotott palyas” belsd képet
felerositik, legalisan hozzdkapcsoljdk a matematikai fogalomhoz. Ennek a
fogalomalkotdsban két fontos hatasa is van:

e magatol értetdd6vé teszi az alakzatok invarians tulajdonsagait;

e a mozgasokrol alkotott prototipikus képekhez tévesen kapcsolja a mozgod
pont palyajat.
Az els6 hatas alapvetd fontossagu, ez teszi a mozgatassal valo szemléltetést
elhagyhatatlanna, az egybevagosaggal kapcsolatos alapismereteink alapjat adja.

A masodik hatas lathatatlan, nem tudatos konfliktusfaktorként van jelen, s all
a hatterében tobbféle megértési nehézségnek. Leginkabb taldn a transzformaciok
ekvivalencidjanak megértésében okozhat gondot. Két transzformaciéo egyfor-
masaganak, vagy kiilonbozdségének megallapitasdban dontd fontossaguva
valhat, hogy hogyan — milyen tton, vagy milyen szabaly szerint — jutnak el a
pontok a transzformalt képeikhez. Ezaltal hattérbe szorul az, hogy két
transzformacio egyenldsége csak azon mulik, hogy minden ponthoz ugyanazt a
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képpontot rendelik-e. Ez komoly akadalyt jelenthet a transzformacio-
szorzasokrol szolo allitdsok megértésében (itt megértésre, és nem tételek
megjegyzésére gondolok), nem kis részben ez lehet a felelds a dolgozat elején
ismertetett hibas gondolatok egy részéért.

Az is kideriil, hogy ezt a problémat, amit a , kotott-palyds mozgasfogalom”
jelent, mar a transzformacidra alapozott geometriatanitds bevezetése idején is
vildgosan felismerték a didaktikusok, €s lattak, hogy a tanitasban sziikség lenne
ennek a képnek a modositasara.

Hollai Marta (1975) ezt iga: ,, A szimmetriak vizsgdlataval arra is
ramutathatunk, hogy a matematikaban sokszor csak a kezdo- és véghelyzetre
vagyunk tekintettel. Ha a kiindulo helyzetbol ugy is el tudok jutni a veghelyzetbe,
hogy egy merev testet (lapot) mozgatok, akkor biztosan egybevigosdagrol
(specidlis egybevdgosagrol, azaz matematikai értelemben is mozgasrol)
beszeliink. Ha a testet (lapot) ugy is el tudom mozgatni a kezdo helyzetbol, a
véghelyzetbe, hogy pontjai kérpalyan mozognak, akkor forgatdsrol, ha
egyenesen tudtuk mozgatni, akkor eltoldsrol van szo. Azt, hogy egy alakzat és
forgatottja, eltoltjia egybevago, a merev test fizikai fogalma biztositia. A merev
test mozgasaban lévo valtozatlansag lesz a specidlis egybevdagosag modellje.”

Az hogy Hajos Gyorgy — klasszikus tankonyvében (Hajos, 1971) — a mozgas
fogalmat valasztja alapfogalomnak, szdmomra az 6 kivalé pedagogiai érzékérdl
taniskodik. Hiszen a mozgasélmény valoban az egybevagosagrol alkotott
szemléletes fogalmaink alapja, s Hajos axiomarendszere éppen ezt legalizalja.

Nagy szerencsének érzem, hogy ezt az elméletet , készen megkaptam” ¢€s igy
az egybevagdsag szemléltetését kozvetleniil a mozgis matematikailag is
tisztazott fogalmara épithettem.

5.1.3 Mozgatasra alapozott transzformaciotanitas, a ,,zaszlés
modszer”

Horvay az egybevagodsag ,fedésbe hozhatosdag”-on alapuld definicidjat a
Ltavolsagtarto hozzarendelhetoség™-gel szeretné helyettesiteni.
Az ilyen tipusu definiciokat:

., Két alakzatot akkor neveziink egybevdagonak, ha azok egymdsra helyezve
kolcsonosen fedik egymast.” (Farago, 1963).

ezzel a pontosabb definicidval szeretné helyettesiteni:

, Két alakzat egybevigo, ha van olyan egybevagosagi transzformacio,
amely az egyiket a masikba viszi at.” (Hajos, 1971).

A 7zé&szlés modszer altal épitett egybevagosidgfogalom e két definicio
szintézise.
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Ebben a modszerben a mozgatas palydja nincsen meghatarozva, csupan a
mozgd sik kezdd és véghelyzete. Az atlatszo papir — amennyiben nem hajtjuk,
gylrjiik, nygjtjuk, tépjik stb., azaz egy merev lapnak tekinthetjik — egy
mozgathatd sikként viselkedik, igy természetes szemléltetése Hajos VII
axiomajanak. A zéaszlo egy félsikot szemléltet egy félegyenessel a hatardn. Ha
vesszik a zaszl6 radja altal meghatdrozott félegyeneseket és azokat a félsikokat,
amelyeket a zaszlok haromszogei hataroznak meg, akkor két félsikot kapunk
hatarukon egy-egy félegyenessel, melyek, Hajos VIII. axiémaja szerint,
pontosan egy mozgast hatdroznak meg.

Ennek eredményeképpen a mozgasrol szerzett élményanyagnak, mar meglévo
szemléletnek, azokat az elemeit erdsitjiik €s kapcsoljuk hozza az alakuld
egybevagosag ¢és transzformacid fogalomhoz, melyekben a palya nem szamit,
csak a kezdd ¢és veghelyzet. A zaszloparokkal megadott mozgatasok a transz-
formalt kép eldallitasara olyan eljarasokat engednek meg, melynek soran a sik
pontjai kimozdulhatnak a térbe, a gyerekek a sik egybevagdsagait a térbe
agyazva tapasztalhatjadk meg.

Az étlatszo papir mozgatasa tehat legitim matematikai eszkdzz¢é valik ebben a
rendszerben. Korrekt, ugyanakkor a gyerekek szadmara konnyen érthetd
definiciokat adunk a leképezésre, melyek segitségével konnyen eldallithato a
transzformalt kép.

Hajos felépitésében két tavolsag, két szog akkor egyenld, ha van olyan
mozgas, amely egymasba viszi Oket. Ez teljesen megfelel a kisgyerek
,egyformasagrol”, egybevagosagrol alkotott képének, aki két alakzat egybe-
vagbdsagat ugy tudja megallapitani, hogy egymasra mozgatja azokat, és akinek
ekozben a mozgatas palydja nem fontos.

A ,,zaszl6s modszer”-ben talalkozik a mozgasfogalom axiomatikus megala-
pozasa a kisgyerek intuitiv egybevagosagrol szerzett tapasztalataival. A
formalodo fogalomképzetben a jobb agyféltekés, képi, motorikus reprezentaciok
nincsenek ellentmondasban, a bal agyféltekés, verbalis, szimbolikus repre-
zentaciokkal, s6t gazdagitjdk, tdmogatjdk azokat. Alapot szolgaltatnak a
keésdbbi, magasabb szintli ismeretek szamara is.

Ugyanakkor a zaszlés modszernek is megvan az a hibdja, hogy alkal-
mazasaval ardnytalanul nagy hangstly tevddik a sik egybevagosagaira,
sikidomok egybevagosagara, amit Horvay Katalin joggal hibaztatott a korai
felépitésekben.

5.2 A transzformalt kép — mozgatas és/vagy korzé-vonalzés
szerkesztés

A geometriai transzformaciokra alapozott tanitasban a transzformdcio-
tulajdonsagok, és ezek kozott elsdként a tengelyes tiikrozés tulajdonsigainak a

o1



A modszer elemzése

szemlé€ltetése az egybevagosagfogalom épitésének kulcsfontossagu eleme. Ez a
kérdés szorosan Osszefiigg azzal, hogy a tanitas soran a gyerekek maguk milyen
modszert, vagy modszereket, hasznalnak a transzformalt kép eldallitasara.

Ennek a fejezetnek az egyik kérdése az, hogy a sik egybevagosagainak
szemléltetésére hasznalt atlatszo papirdarabnak mi a jelentéstartalma és mik a {6
funkcidi:

e az atlatszo papir (mozgathatd sablon stb.) csupan tanari demonstraciora,

vagy tanuloi tapasztalatszerzésre is hasznalt eszkoz;

o f0 feladata a transzformacié egybevagdsagi tulajdonsagainak illusztralasa,
vagy a transzformalt kép eldallitasara is alkalmas, legalis eszkoz;

e rovid ideig, vagy hosszabb 1dOn at szerepel a tanitasi folyamatban?

A masik kérdés arra vonatkozik, hogy a korzé-vonalzo eszkozkészlet szinte
kizarélagos hasznalata milyen hatassal lehet az egybevagosdg fogalom ala-
kulsara.

5.2.1 Nézetek az egybevagosagi transzformacidk szemléltetésérél

“A geometria tanuldsa kezdetén a tapasztalatbol, szemléletbol valo
kiindulasnak sokkal nagyobb szerepet kell kapnia, mint az eddigi,
hagyomanyos iskolai oktatisban. A szemlélet sokoldalu és erds
foglalkoztatasa nélkiil a geometria magasabb szintii tanitasa és
tanulasa hamarosan mesterkéltté, formalissa torzul. Az intuitiv
forrasok fejletlensége és erdtlensége folytan az absztrahdlasra és
dltalanositasra, a problémaldtasra és a probléma megoldasara
valo készség nem fejlodik ki valojaban.”

(Karteszi, 1966)

A transzformdacidtanitds fontossagat illetden elég nagy az egyetértés a 60-as
¢vek matematika tanitdssal kapcsolatos anyagaiban. A szemléltetés kérdésében
azonban tobb nézetkiilonbség is van.

Dr. Pelle Béla ezt irja: ,, Fokozatosan kell legyozni a szemléletes és fizikai
elképzelésnek a geometriai tartalommal valo erds kapcsoltsagat, hogy a tények
geometriai magja felé haladjuk eldre.” (Pelle és Jakab, 1972)

Horvay Katalin az 1966-ban megjelent tankonyviikrdl ezt mondja:

., Megismertethetjiik azonban a tanuldkat a kiilonbozo egybevdagosagi transz-
formdciokkal. Ezek egyszertibb tulajdonsagait fogadjuk el a szemlélet alapjan
bizonyitas nélkiil. Tovabbi tulajdonsagait az elobbiekre tamaszkodva bizo-
nyithatjuk. ... Igy erésen szemléletes bdzisbol kiindulva dllandéan a konstruktiv
utat jarva eljuthatunk a magasabb fokon is megfelelo definiciohoz.”

Tehat egyetértés van abban, hogy a bevezetéskor sziikség van a szemlél-
tetésre, amitdl fokozatosan el kell szakadni. Abban azonban mar nagy kiilonb-
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ségek vannak, hogy mit és hogyan szemléltetnek, hogy milyen szerepet szdnnak
a szemléltetésnek a fogalomépités folyamataban.

A dr. Pelle Béla altal vezetett kisérlet (Fliggelék 1./C) megtervezdi fontosnak
tartottak, hogy a gyerekek maguk meggydzddjenek valahogyan a kiindulo
allitasok igazarol, addig a pontig, ameddig mar bizonyitani tudunk. Ugy tiinik,
hogy itt a szemléltetésnek az a {6 szerepe, hogy a bizonyitds hianydban a
meggy0zést szolgalja. Nagy erénye ennek a modszernek, hogy a gyerekek
figyelmét rairanyitjak az Osszetartozd részletekre. (A mérést mint szemléltetést
azonban teljesen elhibdzottnak latom, mivel maga a mozgatas — mind intuitiven,
mind matematikai szempontbol — tisztdbb és meggy6zObb érv a mérésnél a
tavolsag és szogtartas alatamasztasara.)

A Horvay-Palmai szerzOparos hozzaalldsa a szemléltetéshez ennek sok

tekintetben éppen az ellenkezdje (Fiiggelék H). A bemutatott részlet alapjan is
jol latszik, hogy a szemléltetést a szerzOk nagyon komolyan veszik.
A tankonyvben levd képek valodi fotok, €s a gyerekek arra vannak felszolitva,
hogy 6k maguk is végrehajtsak azt, ami az abran latnak. A gondolatmenet, ami a
szemléltetéshez kapcsolodik csak annyit fogad el a szemléletbdl, hogy két
szakasz, illetve két szog megegyezik egymdssal amennyiben az Gsszehajtas
soran fedésbe keriiltek. Ennek alapjan korrekt kovetkeztetésekkel jutnak el a
tobbi transzformdcio tulajdonsagokig. A szemléltetés tehat matematikailag tiszta
gondolatmenetekkel kapcsolodik Ossze. Néhany megfigyelés utan azonban,
miutan a kivant kovetkeztetéseket levontak, elhagyjak a kisérletezést, attérnek az
elméleti okoskodasokra, illetve a korzos-vonalzos szerkesztésekre. A szem-
1éltetés csak rovid ideig szerepel, pusztan a legalapvetobb tulajdonsagok
megallapitasara szolgal.

Mindkét koncepciordl megallapithatjuk, hogy a szemléltetésnek alantasabb,
masodlagos szerepet szan, atmenetet ahhoz a fazishoz, ahol mar kényelmesen
tud bizonyitani, elvont szinten dolgozni.

Vannak azonban ebben az idO0szakban is olyanok, akik a mozgatasnak
fontosabb szerepet tulajdonitanak a transzformécié tulajdonsagok puszta
illusztralasanal.

Gadorné (1971) irja az transzformdacio-tanitdshoz készitett tanari itmutatoban
(Fiiggelék 1./1).

“Nem lehetiink biztosak abban, hogy a transzformaciok lényegét kozelebb
hozza a tanulokhoz az, ha a tandr alkalmas szemléltetéssel vezeti be az uj
fogalmakat. A szemléltetést, magyardzatot a tanulo csak mint kiilso — tehat
lényegében passziv — szemlélo koveti, az igy nyert benyomdasai nem elég mélyek,
nem elégge személyesek. A fogalmak kialakulasihoz neki maganak kell
. kisérleteznie”, , felfedezéseket” tennie, meg kell probalnia megfogalmazni a
tapasztalatait. ”
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Véleménye Osszhangban van a tanulaspszicholdgia legujabb eredményeivel
(pl. Paivio, 2006).

Hollai Marta is fontosabb szerepet szdnt a mozgatdsoknak a puszta
illusztracional. A geometriai gondolkodas €s a transzformacios szemlélet szintjei
(1972) cimii cikkében irja: ,,A Il. szint.> akkor kezdédik, ha az Gsszehasonlitds
alapja, a figyelem az egyes pontok mozgasara iranyul. ... A Ill. szinten mar a
mozgo pontoknak a kezdo és véghelyzeteit hasonlitiuk 6ssze. Hatodik osztalytol
elérheto, hogy a tanulok kozvetleniil a mozgasok segitségevel megvizsgaljak az
alapveto transzformdciokat, azok tulajdonsdagait. Ezek segitségével kezdhetiink a
Ill/a megvalositasahoz: az alakzatok egyes tulajdonsagai kozti kapcsolatok
feltardsa, a definidlo tulajdonsdgok kivalasztasa, az alakzatok rendszerezése.
Ekkor sokat kell ténylegesen atforgatni, hajtogatni, csusztatni, szerkeszteni, hogy
a tapasztalati kisérletbol logikai kisérlet valhassék, ...”"

Sajnalatos mdédon Gadorné és Hollai Marta elképzelései nem ¢épiiltek be a
tanitasi gyakorlatba.

Ennek okat egyrészt abban kereshetjiik, hogy a tevékenység, mint tanitési-
tanulasi modszer a tandrok kozott, egy sziik kor kivételével, nem volt elfogadott,
kiilonosen a felsd-tagozaton, és még inkabb a kdzépiskolaban. A masik ok az
lehet, hogy a javasolt tevékenységek kényelmetlenek és pontatlanok voltak.

Vegyiik tehat kozelebbrdl is szemiigyre a transzformalt képek eldallitasara
szolgalo tevékenységeket. A kovetkezd fejezetekben megmutatom, hogy az
egybevagosagfogalom egy geometriai procept, melynek alakulasiban ezek az
eljarasok meghatarozo szerepet jatszanak. (A kovetkezd elemzésekben a
tengelyes tiikrozésre fokuszalok. Az megallapitasok azonban altalanosak,
elmondhatok a tobbi egybevagosagra is.)

5.2.2 Az egybevagosag mint a kérzés-vonalzos szerkesztési
eljarasokhoz ké6t6dé ,,procept”

Az elméleti bevezetdben lattuk, hogy a procept harom Osszetevd — az eljdrds
(process), a targy (object) és a szimbolum — 6tvozete.
Megmutatom, hogy a bemutatott felépitések mindegyike magaban foglalja a
procept formalds minden elemét:

az eljarasok:

(a) az alakzat tiikrozése egy mozgd papirdarab segitségével

(b) a tiikorkép szerkesztése korzd és vonalzo segitségével;

5Elemzésében a transzformacids gondolkodas fejlodését koveti végig, a geometriai gondolkodas van Hiele
szintjeire illetve azoknak az orosz pedagdgus, lNbiwkano (Piiskalo), altal modositott valtozataira timaszkodva. A
rémai szamok a van Hiele szinteket, az I/a, I1/a, a MbllKano-féle szinteket jelolik.
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a targy:
a tengelyes tiikr6zés €s tulajdonsagai;
a szimbolum:

vagy az adott t tengely maga, vagy a kép és tiikorkép szimmetrikus
egyiittese. (KésObb az R; matematikai szimbolumot is hasznaljuk a t
tengelyre torténd tiikkrozés formalis lejegyzésére.)

Az eljarasok ¢és a végrehajtasuk soran keletkezd vizudlis képek a jobb
agyféltekés belso reprezentaciok kialakulasaban dont6 szerepet jatszanak. Az (a)
eljarassal mar részletesen foglalkoztunk. A hagyoményos felépitésekben ezt
csak rovid ideig hasznaljak. A tiikorkeépet korzOs-vonalzos szerkesztéssel allitjak
eld. Az egybevagdsag mint procept ebben a felépitésben erre a (b) tipusra, a
korzés-vonalzos szerkesztésekre épilil. Ez az eljards tobbfeéle szempontbol
korlatozott, €s természetesen hatassal van a fogalomalkotasra.

A korzés-vonalzos szerkesztési eljaras kizarolagos hasznalata 4ltal indukalt
fogalomképzet tobb ponton is ellentétbe keriilhet az egybevagosag és
altalanosan a transzformécid matematikai fogalmaval. A matematikai ¢&s
didaktikai elemzés sordn az alabbi problémak fogalmazodtak meg: az eljaras
soran a siknak csak bizonyos pontjai, ponthalmazai transzformdlodnak és a
transzformalt kép eldallitdsa sordn a pontok nem egyenranguak; ezért nem
alakul ki a szimmetrian alapulo kovetkeztetések képessége, altalaban nem alakul
Ki ,,bels6 kép” a transzformacio mukodésérol. A kovetkezokben ezeket az
¢szrevételeket részletesebben is kifejtem €s alatdmasztom.

e A siknak csak bizonyos pontjai, ponthalmazai transzformalodnak.

A geometriai transzformaciok tanitasakor a feladatmegoldasok megadott
pontok, alakzatok transzformalt képének eldallitasat kivanjdk meg. Nem
természetes az a gondolat, hogy a transzformécidban az egész sik minden
pontja részt-vesz, azok is, amelyeknek nem szerkesztjiilk meg a képét.

e A transzformalt kép eldallitdsa soran a pontok nem egyenranguak.

A korzOs-vonalzos szerkesztések bizonyos pontoknak, ponthalmazoknak
kiemelt szerepet adnak. (Egy szakasz, egy haromszog vagy barmilyen
sokszog képét ugy allitjuk eld, hogy a csucsok képét megszerkesztjiik, majd
a képeket Osszekotjiik. A kor képét a kozéppont tiikorképe koré azonos
sugari kor szerkesztésével, az egyenes képeét egy vagy két pont képének
megszerkesztésével kapjuk meg.) A szerkesztésekben a szakaszvégpontok,
sokszogcsucsok, kor kozéppontok, esetleg egy egyenesen egy merdleges
talppontja specialis fontossagot nyer. Mindez azt eredményezi, hogy egy-
egy gyerek fejében az egyenestartds is csak félig-meddig megértett, pontat-
lan fogalom, amint ez a hibas gondolat a 3. esettanulmanyban (27. 0.)
implicit médon megjelenik.
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e Nem alakul ki a szimmetrian alapul6 kovetkeztetések képessége

A szimmetria-okoskodasok természetessé valasahoz az sziikséges, hogy a
vildgosan megjelenjenek. Mivel pedig a kép eldallitasakor a gyerekek csak
néhany pont képét szerkesztik meg kozvetleniil, nincs €élményiik a tobbi
Osszetartozd pontokrol, vagy komplexebb 0Osszetartozd részletekrdl. Az
egymasnak megfeleld részletek sok esetben nem jelennek meg a ,belsd
képben”.

Az Osszetartozd részletek megtapasztaldsanak hidnya talan a f6 ok
amogott, hogy a didkok nagyobb része nem igazan képes arra, hogy
kovetkeztetésekben, feladatmegoldasokban az egybevagosagi transzfor-
maciokat hasznalja. Matematikai megfontolasokban — a transzformacios
felépités bevezetése ellenére is — elsdsorban a haromszog-egybevagosagi
alapesetekre tamaszkodnak.

e Nem alakul ki ,,belsé kép” a transzformacio miikodésérol

A korzds-vonalzos szerkesztési eljardsok csupan kiilonallo pontokbol,
egyenes ¢s kordarabokbol allo alakzatok tiikorképének szerkesztését teszik
lehetdveé, ugyanakkor pedig elég bonyolultak (a forgatas kiillondsen
komplikalt), tal sok erdfeszités kell a transzformalt kép eldallitasahoz.

A szerkesztési eljards nem kapcsolodik szervesen az egybevagosagrol
szerzett korabbi tapasztalatanyaghoz, ugyanakkor az ikonikus szimbolum —
az alakzat és a megszerkesztett kép szimmetrikus egylittese — gyakran nem
elég pontos, €s a szerkesztés segédvonalai miatt nem is elég vilagos ahhoz,
hogy meggy6zd képet adjon kép ¢€s tiikorkép egybevagosagarol;

Mindez azt eredményezi, hogy a gyerekek til kevés tapasztalatot szerez-
nek az egybevagod alakzatokrol, azok egymasnak megfeleld részleteirdl.
Sokkal kevesebbet annal, mint amennyi ahhoz kellene, hogy egy stabil belso
képet alakitsanak ki ezekrdl a fogalmakrol.

Davis (1984) azt mondja az eljarasokrol: ,,Eleinte, amikor egy eljarast
megtanulunk, szinte mindegyik lépést kiilon tapasztaljuk meg,; az egésznek a
mintazatat és a teljes tevékenység folyamatat nem érzékeljiik. De ahogyan az
eljarast egyre jobban begyakoroljuk, a folyamat maga egy egységgé valik —
dolog lesz beldle.”

A korzés-vonalzos szerkesztési eljarasok nehézkessége miatt eléfordul-
hat, hogy ebben a tanitisi folyamatban nem kapcsolodik Ossze az elja-
rasokkal a dolog, az egybevagosag fogalom maga.
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5.2.3 Az egybevagbsag mint a zaszl6kkal megadott mozgatashoz
kotédo ,,procept”

A korabbi hagyomanyokkal ellentétben, a ,,z4szl6s modszerben™ a mozgatas
megadasa egyszerli €s pontos, a kép eldallitasara szolgald eljarasként sokkal
hangstlyosabb szerepet kap. Mindvégig parhuzamosan jelen van a korzos-
vonalzds szerkesztési eljarasok mellett.

Ez az eljaras kompenzalja azokat a hidnyokat és hibakat, amelyeket — a
kordbbi elemzésiink szerint — a korzds-vonalzds szerkesztési eljarasok kiza-
rélagos alkalmazasa eredményez.

Ennek az eljarasnak a végrehajtasa soran a mozgd alakzat (sot a teljes sikot
szimbolizald papirlap) Osszes pontjai egyenranguak, az egész egyetlen mozza-
natban a helyére keriil. Ily mdédon egy tiszta, erdteljes belsé kép keletkezhet a
transzformacio miitkodesérdl, alakzatok transzformalt képérol.

Alakzat és szimmetrikus parja gazdag valtozatossagban, zavar6 segédvonalak
nélkiil jelenik meg az eljaras sordn, bOséges tapasztalatanyagot nyujtva a geo-
metriai gondolkodas vizudlis szintjén — a van Hiele felosztasnak megfelelden.

Ezeknek a tevékenységeknek a végrehajtadsa soran, van id6 €s lehetdség arra,
hogy az eljaras ,,egy egységgé — dologga valjon” (Davis, 1984).

Miutdn a gyerekek gyakorlatot szereztek egy alakzat elmozgatott képének
eldallitasaban, maga a mozgassal 1étrehozott hozzarendelés lesz a vizsgalat
targya, ahogy azt Davis a procept képzeés folyamatarol megallapitja. Elkezd-
hetnek egymasnak megfeleld részleteket keresni az alakzaton €s képén. Nem
csak megfeleld pontokat, hanem megfeleld szogeket, szakaszokat, megfeleld
iveket, haromszogeket stb. A kivalasztott részletekrol konnyen ellendrizhetd
atlatszo papir segitségével, hogy valoban egymasnak megfeleld parok-e.

A megfeleld részletekrél magatol értetddoen sziiletnek azok a megallapitasok,
hogy egyformak, ugyanolyan a méretiik — akar elkezdhetjiikk azt a kifejezést
hasznalni, hogy egybevagoak.

Ebben a fazisban a gyerekek a van Hiele osztalyozas szerinti analitikus szinten
dolgoznak.
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7. példa: (Szeredi, Kovacs, 2004, 33. o0.)

A képen egyforma szinnel egyforma részleteket jeloltiink
meg.

A képe A' és A' képe A.
Ezt igy jeloljiik: A — A'és A'— A.
A és A' egymasnak megfelel6 pontok,
roviden: A <> A'
PQ és P'Q' egymdasnak megfelel6 szakaszok, réviden:
PQ & P'Q".
Pirossal megfeleld szogeket jeloltiink. A kék részletek is
megfeleld alakzatparok.

Az egyforma szinii részletek egymds tiikorképei. Atlatszé
papirral egymasra mozgathatjuk oket.

Az egybevagdsag-fogalom természetes modon épiilhet erre a tevékenységre.
Az, hogy az 0Osszetartozd, mozgassal fedésbe hozhato részletek egybevagoak
egyarant 0sszhangban van a kisgyerek intuitiv egybevagdsag-fogalmaval és az

crer

5.3 A transzformacidtulajdonsagok tanitasa

Ha elérjiik, hogy a gyerekek elkezdenck a megfelel6 részletekre figyelni, azokat
le tudjak jegyezni, fel tudjak kovetkeztetésekben hasznalni, akkor nagyot
Iéptiink az egybevagosagfogalmuk fejlesztésében. Ez egy olyan csomodpont,
amelyhez nagyon sok fontos fogalmat tudunk hozzakapcsolni, illetve raépiteni.

Erre alapozva a transzformacio tulajdonsagok kényelmesen 6sszegytijthetok.
Nézziink meg néhany példat, hogyan torténik ez a gyakorlatban:

Tekintsiink egy szakaszt, melynek egyik végpontja a tengelyen van. Ennek a
képe egy olyan szakasz, ami a masik félsikban van, de amelynek a tengelyen
levdé végpontja a megegyezik az eredetivel. Ezenkivill a szakasz és a tengely
altal bezart szog képe éppen az a szog, amelyet a szakasz képe zar be a
tengellyel. Tehat ezek a szakaszok ¢és szogek egybevagodak. Ebbdl a
megfigyelésbdl konnyen lesziirhetdk az alabbi allitdsok:
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8. példa (Szeredi, Kovacs, 2004, 34. o.):

“Mivel a tengely pontjai helyben maradnak, ezért, ha
P pont képe P', és T a tengely tetszéleges pontja, akkor
PT és P'T' egymdasnak megfelelo szakaszok, vagyis
egyenloek.

Pont és tiikorképe a tengely barmely pontjatol egyenlo
tavol vannak. *

,Ha az e egyenes metszi a tengelyt — az M
pontban — akkor az e egyenes €' tiikorképe is
metszi a tengelyt, méghozza ugyanabban az M
pontban. Mivel M pont képe dnmaga, ezért az e
egyenes és a t tengely hajlasszége megegyezik az
e' egyenes és a t tengely hajldsszogével, hiszen
ezek a szogek egymas tiikorképei.

Egyenes és tiikorképe ugyanolyan hajlasszoget
zarnak be a tengellyel. A tengely tehat
szogfelezoje a kép és a tiikorkep altal bezart
szognek.”

Esetleiras:

Ha ezek az észrevételek beépiilnek a gyerekek gondolkodaséba, akkor nem
fog nekik gondot okozni, hogy stratégidkat taldljanak ki arra, hogyan
szerkesszék meg korzével-vonalzoval egy tetszOleges pont képét.

A kovetkez6 két példa ilyen, gyerekek (nem is igazéan jol teljesitd gyerekek)
altal kitalalt szerkesztési stratégia egy P pont P' képének eldallitasara.

o Az egyik gyerek felvesz két pontot tetszélegesen a tengelyen, A-t és B-t, és koriveket
rajzol, A koril AP sugarral, B koriil BP sugarral. A két koriv metszéspontja lesz a P
pont P' képe.

e A masik gyerek 0sszekoti P-t a tengely egy tetszéleges A pontjaval. Az AP szakasznak
a tengellyel bezart szogét atmasolja az A csucstol a tengely masik oldalara. A kapott
félegyenesre ramérve az AP tavolsagot megkapja a P pont P' képét.

Az elébb megfogalmazott észrevételek mas fontos allitasokhoz is elvezetnek.

Kossiik 0ssze a pontot és a képét — P-t és P'-t (P ne illeszkedjen az
egyenesre)! Az 6sszekotd szakasz metszi a tengelyt egy pontban, amit az abran
T-vel jeloltink. Ha az abran megfeleld részleteket
keresiink, ¢és elég ligyesek vagyunk, akkor latjuk, hogy a
P-t61 a tengelyig terjedé PT szakasz megfelel a P'-t6l a

t

PT =TP'
PP Lt



A modszer elemzése

tengelyig tart6 szakasznak, P'T-nek. Tehat a tengelynek feleznie kell a szakaszt.

A T csucsnal elhelyezked6 egyik szognek megfelel egy masik T csucsu szog a
tengely taloldalan, amellyel egyiitt egyenesszoget tesznek ki. [gy mindkettének
90°-nak kell lennie. Tehat, egy tetszéleges pontot és tiikkorképét Osszekotd
szakaszt a tengely merdlegesen felezi.

Ezt az 4llitast 6sszevetve azzal, hogy pont €s képe a tengely minden pontjatol
egyenld tavolsagra van, eljutunk egy mar korabbrdl is ismert, fontos
tudnivaléhoz, miszerint egy szakasz felez6 merdlegesének minden pontja
egyenld tavol van a szakasz végpontjaitol.

C  CAképeCB C AT keépeBT

F'y CA=CB AT = BT
BAC <tképe ABC< CTB<képe CTA<
BAC<= ABC < CTB<= CTA

ACT<képe BCT«

b a A~ ACT<=BCT<

A B A T B

Ha adott egy tengely, és harom pontot Ggy valasztunk, hogy kettd koziiliik
egymas tiikkorképe legyen, a harmadik a tiikortengelyre essék, de ne essenek egy
egyenesre, akkor ezek egy olyan haromszoget csucsai, ami szimmetrikus az
adott tengelyre.

Amennyiben a gyerekeknek mar van gyakorlatuk az Osszetartozd részletek
keresésében, konnyen meg tudjak fogalmaznia az egyenldszari haromszogek
specialis tulajdonsagait.

Hasonlé megfontolasok mitkodnek a tengelyesen szimmetrikus négyszogek —
deltoid, hurtrapéz, rombusz, téglalap €s négyzet — esetén is. Ha a gyerekek
képesek felismerni a megfeleld részleteket egy szimmetrikus alakzatban, akkor
az ilyen alakzat tobbi tulajdonsagait konnyen ki tudjak kovetkeztetni.

A kovetkezd éabra mutatja, hogy az ilyen moddon kiolvasott tulajdonsagok
hogyan irhatok le tomor, szimbolikus formaban.
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AB=AD BC=CD CBD<a=CDA<

D D D

BAC «=CAD<« BCA <=ACD<« BMA<=DMA<=90°

D D D

A A A
B B B
c c c
A A A
B B B
Cc c C
A szimmetrikus négyszogek témakore nem tartozik a konnyii anyagrészek
kozé, pedig a tengelyesen szimmetrikus esetekben a gyerekek szdmara még
viszonylag egyszeri megfeleld részleteket talalni. A helyzet sokkal nehezebb a
tobbi egybevagosag, példaul kozéppontos- vagy egyeb forgasszimmetria esetén.
Ezért tanitaisa még problémasabb, noha példaul a parallelogramma tulaj-
donsagok ismerete alapvetd segitség a deduktiv geometriai kovetkeztetésekben.

Mivel a zaszlos modszerben rendelkezésre all az atlatszo papir, mint egy
egyszeri ¢és hatékony eszkoz a megfeleld részletek megkeresésére, a
kozéppontosan szimmetrikus négyszdg, a parallelogramma tulajdonsagainak
tanitdsa természetes folytatasa lehet a tengelyes tiikkrozésrdl szerzett korabbi —
verbalis és nem verbalis — ismereteknek.

Amint a példak mutatjdk, ez a fajta bevezetés lehetévé teszi, hogy a gyerekek
koran, mar 11-12 éves kortdl kezdve képesek legyenek egyszeri kovetkez-
tetéslancok alkotasara, eljussanak az informalis dedukci6 van Hiele szintjére.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy ez a fajta, szimmetriara alapozott
okoskodds nem miikodik az éallitdsok megforditasanak igazoldsakor, vagyis
amikor azt szeretnénk igazolni, hogy bizonyos oldalak és szogek egyenlOsége
maga utan vonja egy alakzat szimmetridjat. Ilyen fajta érvelésekre csak késébb
keriilhet sor, és akkor is csak tehetségesebb gyerekekkel.

Vasarhelyi Eva (2007) részletesen elemzi, hogy milyen hatassal van ez a fajta,
szimmetriara alapozott bevezetés a sokszogfogalom fejlédésére, kezdve az
altalanos iskolatol egészen az egyetemi tanulmanyokig. A négyszogek osztalyo-
zésanak harom szintjét kiilonbozteti meg: a szimmetria tulajdonsagok, a
metrikus tulajdonsagok és az axiomatikus megkozelités szintjét. Megmutatja,
hogy a fogalom kiterjesztése nem vezet ellentmondasra az egyes szintek kozotti
valtas soran.
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5.4 A ,,zaszlés médszer' helye a magyar transzformacio-
tanitasban

Modszeriink szerves folytatasa az el6dok munkajanak.

Teljes 0Osszhangban vagyunk Hollai Martanak a fejezet elején idézett
megfogalmazasaval abban, hogy a kezdeti fazisban sokat kell a mozgatassal
kisérletezni, hogy a tulajdonsagokat feltarjuk.

Az Osszetartozd részletek fontossdgat illetden Gadornénak a fejezet elején
idézett gondolataihoz allunk legkdzelebb. Az az elgondolés, hogy a gyerekeknek
kell kisérleteznie, hogy a tapasztalat elég ,,személyessé” valjék, hogy nekik kell
a tapasztalataikat megfogalmazni a teljesen megfelel annak, amit Paivio a dual-
kodu eljarasok hosszan tartd alkalmazasarol allit.

Lathato az is, hogy a tengelyes tiikrozes tulajdonsagainak 0sszegytlijtésében a
mi modszeriink és a Palmai-Horvay tankonyv szinte teljesen ugyanazt a logikat
koveti. Ez a kovetkeztetéslanc sok ponton egyezik azzal, ahogyan Hajos Gyorgy
a térbeli mozgasként definidlt sikbeli tiikrozés tulajdonsagait, az egyszerii
szimmetrikus alakzatokrol szo616 tételeket levezeti. (Hajos, 1971, 51-52. 0.).

A mi modszeriink a mozgatidsos szemléltetést legalizalja és konnyen
végrehajthatova teszi. Ezaltal olyan helyzetet teremt, amelyben ezeket a
kovetkeztetéseket a gyerekek maguk fedezhetik fel és fogalmazhatjak meg. Ezek
a tulajdonsagok beépiilnek a gondolkodéasukba, aktiv és segitd részéve valnak a
tengelyes tiikrozésrdl, illetve a tobbi egybevagosagi transzformaciorol kialakitott
fogalomképzetnek.
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6. AZ EGYBEVAGOSAG ALTALANOS FOGALMA
FELE

Ebben a fejezetben szeretném roviden megmutatni, hogy hogyan folytatjuk
tovabb az egybevagoOsagi transzformaciok tanitasat; valaszolni Malara (1995,
166. 0.) kérdésére, hogy ,,vajon lehetséges-e, és milyen mértékig, feliilemelkedni
a transzformdcio mint cselekvés (action) a fogalman, és eljutni a transzformacio
mint hozzarendelés fogalmdahoz?”

A mozgatasoktol tovabb kell Iépniink, hogy eljussunk az altalanos egybevago-
sagfogalomhoz, mar csak azért is, mert a térbeli mozgasok a tér egybevago-
sagainak csak egy részhalmazat (részcsoportjat) alkotjak. El kell jutnunk oda,
hogy az egybevagosagok a tér Onmagara torténd tavolsagtartd leképezései.
Ennek az utnak hdrom fontos allomasa:

e a mozgasként megadott transzformaciok pont-pont hozzéarendelési
szaballyal valé megadasa;

e atranszformaciok ekvivalenciajanak kérdése;

e a tavolsag ¢s szogtartas €s egyeb transzformécid tulajdonsagok altalanos
vizsgalata.

6.1 Transzformacidok megadasa pontonként

Amig a mozgatas tobbé-kevésbé egy mellékes®, vagy éppen sziikséges, de
nem igazan kivanatos’, esetleg kifejezetten nemkivanatos eleme volt a transz-
formécid-tanitasnak, addig természetes volt a torekvés, hogy a mozgatassal valo
szemléltetést minél hamarabb felvéltsa a hozzarendelések pontonkénti, szabatos
megadési modja.

A zaszlos modszerben a tengelyes tiikkroz€s pontonkénti hozzarendelési
szabalyat csak akkor vezetjiik be, amikor a tiikorkép mozgatissal vald
eldallitasaban, Osszetartozo részletek keresésében, a tulajdonsagok megfigye-
lésben mar gyakorlatot szereztek a gyerekek. Fontosnak tartottuk az anyag
felépitésében, hogy az egybevagosagok szog- és tavolsagtartd tulajdonsagai
természetes modon fejlédjenek tovabb az egybevagdsagrol szerzett gyerekkori
tapasztalatokbol.

A tengelyes tiikkrozés pontonkénti hozzarendelési szabalyanak bevezetését
elképzelt (vagy akar valodi) tornadrai jatékhoz kapcsoltuk®. A feldolgozas-

b Lasd az ugynevezett Kockas sorozatot (Kovacs, Szeredi et al. 1980)
" Lasd példaul Pelle Béla altal vezetett kisérletet (Pelle et al. 1972)

8 A feladat a Kockés sorozat 7. osztalyos tankdnyvébél (Kovécs, Szeredi et al. 1980) kélesénzott otlet tovébbfejlesztése.
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modnak tobb érdekes tanulsaga is van, ezért részletesen idézem a megfeleld
tankonyvi részletet.

9. példa: (Szeredi, Kovdcs, 2004, 37.0.)

» Titkrozés pontonként

A gyerekek tornaiinnepélyre késziilodnek. A tornatanar segitségiil négyzethalot festett fel a
palyara. A palya kozepén egy egyenest pirossal megjelélt. Ilyen gyakorlatokat végeztetett a
gyerekekkel:

a) Sipszora mindenki szaladjon a legrévidebb uton az egyeneshez és utana tovabb még
ugyanannyit!

b) Sipszora mindenki szaladjon a legrovidebb uton az egyeneshez és utina vissza
feleannyit!

c) Sipszora mindenki szaladjon a legréovidebb uton az egyeneshez és utana tovabb még
haromszorannyit!

Parositsd ossze a szabdlyokat a képekkel! (A képeken Anna helyét A, az uj helyét pedig A'
jeloli. B és B' Beélat, C és C' Csabat, D és D' Danit jel6li.)
Melyik szabalynal keriilnek a gyerekek a piros egyeneshez képest a tiikorképek helyére?”
D D’ Dl | D/ D ' D
A A | A ‘ A’ AT 1A

B B

o
0
Q
=
o
)
Q
=

,Az a) szabaly éppen a tengelyes tiikorképébe juttatia a gyerekeket. Elképzelhetjiik az
egész sikot ugy, mint egy végtelenbe nyulo, hatalmas sportpalyat, aminek a pontjai — akar
a gyerekek — at tudnak rendezédni kiilonbézo szabalyok szerint. Példaul, ha a sikon adott
egy egyenes akkor a pontok ilyen utasitast kaphatnak:

@k

Stk pontjai figyelem! | \/’g%/ e Yc\l? @

Mindenki szaladjon a legrovidebb uton az % sf!@ J@ @ y@
908" @3@

@~
0%

egyeneshez, és onnan tovabb még ugyanannyit!

Ez az utasitas a tengelyes tiikorképiikbe juttatia a sik pontjait. llyen modszerrel minden

ponthoz hozzdpdrositunk, vagyis hozzarendeliink egy mdsikat. Ezt az eredeti pont képének
nevezziik. Az eredeti pont betiijelével, és meg egy vesszovel jeloljiik oket.
Ha meg van adva a t egyenes, akkor a sik barmelyik pontjanak tengelyes tiikorképét ugy
kaphatjuk, hogy a P pontbol merdlegest allitunk a t tengelyre, majd ennek a meghosszabbi-
tasan megkeressiik azt a pontot, ami a tengelytol ugyanolyan messze van, mint az eredeti P
pont. Ez a P' pont a P pont t tengelyre vonatkozo tiikorképe.”
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Ennek a megadasnak egy fontos momentuma a tréfdsan megfogalmazott
hozzarendelési utasitas, és a hozzatartozé abra a futkarozo pontokkal.

A tanari Utmutat6 azt javasolja, hogy besz¢lgessiink a gyerekekkel az abrarol,
arrél, hogy valdjaban a sik minden pontjara vonatkozik az utasitds, de mi csak
né¢hany pontra, példaul egy szakasz pontjaira, €s a képlikre vagyunk kivancsiak.
Azokat megjeldljik, ugy is képzelhetjiik, mintha sapkat adnank rajuk, és csak
azt figyeljiik meg, hogy azok hova kertilnek.

Ez 6sszecseng a masolopapir hasznalataval, ami a teljes mozgd sikot jelképezi
a rajta kijelolt alakzattal egyiitt, és segiti annak a képnek a kialakulésat, hogy
egy geometriai transzformdacio soran az alaphalmaz minden pontja részt vesz a
transzformacioban.

Ugyanakkor az Osszehasonlitas ravilagit a feldolgozasmod egy hibgjara is.
Hozzarendeléshez ugyanis itt is hozzékapcsoltuk a mozgés képzetét. Itt a pontok
kiilon-kiilon mozognak, és mig a ,,z4szlos modszer”’-nél nagy hangsulyt tettiink
arra, hogy a mozgatas palyaja ne szamitson, itt minden egyes pont mozgasat
eldirtuk.

Annak koOszonhetden, hogy a mozgatdssal vald megadds egyenrangli a
pontonként megadott hozzarendelési szaballyal, természetes mdédon vetddik fel
az, hogy tampontokat keressiink a kiilonb6zd transzformaciok osszehason-
litasahoz.

Ehhez szolgaltat kiindulasi alapot a kovetkezd feladat.

10. példa (Szeredi, Kovacs, 2003, 53. 0.):

Pont-pont hozzarendelések

“Jatsszunk szabalyjatékot pontokkal!

Az alaphalmaz elemei a lap sikjanak pontjai legyenek. Megadtunk néhany pontot és
néemelyiknek a parjat is. Mi lehet az egyes hozzdrendelések szabdlya? Amelyik pontnak nem
adtuk meg a képét, annak keresd meg! Amelyiknek pedig csak a képét adtuk meg, annak
keresd meg az eredetijét!”

)
=
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A feladathoz a tankonyv kozol egy-egy lehetséges megoldast is, (a lehetséges
sz0 itt nagyon fontos, hangsulyt fektetiink arra, hogy ez a néhany adott par nem
hatdrozza meg a hozzarendelést), méghozzd kicsi képekkel egyiitt, amelyek
szemléletesebben 1s megmutatjak, hogyan valtoztatjdk meg az alakzatokat az
egyes hozzarendelések.

Stk pontjai figyelem! Minden pont szaladjon a
legrévidebb uton (vagyis az egyenesre merdleges
iranyban) a piros egyeneshez, majd fusson tovabb
kétszerannyit! (Igy az egyenesen levé pontok
helyben maradnak.)

2 Sik pontjai figyelem! Minden pont szaladjon a
legrovidebb uton a piros egyeneshez, majd fusson
tovabb ugyanannyit! (Igy az egyenesen levé pontok
helyben maradnak.) Szabalyunk éppen a tengelyes
titkrozés. A tengelyes tiikrozést egy egyenessel
adjuk meg.

3 Sik pontjai figyelem! Minden pont szaladjon a
legrovidebb uton a piros ponthoz, majd fusson
tovabb ugyanannyit! Ez a szabadly a kdzéppontos
tiikrozés. A kozéppontos tiikrézést egy ponttal
adjuk meg.

4 Sik pontjai figyelem! Minden pont szaladjon a
legrovidebb uton a piros ponthoz, majd fusson
tovabb kétszerannyit! Ez egy kdzéppontos nagyitds,
egy ponttal és a nagyitas aranyaval adjuk meg.

Sik pontjai figyelem! Minden pont szaladjon a
legrovidebb uton a piros korhéz, (vagyis a kor
kozéppontja felé mutato iranyban), majd tovabb
ugyanannyit!

6  Sik pontjai figyelem! Minden pont szaladjon a
legrévidebb uton a piros egyeneshez, és maradjon
ott! Ez a szabadly a merdleges vetités.

e (3F 4F 4 e <D

Ez a feladat sokfé¢le Osszehasonlitasi lehetOséget kindl, igy alkalmas a
kiilonb6zd transzformaciotulajdonsdgok Osszehasonlitdsara, a transzformaciok
csoportositasara. Erre a feladatra alapozva vezettik be az egybevagdsag
fogalmanak altalanositasat, €s transzformaciok egyenldségének fogalmat.
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6.2 Transzformaciok ekvivalenciaja

A kétféle — mozgatassal és pontonkénti hozzarendelésként valo — megadas
hatterében ott all a transzformacidok ekvivalencidjanak a kérdése. A zaszlos
moddszer nagy eldnyének latom, hogy ez a kérdés ebben a felépitésben
természetes modon, a gyerekek szamara érthetéen, mégis precizen targyalhato.

11. példa (Szeredi, Kovacs, 2003, 59. 0.)

A 3. szabaly (ld. a 10. példat, 65. 0.) szerint szerkesztettiik meg a haziko kijelolt pontjainak
a képét. Kozeppontunk az O pont volt.

Atlatszé papir segitségével mozgassuk el a hdzikét a zdszIok szerint!

El

D

.[3, o("

\B E Iy

N

Azt tapasztaljuk, hogy a megadott pontokhoz mindkét eljaras ugyanazokat a képpontokat
rendeli. A 3. szabaly és a megadott mozgatas valoban ugyanazt a transzformdciot adja
meg.

Latjuk, hogy ugyanazt a hozzarendelést tobb kiilonbozé modon is megadhatjuk.

Ha két transzformdcio olyan, hogy az egyik transzformdcio barmely ponthoz ugyanazt a
képpontot rendeli mint a masik, akkor a két transzformdcio egyenlo.

A sik egybevagosagait ugy adjuk meg térbeli mozgasokkal, hogy csak a
kezdd és véghelyzet szamit. Ez a szemléltetés nagyon jo alapot ad annak a
megértéséhez, hogy a sik két transzformacioja — vagy két akarmilyen fliggvény
— megegyezik, ha minden ponthoz ugyanazt a képpontot rendelik -
altalanosabban, ha az alaphalmazuk megegyezik és minden elemhez ugyanazt az
elemet rendeljiik hozza.

Ez egy nehéz definicio, Skemp fogalmi hierarchidjdban meglehetdsen
magasan helyezkedne el. Ennek a fogalomnak az alakuldsaban nagyon sokat
szamit az, hogy, hogy a gyerekek fejében kialakuld belsé kép 6sszhangban van-
e ezzel a definicidoval. Lassunk néhany tankonyvi részletet arra is, hogyan
segithetjiik a zaszld6s modszerben ezen a teriileten is a fogalomalkotast.

(A kovetkezd feladatnak kiilon érdekessége az, hogy egyarant jol tudtam
hasznalni az 4ltaldnos iskoldban €s egyetemi geometria kurzuson is).
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12. példa (Szeredi Kovdcs, 2003, 61.0.)

Melyik ugyanaz, melyik mads? A zdszlioparokkal mozgasokat adtunk meg, melyek
mindegyike az a szakaszt az a'-be mozgatja. A megadott mozgdsok koziil melyek azonosak,
melyek kiilonboznek?

a

Ellendrizheted magad, ha raiilteted a cicat a szakaszra, és megfigyeled, hogy hova keriil. A
megegyez6 mozgatasok ugyanoda viszik a cicat, a kiilonbozoek nem.

6.3 Altalanos transzformdciotulajdonsadgok

A transzformacié tulajdonsagok Osszevalogatasakor legfontosabb megfi-
gyelési szempontjaink a tavolsag-, szOog- €s egyenestartds voltak. Ehhez a
korabbi 10. példa (64. 0.) kivalo kiindulasi alapot biztosit: a felsorolt transzfor-
maciok kozott taldlunk olyanokat, melyekben némelyik szakasz hossza, €s
némelyik sz0g nagysiga i1s megvaltozik (1. szabdly), tovabba olyanokat,
melyekben minden szakasz és minden szog ugyanakkora, mint a képe (3.
szabaly), valamint olyanokat is, melyekben minden szdg ugyanakkora, mint a
képe ¢és minden szakasz hossza kétszeresére nd (4. szabaly). Azt is
¢szrevehetjiilk, hogy az utdbbi két esetben egyenesek képe biztosan egyenes
marad, egyébként azonban lehet, hogy némelyik egyenes képe ,,elgorbiil”.

Mindezen megfigyelések alapjan a feladatban adott hozzarendeléseket
felhasznalhatjuk a transzforméciok harom nagy osztalydnak a reprezentalasara:

13. Példa (Szeredi, Kovacs, 2003, 63. 0.)
., Tulajdonsagaik alapjan a transzformaciokat harom nagy csoportba sorolhatjuk:

A transzformdciok kozott vannak olyanok, amelyek a tavolsagokat és a szogeket
valtozatlanul hagyjak. Egyenest egyenesbe visznek. Ilyenek példaul a tengelyes tiikrozés, a
kozéppontos tiikrozés, ilyen minden mozgas. Ezeket egybevdgosdgi transzformdcioknak
nevezziik.
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b P Qd A2

A transzformaciok kézott vannak olyanok, amelyek a szogeket nem valtoztatiak meg. A
tavolsagok megvaltoznak ugyan, de az aranyaik megmaradnak, azaz minden tdavolsag
ugyanannyiszorosara valtozik. Egyenest egyenesbe visznek. A kép hasonlit az eredetire,
annak nagyitott, vagy kicsinyitett masa. Ezeket hasonlosdgi transzformdcioknak nevezziik.

R

A transzformaciok kézott vannak olyanok, amelyekben a tavolsagok, a tavolsagok aranyai
és a szogek is megvdaltoznak. Lehet, hogy az egyenesek képe sem egyenes. A kép az
eredetinek eltorzitott valtozata. Ezeket torzito transzformdcioknak nevezziik.

s

t

Ehhez a gondolatsorhoz kapcsolodva roviden kitériink néhany térbeli
egybevagosagra is — a térbeli pontra, egyenesre €s sikra vald tikrozéshez —
példakat gyljtiink, alakzatparokat épitiink. Ezekre a tapasztalatokra alapozva
megallapitjuk, hogy a térben vannak olyan egybevagod alakzatok, melyek
mozgassal nem vihetOk egymadsba.

14. Példa (Szeredi, Kovacs, 2003, 67. 0.):

Sikban eddig egyenesre és pontra tiikroztiink, térben pontra, egyenesre és sikra is lehet
tiikrozni.

Tiikrozés pontra Tiikrozés egyenesre Tiikrozes sikra
Adott egy Adott egy Adott egy
O tiikorkozéppont. t tiikortengely. T tiikorsik.
Tér pontjai figyelem! Teér pontjai figyelem! Tér pontjai figyelem!
Fussatok a legrovidebb ~ Fussatok a legrévidebb  Fussatok a legrévidebb
uton a tiikorkozépponthoz,  uton a tiikortengelyhez, uton a tiikorsikhoz,
majd onnan egyenesen majd onnan egyenesen  majd onnan egyenesen
tovabb ugyanannyiit. tovabb ugyanannyit. tovabb ugyanannyit.
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Az egybevagdsag altalanos fogalma felé

Amint a pe¢lda latvanyosan mutatja, ez a felépités kedvez az analdgias
gondolkodas fejlesztésének is, ramutat a sik €s tér szoros rokonsagara.

Amennyiben az o6raszam ezt megengedi, az itt ismertetett példa jo kiindulas
lehet az egybevagosagi transzformacid és a mozgas fogalma kozotti kiilonbség
tisztazasara is.
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7. OSSZEGZES

A dolgozat harom 0 részre tagolddik. Az elsd, alapozd részben attekintést
adok a kutatds elméleti, torténeti és az iskolai gyakorlattal kapcsolatos
hatterér6l. A masodik rész a disszertacid f6 része, amelyben Osszevetem az
egybevagosagi transzformaciok kiilonbozé szemléltetési moddjait az elméleti
hattérrel. Ebben a részben keriilnek bizonyitasra a kutatdsom f6 hipotézisei. A
harmadik részben megmutatom, hogy a ,,zaszl6s modszer” hatékonyan segitheti
a geometria néhany kozépponti fogalmanak épitését.

7.1 Alapozas

Dolgozatom bevezetdjében ismertetem a kutatds fobb kérdéseit, a
hipotéziseimet €s az eredményeket, emellett vazolom annak néhany egyéb
fontos jellemzdjét: az elézményeket, a célokat, a modszereket, a kutatds
folyamatat.

Ezutan a vizsgalataimhoz kozvetleniil kapcsolodd elméleti — matematikai és
pszichologiai-didaktikai — tényeket és tételeket fejtem ki az Elméleti alapok
cimi 2. fejezetben.

Matematikabdl elsésorban az egybevagdsagfogalom axiomatikus megala-
pozasaval, az egybevagdsagi transzformaciok bevezetési modjaival, az elemi
felépitésben jatszott szerepiikkel foglalkozom. Erdeklédésem fokuszéban a
Hajo6s Gyorgy altal kidolgozott, mozgasra alapozott bevezetés allt.

Kutatasaimhoz nélkiilozhetetlenek a tanulaspszichologia ¢és didaktika

fogalomalkotéssal kapcsolatos elmeleti eredményei. Roviden ismertetem Piaget
Skemp 4altal tovabb finomitott modelljét a fogalmak asszimilaciojarol és
akkomodaciojarol. Tall €s Vinner ezt a modellt még tovabb fejlesztik.
A tovabbiakban az Aaltaluk definidlt fogalomképzetekkel (concept image),
tovabba a szintén Tall nevéhez fiiz6d6 ,,procept”-ekkel foglalkozom. Bruner
reprezentacio-elmélete szorosan kapcsolddik a fogalomalkotas egyéb elmé-
tekintjiik. Paivio dudl-kod elmélete tudomanyosan alatamasztja, tovabbfejleszti,
ugyanakkor szdmomra 0ssze is kapcsolja a reprezentacios illetve asszimilacios-
akkomodacios fogalomképzetként valdo megkozelitéseket. Alatdmasztja a
szemléltetés fontossagat, feltarja a belsd reprezentaciok — fogalomképzetek — és
kiilsé reprezentaciok — szemléltetés — kozotti szoros kapcsolatokat, ezeknek a
megértésben jatszott szerepét.
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Dolgozatom 3. fejezetében a ,,zdszlos moddszer” mai formdjdnak megal-
kotasdig vezetd elméleti és gyakorlati kisérletezés folyamatat tekintem at.
Néhany példan keresztiil bemutatom azokat a fogalmi zavarokat, amelyekkel
oktatdi gyakorlatom soran féiskoléas hallgatok korében taldlkoztam, s amelyek a
téma kutatdsanak kiindulopontjaul szolgaltak. Ismertetem azokat a forrdsokat,
amelyek a ,,zasz16s modszer” alapotletéhez elvezettek. Felsorolom a kidolgozas
fobb allomasait, taneszkdzoket, iskolai kisérleteket és visszajelzéseket, féiskolai
¢s egyetemi oktatasban szerzett tapasztalatokat.

A transzformacio-tanitas kiilonféle moddszereit ismertetem a 4. fejezetben.
Eldszor attekintést adok a transzformacid-tanitds magyarorszagi torténetérol,
majd tankonyvi példdkon keresztil bemutatom az egybevagosagi transz-
formacidk tanitdsanak nchany jellegzetes aspektusat. A hangsulyt a defi-
nidlasnak €s az invaridns tulajdonsagok megindoklasanak kiilonféle moddjaira
helyeztem, elsddlegesen arra, hogy mindekozben a kiilonbozd felépitések
milyen szerepet adnak a szemléltetésnek. A példakat néhany 1945 el6tti, az
1945 ¢s 1990 kozott kiadott, illetve a jelenleg forgalomban levd altalanos é€s
kozépiskolas tankonyvekbdl valogattam. Egy angol f6iskolai tankdnyvbdl is
bemutattam egy részletet. A példak egy része a Fliggelékben szerepel, a
dolgozatba csupan azokat illesztettem bele, melyeket feltétleniil sziikségesnek
¢reztem a mondanivalom kifejtéséhez. Itt adom meg a ,,zaszlés modszer”
részletes leirdsat is. A fejezet végén egy tdbldzatban Osszefoglalom a
transzformacio-tanitas legfontosabb jellemzdit. Azokat az elemeket emeltem ki,
amelyekben a ,,zaszl6s modszer” eltér a korabbiaktol.

7.1.2 A kiilonb6z6 modszerek osszehasonlito elemzése

A 2. ¢s 4. fejezetek elsddleges ceélja a mdodszerek elemzésének megalapozésa.
Hipotéziseim szempontjabol az 5. fejezet a dolgozat leglényegesebb része, itt
torténik meg a korabban ismertetett modszerek, valamint a mogottik allo
didaktikai elképzelések elemzése, Osszevetése a matematika ¢és didaktika
elméleti megallapitasaival.

Els6 1épésként a mozgatisnak a kiilonféle transzformacio-tanitdsi mod-
szerekben betoltott szerepét vizsgaltam. A vizsgalat soran szembetind volt a
mozgatassal valo szemléltetés kétarcu kezelése: egyrészt elengedhetetlennek
tartottak, vildgosan lattdk az eldnyeit, masrészt azonban nem tartottdk legitim
modszernek. Szinte minden felépitésben hasznaltdk demonstracios céllal, de
nem hasznaltak tartésan, a kép elballitdsara szolgald eszkdzként, mert mind
matematikai, mind moddszertani szempontbdl nehézkesnek és pontatlannak
tartottak a mozgatasos eljarasokat.
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A tanulaspszichologia elméleteivel valdo Osszevetés megerdsitette azt a
hipotézist, hogy a mozgatasok mély nyomokat hagynak a gyerekek gondol-
kodasaban, mivel szervesen benne gyokereznek az ¢lményvilagukban. Rovid 1d6
is elég ahhoz, hogy ezek a demonstraciok erételjes belsé képet ered-
ményezzenek. A kotott palyds mozgatas és a zaszlos modszer kozos pozitiv
hatdsa, hogy hatékonyan tamasztja ald az egybevagosagi transzformaciok
izometrikus tulajdonséagait. A kizarélag kotott palydn torténd mozgatas hatdsa
negativ abban az értelemben, hogy az éaltala indukalt nem verbalis fogalom
sokkal er6sebben kotddik az egyes pontok altal kdvetett palyahoz, mint a pontok
kezdd ¢és véghelyzetéhez. Ezaltal potencialis konfliktus faktort hordoz a
modszer, komolyan gatolhatja a transzformaciok ekvivalencidjanak megértését.

Nem torvényszerl,, de gyakori és természetes kovetkezmény, hogy transz-
formalt kép elballitasa szinte kizarolag korzOs vonalzos eljarassal torténik. A
korzOs vonalzos szerkesztést fenntartas nélkiil legitimnek tekintik, holott az
maga is pontatlan és korlatozott eljaras, amellyel csak néhany specidlis alakzat
képe allithato eld. Mikozben egyes pontok (szakaszok végpontjai, sokszogek
cstcsai, korok kozéppontja, sth.) kitiintetett szerepet kapnak, mivel csak ezek
képeit szerkesztjiik meg, a tobbi pont képét az eredetitdl elszakadva, a kitiintetett
képekre illeszkedd alakzatok (egyenesek, korok, stb.) szerkesztésével nyerjiik.
Az Osszetartoz6 pontokrol, egymasnak megfeleltetett, illetve szimmetrikus
alakzatok Osszetartozo részleteirdl hidnyos €s esetenként torz képzet alakul ki.
Néhany erre utalo példat részletesen is ismertettem a dolgozatban.

Az eljarasra épiilé ,,procept” nem ad elég biztos alapot a szimmetridkon
alapulod kovetkeztetésekhez, mert nem alakul ki globélis szemléletes kép az
egybevagosagrol (a transzformaciorol).

Dolgozatom legfébb eredményének azt érzem, hogy a ,,zaszl6s mddszernek”
az elméleti megallapitasokkal tortént Gsszevetése azt mutatta, hogy ez a mddszer
Osszhangban van mind a matematika, mind a didaktika szemszogébdl a
fogalomalkotas kdvetelményeivel.

Szervesen épiti tovabb a gyerekekben két alakzat egyformasagarol korabban
kialakult képet, emellett — mivel a ,,zaszlos modszer” kozvetlen interpretacioja
Hajos mozgasi axidomainak — a késdbbiekben az erre alapozott egybevagosag-,
ezen tilmenden az altalanosabb transzformacid-fogalom, térés nélkiil épithetd
tovabb az egyetemmel bezarolag. Az altala indukalt belsd kép nincs ellent-
mondésban a hozza kapcsolddo verbalis definiciokkal.
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A transzformalt kép eldallitasara szolgald masolopapiros eljaras mellett szol,

hogy:

— egyszer(,;

— korlatlanul hasznalhat6 a korzés-vonalzos eljarasok mellett is;

— az eljarasban nincsenek Kkitiintetett pontok, egy egész alakzat, sét a
teljes sik egyes pontjai egyetlen mozzanatban, szimultan keriilnek a
képiikbe;

— az eljarés soran bdséges tapasztalatanyagot szerezhetnek a tanulok az
egybevagosagon, szimmetridkon alapuld deduktiv érvelések megala-
pozasdhoz a transzformacid egeszérdl, a kiindulasi és transzformalt
alakzatok kapcsolatarol.

7.1.3 A ,,zaszlés modszer’’-en alapulo transzformaciotanitas

Az elemzés soran a tovabbiakban mar csak a ,,z4sz16s modszer” vizsgélatara
szoritkozom. A 6. fejezetben nem csak azt mutatom meg, hogyan Iehet
Sfeliilemelkedni a transzformacionak cselekvéskeént (action) valo felfogdsan, és
eljutni a hozzarendelésként értelmezett transzformacio fogalomhoz” (Malara,
1995), hanem azt is, hogy ezek egyazon fogalom aspektusai és egyiitt adnak jo
alapot a transzformacio-tanitashoz.

Erre alapozva mar az altalanos iskolaban is elkezdhetjiik elvontabb fogalmak
¢épitését — a transzformaciok ekvivalenciaja, a szogtartas, tavolsagtartas, sth. —,
lehetdséget adhatunk az invarians tulajdonsagok ¢és a koztik fennalld
Osszefliggések megtapasztalasara, amivel a transzformacioknak az invarianciak
alapjan torténd osztalyozasat is elokészitjiik.

7.2 Konzekvenciak

A téma irodalmanak atfogd elemzése egybehangzoan igazolja azt, hogy a
transzformacio-tanitasban a transzformalt kép szemléltetésére és eldallitasara
hasznalt eljarasok megvalasztasa erdés — kedvezd vagy karos — hatassal lehet a
fogalomalkotdsra. A matematikai és didaktikai elmélet aldtdmasztotta, hogy a
mozgassal valdo szemléltetésnek lehetnek veszélyei, azonban a geometriai
mozgas zaszlokkal valé megadasa olyan, nem-verbdlis fogalomképzetek
kialakitasat eredményezi, amelyek Osszhangban vannak az absztrakt fogal-
makkal, s amelyekre alapozva a gyerekek tudasa és geometriai szemlélete is
hatékonyan fejleszthetd.
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Az ismertetett eredmények felvetik annak szlikségességét, hogy a pedagdgusok
¢s a tandrjeldltek mélyebben megismerkedjenek a mozgasfogalomnak a
transzformaciotanitdsban betoltott szerepével, matematikai ¢és didaktikai
hatterével.

A problémak egy masik tipusa a pedagdgusoknak a konkrét-manipulativ
szintli fogalomépitéssel és a tartods eszkdzhasznélattal kapcsolatos bedllitodasa,
az ezektdl vald idegenkedés. A masolopapirt nem tekintik igazi matematikai
eszkoznek, legfeljebb motivacids értéket tulajdonitanak neki, hasznélatét
id6pazarlasnak, jatéknak tartjdk. Ezzel szemben a korz6t €s a vonalzot legitim
eszkozoknek fogadjak el. A zaszlés modszerre €piild tananyagot kiprobald
tanaraink korében ez a nézet — néhany elszort kivételtdl eltekintve —
megvaltozott, amint a fiiggelékben 1dézett vélemények ezt hiven tiikkrozik.

A vizsgalatok soran fontos problémakeént jelentkezett a sik szerepének tulsagos
hangsulya. Ezen a teriileten sziikség van a tananyag, tanterv és a szemléltetés
tovabbi finomitdsara, a sikbeli és térbeli egybevagosagok Osszekapcsoldsanak
szemléletes, a gyerekek szamara megkozelithet6 feldolgozasara.

A moédszernek maganak is vannak tovabbfejlesztendd részletei.

Célszert(i lenne olyan oktatast segitd programok kidolgozéasa, melyek egy sikbeli
zaszloparral megadott mozgas esetén lehetdveé tennék a sikban elhelyezkedd
alakzatok térbeli mozgatasanak szamitogépes szimulalasat is.

Fontos lenne tobbet foglalkozni a tér egybevagodsagainak a szemléltetésével.
Me¢lyebben ravilagitani a sik €s tér egybevagosagai kozott az analogidkra €s a
kiilonbozdségekre.

Ehhez sziikséges lenne a sikbeli eszkozok megfeleld térbeli valtozatainak
kidolgozéasa. P¢ldaul a zaszloval ellatott atlatszo papirt, mely az elmozgatando
alakzatot magaval viszi, egy merev, atlatszo lappal helyettesithetjiik, melyhez
hozzéaerdsithetjiik az elmozgatando térbeli alakzatot.

Ennek hatranya, hogy csak olyan alakzatok mozgatasara alkalmas, mely a
mozgast megado zaszl6 sikjdhoz van rogzitve.

Ezt a problémat kikiiszobolhetjiikk a szamitdgép segitségével, amennyiben az
elébb vazolt oktatoprogram kibdvithetd térbeli alakzatok mozgatdsanak
szimulalasara. Ekkor a mozgathato félegyenest és hatarolt félsikot — vagyis a
mozgathat6 zasz16t — ki kell bdviteniink egy, valamelyik hatarolt félteret is jelzd
egyszerll objektumma.
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8. SUMMARY OF THE THESIS

The thesis consists of three main parts. In the first part | give an overview of
the — theoratical, historical and practical — background of my research. The
second part is the main body of the thesis, in this part | confront the different
methods of demonstrating isometries by moves with the theoratical background.
| prove the main hypothesis of the research in this part. In the third part | show
that the ,,flag method” can play an essential role in the creation of some central
concepts of geometry.

Part |. Foundation
In the introduction of the dissertation | give a survey of the research.

In Chapter 2, Theoretical foundation, | give an overview of the theoretical
background of my work, both from the field of mathematics and psychology.

Within mathematics | deal with the axiomatic foundation of the concept
of congruence, the different possibilities to introduce planar isometries, and
the connection of these with other geometrical concepts. The axiomatic
system of Gyorgy Hajos stands in the focus of my interest.

The theoretical results of didactics and of psychology of learning played a
very important role in my research. | briefly introduce Piaget's model,
refined further by Skemp, about the assimilation and accomodation of
concepts. This model was developed further by Tall and Vinner. They
introduced and definded the notion of concept images, and Tall created the
idea of procepts. | give a short description of this notion as well. Bruner's
representation theory is closely connected to these theories of concept
building too, considering that the concept images and inner representations
are analogous notions. Paivio's dual-code theory scientifically supports,
develops and, in my view, unites these approaches.

This theory proves the importance of demonstrations, clarifies the close
connections between inner representations — concept images — and outer
representations — demonstrations — and the role they play in understanding.

In Chapter 3 | give a brief survey of the previous theoretical and practical
work, leading to the recent form of the “flag-method”. First | introduce three
case studies revealing those confusions about the concept of isometries
which became starting points of the recent reasearch. | give a list of those
sources which led to my main result, to the basic idea of the “flag-method”,
and of the main stages of its development — teaching materials, school
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experiments and their feedback, experiences gained in the college- and
university teaching.

In Chapter 4 | give a review of different methods of teaching
transformations, as used in the Hungarian practice.
First | give a brief summary of the curricular aspects, then | quote some
examples from different textbooks, to show some characteristic properties of
the teaching of transformations.
| focused on the role played by demonstrations in building definitions and in
the justification of the invariant propertiesfor the case of planar isometries.
Amongst the examples there are some from textbooks written before 1945,
some from textbooks rbeing used currently, and from all of the textbooks
used between 1945 and 1990.
| quote some examples from an English college textbook as well. The
examples appearing in this chapter are those which | found most important
In supporting my arguments. Some further examples are given in the
Appendix.
In the Section 4.5 | describe the ,,flag-method” in details. At the end of the
chapter I present a table with a comparative summary of some important
characteristics of teaching transformations. Those characteristics are chosen
in which the ,,flag-method” differs from the others.

Part Il. Comparative analysis of the different methods

The main aim of the preeding chapters was to create a foundation for the
analysis of the different methods. In Chapter 5 — which is probably the most
important in the exposition of my hypothesys — | give a detailed analysis of
methods for theaching transformations. | confront the previously introduced
methods and their didactical background with the mathematical theory and
the theoratical results of the psychology of learning.

My main area of interest is the role geometrical moves play in the
different methods. In this study it was striking to observe the ambiguous
treatment of the demonstration by moving: on one hand it is a substantial,
advantageous, unavoidable part of the different methods, on the other hand it
Is not considered legitim. For demonstrative purposes moving is used as a
tool to construct the transformed image in almost every method, but it is
used only for a brief period, because this process is considered to be
awkward and incorrect.

Confrontation with the theory of psychology of learning confirmed the
hypothesis that experiences about moving have a deep effect on the thinking
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of children, as they are rooted organically in their daily life. That is why,
even if used only for a short time, these demonstrations may create strong
inner images. Therefore moving both along a predetermined track and
moving freely with the help of flags supports efficiently the recognition of
congruence properties of planar isometries. However, if only moving along a
predetermined track is used, then this can have negative effects as well. This
Is because the track of the movement of the points becomes more emphatic
in the induced non-verbal concept than the starting and finishing position of
the points.

This way the method includes a potential conflict-factor, seriously hindering
the children's ability to grasp the equivalence of trasformations.

Another important source of problems is the method of constructing the

transformed image almost solely with ruler and compass. However, this
method is inaccurate and limited in its scope, usable only in the case of a
few special shapes. Meanwhile some of the points (endpoints of segments,
vertices of polygons, centres of circles, etc.) acquire a more important role,
because only the images of these are constructed, we obtain the images of
the rest of the points by drawing lines and circles determined by the
previously constracted, discriminated points.
For this reason the mental concept being formed about the correlated points
or other corresponding details is incomplete and sometimes even false. Some
detailed examples about this phenomenon are presented in this chapter as
well.

The procept built in the above described way does not provide a
foundation firm enough to support symmetry-based deductive reasoning for
average children.

| believe that the main achievement of my thesis is that the “flag method”,
analysed from many aspects, proved to be in accordance with the theoretical
results of both matematics and didactics.

While it is a direct interpretation of Hajos's axioms of moves at the same

time it is organically connected to young children's mental image about
congruent shapes.
The concept of congruence, and a more general concept of transformation,
built on this foundation, later can be continouosly developed up to the
university level. The mental image induced by this method is not in any way
in conflict with the correct, verbal definitions belonging to it.
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There are several reasons supporting the use of tracing paper for
producing the transformed image of shapes:

o itissimple;

e it can be used without restriction together with the ruler-compass
constructions;

e there are no discriminated points, all the points of a whole shape,
moreover of the whole plane, get into their place simultaneously in
one momentum;

e practising this procedure the students can gain an abundance of
experiences about the global properties of the isometric transfor-
mations, the connection between the starting shape and its
transformed image, forming a firm foundation for deductive
congruence and symmetry based reasonings.

Part Ill. Concept building on the base of the “flag method”

In the 6. chapter I restrict my analysis to the “flag-method”. I answer in
the affirmative Malara's question®: “whether and up to which point it is
possible to overcome the concept of transformation as action on a figure
passing to the concept of transformation as correspondence among all the
points of the plane?”, and prove that these are two sides of the same concept,

both being very important in providing firm base for teaching isometries.

Based on this foundation we can start the building of more abstract
concepts — such as equivalence of transformations, preservation of angles,
distances, etc. — we can provide possibilities to experience these invariant
properties and the relations between them, thus preparing the notion of
classification of transformations.

Malara, 1995
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Conclusions

The importance of the concept of moves and the role they play in the teaching of
transformations is not always accepted amongst teachers. The results described
above raise the necessity of making teachers and trainee teachers acquainted
with the deeper mathematical and didactical background of geometric moves.

A different kind of problem is the negative attitude of quite a lot of teachers
towards using activities, or manipulative tools in teaching for a longer time.
Many of them does not accept tracing paper as a legitimate mathematical tool, in
the best case they value it as a motivating tool, for them it is rather a toy, they
feel that using it for a longer period is a waste of time. Only the ruler and the
compass are accepted by them as legitimate tools. (This opinion changed — with
a few exception — amongst the teachers in a teaching experiment where the
transformations were taught using “flag method”.) Working out software where
the computer would simulate the moves of planar shapes given by a pair of flags
could be a help in changing this negative attitude.

An important problem of the “flag-method” itself is that it puts excessive
emphasis on the plane. There is a need of further refinement of the content of
teaching and the methods of demonstration. It would be important to deal more
with the demonstration of the spatial isometries, to create a closer connection
between the isometries of the plane and the space, to give more attention to the
analogies and to the differences between them.

It would be very useful to create somehow the spatial version of the “flag
method”.
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FUGGELEK

I. Tankonyvi példak

A. Hajnal Imre (1986) 270 o.

LDefinicio: Azokat a geometriai transzformaciokat nevezziik tavolsagtarto
vagy egybevagosagi traszformdcioknak, amelyeknél,

haP — P'és QO — Q', akkor d(P;Q) = d(P*;Q")

Ilyen tulajdonsagu transzformacionak ismertiik meg a tengelyes tiikrozeést,
a kozéppontos tiikrozést, egy pont koriili elforgatas, az eltolast, a sikra

vonatkozo tiikrozést. Egybevagosagi transzformdcio az identitas is, melyet
aaz elozé pontban vezettiink be.”

B. Reiman, Horvay,1970, 1. kotet 26 o.

»334. Mutassuk meg, hogy az egyenes és tiikorképe a tengellyel
ugyanakkora szoget zar be.

335. Mutasssuk meg, hogy egy pontnak és tiikorképének a tengely egy
tetszoleges pontjatol mért tavolsaga ugyanakkora.”

A feladat megoldasa nem szerepel a gylijtemény végén, azonban a kozolt
feladatmegoldasokban elég alapvetdé modszernek latszik a haromszog-
egybevagodsagi alapesetekre vald hivatkozas, tehat feltehetdleg ennek
alkalmazasara gondoltak a szerzok.

C. Pelle és Jakab, 1972, 109-131 o.
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Eldszor hajtogatassal fedésbe hozhatd alakzatokat keresnek, ezeket
szimmetrikus idomoknak nevezik. Atszurassal megjelolik azokat a
pontokat, amelyek atforditasnal egybeesnek.

~Egy tengelyesen szimmetrikus idom ket pontjat,
amelyek a szimmetria tengely koriil torténo atforditasnal
egybeesnek, szimmetrikus helyzetii pontoknak nevezziik.”

Ezutan a tulajdonsagok leolvasdsahoz egy sablont
hasznalnak. Ez egy téglalap alakt karton (méretei 5 €s 7
cm), amelybdl kivagtak egy négyszoget. A gyerekek a
kovetkezd instrukciot kapjak:

~Rajzoljunk a fiizetbe egy t szimmetriatengelyt. A sablont a 7 cm hosszu
elével helyezziik a t tengely mellé.
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Huzzuk ki a kivagott négyszoget, jeloljiik a csucsait A, B, C, D-vel!
Forditsuk at a sablont és helyezziik pontosan t-hez. Rajzoljuk meg az igy
kapott negyszoget! Vegyiik el a sablont, azt latjuk, hogy az A, B, C, D
pontoknak lesz egy megfeleldje, jeloljiik ezeket A", B', C', D'-vel! *

“A rajz elkészitése utan megkezdjiik a kovetkezo tételek tapasztalati
megallapitasat. Mérjiik meg az AB és az A'B' szakaszt! Azt tapasztaljuk,
hogy a két szakasz egyenlo. Tisztdzzuk, hogy tapasztalatunk a tobbi
szakaszunkra is igaz.

1. tetel: Ha A'B' az AB szakasznak szimmetrikus képe, akkor a két szakasz
egyenlo.”

., Hosszabbitsuk meg a négyszég CB oldalat! Egy egyenest kapunk. C-nek
a képe C', B-nek a képe B'. Huzzuk meg ezt az egyenest is!

3. tétel:Egy egyenes szimmetrikus képe szintén egyenes.

Merjiik meg az A'B'C' haromszog B'-nél levo szogét (szogmérdvel), majd
az ABC haromszog B-nél levo szogét!

Mit tapasztalunk?
A szogmeérés és a helyes kovetkeztetés megallapitasa utan:

4. tétel: Ha az A'B'C' haromszog az ABC haromszognek szimmetrikus
képe, akkor a megfelelo szogei egyenlok....”

Miutan a kisérlet soran a tengelyes tiikrozeés tulajdonsagait szemlélet
alapjan megallapitottdk, ezeket a tulajdonsdgokat egy kibdvitett
axidmarendszernek tekintették. Erre az alapra ¢épitve a sik tobbi
egybevagbdsagardl bizonyitottdk, hogy eldallnak tengelyes tiikrozések
egymasutanjaként, tehat tavolsag €s szogtarto transzformaciok.

D. Bolcskei, A. et al. 2000, 258 o.

,a) Vegyél elo egy irdlapot és egy ceruzat! A papirlapot hajtsd félbe!
Tegyél a lap egyik felére egy pottyot! Hajtsd megint ossze, és satirozd
at a ceruza tompa veégeével a pontnal! Ha kinyitod a lapot, most két
pontot latsz, az eredetit és a lenyomatat.

b) llleszd a tiikrét a hajtasvonalra, és nézd meg az eredeti pontod
tiikorképet! Mit tapasztalsz?

c) Meérd le a két pont tavolsagat! Merd le a pontok és a hajtasvonal
tavolsagat!

Kosd ossze a ket pontot egy egyenessel! Meérd le, hogy az egyenes
mekkora szoget zar be a hajtasvonallal!
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Ezekre a tapasztalatokra alapozva egy szerkesztési eljarast ad meg a
konyv egy pont tikorképének megszerkesztésére. Ez egyben a
hozzarendelés deifinicidja is. A tovabbiakban erre épit.

E. dr. Veress Pal, 1930 . 47-48, 66 0.

“ket idom egybevago, ha ugy fektethetok egymasra, hogy egymast teljesen
fedik.

Az abran feltiintetett kongruens idomok fedik egymast, ha az abra lapjat a
szaggatott egyenes mentén osszehajtjiuk. Az ilyen idomokat szimmetrikus
idomoknak nevezziik.”

A szimmetridnak ezt a kiss€ elnagyolt fogalmat felhasznalja arra, hogy a
haromszogek egybevagdsaganak elégséges feltételeirdl szolo allitasokat
alatdmassza.

“.. a haromszoget ugy szerkeszthetjiik meg: egyik oldalt az 'a'-t leméryjiik,
a két végpontja a keresett haromszog ket csucsa. Ezekbol a 'b’, illetve a 'c’
oldalakkal kort rajzolunk. E korok mértani helyei azon potoknak, melyek
'a’ végpontjaitol 'b’, illetve 'c' tavolsagra vannak. A harmadik csiicsnak
mindket feltételt ki kell elégitenie, tehat mindkét mértani helyen rajta kell
lennie, ezért az azoknak a kézos pontja. A kérok egymast két pontban
metszik, igy két haromszoget kapunk. De a két haromszog az 'a’ tengelyre
szimmetrikus, tehdt egybevago is. Az also haromszog ugyanaz mint a
felso, csakhogy mas helyzetben van. Mondjatjuk tehat: a hdaromszéget
harom oldala meghatdrozza. Két haromszog egybevdago, ha oldalaik
egyenlok.”

F. Gallai—Péter 1952, 298. o.
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wLtikorrel valo tiikrozes helyett ugy is megkaphatjuk a tiikérképet, hogy a
tiikrozés tengelye mentén rahajtjiuk a papiros rajzos felét a masikra, és
ceruzankat erésen megnyomva, még egyszer végigvezetjiik a rajzon; igy a
papiros masik felére dtvésodik barmelyik tiikroznivalo egyenes és pont
nyoma.

Szabalyszerii szerkesztésben persze sem tiikrot, sem hajtogatdst nem
alkalmazhatunk. E helyett ugy oldjuk meg feladatunkat, hogy megszer-
kesztjiik az (also) egyenes két tetszés szerinti pontjanak

tiikorképét (merdlegeseket bocsdatva a vizszintesig, és

{ ; ugyanannyival meghosszabbitva oket),; és megrajzoljuk
/‘/A/L a két tiikorképen dtmend egyenest. Igy kapjuk az (alsé)

egyenes tiikorképét,
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Ebben a szemléltetésben egy félsik pontjai a harom dimenzids térben
mozognak meghatarozott palyakon - a tengely pontjai koriil, félkoriveken,
a tengelyre merdleges sikokban.

A tiikr6z€s tulajdonsagait a mozgatas alapjan a szerzok igy vezetik le:

“Minthogy papirhajtogatdssal és a rajz dtvésésével is eldodllithatiuk egy
idom tiikorképét, vildgos, hogy egyenesnek egyenes, kornek kor a
tiikorképe, és a tiikorkép méretei megegyeznek az eredeti idom méreteivel:
a tengelyes tiikrozés tavolsdag- és szogtarto. A tengelyen, melynek mentéen
behajtjuk a pairost, minden pont a régi helyén marad, .... Ezért egy
egyenes a tengelyen taldalkozik a sajat tiikorképével, és az egyenes
elhajlasa a tengelytol ugyanakkora marad a papiros behajtdasa utan is,
tehat minden egyenes ugyanakkora széget zar be a tengellyel, mint a
tiikorkepe.”

A kozéppontos tiikrozést két merdleges tengelyre torténd tikrozés
egymasutanjakeént vezeti be, a szimmetrikus négyszogek tulajdonsagait a
megfeleld egybevagdsagi transzformaciok tulajdonsdgaira vezeti vissza.
Haromszogek egybevagdsaganak alapeseteit az egybevagosagi transz-
formaciokra alapozza.

G. Farago6 L. 1963. 172. o.

. ... pdrhuzamos eltolasrol akkor beszéliink, ha /M S—— H
valamely alakzatot ugy mozgatunk el a sikban, @5. — /@3,
hogy minden pontjat egy adott iranyban A< --------4~
ugyanakkora tavolsagra vissziik at.

... Mivel az eltolas szakaszok és szogek nagysagat nem valtoztatia meg,
nyilvanvalo, hogy az eltolas utjan nyert sikidom az eredetivel egybeviago
és azonos koriiljarasu.”

Ebben az esetben a pontok benne maradnak a sikban, egy adott iranyban
egymassal parhuzamosan, egyenld tavolsagokkal mozdulnak el.

Mozgatdsnak csupdn az eltoldsokat ¢és elforgatasokat tekinti a szerzd, a
tengelyes tiikrozést nem, mert ez nem valosithatd meg anélkiil, hogy
kilépjlink a sikbol. Azt igy hatdrozza meg:

,A stk két pontjat akkor mondjuk a sik valamely egyenesére (a
szimmetriatengelyre) nézve tengelyesen szimmetrikusnak, ha a rajz sikjat
a szimmetriatengely mentén osszehajtva, a két pont fedi egymast. Ebbol
kovetkezik, hogy ha két pont szimmetrikus a sik valamely egyenesére
nézve, akkor ez az egyenes merdlegesen felezi a két pontot Osszekoto
szakaszt, és megforditva: a szakaszfelezo6 merdleges a szakasz ket
végpontjanak szimmetriatengelye.”
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Az egybevagdsagot igy definialja:

»Ket alakzatot akkor neveziink egybevagonak, ha azok egymdsra helyezve
kélcsonosen fedik egymast.”

Ezekutdn az egymdasra mozgathatésag gondolatdra épitve bizonyitja a
haromszogek egybevagosaganak elégséges feltételeit.

. Horvay—Palmay 1966. 217. o.

., 1. Keressiik meg a stkon a sik ket adott }
pontjatdl egyenlo tavolsagra levo pontok

halmazat!

Egy papirlapon jeloljiik ki az A és B
pontokat ( dbra)! Hajtsuk dssze a papirlapot
ugy, hogy éles hajtasi él keletkezzen!

A megadott A és B pont egyértelmiien
meghatdrozza a hajtasi élt.

Osszehajtaskor az AB szakasz két fele egymasra keriil, ezért a hajtasi él
atmegy az AB szakasz F felezopontjan. Az A és B csak ugy keriilhet
fedeésbe, ha a hajtasi él felezi az AFB egyenesszoget, azaz merdleges AB-
re. A hajtasi élt az AB szakasz felezo merdlegesének nevezziik.

Az osszehajtasbol az is kovetkezik, hogy a hajtdsi él minden pontja A-tol
és B-tol egyenlo tavolsagra van, mert a hajtasi él egy pontjat A-val és B-
vel 6sszekoto szakaszok osszehajtaskor fedik egymast.”

Erre az alapra ¢épitik ra a tengelyes tikrozés pontrol-pontra valo
megadasat, tulajdonsagait €s a tiikkorkép megszerkesztésének modszerét.

A kozéppontos tiikrozésr6l megmutatjak, hogy két tengelyes tiikrozés
egymasutanjakeént all eld. Ezek a konyvek a szimmetrikus hiarom- é€s
négyszogek tulajdonsdgait a szimmetria alapjan targyaljadk. A forgatasrol
kitekintésként elmondjak, hogy két tengelyes tiikrozés szorzataként is
eldallithatd, a normal tananyagban azonban ,kotottpalyds mozgas”-ként
vezetik be azt is. Ez a kotottpalyas egyben megadja a kép korzds-vonalzos
szerkesztési modjat is.
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A t egyenes az S sikot az O pontban metszi. A P pont az elforgatads
kozben az O kozéppontu OP sugaru koron mozog. A P pont t tengely
koriili elforgatottja tehdt az S sikban szerkesztheto.

Az elforgatas végrahajtasat az abrarol leolvashatjuk:

¢

o<

P
O

s
A leirt szarmasztatasbol kovetkezik, hogy pont koriili elforgatassal az
eredeti alakzattal egybevago alakzatot nyeriink.”

I. Gador Endréné, 1971. 14-16 o.

»Meég mielott szo lenne a tengelyes tiikrozésrol, ismerkedjenek az idomok
mozgatdasaval.” .... “Ha mar elég sok ilyet (egymdasra mozgathato
alakzatot) lattak, hasznalhatiuk a kifejezést, hogy “egybevigoak’.
Azonban egyelore ez csak annyit jelent szamukra, hogy az egybevigo
idomok fedésbe hozhatok egymassal, az alkotorészek egyezéset ne
vizsgdlgassak.”

A tengelyes tiikorképet egy papirlapnak a tengely mentén valod
félbehajtasaval allitja elo, és hamarosan olyan kisérleteket javasol,
amelyekben mar az osszetartoz6 alkotorészeket figyelik meg a gyerekek.

wzurjanak most ki pontokat magan a
tengelyen, és allapitsak meg, hol van ezeknek
a tiikorképe! Ezutan szurjanak ki olyan
idomot, amelynek van pontja a tengelyen is
(ld abra). Kossenek dssze egy ilyen pontot az
alakzat valamelyik masik nem a tengelyre
esé — pontjaval, majd ennek a tiikorképével
(az abran az AB, illetve az AB' szakasz).

Osszehajtdskor az AB és az AB' szakasz egymdsra keriilt, ez mutatia az A-
nal keletkezett két szog egyenloseget.”
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,yAdott egy iranyitott ‘o’ szog és egy O
pont, a forgatas kozéppontja. Az alakzat
O korili, az adott szoggel valo
elforgatasahoz helyezz ra egy atlatszo
papirt, mdsold at az alakzatot amit el
akarsz forgatni, és a kozéppontot
rogzitve (példaul a korzé hegyének
beszurdasaval) forgasd el a masolopapirt
az ‘o’ iranyitott szoggel.”

Ebben az esetben a sik ponjai a sikban maradnak, az O pont koriili iveken
mozognak, ‘o’ kdzépponti szoghoz tartozo iveken.
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I1. A Kisérleti kiprobalas - kérdéivek és levelek
1. 3 fejezet - TENGELYES TUKROZES

Kovics Csongorné
Fazekas Mihily Fovirosi Gyakordo Altalinos Iskola és Gimnizium
1082 Budapest, Horvith Mihdly tér 8,

\'(QO‘.’

Szeredi Eva

ELTE Tanirképzd Foiskolai Kar, Matematika Tanszék

1055 Budapest, Marké u. 29/31.

Képek & tokorképek Ennyi éekt forditottam i /]
Tankonyy: 3/4.5,6,7

Feladatgyljtemény: (I })5.6,7.8,9

Tukrozes mozgatassal Enny: Orét forditottam ré. "
Tankomyv )]

Feladatgytjtemény: (10,0 1) cB 13, u.@ 16

A tengelyes tukr : i Ennyi orat forditottam ri: /1
Tankonyv: %2 R(C)

Feladatgyujtemeny @®

Tukrozés pontonkent Ennyi orat forditottam ra. . /1 .
Tankonyv: @2.@ 4

Feladatgyiitemény: 19, GONEN 22, 23, 24, 25,26, 27

Szmmesnkus alakzatok rit forditottam ra

Feladatgytjtemény: @@@@@@@37 38, 39, 40

Ennys Orat forditottam ri A
Tankonyv 89,10, 11
Z

Ennyi rdt forditottam ra

Tankonyv 6,728,010, 11
FeladatgyOjtemény:  (41,42,(33) 44

Wgﬁs 6®8@én:;;nmtfotdno1wnu 2/

Feladatgytjtemény g?.n 48,49, 60) 51, 52, 53, 54, 55, 56, §7, 58, 59, 60, 61, 62, 63,
66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74. 75, 76, 77, 78

Ennyi Ordt forditottam ra ﬁ/
Tankonyy:
FeladatgyUjtemény

Ennyi 6rét forditottam ra: 2
TankOnyv

Feladatgyiiitemény. %@9?7 88,89 60.01) 62) 93.09)
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Tisztelt Szeredi Eva kollégand!

El8sztr is elnézést kérek, hogy egyéb problémiim miatt még csak
most kUldim az értékelésemet.

Az év elejei rovébbképzés utén el sem tudtam képzelni, hogyan
fogom ranitani a tengelyes ti'krtzést.

Tartottam tdle, hiszen n feldolgozds teljesen ijszert.

Nagy csalédés ért, de kellemes ! ’
Nagyon tetszett a tanuldknak a pauszpapiros megoldds. § amitdl
féltem, hogy macerds lesz, nem jott be.

A leggyengébb tanuldéknak is volt sikerélménylk.

A 39, o, 4-es feladata is megnyerte tets=zéslnket,

Sok érdekes feladvényt kapram a gyerekektdl is.

Eddig o rengelyes tilkrdzést tanitortuk meg, utdna a tulajdonsd-
gait. Furcsa volt forditva tanitani, de megérte. A tulajdonsdpgok
rsgzitésénél sokat segitettek a képek. De igazdn mégis akkor ér-
tették meg a tanuldk, amikor mir Sk s tengelyesen tiukrdztek.

A tUkdrkép szerkesztésének "iGi" médjdtél tartottam a legjobban.
De semmé gondot nem okozotrt. A gyengébb ranulék, igpaz mechaniku~
san tanultdék meg, de aikeriilt nekik.

Az 52.0 alién 1évd vice negyon 36 szolgdlatot tett.

Egy-egy "Gj" feladat eldtt elég volt csak a szlogént elmondani:
Hogyan forral vizet » matematikus?

S a pyerekek mdr is prébdltdk az eldzd feladat sepgitségével mep~
oldani az Gj feladatot.

A szerkesztések lépéseinek szinessel vald dbrdzoldsa nagyon so-
kat segitett a munkéinkban. Sok segitséget adott az otthoni ta=-
nuléshoz és a feladatok mepértéséhez is.

A héromsztgek oldalak szerinti csoportosirdséindl én az 4ltalé-
nos A-et is felvettem a csoportosfitéshoz.

A tovébbképzésen mir beszéltlnk errdl, ennek ellenére én Yvgy ér-
zem, hogy ha nem is vesszik kéldn, egy halmazdbra erejéig fel
lehetne rajzolni,

ANh8...., 0kkOT ....... #llitdsok megitségével sokat gyakorol~
tunk, s velilk elmélyitettUk a tuddst.
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5. Rovid valogatas tovabbi tanari levelekbol

— Az ¢év elejei tovabbképzés utan el sem tudtam képzelni, hogyan fogom
tanitani a tengelyes tiikrozést. Tartottam tdle, hiszen a feldolgozas
teljesen ujszeri. Nagy csalddas ért, de kellemes! Nagyon tetszett a
tanuloknak a pauszpapiros megoldds. S amitél féltem, hogy maceras
lesz, nem jott be. A leggyengébb tanuloknak is volt sikerélményiik.

— A, Mozgasok” részt nagyon €lveztek a gyerekek. Az abrak elnyerték a
tetszésiiket. Itt érzem ugy, hogy a gyerekek egy kicsit elvesztek a jaték
oromében, s nem ragadtdk meg a Iényeget.

— A gyerekenek kiilondsen a ,,Mozgasok, transzformdciok egyenldsége”
fejezetek tetszettek, hisz itt rejtett abrakbol varazsolhattak képeket, tehat
jatékosan tanultak. A zaszlos feladatokat mind megoldottdk maguktol,
azokat is, amiket én nem adtam fel.

— Rengeteg mozgatast hajtottunk végre. A gyerekek ¢€lvezték és otthon a
szorgalmi feladatokat szivesen masoltak papirral. Ugyesen éllapitottak
meg a transzformdcid tipusat. A tulajdonsigok vizsgalata kissé
nehezebbnek tiint.

— A kozéppontos tiikrozés masolopapirral torténd végrehajtdsa lehetoveé
tette a leggyengébb tanuloknak is a transzformdacio helyes végrehajtasat.
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A masolopapiros feladatokat szeretik a gyerekek, bar idéigényes, de
javitja a geometriai latismodot.

A masolopapirral még a leggyengébb gyerekek is el tudtdk végezni a
kozéppontos tiikrozést €s a forgatast.

Még a leggyengébb gyerekeket is érdekelték a masolopapiros feladatok.
tiikorkép szerkesztése, a tulajdonsagok Osszegylijtése semmi problémat
nem okozott.

A celunkat elertiik, meg a leggyengebb gyerekek is jobb dolgozatot irtak,
mint maskor.

Masolopapirral ligyesen dolgoznak. Vannak ugyan lassubbak, veliik
kevesebbet masoltatok. A transzformaciok tulajdonsagait a gyerckek
maguk fogalmazzak meg.

Az atlagosnal gyengébb képességli az az osztily, melyben az Apaczai
Kiad6 matematika konyvét kiprobalom. Nagy segitséget nyljt szdmukra
a tankOnyven taldlhatdo sok szines abra, a gyakorlatorientaltsag. Ez a
fejezet is a szemléletet, a manipuléltatast helyezi el6térbe, ami
alatdmasztja a fogalmak tisztazasat.

Befejeztiikk a kdzéppontos tiikrozés témakoret, és a gyerekekkel egyiitt
allithatom, hogy nagy gyonyoriiségiinkre szolgalt. Nagyon tetszett a
mozgatasos bevezetd, és az ebbdl leolvashatd transzformdcids tulaj-
donsdgok. A zéaszlocskak ,triikkjét” azonnal megértették, és szivesen
alkalmaztak. Alig kellett segitenem, maguktol jottek ra a kdzéppontos
tikkrozes tulajdonsagaira, 0sszevetve a tengelyes tiikrozéssel. A jobbak
nemcsak szoban megfogalmazva, de jelekkel is ligyesen jegyezték le
¢szrevételeiket.

Nagyon jo a fejezetben, hogy sokféle transzformacioval megismer-
kednek a gyerekek a kdzéppontos tiikrozés elott. Sokkal konnyebb igy a
kozéppontos tiikrozés. A zaszlos mutatok szenzicios élményt nyljtottak
a gyerekeknek. Nagyon élvezték ezeket az ordkat.

97



