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1. Bevezetés

A szépet, a harmoéniat veszi észre szemiink a természetben és az em-
beri alkotdsokban akkor, ha felfedezziik a szimmetriit az elénk tarulo
latvanyban. Az orhidea és az Orszaghéaz sikszimmetrikus, a Pentagon
forgasszimmetriadja 6todrendid. A hoépelyhek hatodrendi forgésszim-
metridjukrol nevezetesek. A népmiivészeti himzések, kékfestémintak
tengelyes-, kozéppontos- és eltolds szimmetriaval rendelkeznek. A csi-
galépcs6 formajat eltolas és forgatas hatarozza meg. A szimmetria
mindennapi életiink része, épiileteink, kornyezetiink targyai, diszité
motivumai mar gyermekkortdl kezdve ,,6szténosen” alakitjak latasmo-
dunkat - vizuélis kulturankat.

Az alakzatok szimmetriajat vizsgalva jutunk el a geometriai transz-
forméaciok fogalméhoz. Ha csak a sikbeli lehetGségeket figyeljiik, akkor
a tengelyes tiikrozéssel, kozéppontos tiikrozéssel, forgatassal, eltolés-
sal, cstusztatva tiikrozéssel talalkozunk. A térbeli tapasztalatok a sik-
tiikrozés, egyenes tiikrozés, kozéppontos tiikrozés, forgatas, eltolas,
csavarmozgas, forgatas-tiikrozés, eltolas-tiikrozés absztrakcidjahoz ve-
zetnek el. A sokféle valtozat a rendszerezés igényét veti fel.

A 2. fejezetben az euklideszi sik és tér geometriai transzformacio6irol
adok attekintést. Az euklideszi sik egybevagdsagi transzformacidival
részletesebben foglalkozom, ezzel bemutatom a rendszerezés lehetséges
modjat, amelyet més tipust transzformacioknal is alkalmazni lehet,
méasrészt a 4. fejezetben bemutatott feladatban a sikbeli esetre lesz
sziikségem. A 2.5. szakaszban az euklideszi tér tovabbi transzforma-
cioirdl is szolok. A fogalmak tébbdimenzioban és a nem euklideszi
geometridban is altalanosithatéak.

A 3. fejezetben a geometriai transzforméciok fogalmanak kialaki-
tasardl, alkalmazésairdl irok az iskolai gyakorlatban. A folyamatot
10 éves kortol 18 éves korig kisérem végig - a tapasztalatszerzéstsl az
elméleti megalapozasig.

A 4 fejezetben bemutatok egy olyan feladatot, amely a 2006-2007-



es év Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Versenyén a specidlis mate-
matika tagozatos tanulok versenyén keriilt kittizésre. Ez a feladat
az én javaslatomra keriilt a feladatsorba. A dolgoztok javitasa soran
ezért kiilonosen érdekelt, hogy a tanulok hogyan fognak hozzi egy
ilyen jellegii feladathoz. Irasomban elemzem a tanulok altal adott
megoldasok tipusait.

Félix Klein német matematikus 1872-ben erlangeni egyetemi szék-
foglald elsadasaban 1) szemléletet alapozott meg a geometridk ku-
tatasa teriiletén. Az egyes geometridkat abbol a szempontbdél vizs-
galta, hogy a benniik lehetséges transzformaciokkal szemben mely tu-
lajdonsagok maradnak valtozatlanok. Ezek a geometria invariansai.
Ilyen invarians pl. a tavolsag az euklideszi geometridban, a szog a
hasonlésagnal vagy a korgeometridban, a kettGsviszony a projektiv
geometriaban. Félix Klein ezzel 1j kutatasi irdnyt szabott meg, amely-
re erlangeni programként hivatkozunk. Erre a szemléletre egy példa
a tiikrozésgeometria, melynek egy probléméjat az 5. fejezetben tar-
gyalom. Ennek a résznek a tartalma a [30] cikkben jelent meg.

Dade [14] nyomén S.S. Ryshkov [51] Maximal finite groups of in-
tegral n X n matrices and full groups of integral authomorphisms of
positive qvadratic forms (Bravais models) cimii cikkében a 6. fejezet
bevezetésében megadott kvadratikus alakok egészegyiitthatés auto-
morfizmuscsoportjait, mint maximéalis csoportokat adta meg. Ezek
a csoportok E*-beli 4-dimenzi6s racshoz tartozé maximalis pontcso-
portoknak tekinthet6k. Maxwell [35] dolgozataban felveti a kérdést,
hogy a T kvadratikus alakhoz tartozé csoport tiikrozéscsoport-e? Dol-
gozatomban megmutatom, hogy nem az. Ezt a kérdést a t&bbi esetben
is megvizsgalom. Meghatirozom a 7-vel jel6lt pontcsoport maximalis
tiikrozésrészcsoportjat, ennek fundamentalis tartomanyat, majd az
egész pontcsoportot. Tovabba meghatérozom a jelolt racs teljes szim-
metriacsoportjihoz tartozé maximalis tiikrozésrészcsoportot és ennek
a fundamentalis tartomanyat. Végiil megadom a vizsgilt csoportok
helyét a [11] monografia tablazatai szerint. Ez a fejezet a [31] cikk
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témaja.

2. A geometriai transzformaciok attekin-
tése

Ebben a fejezetben elGszor a transzformaciok altalanos meghatarozasat
adom meg, majd attekintést adok az euklideszi sik egybevagosagi
transzforméacioir6l. Ezzel el6készitem a 4. részben felhasznalt ismerete-
ket. Roviden foglalkozom a térbeli egybevagosigi transzformaciokkal,
majd néhany gondolatban a transzforméciok tagabb korét is megem-
litem. (Ld. 2.5 rész)

2.1. A geometriai transzformacidk csoportelméleti
megkozelitése

2.1. Definicié. Egy M halmaz énmagdra valo bijektiv leképezését az
M halmaz transzformdcidjinak vagy permutdcidjdnak nevezzik. A
permutdcio elnevezés véges halmazok esetében gyakrabban haszndlt.

Két transzformécié egymasutani alkalmazasat a transzformaciok
szorzatanak nevezziik, ezt a leképezések szokasos kompozicidjaként
értelmezziik. m € M esetén (f o g)(m) = f(g(m)). Elgszor g-t
majd f-et alkalmazzuk, ebben a jelolésmodban a kompoziciot jobb-
r6l balra értékeljiik ki. Létezik egy masik jellésmod is. Ekkor az f
transzforméacié alkalmazasaval az m € M képe m/. Ebben a jelolés-
rendszerben m/°9 = (m/)9, ilyenkor a kompozicié kiértékelése balrol
jobbra torténik (az 5. fejezetben igy hasznalom). A kompozicio o jelét,
a szorzés jelét gyakran elhagyjuk, az f és g szorzatat fg-vel jeloljiik.

Az M 0sszes transzforméciéja csoportot alkot a kompozicié miive-
letével. Ezt a csoportot Sps-el jeloljiik, az M halmaz teljes transz-
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forméacio csoportjanak nevezziik. Az Sy, részcsoportjai pedig az M
halmaz transzforméacidcsoportjai.

Ha L az M halmaz valamely részhalmaza, akkor azok a transz-
forméciok, amelyek az L halmazt 6nmagara képezik le, az L halmaz
szimmetriacsoportjat alkotjak. Ilyen értelemben beszéliink példaul a
szabalyos testek szimmetriacsoportjarél. Az aldbbiakban attekintem
az euklideszi sik illetve tér egybevigosagi transzformécioit.

(Részletesebb targyalasban 1d.[7] és [32])

2.2. Az euklideszi sik egybevagosagi transzforméa-
cibi

A geometriai transzformaciokat sokszor vizsgaljuk abbél a szempont-

bol, hogy mely tulajdonsdgok maradnak valtozatlanok a transzformé-

ci6 elvégzése soran. Példaul egyenestartok-e, tavolsdgtartok-e, szog-
tartok-e, iranyitastartok-e, melyek a fixalakzatai, és igy tovabb.

2.2. Definici6. Az euklideszi geometriaban az eqyenestarto transzfor-
mdcidkat affin transzformdcidknak, vagy réviden affinitdsoknak nevez-

Az affin transzformaciok csoportot alkotnak a kompozicié miiveletével.

2.3. Definici6. Az affin transzformdciok csoportjinak részcsoportja
a tdvolsdgtarto transzformdciok csoportja. Ezeket a transzformdciokat
nevezziik eqybevdigdsdgi transzformdcioknak vagy eqybevdgosdgoknak.

Az egybevagosagi transzformaciok egyben szogtartok is.

Ezeknek a csoportoknak az egységeleme az identikus leképezés,
amely minden ponthoz 6nmagét rendeli, jel6lése id, e vagy egyszeriien
1. Sikbeli egybevagosagi transzforméciok az eltolas, a kozéppontos
tiikrozés, a forgatas, a tengelyes tiikrozés, és a csisztatva tiikrozés. A
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kozéppontos tiikrozés a forgatas specidlis esetének, 180°-os forgatéas-
nak tekinthetd, ennek megfelel§en idénként félfordulatnak is nevezik,
az angol nyelvi irodalomban ez a kifejezés hasznélatos.

A fixpontok szama szerint csoportositva ezeket a transzforméciokat:

Minden pont fixpont az identitikus leképezés esetében.

Egy egyenes minden pontja fixpont a tengelyes tiikrozés alkal-
mazasakor. A fixpontok a tengely pontjai.

Egyetlen fixpontja van a nem identikus forgatasoknak, ide értjiik
a kozéppontos tiikrozést is. A fixpont a forgatas kozéppontja.

Nincs fixpontja a nem identikus eltolasnak és a tiikrozéstsl kiilon-
b6z6 csusztatva tiikrozésnek.

Fontos tulajdonsag az iranyitas megorzése is. Ez sikban azt jelenti,
hogy egy tetsz6leges hiromszognek és képének a koriiljarédsa mege-
gyezik. A nap jarasa, az 6éramutatd jarasa az iranyitas fogalméanak
a tapasztalati alapja. A stk 6ramutatd jarasaval ellentétes, pozitiv
irAnyitasa azt is jellemzi, melyik féltérbsl nézve vizsgaljuk a sikot.
Iranyitastartas szempontjabol az egybevagosagi transzforméaciok:

Iranyitastartd az identitas, az eltolas, a forgatas.
Iranyitasvalté a tengelyes tiikrozés és a csisztatva tiikrozés.

Az irdnyitastarto transzforméciokat mozgdsnak is szoktuk nevezni,
Ez azt jelenti, hogy ezeknek a transzformacioknak az esetében az ere-
deti alakzat és a képe sikbeli mozgassal fedésbe hozhat6. A szak-
irodalom egy része az egybevagosigi transzformacidkat egységesen moz-
gasnak nevezi. Ez azzal magyarazhato, hogy térbeli mozgast alkal-
mazva a tengelyes tiikrozés és a csiisztatva tiikrézés esetében is fedésbe
hozhat6 az eredeti alakzat és a képe.



Azokat az identikus transzforméciotoél kiilonb6z6 transzformaciokat,
amelyeknek a négyzete az identikus leképezés, szimmetrikus transz-
forméciénak vagy involicidonak nevezziik. A sikbeli egybevagosagi
transzforméciok koziil involucio a kézéppontos tiikrozés, a tengelyes
tiikrozeés.

Az egyes transzforméciok részletes elemzése megtalédlhaté példaul
a |34] és a [36] irodalomban.

A témakor alapvets tétele az egybevigosagi transzformaciok és a
tengelyes tiikrozés kapcsolatat mutatja be. (pl. [13] 57-58.0.)

2.4. Tétel. A sik bdarmely egybevdgosdgi transzformdcidja legfeljebb
hdrom tengelyes tiikrozés szorzata.

Az alabbi tételek két illetve harom tengelyes tiikrozés szorzatat
vizsgaljak.
2.5. Tétel. Két eqymdssal pdrhuzamos egyenesre valo tikrézés szor-
zata eltolds, amelynek irinya merdleges az egyenesekre €s nagysdga

az eqyenesek tdvolsdgdnak kétszerese. Bdrmely eltolds elddllithato két
megfeleld pdrhuzamos eqyenesre vald tikrézés szorzataként.

2.6. Tétel. Két metszd eqyenesre vald tikrézés szorzata a metszéspont
korili forgatds. Az elforgatds szége a két metszd egqyenes dltal bezdrt
irdnyitott szog. Bdrmely forgatds helyettesithetd két metszd eqyenesre
valo tikrozéssel, ekkor az eqyenesek szdge a forgatds szogének a felével
eqyezik meg. Ha az eqyenesek szoge derékszog, akkor kézéppontos tikrd-
zést kapunk.

2.7. Tétel. Hdrom parhuzamos eqyenesre vald tikrézés szorzata egyet-
len tikrézéssel helyettesithetd, amelynek tengelye pdrhuzamos az ere-
deti eqyenesekkel. Ha a t1, to, t3 eqyenesekre valo tikrozés a ty egye-
nesre valo tikrozéssel helyettesithetd, akkor a t, és ty egyenesek tdvol-
sdga megyegyezik a ty és t3 egyenesek tdvolsdigdval (ebben a sorrendben
irdnyitott tdvolsdgot mérink).



2.8. Tétel. Hdrom egy ponton dtmend egyenesre valo tikrézés szor-
zata egyetlen tikrozéssel helyettesithetd, amelynek tengelye szintén dt-
meqy a kézos metszésponton. Ha a ty, 19, t3 egyenesekre valo tikrozés
a ty egyenesre valo tikrozéssel helyettesithetd, akkor a t1 és ty eqyene-
sek szdge megyegyezik a ty ésts egyenesek szogével (ebben a sorrendben
irdnyitott szdget mérink).

2.9. Definici6é. Egy tengelyes tikrozés és eqy a tengellyel parhuzamos
wrdnyi eltoldsnak a szorzatdt csusztatva tikrézésnek nevezzik.

A fenti tételek alapjan lathato, hogy a cstsztatva tiikrozést két
parhuzamos egyenesre és egy rajuk meréleges egyenesre vald tiikrozés
szorzataként is elgallithatjuk. A parhuzamos egyenesek tavolsaga az
eltolas felével egyezik meg. Az egymasra meréleges tengelyekre valo
tiikkrozések sorrendje felcserélhets, ezért a meréleges tengelyre vald
tiikrozés sorrendje nem kotott ebben az 6sszeallitasban. A parhuzamos
tengelyekre val6 tiikrozések egyméashoz viszonyitott sorrendje viszont
lényeges, hiszen ez az eltolas iranyabdl ad6doé sorrend.

Még meg kell vizsgidlnunk azt az esetet, amikor hirom tengely
egymashoz viszonyitott sorrendje az eddig targyaltaktol eltérs. Bi-
zonyithato, hogy:

2.10. Tétel. Hdrom eqymdst pdronként mds-mds pontban metszd eqye-
nesre, vagy két pirhuzamos és ezeket metszd harmadik eqyenesre valo
tiikrozés szorzata csusztatva tikrdzés.

Paros szami egyenesre valo tiikrozés szorzata az identikus transz-
formacio, kozéppontos tiikrozés vagy eltolas, paratlan szamu egyenes
esetében pedig tengelyes tiikrozést vagy cstusztatva tiikrozést kapunk.
Ezzel indokolhat6, hogy az irdnyitastaré transzformaciokat szokas pé-
ros izometrianak, az irdnyitasvaltokat pedig péaratlan izometridnak
nevezni. (Ld.[33] 73.0.)



A fentiek alapjan lathato, hogy a sikbeli egybevagosagi transzfor-
méacidk az eddig targyalt tipusok valamelyikét képviselik, s6t akar a
tengelyes tiikrozés segitségével is el§ tudunk allitani minden lehet&séget.
(Az identikus leképezés sem kivétel, egy egyenesre egymés utén kétszer
tiikroziink. )

Az egybevagosagi transzforméciok rendszerezéséhez az eddig tar-
gyalt tételek elegend&ek, de az alkalmazasok szempontjabol még néhany
fontos allitast megemlitek. Ezek koziil a 2.11. és a 2.15. tétel tipikusan
az euklideszi geometridra jellemz6, mert a parhuzamossagi axiéméra
épiil. A tobbi pl. Bolyai Janos hiperbolikus geometridjara, s6t a gombi
geometriara is atvihetd.

2.11. Tétel. Két eltolds szorzata eltolds.

2.12. Tétel. Az O, és Oy pontokra vald kézéppontos tikrézések szor-
zata a 2 - 0109 vektorral valo eltolds. Bdrmely eltolds ilyen modon
felbonthato két kozéppontos tikrézés szorzatdra.

2.13. Tétel. Egy eltolds és eqy kozéppontos tikrozés szorzata kézép-
pontos tikrézés. Az ij kézéppontot az eldzd tétel alapjin tudjuk meg-
hatdrozni.

2.14. Tétel. Két azonos kézéppont korili oy €s ao szégi forgatds
szorzata az adott kézéppont kérili oy + ag (mod 360°) szdgd forgatds.

2.15. Tétel. Két kiilonbozd kozépponti a €s ag sz20g1U forgatds szor-
zata o + ag (mod 360°) szogid forgatds, ha oy + ao # k - 180° (k egész
szdm). Ha oy + as = k - 180°, akkor a két forgatds szorzata eltolds.

Ezeknek a tételeknek a bizonyitasa megtalalhatéo Molnar Emil [36]
és Vigassy Lajos [56] konyvében. Kiss Emil [32] konyvének 4. fe-
jezete pedig a téméat csoportelméleti szempontboél targyalja részlete-
sen. Kovécs Zoltan [33] konyvében a geometriai transzforméaciok rend-
szerezését axiomatikus alapozéssal adja meg, a definiciok és tételek



kezdetben az abszolut geometridhoz kothetGek, a folytatasban vila-
gosan kovethets, hogy melyek azok az allitasok, amelyek mér csak az
euklideszi geometria kereteiben igazak.

2.3. Az euklideszi tér egybevagosagi transzforméa-
cidi

A térbeli egybevagosagi transzformaciok tipusai : siktiikrozés, egyenes-

tiikrozés, kozéppontos tiikrozés, eltolas, forgatds, csavarmozgas, for-

gatva tiikkrozés, csusztatva tiikrozés. Az egyenestiikrozés a forgatés

specidlis esete 180°-o0s forgatasi szoggel. A kozéppontos tiikrozés pedig

ugyanilyen értelemben a forgatva tiikrozés specidlis esete.
A fixpontok szdma szerint csoportositvas:

Minden pont fixpont az identitikus leképezés esetében.

Egy sik minden pontja fixpont a siktiikrozés alkalmazéskor. A
fixpontok a tiikrozési stk pontjai.

Egy egyenes minden pontja fixpont a forgatasnal, ideértve az e-
gyenesre valo tiikrozést is. A fixpontok a tengely pontjai.

Egyetlen fixpontja van a forgatva tiikrozésnek, specialisan a kézép-
pontos tiikrozésnek. A fixpont a koézéppont.

Nincs fixpontja a nem identikus eltoldsnak, csavarmozgasnak és a
csusztatva tiikrozésnek.

Iranyitastartas szempontjabol csoportositva a térbeli egybevagosagi
transzforméaciokat:

Iranyitastartd az identités, az eltolas, a forgatés és a csavarmozgés.

Iranyitasvalté a siktiikrozés, kozéppontos tiikrozés, forgatva tiikrozés
és a csusztatva tiikrozés.



A térbeli egybevagosagok és a siktiikrozés kapcsolatat mutatja az
alabbi tétel ([13] 109.0.).

2.16. Tétel. Bdrmely eqybevdgdsdgi transzformdcid legfeljebb néqy sik-
tikrozés szorzata.

Az el6z6 fejezet szellemében elemezhets a kiilonb6z6 transzforma-
ciok eloallitasa siktiikrozések szorzataként. Az irdnyitastartod transz-
forméciokat paros szami, az iranytasvalté transzforméaciokat pedig
paratlan szamu siktiikrozés szorzataként kapjuk meg.

2.4. Hasonlésagi transzforméaciok

2.17. Definicid. Az euklideszi tér (illetve sik) ardnytartd transzfor-
mdcidit hasonldsdgi transzformdcidknak nevezzik. Ekkor létezik olyan
k # 0 wvalds szam, amely bdrmely szakasz képének és az eredeti sza-
kasz hosszdnak az ardnydt fejezi ki. Ha a szakasz és a képe ellentétes
irdnyd, akkor k mnegativ, a megfeleld szakaszok ardnydt ekkor |k| adja
meg. Fzt a k valds szamot a hasonlosdg ardnydnak nevezzik.

k = 0 esetén az egész teret egyetlen pontra képeznénk le, ezt a dege-
neralt esetet kizarjuk.

A hasonlosagi transzformaciok azért is fontosak, mert az euklideszi
geometria olyan tulajdonsagokat vizsgal, amelyek invaridnsak a ha-
sonlésig alkalmazésakor. Ez azzal fiigg Gssze, hogy a tavolsidgméreés
egységének megvalasztasa a geometriai allitasok tobbségének igaz vol-
tat nem befolyasolja. (Ld. [13] 81.0.; [36] 54.0.)

A hasonlésagi transzformaciok egyenestartoak, igy az affin transz-
formécidk részcsoportjat alkotjak. Az egybevagdsagi transzforméciok
csoportja pedig, |k| = 1 hasonlésagi arannyal, a hasonlosagi transzfor-
méciok csoportjanak részcsoportja.

A fixpontokroél az alabbi allitasok mondhatok ki:
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2.18. Tétel. Ha egy hasonldsdgi transzformdcionak legaldbb két fiz-
pontja van, akkor egybevdigosdg.

2.19. Tétel. Ha egy hasonldsdgi transzformdcio nem egybevdgdsdg,
akkor egyértelmien meghatdrozott fixrpontja van.

Igy az egybevagosagtol kiilonbozo sikbeli hasonlosagi transzforma-
ciok a kovetkez6 tipusokba sorolhatbak:

e kozéppontos hasonlosig (homotécia)

e forgatva nyujtas (egy kozéppontos hasonlosag és egy azonos kozép-
pont koriili forgatés szorzata - tetsz6leges sorrendben.)

e tiikrozve nyujtas ( egy kozéppontos hasonlosag és egy, a kozép-
ponton dtmend egyenesre torténd tengelyes tiikrozés szorzata -
tetszGleges sorrendben.)

A sikbeli hasonlésagi transzformaciok koziil( most nem zarom ki
az egybevagosagokat sem):

iranyitastarto az eltolés, a kozéppontos hasonlosag (ez specialis for-
gatva nyujtasnak is tekinthetd 0°-kal) és a forgatva nyujtas,

iranyitasvalto a tengelyes tiikrozés (specialis tiikrozve nyujtasnak is
tekinthetd), tiikrozve nytujtéas és a csusztatva tiikrozés.

A hasonlésagi transzformaciok egymasutani alkalmazasara vonat-
kozo allitasokat tartalmaz a kévetkezd két tétel.

2.20. Tétel. A ky és ko ardnyi kizéppontos hasonldsdg szorzata (nem
csak azonos kozéppont esetén) kiks ardnyi kozéppontos hasonldsdg, ha
kiko # 1. kiks = 1 esetében identikus leképezést vagy eltoldst kapunk.
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2.21. Tétel. A ki ardnyi «q sz0g7 és a ko ardnyi oo $zogi forgatva
nyujtds szorzata (nem csak azonos kézépponttal) kiks ardnyid, a; +
ag(mod 360°) szogi forgatva nyijtds, ha kike # 1, kike = 1 és a; +
ay # k- 360° (k egész) esetén forgatds, kika =1 és ag + g = k - 360°
esetén pedig identikus leképezés vagy eltolds.

A térbeli hasonlosagi transzforméaciok egyetlen kategoéridba sorol-
hatok.

2.22. Tétel. Térben minden az eqybevigisdgtol kiilonbozd hasonlosdg
forgatva nyijtds (egy egyenes korili forgatds és egy az egyenesre illesz-
kedd kézéppontos hasonldsdg szorzata).

k > 0 esetén a térbeli forgatva nytjtés iranyitastartod, £ < 0 esetén
irAnyitasvalto.

Végiil a hasonlésagi transzformaciokra vonatkozo alapvets allitas-
sal zarom ezt a szakaszt.(|33| 85.0.)

2.23. Tétel. Minden hasonlosdg eqy kozéppontos hasonldsdg és eqy
egybevdgdsdg szorzata. A kozéppontot tetszdlegesen vdlaszthatjuk meg,
a hasonlosdg ardnya pedig az igy kapott kozéppontos hasonlosdg ardnyd-
val eqyezik meg.

2.5. Néhany gondolat a transzforméacidk
altalanosabb koréroél

Az el6z6ekben vizsgalt egybevagosagi transzforméciok egyenestartok,
illeszkedéstartok, parhuzamostartok, szogtartok voltak, a hasonlosagi
transzformécidk esetében nincs tavolsagtartas, helyette az aranytartas
teljesiil. Ezek a transzformaciok az euklideszi geometridra jellemzGek,
hiszen a tavolsagegység megvalasztdsa nem lehet 1ényeges a geometriai
allitdsok megfogalmazasanal. Ha az invaridns tulajdonsigok valtoz-
nak, 1j tipusi transzformaciokat és 1j tipusit geometriat kapunk.
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Az egyenestartd transzforméaciok az affin geometridhoz vezetenek
el. Az affin transzforméciok parhuzamossigtartéak, de nem szog-
tartoak és nem tévolsidgtartéak. Harom egy egyenesen 1évé A, B, C
pont esetében értelmezziik az osztoviszonyt az (ABC) = 4% hénya-
dossal (iranyitott szakaszokat hasznalunk). Az affin transzformaciok
az osztoviszonyt megérzik. Az affin transzformaciok egyik alkalmazasa
a parhuzamos vetités. A szamitogépes grafikiban a 3-dimenzios teret
a 2-dimenzios képsikra képezziik le. Erre az egyik lehet&ség a parhuza-
mos vetités, amely elfajult affin transzformaci6 (csékken a kép dimen-
zioja). Az abrazoloé geometridban az axonometrikus leképezés (egy
ortonormalt tengelykereszt képét adjuk meg a vetités sikjaban) pedig
Pohlke tétele szerint lényegében parhuzamos vetitésnek, ezaltal elfa-
julé affin transzformacionak tekinthets. (Ld. [4] 54-57.0.)

A projektiv tér és a projektiv transzformécioé fogalmahoz jutunk,
ha a parhuzamostartas tulajdonsiagat elvetjiik. Ekkor elképzelhetd,
hogy parhuzamos egyenesek képei metszik egymést. A perspektiva al-
kalmazza ezt a jelenséget. A szamitogépes grafikiban ezzel taldlkozunk,
amikor a teret egy kézéppontbdl vetitjiik a képsikra. Ha nem akarjuk
feladni a geometriai transzformaciok illeszkedéstarté tulajdonsagat,
akkor a végtelen tévoli idealis pont, egyenes, sik fogalmat vezetjiik
be, igy jutunk el a projektiv sik (P?), a projektiv tér (P?) fogalmahoz.
A projektiv transzforméciok a parhuzamossagot, a szoget, az osztovi-
szonyt és a tavolsagot altalaban nem tartjak meg. Ha egy egyenes 4
pontja A, B, C, D, akkor a négy pont kettésviszonyat az (ABCD) =
gﬁgg)) osztoviszony-hanyadossal értelmezziik. A projektiv transzfor-
méciok a kettGsviszonyt megtartjak. Ezek a transzforméaciok elGal-
lithatok centralis veitések egymésutani alkalmazaséaval.

A kozéppontos vetités P3-at P2-re képezi le elfajult projektiv transz-
formécioként. Az abrézolé geometridban alkalmazott centralis axo-
nometria szintén projektiv transzforméacio. A Szabo-Stachel-Vogel té-
tel mondja ki, hogy egy centralis axonometria milyen feltételekkel felel
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meg egy kozéppontos vetitésnek, igy specidlis projektiv transzformé-
cionak.(Ld. [4] 63.0.)

Az affin, az euklideszi és a projektiv tér n-dimenzioban is értelmez-
hets. Ekkor a linearis algebra eszkozeit hasznaljuk a fogalmak egységes,
altaldnosithato leirdsara.

2.24. Definicio. Legyen T test és n > 1 egész szam. A T-beli eqyiitt-
hatdji, nem nulla determindnsi nxn-es mdtrtizok halmazdt GL(n,T)-
el jelélyiik, dltaldnos linedris csoportnak nevezzik.

2.25. Definicié. Legyen T test ésn > 1 egész szdm. Az
AGL(n,T)={v—=b+Mv:v,beT" M cGL(n,T)}
a T" halmazon értelmezett affin leképezések halmaza.

Amint lathato, T tetszéleges test, nem sziikségszerii, hogy a valos
szamok halmaza legyen. Ekkor v oszlopvektor és a transzformaciok
szorzatat jobbrol balra értékeljiik ki. Ha v — vM + b a megfelel§
leképezés alakja, akkor v sorvektor és a leképezést balrol jobbra értékel-
jik ki.

Ha R"-en a szokisos modon értelmezziik a skalaris szorzatot, majd
a tavolsdgot, akkor az E" euklideszi teret kapjuk. Az ortogonalis
matrixokhoz ( a métrix és a transzponaltjanak a szorzata az egység-
matrix) tartozo leképezések lesznek a tavolsagtartod transzformaciok,
tehat az egybevagosagi transzforméciok. Ezt a halmazt O(n, R)-rel,
roveden O(n)-nel jeloljiik. Egy ortogonalis métrix determinansa +1
vagy —1. A +1 determinénsi matrixok hatarozzdk meg az iranyitéas-
tarto transzformaciokat, a mozgasokat. Ezt a halmazt SO(n) (speciélis
ortogonalis csoport) jeloli.

Ha b = 0, akkor az origot fixen hagyo transzforméciokat kapjuk.
Ezek halmaza O(n)-nel, mozgasok esetében SO(n)-nel azonosithato.
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Megmutathato, hogy egy tetszéleges pontot fixen hagy6 transzformé-
ciok csoportja izomorf az origdt fixen hagyo transzformaciok csoportja-
val.

Az n-dimenziés affin és euklideszi tér részletes targyalasa példaul
Baziljev-Dunyicsev-Ivanyickaja [5] konyvében a 2. rész IV. fejezetében
talalhato meg. Az n-dimenziés projektiv geometria felépitésével példaul
[6] 3. rész 1. és II. fejezete foglakozik. Lényeges csoportelméleti meg-
fontolasok szerepelnek Kiss Emil [32] konyvének 4. fejezetében. A
szamitogépes grafikaval kapcsolatos vonatkozasok olvashatok [17] 5.
és 6. fejezetében, [53] 3. fejezetében.

3. A geometriai transzformacidok tanitasa-
nak lépései az iskolai oktatasban

A szimmetria mindennapi életiink része, épiileteink, kornyezetiink téar-
gyai, diszit6 motivumai szimmetrikus elemeket tartalmaznak. Hargit-
tai Magdolna és Hargittai Istvan csodalatos konyvei : Fedezziik fel a
szimmetriat [22] és Képes szimmetria [23], mindezt gazdag képanyag-
gal mutatjék be. A miivészek alkotasaiban a szimmetria alkalmazéisa-
val vagy annak tudatos megtorésével taldlkozunk. M.C.Esher képei
nem csak az euklideszi geometria, hanem a hiperbolikus geometria
modelljében is hasznaljak a geometriai transzformaciokat. Szamos
konyv foglalkozik ezzel a téméval, én most két videot emlitek meg:
Michele Emmer: Simmetria e spazio [15] és Geometries and impossi-
ble worlds [16].

Amikor geometriat tanitunk, akkor nem csak gondolkodéasi mod-
szereket, hanem latasmoédot is tanitunk. Ebben a folyamatban a geo-
metriai transzforméciok, a szimmetridk tanitisinak kiemelt szerepe
van. Nyolcosztalyos gimnazium taniraként ennek a folyamatnak a
10-18 év kozotti idGszakarol irok disszertaciomban.
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A 3.1 szakaszban a Ratz Lészlo6 Vandorgyiilésen 2005-ben tartott
el6adédsom anyagat foglaltam Gsze. Az eladas prezentacioja meg-
nézhetd honlapomon (http://www.szolda.hu/he).

A téma kozépiskolai tanitasanak attekintése utén a 4 fejezetben
a 2006/2007-es tanévben egy az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi
Versenyen kitiizott feladatot és az arra adott megoldasokat mutatom
be.

3.1. A geometriai transzformaciok fogalmainak
kialakitasa az altaldnos iskola fels6 tagozatan

A felsG tagozat négy éve alatt tanitvanyainkat ,,0sztonds” geometriai is-
mereteik matematikai hatterével ismertetjiik meg a geometriai transz-
formaciok tanitdsa sordn. Kezdetben a jatékos felfedeztetés az is-
meretszerzés alapja. Nyolcadik osztalyban mar a fogalmi rendszere-
zésig is eljutunk, annak az igényét is kialakitjuk, hogy allitdsainkat
bizonyitani kell. Tételeket mondunk ki és bizonyitunk, természetesen
az életkornak megfelel§ szinten.

3.1.1. Otddik évfolyam - jatszunk a szimmetriaval

Tanitvinyaink az 6t0dik osztdlyban mar rendelkeznek a téméba ill6
elismerettel. Filizetiiket az als6 tagozaton sormintival diszitették,
Sbapétaztak” hajtogattak, a kiilonbozo épitd készletekkel sokféle alakza-
tot épitettek.

Ebben az évfolyamban szigorti értelemben nincs olyan témakor,
amely valamelyik geometriai transzformaciohoz lenne kapcsolhaté. U-
gyanakkor geometriai alapfogalmakat tanitunk, a korz6, a vonalzo, a
szogmérd hasznalatat gyakoroltatjuk, a parhuzamossag és a meréleges-
ség ,.jelenségét” ismertetjiik meg tanitvanyainkkal. Ez sokkal érdeke-
sebb elfoglaltsag lehet a kisgyerek szamara, ha ekozben ,latvanyos”
dolgokat hozunk létre. A korzé és a vonalz6 hasznélataval rajzolt
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abrak szimmetriat mutathatnak. Az ezekben 1évG ismétléssel a biz-
tonsagos eszkozhasznalatot érhetjiik el, a végeredmény szép, amit a
gyerekek szivesen kiszineznek.

Ebben az évben ismerkediink meg a koordinata-rendszerrel. A
koordinatak pozitiv és negativ szamok egyarédn lehetnek. Amikor a
pontok jelz&szamait megadjuk, és ezeket &brazoljuk, abrak jonnek
létre. A kezdeti lépések utan tanitvanyaink is szivesen terveznek ilye-
neket. FEzeket az &brakat el lehet tolni, tiikr6zni, nagyitani, kicsi-
nyiteni lehet. Bar a pontos geometriai fogalmat még nem tudjak, de
a geometriai transzforméciokat elvégzik és a hétkoznapi szohasznélat-
bol vett szavakat hasznaljak is - eltolunk, tiikréziink, nagyitunk. A
koordinatak valtozasat is figyeljiik.

A papirhajtogatast minden gyerek szereti (vannak feln&ttek is e
miifaj szerelmesei kozott). Egy-egy kotetlenebb, jatékos oréan, sziinet
el6tti utolso6 orén igen jo elfoglaltsag. Az 6todik osztaly elsé félévében
a szakkoreim befejezd faladata rendszerint egy-egy hajtogatis. Fény-
masolt lapon a gyerekek a lépések rajzos véazlatat (jol hasznalhato
konyvek kaphatoak, pl. Pataki Tibor: Papircsodak [42] cimi konyve)
a keziikbe kapjak , amit haza lehet vinni, otthon tdjra el lehet késziteni.
En egy nagyobb papirbol készitem el a ,mtvet”, igy mindenki latja,
mit kell tennie a siker érdekében. Kiilonb6z6 szint és méretd lapok
kaphatoak az iizletekben. Ezekb&l még szebb alkotasok hozhatok létre.
Es hajtogatasaink szamtalan szimmetriaval rendelkeznek . . .

3.1.2. Hatodik évfolyam - a tengelyes szimmetriaval
ismerkediink

Ebben az osztalyban lesz a tanulmanyaink targya az elsé geometriai
transzformécié, a tengelyes tiikrozés. Ha a hétkoznapi életben azt
mondjuk, hogy szimmetrikus, akkor val6sziniileg sikszimmetrikus vagy
tengelyesen szimmetrikus. Taldn ezért foglalkozunk elGszor ezzel a
transzforméacioval. A fogalmat a siktiikor vizsgilataval vezetjiik be. A
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tiikorkép vizsgalata - sikbeli és térbeli alakzatok tiikorképét is nézziik
- sok jelenség, tulajdonsag felismeréséhez elvezet. Masolopapirként a
régi ir6géphez hasznélt atiitGpapir hasznalhatd, ami ma is megvasarol-
hato az iro6szerboltokban, de ilyen célra a konyhaban hasznalt siit&pa-
pir is kivaloan megfelel. A méasolopapirt Osszehajtva megrajzolhatjuk
egy egyszeri abra tengelyes tiikorképét. Ezt ismételve szép sormintat
is lehet késziteni. Ha egy papirlapot 0sszehajtunk, akar tobbszor is, ol-
l6val szép alakzatokat vaghatunk ki, ,csipkéket” készithetiink. A szines
rudak készletébdl megépithetjiik kiilonboz§ alakzatok tiikorképét.

Nekiink pedagoégusoknak tudnunk kell, hogy a siktiikor j6 analdgia,
de a tengelyes tiikrozés nem mindenben a sikra torténd tiikrozés ,két-
dimenzi6s” megfelelgje. Amikor a masolopapirt hasznaljuk, mozgassal
fedésbe tudjuk hozni az abrat a tiikorképével. A siktiikor vizsont a
jobblabas cipénkbdl ballabas cipét ,hoz létre” és nincs az a térbeli
mozgés, ami a balldbas cip6mbél jobbldbast varazsolna.

Kell6 tapasztalatszerzés utan fogunk hozza a tiikorkép szokasos
szerkesztéséhez. A méar megismert tulajdonsagokat ekkor fogalmazzuk
meg: tavolsigtartas, szogtartis, pont és képének helyzete a tengelyhez
képest, egyenes és képének helyzete a tengelyhez képest, egyenes és
tiikorképének kapcsolata.

Amikor a szakaszfelez6 merélegesrdl, szogfelezordl és szabalyos sok-
szogekrdl tanulunk, mar a tengelyes szimmetriat alkalmazzuk.

3.1.3. Hetedik évfolyam - geometriai transzformaciék val-
tozatos szaballyal

Az altalanos iskoldban a hetedik évfolyamon tudjuk megtenni a leg-
fontosabb lépéseket a geometriai transzforméciokkal kapcsolatban. A
hatodik évfolyamon targyalt tengelyes tiikrozés kell§ bevezetést jelent
az altalanosabb megkozelitéshez. Egy ,szaballyal” adjuk meg egy pont-
nak a képét. Ekozben vizsgéljuk, hogy a kiilonb6z6 alakzatok jellemz6
tulajdonsagai hogyan valtoznak. Tudunk példat mutatni arra, hogy
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megvaltozhat egy szakasz hossza, egy sz0g nagysaga, s6t lehet, hogy
egy egyenes képe gorbe vonal lesz.

A transzforméciok tulajdonsagait felsoroljuk: egyértelmt-e, meg-
fordithato-e, egyenestarto-e, tavolsagtarto-e, aranytato-e, szégtartod-
e. Figyeliink arra, hogy a transzformécié alkalmazasakor az alakzat
koriiljarasa valtozik-e vagy sem. A cél az, hogy minél tobb transzfor-
maciot végrehajtsunk, akar mésolopapirral akar korzével, vonalzoval.
Nem cél, hogy egy-egy esetben minden ,szokéasos” tulajdonsagot fel-
soroljunk.

Miutan az altaldnos fogalmakat attekintettiik, a kézéppontos tiik-
rozéssel foglalkozunk részletesen. Jo képességii csoportban érdemes
a térbeli analogidkra is id6t szanni: pontra, egyenesre és sikra is
tiikrézhetiink térben.

A kozéppontos tiikrozés alkalmazasaként foglalkozunk a paralelo-
grammaval, a rombusszal, a négyzettel, a szabélyos sokszogekkel.

Ebben az életkorban a szerkesztések modszerét is rogzitjiik: vazla-
tot készitiink, ezen gondoljuk végig a megoldast, elemzést irunk, az
adatokkal elvégezziik a szerkesztést, majd megviszgaljuk a szerkeszt-
hetGség feltételét. Ezzel a korabbi években is probalkoztunk, de tapasz-
talatom szerint ebben az életkorban valik természetessé a gyerekek
tObbsége szaméra ez a modszer. El kell fogadtatnunk veliik azt, hogy
itt is fogalmazast frunk, mint magyar 6ran. A megoldasokat érdemes
a tablanal széban is elmagyardztatni, mert igy lehet a j6 matematikai
szOhasznalatot kialakitani.

3.1.4. Nyolcadik évfolyam - az 6sszefoglalas és a rendszerezés
éve

Az altalnos iskola utols6 évében sok gond van vagy lehet, ami nem ked-
vez a geometria tanitasdnak. A tanulokat tovabbtanulasra készitve
nem biztos, hogy a geometriai ismeretek gyakoroltatidsa lesz a leg-
fontosabb cél. Nyolcosztalyos gimnaziumban tanitva jobb lehetGségek
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kozott tervezhettem ezen a téren.

Részletesen ebben az évben targyaljuk az eltolast. Ennek ellenére
ez az a geometriai transzformécié, amelyet szemléletesen régen is-
mernek a tanuldk. Ezzel a téméval kapcsolatban arra is figyelniink
kell, hogy a vektor fogalma a fizika szdmara is igen fontos.

Itt édemes a hasonlosagi transzforméacioval is foglalkozni, mert a
rendszerezés soran jo, ha nem csak egybevagdsagi transzforméciokra
figyeliink. Erss csoportban én az affnitést is megemlitem.

Az egybevagosigi transzformaciok rendszerezését sokféle mélység-
ben lehet elvégezni. Ez a kovetkez§ évben, kilencedik évfolyamon is
téma lesz a matematika 6ran. Ha tobb idénk van, ha erésebb a csopor-
tunk, akkor sem sziikséges nehéz bizonyitasi vagy ravasz szerkesztési
feladatok felé venni az iranyt nyolcadik osztélyban.

Két éve egy nyolcadik és egy kilencedik évfolyamos csoportom is
volt. Igy j6 alkalmam volt arra, hogy atgondoljam, melyik évfolyamon
mit tartok fontosnak. Tobb héten keresztiil gytjtottek a gyerekek
a kornyezetiikben olyan targyakat, amelyeken a szimmetria kiilon-
b6z tipusait talaltak.(Ekozben a matematika 6rakon més témaval is
foglalkoztunk.) Digitalis fényképezbgéppel jartam az orakra, hogy a
legértékesebb  kincseket” megordkitsiik. A nyolcadikosokkal az volt
a célom, hogy észrevegyék és meg tudjik kiilonboztetni a geometriai
transzformaciokat a talalt targyakon. Ok is élvezték, ha egy hajpan-
ton, egy kulcstarton, egy tapétacsikon, s6t még a konyhai papirtor-
16n is alkalmazni tudtdk az el6z§ évek ismereteit. A kilencedikesek
szamara ez kiindulépont volt a geometriai transzforméaciok egymas
utani alkalmazasédnak tanulmanyozasihoz. A gytjtémunka utan le-
vetitetiik, hogy mi mindent taldltunk a témaval kapcsolatban. Két
szép és érdekes videot is megnéztiink, amely M.C.Esher életével és
munkéssagaval foglalkozik.([15] és [16])

A geometriai transzforméciokat egymas utan alkalmazva raismer-
tiink arra, hogy az eredményt egyetlen transzformécioval is el lehet
érni. Ezeket a sejtéseinket nem bizonyitottuk nyolcadik osztalyban.
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3.2. Geometriai transzformacidok a kozépiskolaban

3.2.1. Kilencedik évfolyam - egybevagdsagi transzformaciok
és alkalmazéasaik

Az elmilt években a szokasos heti éraszamnél 2 o6raval magasabb
oraszdmban tanitottam kilencedik osztalyban matematikat - a mi isko-
lankban ezeket a csoportokat real csoportoknak nevezik. ElGszor réve-
den azt foglalom Gssze, hogy ilyen koriilmények kozott mit lehet meg-
valésitani. Ezen az éven kell megprobalni atlépni azt a hatéart, ami
a szemléletes 1atastol a bizonyitott allitasokhoz vezet. A geometriai
transzforméacidkat ilyen szempontbdl ismételjiik. Most szerziink gyakor-
latot szerkesztési és bizonyitasi feladatokban. Kell§ szamu feladat
utan érdemes 6sszegytjteni azt, hogy milyen ,6tleteket” szoktunk hasz-
nalni. A geometriai bizonyitasok jol mutatjak azt, hogy egy sejtéstdl
hogyan juthatok el a bizonyitott allitdshoz.

A geometriai transzformaciokat felhasznaljuk komolyabb allitasok,
tételek bizonyitasara ezen az évfolyamon: Thélesz-tétel, paralelogram-
ma tulajdonsagai, kdzépvonalakra vonatkozo allitdsok.

Az egybevagosagi transzforméciok rendszerezése soran megemlitjiik,
sok esetben bizonyitjuk, hogy a tengelyes tiikrozésekkkel melyik transz-
forméacio, hogyan allithato el6. Bevezetjiik a transzformaciok szorza-
tanak a fogalmét is.

Négy évfolyamos gimnaziumban,vagy kisebb 6raszdmban tanitva
jobban tamaszkodunk a szemléletre, a szimmetridnak a koriilottiink
1év6 vilagban valo észrevételére. A geometriai transzformaciok alkal-
magzasara koncentrdlunk: szimmetrikus hdromszogek, négyszogek tu-
lajdonsagai, Thalesz-tétele. Ilyen esetben is egy korabbinal absztrak-
tabb megkozelitést varunk el a tanitvanyainktol.
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3.2.2. Tizedik évfolyam - a hasonlésag és alkalmazéasai

A hasonlésag fogalméaval mar nyolcadik osztalyban taladlkoztunk. Ak-
kor arra volt médunk, hogy felfedezziik és elhiggyiik ennek a transzfor-
mécionak a tulajdonsagait. Ebben az életkorban mar alkalmazhatunk
bizonyitasokat ebben a téméaban is. Az elméleti alapot a parhuzamos
szel6k tétele, megforditasa és a parhuzamos szelGszakaszok tétele je-
lenti. Ezek a bizonyitasok nehezek ebben az életkorban. Vannak olyan
gyerekek, akik csak az &llitdsok megértéséig jutnak el - ez is fontos
lépés. A jobbak pedig bizonyitani tanulnak ezeken a tételeken.

A kozéppontos hasonlésidg tulajdonsagait mar ezzel az ismerettel
gondoljuk at. A hasonlésagi transzformaciok fogalmit bevezetjiik,
szerkesztési és szamitasos feladatokban is alkalmazzuk, nevezetes téte-
leket bizonyitunk hasznalataval: szogfelezététel, magassagtétel, be-
fogotétel, szelGtétel ...

Gyengébb csoportban, kisebb 6raszdmban elfogadhatonak tartom
a forditott utat: a kozéppontos hasonlésag tulajdonsigaibol kapjuk
meg a parhuzamos szelGk tételét és kovetkezményét. A hangsilyt
a szamitasos feladatokra érdemes ebben az esetben tenni. Ezzel a
szogfiiggvények fogalmanak bevezetését készithetjiik el6.

3.2.3. Tizenegyedik és tizenkettedik évfolyam

A geometriai transzforméciokkal kotelezGen a tizenegyedik évfolyamtol
mar nem foglalkozunk. A megszerzett ismereteket feladatokban alkal-
mazzuk - példaul trigonometriai szamitasokban.

Uj ismeretet nem kételezd anyagként az emelt szintti csoportban
tanul6é didkok kapnak. A maétrixokkal ismerkedve a transzforméaciok
koordinatageometriai matrixaval taldlkoznak.
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4. Geometriai transzformaciok alkalmazasa
egy versenyfeladatban

Az el6z6 szakaszban attekintést adtam azokrol a teriiletekrsl, ame-
lyekkel az iskolai oktatasban a geometriai transzformécidkkal kapcso-
latban foglalkozunk. Ezekkel az eszkdzokkel a geometria ,szép tajaira”
juthatunk el didkjainkkal.

Az alabbi feladatot a 2006-2007-es tanévben az Orszagos Kozépisko-
lai Tanulméanyi Verseny elsé fordulojaban a specialis matematika tago-
zatos tanulok szamara tiizte ki a versenybizottsag (az én javaslatomra).

4.1. feladat. Az ABC hdromszoget betizziik pozitiv koriljdrds szerint.
A hdromszég szégei az A, B illetve C csiucsndl rendre o, 3, v. A B
cstcsot az A pont koril negativ irdnyban elforgatjuk o széggel, majd
az gy kapott By pontot a B pont kéril negativ irdnyban elforgatjuk 5
szoggel, és véqil az igy nyert By pontot a C' pont kéril negativ irdny-
ban v szdggel elforgatva a B3 pontba jutunk. Szerkessziik meg a hdrom-
szoget, ha adottak a B, Bs pontok és az ABC' hdromszdqg beirt korének
O kozéppontja.

A versenybizottsdghoz azok a dolgozatok jutottak, amelyek legalabb
15 pontot elértek a lehetséges 35-bél. Ilyen dolgozat ebben a tanévben
98 darab volt. El6zetesen két tipust megoldésra szamitottunk — az
aldbbiakban az 1. és 2. megoldas. A dolgozatjavitas soran nagy 6rom
volt latni, hogy a didkok dolgozata sok otletet tartalmaz, a megolda-
sok kozott még tovabbi 3 tipust talaltunk. A 98 dolgozat koziil az
els6 megoldas négy tanul6 dolgozataban szerepelt, a masodik 6tben, a
harmadik tipust megoldast harom tanulé adta, a negyediket tizenegy,
az 0todiket pedig harom. A versenybizottsiag az elsé két megoldast
fogalmazta meg, a tovabbi megoldasokat a didkok munkaibol valo-
gattam. A megoldasok leirasa sordn természetesen a széhasznalatot
egységesitettem, némileg pontositottam a dolgozatokban megtalalhaté
valtozatokhoz képest.
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A feladat szovege sugallhatta a transforméciok helyettesitésének
gondolatat. Az el6bbi statisztika — a legtébben a negyedik tipus sze-
rint oldottédk meg a feladatot — azonban azt mutatja, hogy a speciélis
matematika tagozatos tanulok sem ehhez a megoldasi modszerhez nytil-
nak déntSen. Erdemes lenne a geometriai transzformaciok elallitasa-
nak lehetGségét részletesebben tanitani a matematikaval mélyebben
ismerkedd tanuloknak akar specialis matematika tagozatos osztalyok-
ban, akar més emelt 6raszami csoportok esetében. Ehhez elméleti
megkozelitést adhat Reiman Istvan: Matematika [49] konyvének 179-
190. oldalai, ennél egy mélyebb atekintést jelent A geometria és hatar-
teriiletei [50] cimid konyvének 7. és 8. fejezete. Ha feladatokon
keresztiil szeretnénk elmélyiteni ezt a tudast, akkor nagyon jol hasznal-
haté anyag taldlhaté Vigassy Lajos: Egybevagosagi transzformaciok a
sikban és a térben [56] cimii kozépiskolai szakkori fiizetében. Molnar
Emil: Elemi matematika II. egyetemi jegyzetében [36] az elméleti is-
meretek Osszefoglalasa utdn szamos feladat szerepel, ez alapos tudést
adhat a témat tanité tanarnak és a téma irant mélyebben érdekl6ds
didknak is.

Az alabbi 6t megoldasban egységesen hasznalt jelolések:
a haromszog szogfelez6i:  f., fp, fe
a beirhato kor kézéppontja: O
érintési pontok az oldalakon: FE,, Ey, E.
1. megoldas (Ld. 1. 4bra )
Egy o szogii forgatas helyettesithetd a koézépponton atmend két
egyenesre torténd tengelyes tiikrozés (megfelel§ sorrendben vett) egy-

méasutanjaval, ahol a tengelyek szoge /2.
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1. 4bra.

Igy a feladatban szereplé A pont koriili forgatas felbonthatoé az f,
szogfelezére és a c oldalegyenesre valo tiikrézés egymasutanjara. Ha-
sonloan a B pont koriili forgatast a c oldalegyenesre és az f, szogfelezére
valo tiikrozéssel allitjuk els. Igy a két forgatas szorzata az f, és fj
szogfelez6kre vald tiikrozéssel helyettesithetd, hiszen a c oldalegye-
nesre valé kétszeri tiikrozés egymast semlegesiti. A szogfelezdk szoge
a/2 + /2, tehat a két forgatas egyméas utani alkalmazéasa a beirt kor
kozéppontja koriili o + S szogl negativ iranyu forgatassal egyenlé.

A beirt kor a b oldalt az Ej pontban érinti. Az OC E} haromszogben
az Ej érintési pontban derékszog van, a C' csticsnél 16v6 szog v/2, igy
az O pontnal 16v6 szog o /243 /2 (felhasznaljuk, hogy a+F+v = 180°).
Tehat az E,O sugar és az f. szogfelez6 szoge is a/2 + 3/2, ezért az
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el6bbi forgatas az E,O egyenesre és az f. szogfelezére valo tiikrozések
egymasutani alkalmazéasaval is elgallithaté. Bontsuk fel C' pont koriili
v szogl negativ irdnyu forgatast az f. szogfelezére és b oldalegye-
nesre valo tiikrozések egymasutanjara. Igy a harom forgatas az E,O
egyenesre és a b egyenesre valo tiikrozésekkel helyettesithets. Ezek
egymasra mersleges egyenesek, tehat a harom egymast kovets forgatas
olyan kozéppontos tiikrozéssel egyenértéki, amelynek a koézéppontja
Eb-

Ennek ismeretében adjuk meg a feladat megoldésat. Szerkessziik
meg az adott B és Bs pontok felezépontjit, ezzel megkapjuk az Fj
pontot. Az adott O pont koriil, E,O sugarral megrajzoljuk a beirt
kort. A koérhoz az Ej, pontban érint6t szerkesztiink, ezzel a haromszog
b oldalegyenesét kapjuk meg. A B pontbdl az ismert moédon érintket
szerkesztiink a korhoz, ezzel megkapjuk az a és c oldalegyeneseket. A
haromszog csiicsait az oldalegyenesek metszéspontjaiként kapjuk meg.

Diszkusszié: A megoldhatosag feltétele, hogy a B és B3 pontok
felez6pontja az O ponttol kiillonb6z6 pont legyen, a B pont a megraj-
zolt korvonalon kiviil helyezkedjen el, tovibba a kor és a B pont a b
oldalegyenes azonos félsikjaban legyen (ellenkezs esetben a haromszog
hozzairt korét kapjuk). A feladatnak ekkor egy megoldasa van.

Ez az eljaras valoban a keresett ABC' haromszégh6z vezet, hiszen
az idézett tételek miatt az igy kapott haromszog B csicsdnak megfelels
szogekkel valo elforgatottja az a Bs pont, amely az O pontnak az Fj
pontra vonatkozo6 tiikérképe.

Az altalanositas lehet&ségét adja, ha a hozzairt kor esetével foglal-
kozunk.

A tovabbi megoldasok azonos jellegii tényeket hasznélnak, de a

nézépont mas és mas. Ezek a variadciok a késébbi tiikrozésgeometriai
témakort is gazdagitjak. (5. fejezet)
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2. megoldas (Ld. 1. abra )

Az el6z6 megoldéshoz hasonléan belathato, hogy kiilonb6zd kozép-
ponti, a és [ szogil forgatasok egymésutanja o + [ szogi forgatéas
(alkalmas kdzéppont koriil), ha o+ 3 # k - 360° ( k egész szam). Igy
a hidrom egymaésutéani elforgatds o + 8 + v = 180°-os elforgatasnak,
tehat kozéppontos tiikrozésnek felel meg.

Az E, érintési pontot az A pont koriil a szoggel negativ irdnyban
elforgatva az F, érintési pontot kapjuk. Ha az E.-t a B pont koriil 3
szoggel negativ irAnyban elforgatjuk, akkor az F, pontba jutunk. A
C pont koriili v szogi negativ iranyu forgatasnél ennek a képe az Ej
pont. Tehat E, a transzforméacionak fixpontja, ebbdsl adédéan az E,
pont lesz a tiikrozés kézéppontja.

A szerkesztés és a diszkusszi6 a tovabbiakban azonos az 1. megoldés-
ban leirtakkal.

3. megoldas(Ld. 2. dbra )

A harom forgatast a kovetkezs egyenesekre valo tiikrozésekkel he-
lyettesithetjiik: f,, ¢, ¢, fo, fe, b. A kétszeri ¢ egyenesre valo tiikkrozés
semlegesiti egymast. Tehat az f, f,f.b transzforméciot vizsgaljuk a
tovabbiakban. Ez egy sikbeli egybevagosigi transzformécié, amit 3
nem kollineéris pont képe meghataroz.

Legyen ez a harom pont O, A és az F, érintési pont. A 2. megoldas-
ban mér belattuk, hogy az Fj pont a transzforméci6 fixpontja. Az O
pont a szogfelezGk metszéspontja, ezért ezekre az egyenesekre tiikrozve
az O pont helyben marad. A folyamat végén az O pont b-re valo
tiikorképét kapjuk, ami azonos az Ej, pontra vonatkozé tiikorképpel.
Ha A-t f,-ra tiikrozziik, akkor a képe 6nmaga. Ha ezutén fy-re tiikro-
ziink, akkor az A’ pont a BC' oldalegyenesen lesz és AB = BA'. A'-t
fe-re tiikrozve az AC egyenes egy pontjat kapjuk és A"C' = A'C.

AA" = AC-CA" = AC-CA'= AC—-(BC—-BA"Y = AC—(BC -
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2. abra.

—AB) = AC — BC+ AB = (AB+ AC + BC) —2BC = 2s — 2a =
2(s — a). s-sel a haromszog fél keriiletét jeloljiik. Ellendrizhets, hogy
ez akkor is igaz, ha a megfelel§ pontok nem az oldal bels§ pontjai,
hanem az oldal meghosszabbitasara esnek.

Ismert, hogy AFE, = s — a, igy A” pont az A-nak FEj-re vonatkozo
tiikorképe. Ezért a négy tengelyes tiikrozés egyméasutani alkalmazasa
az Fy érintési pontra valo tiikrozéssel egyenértéki.

Innen az 1. megoldés szerint végezziik el a szerkesztést.

28



4. megoldas (Ld. 3. és 4. abra )

A o /2 B2 B

3. abra.

Ha az O pontot az A pont koriil negativ irdnyban « szoggel elfor-
gatjuk, akkor az O; pontot kapjuk. Ha ezutan az O; pontot a B pont
koriil negativ iranyban [ szoggel forgatjuk el, akkor visszajutunk az
O pontba (felhasznaltuk, hogy O a szogfelez6k metszéspontja). Majd
az O pontot C koriil v szoggel negativ irAnyban forgatva az O3 pontot
kapjuk. OCEyZ = «/2, ezért az O3 pont az O pontnak az E, pontra
valo tiikorképe. (3. abra)
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4. 4bra.

a+ B+ v = 180°. Ezért, ha az OB szakaszt a feladat szerint
elforgatjuk, akkor OB és O3Bz parhuzamos lesz, iranyitasuk pedig
ellentétes. Igy OBO3;Bs; paralelogramma (esetleg elfajult), amelynek
a kézéppontja Ey. Ezt a pontot a B B3 szakasz felez6pontjaként kapjuk
meg.(4. abra)

Innentdl a szerkesztést a mar ismert modon fejezziik be.

5. megoldas (Ld. 5. és 6. abra )

A feladatban szerepls, A és B pont koriili forgatasok az f,, ¢, c,
f» tengelyes tiikrozésekkel helyettesithetGek, itt a két c-re valo tiikrozés
semlegesiti egymaést, tehat f, és f, egyenesekre valo tiikrozések egymés-
utanjat vizsgaljuk. Az f, és f, szoge az abra szerint mérve 90° + /2.
Ezért f,f, egy O kozéppontu, 2 - (90° + v/2) = 180° + v szogii pozitiv
iranyu forgatasnak felel meg. Ezt tekinthetjiik egy O-ra vonatkozd
kozéppontos tiikrozés és egy pozitiv iranyd v szogil forgatas egymaés-
uténi alkalmazasanak.

Az O ponton keresztiil felvesziink egy AC-vel parhuzamos e egye-
nest. Az e egyenes és az f. szogfelezs szoge /2 (valtoszogek egyen-
16sége miatt). Tehét az O koriili pozitiv irdnyua v szogi forgatés az e
és az f. egyenesekre, a C kozépponti negativ irdnyt v szogi forgatas
pedig az f. és a b egyenesekre valo tiikrozésekkel helyettesithets. A
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5. abra.

két f.-re valo tiikrozés semlegesiti egymast, igy az e és a b egyenesekre
valo tiikrézések maradnak.

e és b parhuzamos, ezért a rajuk valo tiikkrozés a tavolsaguk két-
szeresével, a 2 - OFE, vektorral val6 eltolassal egyenértéki. A teljes

transzforméacié tehat az O pontra valo tiikrozés és a 2 - O Ey, vektorral
val6 eltolas egyméasutéanja.

P
Tiikrozziik a B pontot O-ra. B'Bj a fentemlitett eltolas vektora.

. l . ! T .
Az O pontot toljuk el az 5 - B'Bs vektorral. Igy megkapjuk az Ej

pontot. Innen a szokasos moédon fejezziik be a megoldast.
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6. abra.

5. A tiikrozésgeometria alaptételének alkal-
mazasarol

5.1. Bevezetés

Geometriai transzformaciok , mint a tér dnmagéra val6 bizonyos tipusi
leképezései, csoportot alkotnak az egymasutani végrehajtas (kompozi-
ci6) mint szorzas miiveletével. Az egybevagosagi transzformaciok cso-
portjanak attekintésében, rendszerezésében kiemelt szerepe van sik-
ban az egyenesre torténd tengelyes tiikrozésnek, térben a siktiikrozés-
nek, ahogyan ezt a 2. fejezetben mar elemeztem. A tiikrézésgeometria
arra tesz kisérletet, hogy a geometriai probléméak széles korét ezekre
a transzformacidkra alapozva vizsgilja. Néhéany, a 2. fejezetben sze-
repld tételt most axiémaként mondunk ki. Ezek ,er6s” axiomak az
altalaban szokéasos axiémakhoz képest, de pontosan ez ad lehet&séget,
hogy egy hatékony geometriai rendszert épitsiink fel. Bachmann [3] és
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Ahrens [2| klasszikus munkaira fogok hivatkozni és hasznalom Molnar
Emil [37] és [38] munkait, amelyekben sikban és térben egy lehetséges
egyszertsitett felépitést ismerhetiink meg.

A tiikrozésgeometria lehetGséget ad arra, hogy az egybevagosigi
transzforméaciokat rendszerezziik. A rendszerezés soran két tetszéleges
egyenesre vald tiikrozést két masik egyenesre valo tiikrozéssel helyet-
tesitlink, amelyek koziil az egyik egy adott ponton megy at, vagy mas
feltételt teljesit. Ez a lehetGség térben siktiikrozésekkel kapcsolat-
ban lép fel. A tiikkrozésgeometria alaptételei (5.5. tétel és 5.6. tétel a
késGbbiekben) megmutatjak az ilyen helyettesités lehetGségét és mod-
szerét, és kimondjak az elGallitas egyértelmtiségét is. Az 5.6. tétel
bizonyitasat dolgozatom tartalmazza, ebben az axiomak hatékony és
szép alkalmazésat figyelhetjiik meg.

Egyenestiikrozés térben is értelmezhetd. Felmeriil a kérdés, hogy
térben az 5.5. tétel egyértelmi konstrukcioja lehetséges-e. Az 5.9. tétel-
ben kimondom, hogy ilyen el6allitas létezik. A tételre adott bizonyita-
som azt is megmutatja, hogy ez az el6allitas térben nem mindig egyér-
telmii, megadom az egyértelmi elgallitas feltételét is (5.10. tétel). Ez
az elemzés nem volt ismert a téma irodalmaban.

Az alédbbiakban el6szor attekintem a sziikséges alapfogalmakat,
axiomékat és tételeket. Az 5.9. tétel bizonyitasahoz kozvetleniil az 5.3.
és 5.4. axiomara és az 5.8. tételre lesz sziikségem. Az 5.7. és 5.8. té-
tel bizonyitasat is megadom, ezek az 5.9. tételben szerepld elGallitas
konkrét kivitelezését teszik lehetGvé. Az 5.9. tétel igy nem csak egy
el6allitas elvi lehetGségét mutatja meg, hanem az 5.7. és 5.8. tételre
alapozva lathatd, hogy a konstrukcio a gyakorlatban, szerkeszthetd
modon hogyan allithato eld.

5.2. Alapfogalmak, jelolések
pontok: A, B,C...
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egyenesek: a,b,c...

sikok: o, B,7y...

a-val jelolom az « sikra vald tiikrozést is, hasonléan hasznalom a
jeloléseket pontok és egyenesek esetében is.

A P pont illeszkedik az e egyenesre: P le.

A P pont, az e egyenes illeszkedik az o sikra : PI a,el a .
= jel a térelemek egyenlGségét jeloli.

= jel a transzformaciok egyenlGségét jeloli.

Az o, 3,7, ... sikokra valé tiikrozések szorzata : af7y....

P? e, a®: A P pont, az e egyenes, az « sik képe a ¢ transzfor-
maci6 alkalmazasa utan.

A ¢ transzforméci6 inverze: ¢ .

A ¢ transzformacio involutiv , ha ¢ = ¢! # 1 (1 jeldli az identikus
leképezést).

o 1Yo 1 A 1) leképezésnek a ¢ leképezéssel torténd transzformaltja

(konjugéltja).
Ha ¢ involutiv, akkor ¢ 11¢ = ¢1)o.
Specidlisan ¢ lap —=: o olyan siktiikrozés, ahol a tiikrozés

sikjat az « sikbol a ¢ transzforméacié alkalmazasaval kapjuk.

a L B : Az a sik mer6leges a 3 sikra, ha of = o és a # B.

a L B : Az a egyenes meréleges a 3 sikra, ha a® = a és a X B.
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egyenestiikrozés : Haa L B és g1 o, 3, akkor az aff = S« transz-
formaciot g egyenestiikrozésnek nevezziik. A g = af transzfor-
maci6 involutiv, hiszen

o =paf=a <= af =pa=(af)"".

ponttiikrozés: Ha P 1 a,« és a L «, akor az aa = aa transzfor-
méaciot P ponttiikrozésnek nevezziik. A P = aa transzformacio
involutiv, mert
a® = aaa = a <= aa=aa = (aa)™".

Az axiomak és a tételek egységes targyalast tesznek lehetévé az
euklideszi és a hiperbolikus térben. A fogalmak, axiémak és a tételek
az elliptikus térben is analég médon fogalmazhatdak meg. Az egyértel-
miiség kérdése azonban eltéré moédon targyalhato, ezért dolgozatomban
az elliptikus geometria esetével nem foglalkozom.

5.3. Axiémak és tételek
5.3.1. A harom egyenestiikrozés axiéomaja sikban

5.1. Axiéma. Ha a,b,c I P, akkor létezik olyan d eqyenes, amelyre
abc = d.
Kovetkezmény: d 1 P.

5.2. Axiéma. Ha a,b,c L g, akkor létezik olyan d egyenes, amelyre
abc = d.
Kovetkezmény: d 1 g.

5.3.2. A harom siktiikrozés axiémaja térben

5.3. Axiéma. Ha o, 3,71 g, akkor létezik olyan & sik, amelyre afy =
0.
Kovetkezmény: 6 1 g.
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5.4. Axiéma. Ha g 1 «,f,v, akkor létezik olyan § sik, amelyre

afy=29.
Kovetkezmeény: g L 6.

A 5.3. és a 5.4. axidoma alapjan az egyenestiikrozés definicidjat
hasznélva az 5.1. és 5.2. axiéma bebizonyithato.

5.3.3. Tételek

5.5. Tétel. A tiikrozésgeometria fététele sikban(Hjelmslev)

A sik bdrmely kiilonbozd a és b eqgyeneséhez és nem mindkettdre illesz-
kedd X ponthoz létezik pontosan egy olyan g egyenes, amelyre g I X
és agb = h egyenestiikrozés.

A tétel kovetkezménye, hogy létezik olyan h; egyenestiikrozés is,
hogy ab = gh,, ahol h; = bhb = h°.

5.6. Tétel. A tikrozésgeometria fotétele térben

Bdrmely kiilonbézé o és B sikhoz és nem mindkettore illeszkedd X
ponthoz létezik pontosan eqy olyan ¢ sik, amelyre ¢ I X és apf = 1)
stktikrozés.

Itt is kovetkezik, hogy létezik olyan ), siktiikrozés is, hogy aff =
@iy, ahol ¢y = fipf = P.

Bizonyitas: (Ld. 7. és 8. abra )

Bocsassunk merélegest az X pontbol az « sikra (a egyenes). A
merdleges talppontja A. Hasonloan keletkezik a b gyenes és a B pont.
A g egyenes az A és B pontokra illeszkedik. ¢’ az X pontbol a g egye-
nesre allitott merdleges sik. A £ sikot az X pont és az a, b egyenesek
hatarozzak meg. o’ sik illeszkedik az a egyenesre és mercéleges a &
sikra. A 8’ sitkot az 7. abra szerint hasonléan kapjuk. X I o’, 3’, ezért
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7. abra.

o’ és [’ metszik egymast az m egyenesben. m merGleges a & sikra
és atmegy az X ponton. ¢’ is illeszkedik erre a metszésvonalra. A
5.3. axiéma alapjan létezik olyan ¢ sik, amelyre o’6’3’ = ¢ és ¢ I m,
o L& igy o€ = Ep.

Ezért:
ad'b = (£a')0'(B'€) = £(a/0'B)E = Ep€ = .
Tehat:
apb =6’ (1)
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A ponttiikrozés definicioja szerint:

A = aao=aa < a=aA=A4a ,
B = =0pb <= [ =bB=D0Bb

Ezeket az Osszefliggéseket felhasznélva:
apf = (Aa)p(bB) = A(apb) B.

(1) alapjan:
apB = Ad'B. (2)

8. 4bra.

Az A és B ponttiikrozéseket a definicié alapjan elGallitjuk:
" Lg,d"TA=A=g9d" ;8" 1Lg,p"1B=B=p"g.
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A 5.4. axiéma alapjan van olyan 1 L g sik, amelyre
allélﬂll — w
(2) szerint:
apf = A§'B = (9a")5'(8"9) = g(a"d'8")g = gipg = ¢.
Ezzel a tétel allitasat belattuk.

A tételben megfogalmazott kovetkezmény az alabbiak szerint adédik:

Y=apB= o =B =a=pBY=af=ppYs =gy’

¢ (és 1) egyértelmiiségét indirekt modon lehet bizonyitani, a részletek
az [2], [3], [38] irodalomban megtalalhatoak.

9. abra.

5.7. Tétel. Ha ® = afy hdrom siktikrozés szorzata és X a tér egy
tetszdleges pontja, akkor létezik olyan € , o , v sik, hogy X T e ése,p L
Y és O = ep.

Ha az € és 1 metszésvonala g, a ¢ és 1) metszésvonala h, akkor ® =
eh=gp. (Ld. 9. dbra)
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Bizonyitas: (a 10. abra jel6léseit hasznalom.)

A 5.6. tétel szerint létezik olyan o’ és [’ sik, hogy X I o’ és
aff = a'B. Ujra a 5.6. tételt alkalmazva létezik olyan 3" és ', hogy
X Ip"és 'y =p"y. Legyen z az o' és 3" metszésvonala. Ekkor
létezik olyan 3" sik, amely illeszkedik az x egyenesre és " L ~'.
(Amennyiben z L ', akkor minden z-re illeszkedd sik megfelel 5"~
nek.) Ekkor a 5.3. axiéma alapjan van olyan ¢ sik, amelyre ¢ I z és
a'f" = ep™. Legyen h a " és 7' metszésvonala, és legyen v olyan
sik, amelyre ©» I h és ¢p L e. (h L ¢ esetében a 9 sik tetsz6legesen
valaszthato a h-ra illeszkedd sikok koziil.)

10. abra.

Ekkor djra a 5.3. axiéma alapjan létezik olyan ¢ sik, amelyre
B"y"'=ppés T h. Ap" L ~'feltétel miatt ¢ L 1. Ezért oy = 1.
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Tehat

afy=a'fly=a'f'y =ef"y =cpp = o
Y és ¢ metszésvonala h, € és 1) metszésvonala g, ¢ , ¢ L . Igy az
egyenestiikrozés definicidja alapjan:

afy = (e)p = gy

afy = e(hp) = ch.
A B és 1 sikokat bizonyos esetekben tébbféle modon is meg tudjuk
valasztani, igy a tételben szerepld elgallitas nem feltétleniil egyértelmd.

5.8. Tétel. Ha ® = afvyd és X a tér egy tetszdleges pontja, akkor
létezik olyan g és h egyenes, hogy ® = gh és X I g.

Bizonyitéas:
(Ld. a 11. abra jeloléseit)

7

11. 4bra.

41



A 5.6. tétel szerint létezik olyan o’ és B’ sik, hogy X I o’ és af = a'f'.
Ujra a 5.6. tételt alkalmazva van olyan 8" és +', hogy X I B" és
B'y = B"+, és létezik olyan " és §', hogy X I v" és~'d =~"6'. A 5.7.
tétel szerint van olyan €, ¢, 1, hogy a'8"y" = epp. A 11. abra szerint
(ezen az abran kovethets az 5.7. tétel konstrukcioja) o', 8", 7" I X,
ezért X I e, is teljesiil. €, L ¢ miatt a'f"y" = yep.

e és ¢ illeszkedik az X pontra, igy a két stk metszi egymast az f
egyenesben (Id. 12. abra). f L 1 is teljesiil. Van olyan w sik (f L ¢’
esetén tobb is), amely illeszkedik f-re és w 1 ¢'. (Ha f L o', akkor
egyet valasztunk az f egyenesre illeszkedd sikok koziil.) w és 0’ a h
egyenesben metszi egymast. A 5.3. axiéoma alapjan van olyan 7 sik,
hogy cpw =mésn I f. An 1 fés f L o feltételek miatt 7 L o is
igaz. m és 1) metszésvonala g.

12. 4bra.

Mindezeket felhasznalva:
® = afyd=a'f"y"d =pepd = p(epw)(wd') = (Yr)h = gh
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és X1g.
Itt is lathato, hogy az elgallitas nem feltétleniil egyértelmii.

5.4. Egyenestiikrozésekrsl térben

Felmeriil a kérdés, hogy a sikbeli 5.5. tételnek van-e egyenestiikrozésekre
vonatkozo térbeli megfelelGje. Az alabbiakban ezt bizonyitom.

5.9. Tétel. Legyen a és b a tér két kilonbozd eqyenese, X pedig a tér
eqy az a €s b eqyenesek nem mindegyikére illeszkedd tetszdleges pontja.
Ekkor létezik olyan g egyenes, amely illeszkedik az X pontra és agb
helyettesithetd eqy h egyenes-tikrozéssel.

Bizonyitas(ld. 13. abra):

Ha a és b egyeneseknek van kozds merdlegesik (az euklideszi térben ez
mindig létezik).

Az a és b egyenesek kozos merélegese legyen m. Az X pont és az
m egyenes meghatéaroz egy v sikot. (Ha az X pont illeszkedik az m
egyenesre, akkor ilyen sik tobb is van, vegyiik az egyiket.) Ebben a
sikban van olyan g egyenes, amely illeszkedik az X pontra és meréleges
az m egyenesre. Az a = [a,m]|, 8 = [b,m],y = [g,m] sikokat az
a, b, g, m egyenesek egyértelmiien meghatarozzak. ¢; legyen az a-
ra illeszked6 m-re merd6leges sik. A o és 3 sikokat analég moédon
értelmezziik.

Az egyenestiikrozés definicidja alapjan:

a=awd , b=pd g =03

Szeretnénk egyszertisiteni az agb = («dq)(703)(Sd2)szorzatot.
a, B,y L6 (i=1,2,3), mert m L5 ésmIa,f,y.

Ezért «d; = 6,0 5 B6; = 0;8 5 v0; = ;v .

Ennek felhasznalasaval:

agb = (ayf)(910302) .
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13. abra.

Az o, B,7 I m, igy a 5.3. axiéma alapjan létezik olyan ¢ sik, amelyre
ayB =@ és o I'm. m L 01,09,03, ezért a 5.4. axiéma alapjan van
olyan v sik, amelyre 61030, = 1 és m L 1. Tehat agb = . m I ¢ és
m L 1, teh&t ¢ L 1.

Az egyenestiikrozés definicidja szerint a 1) szorzat a h egyenestiikrozés-
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14. abra.

nek felel meg, ahol h a ¢ és ¢ sikok metszésvonala. Tehat az agb
szorzatot az m-re merdleges h egyenestiikrozéssel helyettesithetjiik
(14. abra). A bizonyitasbol kovetkezik, hogy ha az X pont illeszkedik
az a és b egyenesek kozos merslegesére, akkor az elGallitds nem egyértel-
m.

Ha nem tételezziik fel, hogy az a és b egyeneseknek van kézés merdlege-
stk — a hiperbolikus térben ez eldfordulhat: (ld. 15. dbra)

Az X pont és az a egyenes sikja a. Ha az X pont nem illeszkedik az a
egyenesre, akkor o egyértelmi, kiilonben pedig egyet valasztunk az a-
ra illeszkedd sikok koziil. Az oy sikot az a1 I a és o L o feltételekkel

hatarozzuk meg.
Ekkor
XIa és a=oo =oo.

A f és 3y sikot analég modon értelmezve (X I b esetén g =b, h = a):
XIB é b=pp=00.
Ezeket a jeloléseket hasznalva:
ab = ayaff .
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15. 4bra.

A 5.8. tételt erre a négy siktiikrozésre alkalmazva léteznek olyan g és
hy egyenes-tiikrozések, amelyekre:

arafpfr =ghy és Xlg.

Tehat
ab = ghy
gab = hy
bga = 0bhib
agb = bhib=h" . (3)

Ezekben az atalakitdsokban azt hasznaltuk fel, hogy az egyenestiikrozés
involutiv. Igy bhib éppen a hy egyenestiikrozés b-vel valo transzfor-
méltja. Ez szintén egyenestiikrozés, a h = h® egyenesre valo tiikrozés-
nek felel meg. Tehat az agb = h elGallitas valoban létezik.
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5.5. Vajon az el6allitas egyértelmii-e?

Az a és b egyenesek illetve az X pont helyzete lehet olyan, hogy
a b.7. és 5.8. tételek konstrukcidja a bizonyitasokban megemlitett
helyeken tobbféle elGallitast eredményezhet. Ezek alapjan a 5.9. tétel-
ben sem garantalhatjuk az egyértelmiiséget.

Az alabbiakban megvizsgalom azt, hogy mit allithatunk akkor,
ha tobbféle elgallitas is létezik. Tegyiik fel, hogy létezik két olyan

91,92 I X egyenes és hy, ho egyenes, amelyekre
nglb = bhlb és CLQQb = bhgb . (4)
Ekkor a (3) atalakitdsokat forditott sorrendben elvégezve kapjuk:

ab = gih1 = goho
9192 = hiho

Az X pont a g;9, transzformécié fixpontja, igy a hihs-nek is. Ha X
illeszkedik a h; egyenesre, akkor a g; és h; egyeneseknek van kozos
pontjuk, igy sziikségképpen kozos merdlegesiik is.
Most tegyiik fel, hogy X nincs rajta a h; egyenesen.

X = XMh2 glapjan X" = X" (1d. 16. abra). Az X pont nem
illeszkedik a h; egyenesre. Az egyenestiikrozés definicioja szerint hy és
hy illeszkedik egy olyan 7 sikra, amely meréleges az x = X X" egye-
nesre. Az x egyenes és az n sik kdzos pontja Y. hy és ho is 4tmegy az
Y ponton. Ez az Y pont a hihs és g1¢- transzformacionak is fixpontja.
Ebben az esetben XY a transzformacio fixegyenese, mégpedig minden
pontja fixpont, és az XY L ¢y, hy feltétel is teljesiil. Tehat a ¢, és
hy egyeneseknek van koézos merGlegese, amely dtmegy az X ponton.
Ezek alapjan, ha a 5.9. tétel elgallitasa nem egyértelmt, akkor van
olyan g; és hy egyenes, amelyeknek van kézos merélegese, és g1 I X és
ab = g1hy.
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16. abra.

Megmutatom, hogy ilyen esetben mindig tudunk a feladatnak meg-
felel§ g;-t6l, hq-t6l kiilonbo6z6 g9 és hy egyenest megadni a g1hy = gohs,
g1, 92 T X feltételekkel.

A g1 és hy egyenesek kozos merdlegese m = [X,Y] (Id. 17. abra).
01 a g1 egyenesre illeszkeds, m-re meréleges sik. 0o a hy egyenesre
illeszkeds, m-re meré6leges sik. Legyen gy egy a g;-t6l kiilonbozs, az
X pontra és a ¢; sikra illeszked§ egyenes.

A g1, g2, b1 és m egyenesek a v1 = [g1,m], 12 = [g2,M], 1
[h1, m| sikokat egyértelmiien meghatéarozzak.

Az egyenestiikrozés definicidja alapjan:

g1 = 701 =0m
go = ’7251 = 5172
hi = @10 = d2¢01
Ezért
h1g192 = 920171010172 = d2p1 7172

w1, 71, Y2 I m, igy a 5.3. axiéma alapjan létezik olyan m-re illeszkedd
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17. abra.

9 sik, amelyre @717 = @o. Ezek alapjan

hi1gi1g2 = 52@2

09 L m és oo I m miatt g L ds. o és 09 kozis pontja Y, igy ezek a
sikok hs egyenesben metszik egymast. Az egyenestiikrozés definicidja
alapjan:
hy = 0202 = 209
higigs = ho
9192 = hihy

Most a (3) atalakitasokat alkalmazva az agb = h szorzat kétféle elGal-
litasat kapjuk.

Mit mondhatunk ekkor az eredeti a é€s b egyenesekrél?
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Ebben az esetben ab = gihy = goho, X 1 g1 # g9, Y 1 hy Z ho
és m = XY a g1, 99, h1, ho egyenesek kozos merdlegese. Legyen P
az a egyenes egy tetsz6leges pontja. Ekkor P és m meghataroz egy
sikot. Ebben a sikban legyen a; olyan egyenes, amely illeszkedik a P
pontra és mergleges m-re. ay, g1, hy L m, ezért van olyan b; L m (az
el6z6 bizonyitasnak megfelelGen, Id. 13. abra), amelyre a1 g1h1 = by =
a1by = g1hy. igy gih1 = ab=a1b; és P 1 a,a;.

Ha a = a4, akkor b = by, igy m az a és b egyenes kozos merdlegese
és X illeszkedik a kozos merglegesre (a és b metsz6 egyenes is lehet).

Ha a # a,, akkor az ab = a1b; és P I a, a, feltételek miatt a és b
egyeneseknek van kozos merglegesiik amely atmegy a P ponton (a g;
és hy egyenesek esetében latott bizonyités szerint). De ezzel a mod-
szerrel az a egyenes minden pontjahoz talalunk kozos merélegest az a
és b egyenesekhez. Ez csak az euklideszi térben, parhuzamos a és b
egyenesek esetében fordulhat elg, ekkor egynél tobb k6zos merdlegesiik
van. Ebben az esetben ab az euklideszi térben egy eltolas és a tér tet-
sz6leges X pontjan keresztiil van olyan x egyenes, amely parhuzamos
az a és b kozos merGlegesével. Ekkor minden olyan g egyenes esetén,
amelyre teljesiil, hogy X I g L x létezik olyan h egyenes, hogy ab = gh,
nevezetesen agb = bhb = h® az 5.9. tétel szerint.

Az alabbi tétel foglalja Gssze az egyértelmiiséggel kapcsolatban bi-
zonyitott allitasokat:

5.10. Tétel. Az euklideszi térben az 5.9. tétel konstrukcidja pontosan
akkor egyértelmid, ha a és b metszé vagy kitérd egyenesek és X nem
tlleszkedik o kozds merdlegesiikre.

Hiperbolikus térben egyértelmi az elddllitds, ha van az a €s b egye-
neseknek kézés merdlegese, amelyre az X pont nem illeszkedik, vagy a
és b eqyeneseknek nincs kozés merdlegese. Ez utobbi eset a klasszikus
Bolyai-Lobachevszki féle hiperbolikus térben pontosan akkor dll eld,
ha a és b hiperbolikus értelemben pdrhuzamosak, azaz eqy sikban fek-
szenek, de sem kézds pontjuk, sem kiézos merdlegesiik nincs.

a0



6. Kristalycsoportok

6.1. 4-dimenziés kristalycsoportok vizsgalata

Dade [14] nyoméan S.S. Ryshkov [51] Maximal finite groups of inte-
gral n X n matrices and full groups of integral authomorphisms of
positive qvadratic forms (Bravais models) cimi cikkében a kovetkezs
kvadratikus alakok egészegyiitthatés automorfizmuscsoportjait, mint

maximalis csoportokat adta meg:

q(x) = Adrtz! + 42%2? + 4232 + dxt 2t + 22'2? — dx' B —

—Ax'zt — 4x?x® — 4222t + 223 2% .

q(x) = dztat + 4222? + 4232 + datat — 22t a? — 2012t —

—2zlzt — 22223 — 2222t — 22821

3 3

q(x) = o'zt + 220 + 230% + 22t — 2'2? — 2% — Pt

Ez ekvivalens [11]-ban az alabbi kvadratikus alakkal:
q(x) = o'zt + 222 + 2323 + 2'2t + 2'2? 4+ 2l
+z'zt + 2%2% + 2’2t + 22t .
Tovabba:
3

q(x) = 2'z' + 222 + 232 + 2'2* — 2'2® — 2Pt

q(x) = o'zt + 2%2% + 2323 + 22t |

q(x) = o'z’ + 2% + 2*2 + 2'2t + 2'2® — 2l

- $1$4 - .1'2.T3 - .T2£E4 .
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Ez szintén ekvivalens [11]-ban az alabbi kvadratikus alakkal :

q(x) = 2'at + 222 + 232 + 2'2t + 2'2® + '+
2.3 3 4 (Q4)

+zxr —xx

q(x) = A\(3z'2' + 32%2% + 32°2® — 22'2® — 22'2 — 22%2° + patat .

q(x) = Mz'a' + 2%2% + %2 — 2'2® — 2223 + patst

q(x) = Mz'z' +2%2° — 2'2%) + p(e*2® + z'2?) .

Dolgozatomban ezeket a csoportokat, mint az E4-beli 4-dimenzios
racshoz tartozé maximélis pontcsoportokat fogom tekinteni. Tehat
az O kezd6pont helybenmarad, a csoportnal barmely racsvektor képe
racsvektor. Barmely fenti kavadratikus alakhoz tartozo A récs bazisvek-
torai: ey, ey, e3,e4. A g(x) kvadratikus alak az x = z'-e; + 22 ey +123-
e; + ' - e, vektor hosszédnak négyzetét fejezi ki. Maxwell [35] dolgoza-
taban felveti a kérdést, hogy a fenti (7T") kvadratikus alakhoz tartozo
csoport tiikrozéscsoport-e? A késébbiekben megmutatom, hogy nem
az. Meghatarozom a T-vel jel6lt pontcsoport maximélis tiikrozésrész-
csoportjat, ennek fundamentélis tartomanyat, majd az egész pontcso-
portot. Tovabba meghatarozom a A-val jelolt racs teljes szimmetria-
csoportjahoz tartoz6 maximaélis tiikrozésrészcsoportot és ennek a fun-
damentalis tartomanyat.

Az utols6 3 kvadratikus alaknak megfelel6 racs egy 3-dimenzios
és egy egydimenzios altér direktosszegéhez, illetve két 2-dimenziés al-
tér direktosszegéhez tartozik, igy a szimmetriacsoportjuk is valamilyen
direktszorzat alakjaban all el§. Igy ezeket dolgozatomban nem vizs-
galom.
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6.2. Alapfogalmak és jelolések

véges dimenzios affin, euklideszi tér.

V : az F tér eltolasainak a vektortere. Egy O kezdGpont rogzitése
utan E pontjait V-beli vektorokkal jellemezhetjiik.

B : szimmetrikus, nemelfajulé, pozitiv definit bilinearis forma a V'
vektortéren, amellyel az F tér euklideszi tér lesz. Ha v,v' € V|
akkor B(v,v') a két vektor skalaris szorzatat fejezi ki.

q : kvadratikus alak a V' téren. v € V esetén ¢(v) = B(v, V).
Iv|: a v vektor hosszat jeldli. |v| = q(v)z.
H : az E tér hipersikja.

6.1. Definici6é. Ha a V tér n # 0 vektora merdleges a H-ra (B-re
vonatkozdan), akkor az:

B(x,n)

s(x):x—Q-B(n’n) ‘n

xeV

transzformdciot a H-ra vonatkozo merdleges tikrézésnek nevezzik.
Ez a tiikrozés B-t invaridnsan hagyja és H-n azonossag.

6.2. Definicié. Egy olyan csoportot, amelyet hipersikokra valo merd-
leges tiikrozések generdlnak, tikrozéscsoportnak vagy Cozeter csoport-
nak nevezink.

6.3. Definicio. Legyen S az E tér hipersikjainak eqy lokdlisan véges
halmaza. W jelélje azt a csoportot, amelyet a F elemeire vald merdle-
ges tikrézések generdlnak. Ekkor az E tér C részhalmazdt a W csoport
(zdrt) fundamentdlis tartomdnydnak (alaptartomdnydnak) nevezzik,
ha:
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e minden x € E -hez van olyan w € W, hogy w(x) € C;

e hax,y € C ésw €W olyan, hogy y = w(x), akkor y = x.

6.4. Definicié. Ha a W csoportot egy fundamentdlis tartomdny fala-
1ra valo merdleges tikrozések S halmaza generdl, akkor az

s2=1 és (s;-5;)m0%) =1 si,8; €8

reldciok meghatdrozzdik a csoportot. Ezek a csoport definidld reldcioi.

6.5. Definicié. Cozeter grif:

Legyen C eqy fundamentdlis tartomdny. S jelélje a C falaira valo
merdleges tikrozések halmazdt. Az S dltal generdlt csoport W. A
W' csoport Coxeter grifjinak csicsai az S elemeit jelképezik. Ha
m(si,s;) = 2, akkor az s; és s; csucsok nincsenek Osszekitve. Ha
m(si, s;) # 2, akkor az s; €s s;-t Osszekotd élre m(s;, sj)-t irunk, ha
m(si, s;) = 3, akkor az élre nem feltétlenil irjuk ki a 3-at.

6.3. A T pontcsoport maximalis tiikrozésrészcso-
portja

A tovabbiakban a (T) kvadratikus alakot a kovetkez6 formaban fogom
hasznalni:

¢(x) = (z' + 22— 2® — 2’ + (2! — 23)? + (2! — 2*)*+ W
+ ($2 o 1'3)2 + (1‘2 o l‘4)2 + ($1)2 + ($2)2 + (373)2 + (.’134)2 )
A megfelel§ bilinearis forma:
B(x,y) = 4z'y" + 42°y® + 42%y® + 4oty + 2y + 2%y — 221y —
_ 2$3y1 _ 2$1y4 - 2x4y1 . 2:E2y3 . 2$3y2 - 2$2y4— (2)
—20ty? + Byt 4 ot
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Elgszor azt vizsgalom meg, hogy milyen sikokra vald tiikrozések
viszik a racsot énmagaba. A tovabbiakban tiikorsikon mindig ilyen
sikot fogok érteni.

e, €9, €3, €, a racs alapvektorai, O pedig legyen a réacs egy tet-
sz6leges pontja, OF; :=e; (1 =1,2,3,4).

Ha H, egy lehetséges tiikorsik, és a Hi-re vald tiikrozés O-t az O,
racspontba viszi, akkor az OO; a A racshoz tartozik. Az %01 vek-
torral valo eltolas a H; sikot az O ponton atmend H sikba viszi. Ekkor
a H sikra val6 tiikrozés egyenértéki az OO, vektorral vald eltolas és
a H; sikra val6 tikrozés szorzataval. Ha az %001 vektorral vald el-
tolds Hi-et a Hy sikba viszi, akkor nyilvinvaléan H, is egy lehetséges
tiikorsik. Ezek alapjan a megfelel6 tiikorsikokat a kovetkezSképpen
hatarozhatom meg:

e meghatarozom az O ponton atmend tiikorsikokat,

e majd meghatarozom az el6bbi sikokbol eltolassal kaphato tiikor-
sikokat.

Ez utobbi igy torténik: Legyen H egy, az O ponton dtmend tiikorsik,
és n = (n',n?,n3 n') legyen a H-nak olyan normalvektora, ahol
(n',n% n3,n*) = 1. Ekkor H-bol £ - n vektorral val¢ eltoldssal kapott
sikok is megfelelGek (k tetsz6leges egész), és bebizonyithato, hogy csak
ezek megfelelGek.

Elgszor tehat meghatdrozom az O ponton atmend tiikorsikokat.
Legyen egy ilyen sik H. A H-ra tiikrozve Ej-et az E| racspontot
kapjuk. Az E; csak olyan E;| pontba mehet 4t a tiikrézésnél, amelyre

igaz, hogy |O—Ei | = |OFEY'|. A kvadratikus alak felhasznéalasaval azt
kapom, hogy \O?J = lej] =2 (i = 1,2,3,4). Ha OE) = ¢/ =
k'-e; +k%-ey+ k3 - e; + k* - e4, akkor teljesiilnie kell, hogy:

(K" + k> —F — kY + (' — B2 + (' — kY2 + (K — B*)*+

+ (K = k) + (K1) + ()" + (K°)* + (k)" = 4 . )
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9 darab négyzetszam Gsszege csak akkor lehet 4, ha:
e az egyik egyenld 4-gyel, a tobbi 0;
e a 9 szam koziil négy 1-gyel egyenld, a t6bbi 0.

A (kY2 (K*)?, (K*)?, (k*)?mindegyike nem lehet 0, mert akkor a (3)
egész baloldala 0 lenne. Igy az els6 eset csak akkor allhat fenn, ha
valamelyik (k)2 = 4. De ekkor a (3) baloldala 16 lenne. Tehat csak a
méasodik eset allhat fenn. Ekkor az 1. tablazat értékeit kapjuk:

E' 11 -1 1 -1 0 o[ 0 0/0 0o[0 0] 0 0|1 -1 1} -1

K211 -10 0/ 1-10 0o[0 0] 1-11-140 00 0

E> 11 -10 0/ 0 0/ 1-140 0[0 0] 1-1{0 0]1-1

E* 11 -10 olo olo ol 1|-11-10 ol 11-10 0
1. tablazat.

Ha a H sikra val6 tiikrozésnél az E; pont a téle kiilonbozs k' -
e; + k% e+ kﬂ—l— k* - e, pontba megy at, akkor a H sik egyik
normélvektora: E1E;' = (k' —1)-e; +k%-ey+ k*-es+ k*-e,. Ennek a
siknak egy norméalvektora igy is frhaté: n =n'-e; +n?-e;+n3-e3 +
nt - ey, ahol (n',n?,n3 n') = 1. Az n’ lehetséges értékeit tartalmazza
a 2. tablazat.

nt 02 1-11-141-11-11-11020 2
n? 1100 1[1 o/o o]0 1[1 1[1 0 0 0 0
nd 11100 oo 1/1 o]0 o0 1] 10 0 11
n* 110 0[O OO 1]1 1]1 0[0 1100

2. tablazat.

Ismert, hogy egy n normalvektoru sikra valo tiikrézés az x helyvek-

26



tort pontot a x’ helyvektoru pontba viszi, ahol:

B 2- B(x,n)

B(n,n) T 4)

ha az O kezd6pont illeszkedik a tiikorsikra. Az el-t (i = 1,2,3,4) az
e1, €9, e3, e, vektorok egészegyiitthatos linearis kombinécidjaként kell
felirni. Ez csak ugy lehetséges, ha

2 - B(e;,n)

B(n,n) w (5)

egész szam 1 = 1,2,3,4 és 7 =1,2, 3,4 esetén.

n' |0 -1 11

n? 1 1111

nd |1 0/0 1

n* 11 0/ 10

3. tablazat.
ntlo]1[1]|1]-1]0
n2|1/0|1[1]11]0
nd|1|1]0[1]0]-1
n*{1]1]1]0l0]|1

4. tablazat.

A bilinearis forma felhasznalasaval eldonthets, hogy az (5) feltételt
a 3. tabldzat szdmnégyesei elégitik ki. Még meg kell vizsgalni, hogy
melyek azok a tiikrozések, amelyek az F; pontot helyben hagyjéak.
Ilyen tiikr6zések esetében is van olyan FE; pont, amely nem marad
helyben. Ilyenkor az e; vektorral lehetne végigszamolni mindazt, amit
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eddig e;-gyel végigszamoltunk. Ezt gyakorlatilag nem kell megtennem,
mert a kvadratikus alak szimmetridja miatt ez a szamitas lényegében
megfelel koordinatacseréket jelent. Igy a tovabbi lehetséges sikok
normaélvektorait az el6bbiekbdl koordinatacserékkel kapom. Az Osszes
lehetséges sik normalvektorat a 4. tablazatban gytjtottem Ossze. Végiil
hat tiikrozést kaptunk, az alabbi jeloléseket fogjuk hasznélni:

oy @ a tikrozési sik Hy, norméalvektora n; = (0,1, 1,1),

09 @ a tikrozési sik Hy, norméalvektora ny = (1,0, 1,1),

o3 : a tikrozési sik H3, norméalvektora ng = (1,1,0,1),

o4 ¢ a tikrozési sik Hy, norméalvektora ny = (1,1, 1,0),

o5 ¢ a tikrozési sik Hs, norméalvektora ns = (—1,1,0,0),

og : a tiikrozési sik Hg, norméalvektora ng = (0,0, —1,1).

A o, tiikrozés esetében:

€ = e +e +e3tey
e, = e

e; = —ey—ey

e, = —e,—e3,

e} 1 1 1 1 e
e _ 0O 1 0 O | e
e} 0 -1 0 -1 e3
e 0 -1 -1 0 €4
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Coxeter [12]-nek megfelelGen, vagy transzponalt matrix segitségével:

(e1 € e e

vagy egyszerien:

0
—1
0
—1

o1 :

— e
OO = O

a [11] tablazatai szerint.
Hasonloan a tobbi tiikrozés esetében:

1 -1

0

g9 :

03 .

g4 :

o = O O

(e1 €y €3 e4)-

0
-1
0
-1

0
-1
-1

0

— =
o O = O

0
-1
-1

0

1)
0

_— o O O



1 0 00
10100
%100 0 1
0010
Ezek alapjéan:
05 = 02-01°02
0 = O04°03°04
(0'1 '0'2)3 = (0'3'0'4)3 =1.

(I jeloli az azonos leképezést).

Igy az O pontot helybenhagyo tiikrézések csoportjat generalni lehet
a 01,09, 03,04 tiikrozésekkel. A o1 és o, tiikrozésekkel generalt cso-
portot As-vel jeloljiik (1d.[8]) és ez a o3 and o4 altal generalt csoportra
is igaz. Ezért a T" pontcsoportjanak maximélis tiikrozésrészcsoportjat
az Ay x Ay direktszorzattal jeloljiik, mivel Hy, Hy | Hj3, H;. Ennek a
csoportnak a Coxeter grafja az 18. abran lathato.

18. abra.

6.4. A T pontcsoportja nem tiikrozéscsoport

Meghatéarozom a fenti A5 x A, csoport alaptartoményat, amelyet Fa,x ,-
vel jelolok. Ez a Hy, Hy, H3, Hy sikok altal meghatarozott, megfelelGen
kivalasztott félterek metszete.
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Az S sik egyenlete:
(z'-e;+2%-es+2°-es+2-e) n =0
innen, a B bilinearis forma alkalmazasaval
—zt+ 2+t =0
Hasonlban az Sy sik egyenlete:
2+ 24+t =0
az S3 sik egyenlete:
4+t —23=0 |
az S, sik egyenlete:

42 —zt=0

Az emlitett fundamentélis tartomany x = (x!,22 2%, z) pontjait a

kovetkez$ egyenlgtlenségekkel megadott félterek metszete adja (A fél-
terek jelolésére a H;™ szimbolumot az alabbi modon vezetem be):

H: '+ 23+ 21 >0 (B(x,n;) > 0),
Hy - 22— 23—z >0 (B(x,—ny) > 0),
H - g+’ -2 >0 (B(x,n3) > 0),
H: —z' —2®+2t >0 (B(x,—n4) > 0).

A Hi, Hj, Hk sikok metszésvonalat fijk—vel JG]Oljuk Az f123, f124, f134,
fo34 egyenesek iranyvektorai rendre (1, 1,2, —1), (1,1,-1,2), (2,-1,1, 1),
(—1,2,1,1). Ennek felhasznalasaval meghatarozhatok az alaptartomény
kétdimenzios lapjai: A;; jeloli H; és H; metszetét. (19. abra)

Még meg kell nézniink, hogy ez a fundamentalis tartomény on-
magaba vihets-e valamilyen egybevagosagi transzforméaciéval vagy sem.
(Olyan egybevagosagi transzforméaciot keresiink, amely magéat a racsot
is 6nmagéba viszi.) A tovabbiakban megmutatom, hogy ilyen transz-
formaci6 van, és ezzel belatom Maxwell sejtését.

Ilyen transzformaciok a kovetkezok:
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134

123

234

14 24 34

f124

19. 4bra.

1. Az f; transzformacio a H; félteret a H;™ féltérbe, H, -t H, -be
viszi:

0010
0001
f1'1000
0100

fi-fi = 1. Az f; transzforméci6 egy kétdimenzids sikra valod
tiikrozést jelent.

2. Az f, transzformécié a H,' félteret a H, féltérbe, H) -t H, -be
viszi:

0 0 0 -1
0 0 -1 0
GE 0 -1 0 0
-1 0 0 0

fo-fo=1. Az f, is egy 2-dimenzits sikra valo tiikrozést jelent.
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3. fi1+ fo = fo- f1 transzformacio:

0 -1 0 O
-1 0 0 0
o 0 0 -1
0o 0 -1 0

A Coxeter graf alapjan még elvileg lehetséges lenne, hogy egy
transzformacié hatésara H, féltér H, féltérbe megy at, Hs™ és H,
félterek pedig helyben maradnak. Ez a transzformécié viszont egy 3-
dimenziods sikra val6 tiikrozés lenne. De az Osszes ilyen tiikrézést méar
meghataroztam, ez azt jelenti, hogy ez a transzformaci6 a racsot nem
viszi 6nmagaba. Hasonloan nem lehetséges, hogy H; és H, félterek
helyben maradnak, a H; féltér pedig a H, féltérbe megy 4t. Tehat
tobb ilyen transzformécioé nincs.

Az F = {1, f1, fa, f1 - f2} csoport elemei viszik a4t a T pontcsoport
maximaélis tiikrozésrészcsoportjanak az alaptartomanyat és egyben a
racsot is onmagaba. A T pontcsoport minden eleme egyértelmiien
elgallithato f-d alakban, ahol f € F és d € Ay X As. Ennek a magya-
razata a kovetkezd: Egy T-beli ¢ transzforméacié P-t atviszi P’-be.
Legyen P eleme az F| fundamentélis tartoméanynak, P’ pedig az F3
fundamentalis tartomanynak. Tiikrozések egymasuténjaval F, atvi-
hets6 Fi-be. Ekkor P’ képe P; lesz. Van olyan f € F transzformacio,
amely P-t P-be viszi. Igy ez a t transzformaci6 az f transzforméacié és
néhéany tiikrozés egymasutanjaként allithato els. F' elemeinek a szdma
4, Ay X Ag-nek 6 -6 = 36 eleme van, igy a T pontcsoport elemeinek a
szama 4 - 36 = 144.

6.5. A maximalis tiikrozésrészcsoport

Az alabbiakban meghatarozom a T-hez tartozo A racs teljes szimmet-
riacsoportjanak maximalis tiikrozésrészcsoportjat. A tiikrézéscsoport
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F* fundamentalis tartomanya olyan poliéder lesz, ami része Fa,xa,-
nek, és a csoportot az F™* 3-dimenzios lapjainak sikjara valo tiikrozések
generaljak. Ezek alapjan az F'* fundamentéalis tartoményt a kdvetkezd
modon kapom meg:

e a H; sikot eltolom in, vagy —sn,; (i = 1,2,3,4,5,6) vektorral, A
H; képét Hy-vel jelolom. Azt a sikot valasztom, amely belemetsz
FA2 XA2—be.

e Az igy kivalasztott Hy (i = 1,2,3,4,5,6) sikok altal meghatéro-
zott egyik félteret veszem, azt valasztom, amelyik O-t tartal-
mazza.

o és veszem az Fl, .4, és az el6bb leirt félterek kozos részét.

Megmutathato, hogy a keresett fundamentélis tartomény a Hy, Ho,
Hj, Hy, Hy (a Hs-bol 3 vektorral eltolva kapom), Hy (a Hg-b6l 37
vektorral eltolva kapom) sikok altal meghatarozott megfelels félterek
metszete. Az F* fundamentilis tartomény pontjait igy a kovetkezs
egyenlGtlenségek adjik meg:

H: —z' + 22+ 1 >0,
Hy - 22—z -2 >0,
Hi - '+ 2% —2° >0,
Hj : —zt — 2?4 1* >0,
H ' —2”+1>0,
H - 2 —z'+1>0.

Az alaptartoméany 2-dimenziés axonometrikus képe a 21. abran
lathat6. A By jelolés azt jelenti, hogy a megfelel§ csiicsot tartal-
mazza a H;, H;, H,, H; sik. A A racs teljes szimmetriacsoportjanak
maximalis tiikrozéscsoportjat a Hy, Hy, Hs, Hy, Hy, Hy sikokra valo
o1, 09, 03, 04, 05, Oy tiikrozések generdljak. A 20. abran lathato
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ennek a csoportnak a Coxeter grafja. Ez a csoport az [8] jeloléseinek

megfelelgen Ay x ;1;.

Biosg Boss e

21. abra.
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6.6. Eredmények a tobbi esetre

Ebben a fejezetben a fent leirt modszert alkalmazom a tobbi eset-
re, az 5. és a 6. tabldzat tartalmazza az eredményeket a Gszefoglalva.
Brown-Biilow-Neubiiser-Wondratschek-Zassenhaus [11] monografiaja
megadja ezeknek a csoportoknak a kristaly-csalddjat, kristaly-rendsze-
rét, Q-osztalyat és Z-osztalyat. A tablazatok az erre vonatkozo sza-
mozasokat is tartalmazzak.

Az alabbiakban minden esetben a vizsgalat soran ad6do legfonto-
sabb eredményeket adom meg, nem részletezem aprolékosan a szamita-
sokat .

6.6.1. P, vizsgalata
A Ps-hez tartozé kvadratikus alakot az alabbi formaban hasznéalom:
¢(x) = ()" + (@*)° + (2°)" + (@")" + (=" = 2”)" + (&' —2”)"+ ©)
+ (2t — 2+ (2% — 2%)2 + (2% — 24)? + (2% — 2%)?.
A megfelel§ bilineéris forma:
B(x,y) = 4z'y" + 42’y + 423y + 42yt — 2'y® — 2%yt — 2P
_ oyttt oyl — 2y — oty oyt — ety (7)
— 2yt — oty

A pontcsoporthoz 10 tiikrozés tartozik, az alabbi jeloléseket hasznalom:

o1 @ a tikrozési sik Hy, norméalvektora n; = (2,1,1,1),

o9 : a tikrozési sik Hy, norméalvektora ny = (—1,1,0,0),
o3 @ a tiikrozési sik Hz, normalvektora ny = (0,—1,1,0),
o4 ¢ a tikrozési sik Hy, norméalvektora ny, = (0,0, —1,1),
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o5 ¢ a tiikrozesi sik Hs, norméalvektora ny = (1,2, 1,1),

og : a tiikrozési sik Hg, normalvektora ng = (0, —1,0, 1),
o7 : a tiikrozési sik Hy, norméalvektora n; = (1,1,2,1),

og : a tiikrozési sik Hg, norméalvektora ng = (1,1, 1, 2),

09 : a tiikrozesi sik Hg, normélvektora ng = (—1,0,0,1),
019 ¢ a tiikrozési sik Hyg, normalvektora nig = (—1,0, 1,0).

Az egyes tiikrozésekhez tarozé matrixok:

-1 000
I
~10 10
~100 1
0100
b |1 000
0010
0001
1000
b |00 10
0100
0001
1000
S O
“looo1
0010
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Tovabba:

0 = (01°-092°-01
0g = (03°04 03
g7 = (03-05"03
gg = 0Jg 050
09 = (09 °0¢ 09
010 = 04°-09 04
(0'1 . 0'2)3 (0'2 . 0'3)3 = (0'3 . 0'4)3 =1.

Igy az O pontot helybenhagyo tiikrozések csoportjat generalni lehet
a 01,09, 03, 04 tiikrozésekkel. A P, pontcsoportjanak maximalis tiikro-
zésrészesoportja Ay (1d.[8]). Ennek a csoportnak a Coxeter grafja
a 22. abran lathato.

22. abra.

Az A, fundamentélis tartomanyéat meghatéarozo egyenlGtlenségrend-
szer:

' >0 (B(x,ny) > 0),
—rt 4+ 22 >0 (B(x,ny) > 0),
— 22+ 22>0 (B(x,n3) > 0),
—2®+ 2t >0 (B(x,n4) > 0).
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A fundamentalis tartoményt és a kvadratikus alakot is a kovetkezs
transzformaci6 6nmagaba viszi:

0 0 -11
0 -1 0 1
U -1 0 0 1
0 0 0 1

Tehat a pontcsoport nem tiikrézéscsoport.

A récs teljes szimmetriacsoportja maximalis tiikrozéscsoportjanak
a fundamentéalis tartomanyat gy kapjuk meg, ha az Fj, alaptar-
toményt a —ng normalvektori, Hg sikkal parhuzamos Hg sikkal el-
metsziik, a oy tiikrozést kapjuk.

Az F}, fundamentalis tartoményt meghatarozo egyenl6tlenségrend-
szer:

z' >0 (B(x,n;) > 0),
—z' + 2% >0 (B(x,n3) > 0),
—2*+2° >0 (B(x,n3) > 0),
—z* +2* >0 (B(x,n4) > 0),

1

1—2*>0 (B(§-n8—x,n8)>0)
o 3 9% 3 RER 04
& @
3 3
0'8,
23. abra.

A maximélis tiikrozésrészcsoport Coxeter grafja a 23. abrén lathato.
Ez az A, csoport (1d.[8]).
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6.6.2. S, vizsgalata
Az Si-hez tartozé kvadratikus alakot az alabbi forméaban hasznéilom:

4x) = Sl =2+ (& =2+ (@~ 2t + (@) + @)

A megfelel6 bilinearis forma:

1 1
B(x,y) = a'y' + 2% + 2’y +atyt — S aty’ — S -2y

2 2
9
L9 s 1 3, 1_x34 1_43_ ©)

A pontcsoporthoz 10 tiikrozés tartozik, az alabbi jeloléseket hasznalom:
o1 @ a tikrozési sik Hy, norméalvektora n; = (0, —1, -1, —1),
o9 ¢ a tikrozési sik Hy, norméalvektora ny = (1,1,1,1),

o3 : a tikrozési sik H3, norméalvektora ng = (—1. — 1,—1,0),
o4 @ a tikrozési sik Hy, norméalvektora ny = (0,0, 1,0),

o5 : a tikrozési sik Hs, norméalvektora ns = (1,0, 0, 0),

06 : a tikrozési sik Hg, norméalvektora ng = (0,0,0, 1),

o7 ¢ a tikrozési sik Hy, norméalvektora ny = (1, 1,0, 0),

og @ a tiikrozési sik Hg, normalvektora ng = (0,1, 0,0),

09 @ a tikrozési sik Hy, norméalvektora ng = (0,1, 1, 0),

oo ¢ a tiikrozési stk Hyg, normalvektora njo = (0,0,1,1).
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Az egyes tiikrozésekhez taroz6 matrixok:

1 0 O 0\
11 0 0 -1
Tl -1 1 -1
1 -10 0)
0 00 —1\
-1 10 -1
P21 101 -1
-1 00 0)
/0 0 —1 1\
111 -11
110 0 1
\0o 0 0 1)
10 0 O
101 0 O
9410 1 -1 1
00 0 1
Tovabba:
0y = 01°-02°01
0 = 020302
07 = 03-04°03
0g = O05-07°05
O9g = O05°-03"05
019 = 01°-08° 01

3

(0'1 '0'2) (0'2'0'3)32 (0'3'0'4)3 =1.

A pontsoport maximalis tiikrozéscsoportja A4, amelynek Coxeter
grafja a 24. 4bran lahato.

71



24. abra.

A fundamentalis tartomanyt meghatérozo egyenlGtlenségrendszer:

ot -2 —2* >0 (B(x,n;) > 0),
'+t >0 (B(x,ng) > 0),

—gt— 2342 >0 (B(x,n3) > 0),
—z® 4+ 22° — 2 >0 (B(x,n4) > 0).

Az alaptartoményt a kovetkezs transzformacioé viszi 6nmagaba:

-1
-1
N

0

O O = O
[
— =

_— o O O

Ez a transzformaci6 a kvadratikus alakot is 6nmagaba viszi. Tehét a
pontcsoport nem tiikrézéscsoport.

A récs teljes szimmetriacsoportja maximalis tiikrézéscsoportjanak
a fundamentélis tartoméanyat gy kapjuk meg, ha az Fj,, alaptar-
tomanyt az ng normélvektort, Hg sikkal parhuzamos Hg sikkal el-
metsziik, a oy tiikrozést kapjuk.

Az F;, fundamentélis tartoményt meghatarozo egyenl6tlenségrend-
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Szer:

gt -2’ —z' >0 (B(x,n;) > 0),
'+ a2t >0 (B(x,n3) > 0),
—z' =2’ +2' >0 (B(x,n3) > 0),
—2? 4+ 22 —2* >0 (B(x,n4) > 0),

1

1—2'+222 -2 >0 (B(i-n8+x,n8)>0)
o 5, 9 o , o
= =
3 3
Ty
25. abra.

A maximaélis tiikrozésrészcsoport Coxeter grafja a 25. abréan lathato.

Ez az A4 csoport (1d.[8]).

A P, és S; teljes szimmetria csoportjanak maximalis tiikrozés-
csoportjai izomorfak. A két csoport kozotti kiilonbség az eltolascsoport-
jukban van. Ezt dolgozatomban nem vizsgalom ([11],[1]).

6.6.3. B vizsgilata

A B-hez tartoz6 kvadratikus alakot az alabbi formaban hasznalom:

(10)



A megfelel§ bilinearis forma:

1
2

$3y4

1

A3
9 1Y

1 1
B(x,y) = o'y' + 2% + %% + phyt — 5 2,1

wly? — = .

A pontcsoporthoz 12 tiikrozés tartozik, az alabbi jeloléseket hasznalom:

01

09 3

O3 =

04 =

O5

Og -

o7«

Og :

Og 3

010

011

019 =

: a tiikrozési sik Hy,

a tiikrozési stk Ho,
a tiikrozési stk Hs,
a tiikrozeési sik Hy,
a tiikrozeési sik H,
a tiikrozési stk Hg,
a tiikrozési stk Hr,
a tiikrozési stk Hg,

a tiikrozési sik Hg,

normalvektora n; =

normalvektora ny =
normalvektora nz =
norméalvektora n, =
normaélvektora ny =
normaéalvektora ng =
normaélvektora n; =

normalvektora ng =

(1,0,0,0),

1,1,0,0),
0,1,0,0),

(=
(0,
(0,
(
(
(
(0,0,1,0),
(0,

)
)
2,1,0,0),
)
)

norméalvektora ng = (0,0,1,1),

: a tiikrozési sik Hyg, normalvektora niy = (1, 2,0,0),

: a tiikrozési stk Hyp, normélvektora ni; = (0,0, 2, 1),

a tiikrozési sik Hio, normalvektora nis = (0,0, 1, 2).

Az egyes tiikrozésekhez taroz6 matrixok:

-1 10 0
s .| 0 100
10 010

0 001
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Tovabba:

05
O
%
08
O9
010
o11
012

(01-02)°

g9 !

03 !

[/

01
02
01
Oy
O3
01
03

03

o O O

S O = O

o OO =

—_
e < < o O O =

O O = O

-0'2

.0'1

-0'2

.0'3

-0'4

.0’2

.0’4

-0'4

=0 O
o= OO

_— o O O

.oy
. o
.oy
.0
. 03
.oy
. o3
. 03

(0'3 '0'4)6 =1.

_— o O O

o O O

O = O O

-0'2

-0'4
.0'2

.0'4

-O’l

-0'3
.0'1

-0'3

.0'2.0'1

-0'4-0'3

Igy az O pontot helybenhagyo tiikrozések csoportjat generalni lehet
a 01, 09, 03, 04 tiikrozésekkel. A B pontcsoportjanak maximalis tiikro-
zésrészesoportja Gy X G2 (1d.[8]). Ennek a csoportnak a Coxeter grafja

a 26. abran lathato.
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26. abra.

A Gy x G4 fundamentalis tartomanyat meghatirozo egyenlétlenség-
rendszer:

2zt — 22 >0 (B(x,n;) > 0),
—zt4+22>0 (B(x,ny) > 0),
—24+2et>0 (B(x,n3) > 0),
*—z2* >0 (B(x,1n4) > 0).

Az alaptartoméanyt és a kvadratikus alakot is 6nmagaba vivs transz-
formécié:

0 001
0 010
f'0100
1 000

Igy a pontcsoport nem tiikrézéscsoport.

A racs teljes szimmetriacsoportja maximalis tiikrozéscsoportjanak
a fundamentalis tartomanyat ugy kapjuk meg, ha az Fg,«q, alaptar-
tomanyt a —ny norméalvektori, Hy sikkal parhuzamos Hy és a —ng
normélvektori, Hg sikkal parhuzamos Hg sikokkal elmetsziik, a og
illetve oy tiikrozést kapjuk.

Az F(, ¢, fundamentéalis tartoményt meghatérozo6 egyenl6tlenség-
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rendszer:

2c' — 2% >0 (B(x,n;) > 0),
—z' +2° >0 (B(x,1n3) > 0),
—23 +22* >0 (B(x,n3) > 0),
z* — 2" >0 (B(x,n4) > 0),
1
l—a2'—2°>0 (B(§-n5—x,n5)>0),
1
1—2°—2" >0 (B(i-ng—x,n9)>0)
% ¢ 9% 3 95
® ® ®
O'3 6 O'4 3 0'9,
® & ®
27. abra.

A maximaélis tiikrozésrészcsoport Coxeter grafja a 27. 4bran lathato.
Ez az G x G2 csoport (1d.[8]).

6.6.4. C, vizsgalata

A Cy-hez tartozé kvadratikus alakot az alabbi formaban hasznalom:
q(x) = (2')* + (&%) + (2°)* + (") . (12)
A megfelels bilinearis forma:
B(x,y) = o'y' + 2%y + 239% + 2yt . (13)
A pontcsoporthoz 16 tiikrozés tartozik, az alabbi jel6léseket hasznalom:
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o1 3

09 3

o3 :

04 =

O5

Og -

o7 *

og .

O9

010 -

011

012

013 :

014

O15 =

016 +

a tiikrozési stk Hy,
a tiikrozési sik Ho,
a tiikrozési stk Hs,
a tiikrozési stk Hy,
a tiikrozeési sik Hs,
a tiikrozeési sik Hg,
a tiikrozeési sik Hr,
a tiikrozési sik Hg,

a tiikrozési sik Hg,

normalvektora n; = (1,0,0,0),

norméalvektora n, 1,1,0,0),

0,-1,1,0),

normalvektora ny =

normalvektora ny =

0,0,-1,1),

normalvektora ng = (—1,0,1,0),

normalvektora n; = (1,0, 1,0),

1,0,0,1),

(1,
= (=
(
(

normalvektora ns = (1, 1,0, 0),
(=
(1,
normalvektora ng = (—
(1,

normélvektora ng = (1, 0,0, 1),

a tiikrozési stk Hqg,

: a tiikrozeési sik Hyqq,

a tiikrozési stk Hqs,

a tiikrozési stk Hys,

: a tiikrozési sik Hyy,

a tiikrozési sik His,

a tiikrozési sik Hig,

normalvektora n;o = (0,1, 0,0),
normalvektora n;; = (0,0, 1,0),
normalvektora n;, = (0,0,0, 1),
normalvektora n;3 = (0, —1,0,1),
norméalvektora ny4 = (0,1, 1,0),
normalvektora ny5 = (0,1,0, 1),
(

normalvektora nig = (0,0,1,1).

Az egyes tiikrozésekhez taroz6 matrixok:

o7

-1 0 0 0
0 100
0 010
0 001
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01 0O

oy - 1000

0010

0001

1 000

o5 0010

0100

0001

1 000

_ 0100

0001

0010

Tovabbéa:
05 = 01-02°"01
Og = 092°03°*09
07 = 03°:05-03
08 = (04°0¢*04
09 = 010801
010 — 02°-01"02
011 = 03°010°03
O12 — 0401104
013 = 03°04°03
014 = 03°-010°03
O15 = 012013012
O16 — O011°04°011
(01-09)* = (09-03)*=(03-04)=1.
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Igy az O pontot helybenhagyo tiikrozések csoportjat generalni lehet
a o1, 09, 03, 04 tikrozésekkel. A C4 pontcsoportjanak maximalis tiikro-
zésrészesoportja By, illetve hasznélatos a Cy jelolés is. (1d.[8]). Ennek
a csoportnak a Coxeter grafja a 28. abran lathato.

28. abra.

A C, fundamentélis tartoményéat meghatérozé egyenlGtlenségrendszer:

' >0 (B(x,n;) > 0),
—z'+12>>0 (B(x,n2) > 0),
—2*+ 12 >0 (B(x,n3) > 0),
- —1' >0 (B(x,n4) > 0).

A pontcsoport tiikrozéscsoport, mert nincs olyan transzformacio,
amely az el6bbi fundamentalis tartoméanyt és a kvadratikus alakot is
onmagaba vinné.

A racs teljes szimmetriacsoportja maximalis tiikrozéscsoportjanak
a fundamentdlis tartomanyat tgy kapjuk meg, ha az Fg, alaptar-
toményt a —n;o norméalvektori, His sikkal parhuzamos Hio sikkal
elmetsziik, a o1y tiikrozést kapjuk.
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Az F¢, fundamentalis tartoményt meghatarozo egyenldtlenségrendszer:

' >0 (B(x,n1) > 0),
—z' +2* >0 (B(x,n3) > 0),
— 22+ 23>0 (B(x,n3) > 0),
—z® —2* >0 (B(x,n4) > 0),
1 1
5—:5420 (B(E'nu—X,nu) > 0).

o 4 % 53 9% 53 % 4, O
@ @ @ & ®
29. 4bra.

Ez az C’N4 csoport (1d.[8]).

6.6.5. Qg vizsgéalata

A Pj-hez tartozo kvadratikus alakot az alabbi formaban hasznalom:

S
—
e
_|_
—~
8
[\
~—
[\
+
—~
8
w
~—
[\
+
—~
8
'
~—

1

6 2 + (1‘1 _ $2)2+
bt — a2 (2 — )2+ (@ — 2+ (2 — ) (14)
_l’_

(' 4+ 2% —2® —2)? + (' + 2% — 2*)2 + (2 + 2 — 2)?].

81



A megfelel§ bilinearis forma:

1 1

B(x,y) =a'y' + 2%’ + 2%y’ + 'yt + 52l + -2y’
1 1,3 ]‘ 3.1 ]- 1 4 ]_ 4 1
_5-x2y3_§,x3y2_§_x2y4_§.$4y2

(15)

A pontcsoporthoz 24 tiikrozés tartozik, az alabbi jeloléseket hasznalom:

oy 3

09 1

O3 @

04

O5 :

Og =

o7

og

Og :

10

011 =

019 =

013 =

014 =

a tiikrozési stk H;, normalvektora n;
a tiikrozési stk Hy, normalvektora ny =
a tiikrozési stk H3, normalvektora ng =
a tiikrozési stk Hy, normalvektora ny =
a tiikrozési stk Hs, normalvektora ny =
a tiikrozési sik Hg, norméalvektora ng =
a tiikrozési sik H7, norméalvektora n; =
a tiikrozési sik Hg, norméalvektora ng =

a tiikrozési stk Hy, normalvektora ng =

a tiikrozési stk Hyy, norméalvektora nig =

a tiikrozési stk Hy1, norméalvektora ni;

a tiikrozési sik Hyo, normalvektora nis

a tiikrozési sik Hy3, normalvektora ni3 =

a tiikrozési sik Hy4, normalvektora nqy
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1,-1,0,0),
0,2,1,1),

1,-1,-2,-1),

I

(
(
(=
(1,-1,1,0),
(2,0,1,1),

(1,1,1,1),

(-1,1,1,0),
(

0,1,0,0),

(

(
=(0,0,0,1

(

(



o015 @ a tiikrozési sik Hys, normalvektora nis = (1,—1,0, 1),
016 : a tiikrozési sik Hqg, normalvektora n;g =
o17 ¢ a tiikrozési sik Hy7, normalvektora n;; = (1,1,1,0),
018 : a tiikrozési sik Hqg, normalvektora n;g =
o19 ¢ a tiikrozési sik Hqg, normalvektora n;g =
o9 ¢ a tiikrozési stk Hyy, normalvektora ngy =
091 ¢ a tiikrozési sik Hy , normalvektora ny; =
099 ¢ a tiikrozési sik Ho, normalvektora ngy =
093 ¢ a tlikrozési sik Hyy, normalvektora nyg = (1,0,0,1
094 : a tiikrozési sik Hop, norméalvektora nyy = (1,1,0,1),

Az egyes tiikrozésekhez tarozé méatrixok:

-1 -1 11

o1 0 1 00

0 0 10

0 0 01
0100
oy 1 000
0010
0001

1 0 00

o5 0 -1 00
0 -1 10

0 -1 01



10 —10
o1 —10
%100 -1 0
0 0 -1 1
Tovabba:
Oy = (03°-04 03
0g = (090309
g7y = (03°-092°03
gg = 0Jg 04 0
09 = 02°-01°02
O = 03-09-03
011 = 0501005
O12 = 011-09-011
013 = 04°09 04
014 = 0g-011-03g
O35 — 03°011°03
016 = 010015010
O17 = 03°014-03
018 = 04°011°04
019 = 09-013-09
O = 03-019-03
021 = 02°-010"02
022 = 02°-019"02
023 = 02-02 " 02
O24 = 016011016
(0'1 '0'2)3 = (0'2'0'3)4 = (0'3'0'4)3=I .

Igy az O pontot helybenhagyoé tiikrozések csoportjat generalni lehet
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a 01,09, 03, 04 tlikrozésekkel. A Q4 pontcsoportjanak maximaélis tiikro-
zésrészesoportja Fy (1d.[8]). Ennek a csoportnak a Coxeter grafja
a 30. abran lathato.

30. abra.

Az F, fundamentalis tartomanyat meghatarozo egyenlGtlenségrendszer:

2t =22+ 2t >0 (B(x,n;) > 0),
' —22>0 (B(x,ny) > 0),

22 >0 (B(x,n3) > 0),

—z* >0 (B(x,1n4) > 0).

A pontcsoport tiikrézéscsoport, mert nincs olyan transzformécio,
amely az el6bbi fundamentéalis tartoméanyt és a kvadratikus alakot is
Onmagaba vinné.

A racs teljes szimmetriacsoportja maximaélis tiikrozéscsoportjanak
a fundamentilis tartomanyat gy kapjuk meg, ha az Fj, alaptar-
toményt a —n;g norméalvektori, H;g sikkal parhuzamos Hg sikkal
elmetsziik, a o1g tiikrozést kapjuk.
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Az F};, fundamentélis tartoményt meghatarozo egyenldtlenségrendszer:

2" — 2’ + 2 +2" >0 (B(x,n;) > 0),
z'—2* >0 (B(x,nz) > 0),
22 >0 (B(x,n3) > 0),
—2* >0 (B(x,n4) > 0),
1
1+2°—2*>0 (B(= -ny3 — x,1n55) > 0).

2

A maximalis tiikrozésrészcsoport Coxeter grafja a 31. 4bran lathato.

o 3 9% 4 % 53 % 5 O
@ @ @ & ®
31. 4bra.

Ez az ﬁ; csoport (1d.[8]).

6.6.6. Az eredmények Osszefoglalasa

Az 5. és a 6. tiblazat tartalmazza az eredményeket 6szefoglalva. Brown-
Biilow-Neubiiser-Wondratschek-Zassenhaus [11] monografidja megadja
ezeknek a csoportoknak a kristaly-csaladjat, kristaly-rendszerét, Q-

osztalyat és Z-osztalyat. A tablazatok az erre vonatkozo szamozéasokat

is tartalmazzak.
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5. tablazat. Eredmények az egyes esetekre I.(1d.[8],[11])

A csoport T P, Sy
A pontcsoport
maximalis Ay x Ay Ay Ay
tiikrozéscsoportja
Tiikr6zéscsoport-e NEM NEM NEM
ez a csoport?
A [11] monogra-
fiAban a csoport | XXI1.29/09/01 | XXII.31/07/01 | XXIL.31/07/02
jelolése
A teljes szimmetria N N N N
csoport  tiikrozés- Ay X Ay Ay Ay
részcsoportja

6. tablazat. Eredmények az egyes esetekre II.(1d.[8],[11])
A csoport B Cy Q4
A pontcsoport
maximalis G2 X GQ 04 F4
tiikrézéscsoportja
Tiikrozéscsoport-e NEM IGEN IGEN
ez a csoport?
A [11] monogra-
fiaban a csoport | XXI1.30/13/01 | XXIII1.32/21/01 | XXIII.33/16/01
jelolése
A teljes szimmetria N N N N
csoport  tiikrozés- Gy x Gy Cy F;
részcsoportja

87




7. Osszegzés

Dolgozatomban a geometriai transzformaciok igen kiterjedt teriiletét
érintettem tobb téméaban. A bevezetésben ravilagitottam arra, hogy
a szimmetria a kornyezetiink meghatarozo jelensége, a természetben
talalkozunk vele, az épitészetben, miivészetben alkalmazzuk. Evsza-
zadok Ota a tudoméanyos kutatas targya, az erlangeni program pedig
a geometridk vizsgalatanak alapvets szempontjava tette annak vizs-
galatat, hogy bizonyos geometriai transzformaciok alkalmazésa soran
mely tulajdonsigok maradnak valtozatlanok. FEzek a vizsgalatok a
csoportelmélet és tobb méas matematikai témakor fejlédéséhez is hoz-
zajarultak.

A 2. fejezetben attekintést adtam az euklideszi sik és tér egybevago-
sagi és hasonlosagi transzformacioirdl a transzforméciok tagabb korét
is megemlitve. Ismertettem azokat az alapvets fogalmakat és tételeket,
amelyek a transzformaciok értelmezése és rendszerezése szempontjabol
fontosak. A transzforméacidkat a fixpontok szdma, illetve az iranyités-
tartis szempotjabol csoportositottam. A transzforméaciok egymasutani
alkalmazaséval a transzforméciok szorzatat értelmezziik. A 2.4. tétel a
sikbeli egybevagosagi transzforméaciok tiikrozések szorzataként torténd
elgallitasardl szol, térben az analodg allitast a 2.16. tétel siktiikrozések
hasznélataval adja meg. A hasonléségi transzformaciokkal foglalkoz-
va kiemeltem, hogy az euklideszi geometria a hosszegység Onkényes
megvalasztasaval olyan tulajdonsagokat vizsgdl, amelyek hasonlésigi
transzforméciok alkalmazasa sordn valtozatlanok maradnak. A 2.5
részben kitekintést adtam az affin és a projektiv transzforméciokra.
Roviden utaltam az dbrazolo geometriai vonatkozasokra, a szamitoge-
pes grafikiban val6 alkalmazasra, megemlitettem az n-dimenzios értel-
mezés lehetGségét. A 2. fejezetben az elemi geometriai megkozelités
mellett csoportelméleti és linearis algebrai vonatkozasokrodl is szol-
tam. A fejezet alapvets célja az, hogy a késGbbiekben targyalt témék
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elméleti hatterét biztositsa.

A 3. fejezetben azt elemeztem, hogy a geometriai transzformé-
ciokkal milyen médon foglalkozunk az oktatdsban. Ennek alapja a
tobb évtizedes tanitési tapasztalatom. Gondolataimat ezzel kapcso-
latban a Ratz Laszl6 Vandorgyiilésen és a Varga Tamas Napokon tar-
tott elGadasokon is kifejtettem. Nyolcosztilyos gimnéziumban tani-
tok. Ez adott arra lehetGséget, hogy mind a felsé tagozaton, mind a
koézépiskolaban tanitott témakoroket dttekintsem, modszertani tapasz-
talataimrol beszamoljak. A Ratz Laszlo Vandorgyiilésen tartott el6ada-
som bemutatdja honlapomon elérhetd.

(www.szolda.hu/he)

Hosszu évek 6ta veszek részt az Orszagos Kozépiskolai Tanulményi
Verseny specidlis matematika bizottsagdnak munkjaban. Az aladbbi
feladatot a 2006-2007-es tanévben tiizte ki a versenybizottsag az én
javaslatomra:

Az ABC' hdromszoget betiizziik pozitiv koriljdrds szerint. A hd-
romszog szogei az A, B, illetve C csiucsndl rendre o, 3, v. A B cstcsot
az A pont kéril negativ irdanyban elforgatjuk o szdggel, majd az igy
kapott By pontot a B pont kdriil negativ irdnyban elforgatjuk B szdggel,
és végil az igy nyert By pontot a C pont koril negativ irdnyban ~y
szoggel elforgatva a Bs pontba jutunk. Szerkessziik meg a hdromsziget,
ha adottak a B, Bs pontok és az ABC hdromszog beirt kiérének O
kézéppontja.

A 4. fejezetben ezzel a feladattal 6sszefiiggésben bemutatom, hogy
az el6z6 fejezetben targyalt ismeretek alapjan milyen szinten tudjak
alkalmazni a tanulok a geometriai transzformaciokat feladatmegoldas-
ban.

A fenti gondolatok vezettek el egy axiomatikai probléméahoz, amely-
nek megoldasat az 5. fejezetben adom meg. A tiikrézésgeometria fo-
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galmainak bemutatasa utan az 5.5. tétel térbeli megfelel§jét mondom
ki:

5.9. tétel Legyen a és b a tér két kilonbozd egyenese, X pedig a tér
eqy az a €s b egyenesek nem mindegyikére illeszkedd tetszdleges pontja.
Ekkor létezik olyan g egyenes, amely illeszkedik az X pontra és agb
helyettesithetd eqy h egyenes-tikrozéssel.

A bizonyitast nem csak az euklideszi geometria keretei kozott tar-
gyvalom. Azt is megmutatom, hogy ez az elgallitds nem mindig egyértel-
mi. Az 5.10 tételben adom meg az egyértelmii elGallitas feltételét:

5.10. tétel Az euklideszi térben az 5.9. tétel konstrukcidja pontosan
akkor egyértelmi, ha a és b metszd vagy kitérd egyenesek és X nem
lleszkedik o kozds merdlegesiikre.

Hiperbolikus térben egyértelmid az elddllitds, ha van az a és b egyene-
seknek kozos merdlegese, amelyre az X pont nem illeszkedik, vagy a
és b egyeneseknek nincs kozos merdlegese. Ez utobbi eset a klasszikus
Bolyai-Lobachevszkij féle hiperbolikus térben pontosan akkor dll eld,
ha a és b hiperbolikus értelemben pdrhuzamosak, azaz eqy sikban fek-
szenek, de sem kézds pontjuk, sem kézos merdlegesiik nincs.

Ennek a fejezetnek az anyaga a [30] cikkben jelent meg, amely a
fent emlitett két tételt, mint 0j 6nall6 eredményt tartalmazza.

Még tudoményos didkkori dolgozatomhoz és szakdolgozatomhoz
kapcsolédva ismerkedtem meg a tobbdimenzios kristalytan egy té-
makorével, amely a mai kutatasokhoz is elvezet. S.S. Ryshkov [51]
cikkében a 6. fejezet bevezetésében megadott kvadratikus alakok egész-
egyiitthatos automorfizmuscsoportjait, mint maximalis csoportokat ad-
ta meg. Maxwell [35] dolgozataban felveti a kérdést, hogy a T kvadra-
tikus alakhoz tartozo csoport tiikrézéscsoport-e? Dolgozatomban meg-
mutattam, hogy nem az. Megadtam a T-vel jel6lt pontcsoport maxi-
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malis tiikrozésrészcsoportjat, ennek fundamentalis tartomanyat, majd
az egész pontcsoportot. Tovabba meghataroztam a A-val jelolt racs
teljes szimmetriacsoportjahoz tartozé6 maximalis tiikrozésrészcsopor-
tot és ennek a fundamentélis tartoményat.

Ezeket a kérdéseket a tobbi esetben is megvizsgaltam. Végiil megad-
tam a vizsgalt csoportok helyét a [11] monografia tablazatai szerint.
Az eredmények osszefoglalasat az 5. és a 6. tablazat tartalmazza. Ez
a fejezet a [31] cikkben keriilt publikalasra.
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8. Summary

The thesis discusses an extensive domain of geometric transformations
in several topics. In the introduction I established that symmetry is a
fundamental phenomenon of our environment, we see it in nature and
apply it in architecture and in arts. Symmetry has been the subject
of scientific investigation for centuries. The Erlanger Program made
the question, which geometric properties remain invariant while ap-
plying certain transformations, the fundamental aspect of the research
of geometries. These investigations have also contributed to the de-
velopment of group theory and several other mathematical topics.

In Chapter 2 I gave a survey of isometries and similarities in Eu-
clidean plane and space mentioning a wider range of transformations
as well. I presented the basic concepts and theorems which are im-
portant from the point of view of interpretation and systematization
of transformations. Transformations were classified according to the
number of fixed points and whether they preserve the orientation of
plane and space, respectively, or not. We define the product of trans-
formations as successive application of transformations. Theorem 2.4.
deals with the representation of plane isometries as product of reflec-
tions, whereas, Theorem 2.16. provides the analogous statement in
space applying plane-reflections. As regards similarity, I emphasized
that, due to the arbitrary choice of the longitudinal unit, Euclidean
geometry investigates properties that remain invariant while applying
similarity. In Section 2.5 an outlook was given on affine and projec-
tive transformations. I briefly referred to connections with descrip-
tive geometry, to application in computer graphics and mentioned the
possibility of n-dimensional interpretation. I also touched upon group
theoretical and linear algebraical connections in addition to elemen-
tary geometrical approach. The aim of this chapter was to provide the
theoretical background for the topics discussed later on.

In Chapter 3 I analysed the methods used for teaching geometric
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transformations at school based on my several decennial educational
experience. I expressed my thoughts in this topic at the Léaszlo Ratz
Itinerary Congress and at the Tamas Varga Days as well.

I have been teaching at an eight-form secondary school for children
of age between 10 and 18. This provided me the opportunity to sum up
and report on my experience on methodology regarding the material
taught both at senior section of elementary school and at secondary
school. The presentation of the lecture, I gave at the Laszlo Réatz
Itinerary Congress, is obtainable on my website (www.szolda.hu/he).

I have been a member of the special mathematical classes’ com-
mittee of the National Secondary School Competition for ages. The
following exercise was set in the school year 2006/2007 at my initiative:

Let the triangle ABC be named in positive sense. The angles of
the triangle at vertices A, B and C are o, § and vy, respectively. We
rotate the verter B about point A in negative direction through angle
«, then we rotate the resulting point By about point B in negative
direction through angle B, finally rotating the obtained point By about
point C' in negative direction through angle v we get point Bs. Let us
construct the triangle, if points B, Bs and the centre O of the incircle
of triangle ABC are given!

In Chapter 4 in connection with this exercise, I illustrate on what
level students can apply geometric transformations in solving exercises
based on knowledge discussed in the previous chapter.

The above thoughts led to an axiomatical problem, the solution
of which I provided in Chapter 5. Following the presentation of ba-
sic concepts of reflection geometry I state the spatial equivalent of
Theorem 5.5.:

Theorem 5.9. Let a and b be two distinct lines in the space and
let X be an arbitrary point in the space not incident with both lines.
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Then there exists a line g, such that X s incident with g and agb can
be replaced with a line-reflection h.

The proof was given not only within the scope of Euclidean geom-
etry. I also show that the contruction is not always unique. Theo-
rem 5.10. gives the condition of uniqueness:

Theorem 5.10. In Euclidean space the construction in Theorem 5.9
18 unique precisely if a and b are intersecting or skew lines and X 1is
not on their common perpendicular.

In hyperbolic space the construction is unique either if a and b have
a common perpendicular line and X 1is not incident with it, or if a and
b do not have a common perpendicular line. This latter case occurs
wn the classical Bolyai-Lobachevskian hyperbolic space iff a and b are
parallel in hyperbolic sense, i.e. they lie in a plane without common
point and without common perpendicular line.

The subject of this chapter was published in article [30], which
contains the two theorems mentioned above as new results.

I got acquainted with a topic of multidimentional crystallography
at my university studies which lead to today’s researches as well. In
his paper [51]| S.S. Ryshkov gave the group of integral automorphisms
of some quadratic forms (see in the introduction of Chapter 6) as max-
imal groups. G. Maxwell [35] raised the question whether the group
of quadratic form 7" was a reflection group. In my thesis I answer this
question in the negative. I determined the maximal reflection sub-
group of the point group of 7', the fundamental domain of it, finally
the whole point group. Moreover I determined the maximal reflec-
tion subgroup in the whole symmetry group of the lattice A and its
fundamental domain.

I answered these questions in the other cases as well. Finally I gave
the location of the considered groups in the tables of monograph [11].
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Table 5 and Table 6 contain a summary of the results. This chapter
has been published in [31].

95






Hivatkozasok

[1] Acs, L.; Molnar, E.: Algorithm for D-V cells and fundamental
domains of E4 space groups with broken translations in the icosa-
hedral family J. for Geometry and Graphics. 6(2002), No.1, 1-16.

[2] Ahrens, J: Begriindung der absoluten Geometrie des Raumes aus
dem Spiegelungsbegriff ;| Math. Zeitschrift. 71 (1959), 154-185.

[3] Bachmann, F: Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff,
Springer, 1959,1973

[4] Bécso, S.; Hoffmann, M.: Fejezetek a geometridbol. EKF Liceum
Kiado, 2003.

[5] Baziljev, V. T.; Dunyicsev, K. L.; Ivanyickaja; V. P.: Geometria
I.. Tankonyvkiado, Budapest, 1985.

|6] Baziljev, V. T.; Dunyicsev, K. I.: Geometria II.. Tankonyvkiado,
Budapest, 1985.

[7] Bodi, B.: Algebra I. Kossuth Egyetemi Kiadd, Debrecen, 2002.

[8] Bourbaki, N.: Groupes et Algébres de Lie. Chap. IV-VI. Her-
mann, Paris, 1968, Russian translation Mir, Moscow, 1972, En-
glish translation Springer, 2002.

[9] Bovdi, V. A.; Gudovik, P. M.; Rudko, V. P.: Torsion-free
Goups with indecomposable Holonomy Group. I. J. Group The-
ory. 5(2002), No.1, 75-96.

[10] Bovdi, V. A.; Gudovik, P. M.; Rudko, V. P.: Torsion-free Goups
with indecomposable Holonomy Group. II. J. Group Theory.
7(2004), No.4, 555-569.

97



[11] Brown, H.; Biilow, R.; Neubiiser, J.; Wondratschek, H.; Zassen-
haus, H.: Crystallographic Groups of Four-dimensional Space.
Wiley-Interscience, 1978.

[12] Coxeter, H.S.M; Moser, W.O.J.:  Generators and Relations for
Discrete Groups. 4th ed., Ergebnisse der Math. und ihrer Gren-
zgebiete, Bd.14, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York,
1980.

[13] Coxeter, H.S.M.: A geometridk alapjai. Miszaki Kényvkiado, Bu-
dapest, 1973.

[14] Dade, E.C.: The maximal finite groups of 4 X 4 integral matrices.
Lllinois J. Math. 9(1965) 99-122.

[15] Emmer, M.: Simmetria e spazio., ART and MATHEMATICS |,
video

[16] Emmer, M.: Geometries and impossible worlds., ART and
MATHEMATICS , video

[17] Foley, J.D.; van Dam, A.; Feiner, S.K.; Hughes, J.F.: Computer
Graphics: Principles and Practice. Addison-Wesley, 1997

[18] Freud, R.: Linedris algebra. ELTE Eotvos Kiadd, Budapest, 2004.

[19] Gazs6 Dr., I.: Transzformdcick. Altalanos iskolai szakkori fiizet,
Tankonyvkiado, Budapest, 1972.

[20] Grossman, I.; Magnus, W.: Csoportok és grifjaik. Miiszaki
kényvkiado, Budapest, 1972.

[21] Hajos, Gy.: Bevezetés a geometridba Tankonyvkiadd, Budapest,
1972.

98



[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

Hargittai, M.; Hargittai, 1.: Fedezzik fel a szimmetridt!.
Tankonyvkiado, Budapest, 1989.

Hargittai, M.; Hargittai, I.. Képes szimmetria. Galenus, Bu-
dapest, 2005.

Hollai, M.: A merd&leges vetités korabbi tanitasanak elGnyei,
ELTE TTK Szakmddszertani Kozleményei IV. (1971) 91-116.

Hollai, M.: A geometriai gondolkodéas és a transzformacio-
szemlélet szintjei, ELTE TTK Szakmdodszertani Kiozleményei V.
(1972) 41-48.

Hollai, M.: A transzforméciokra alapozott geometriai fogalmak
fejlédése és kapcsolataik a matematika mas teriileteivel, FLTE
TTK Szakmddszertani Kozleményei VIIL. (1975) 22-41.

Hollai, M.; Horvath J.: A sik és a tér affin transzformacioi, ELTE
TTK Szakmddszertani Kozleményei V1. (1973) 36-84.

Horvath, J.: A sik és a tér egybevagosagi transzformaciéi, ELTE
TTK Szakmddszertani Kozleményei TV. (1971) 48-70.

Horvay, K.: Geometriai transzforméaciok az altaldnos- és
kozépiskolai tanitasban , ELTE TTK Szakmodszertani Koéz-
leményei 1. (1968) 24-46.

Horvath, E.: On a fundamental theorem of reflection geometry.
Annales Univ.Sci. Budapest. 46 (2003) 133-148.

Horvath, E.: On four-dimensional crystallographic groups. Teach-
ing Mathematics and Computer Science 4/2 (2006) 391-404.

Kiss, E.: Bevezetés az algebrdba. Typotex kiad6,Budapest, 2007.

99



[33]
[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

41]

[42]
[43]

Kovécs, Z.: Geometria. Kossuth Egyetemi Kiad6, Debrecen, 2004.

Martin, G.M.: Transformation Geometry. Springer Verlag, New
York-Heidelberg-Berlin, 1982.

Maxwell, G.: The crystallography of Coxeter groups. J. Algebra.
35(1975) 159-178.

Molnar, E.: Elemi matematika II. (Geometriai transzformdciok).
Tankonyvkiado, 1974.

Molnér, E.: A tiikrézésgeometriarol, ELTE TTK Szakmodszer-
tani Kozleményei VII. (1974) 86-130.

Molnar, Emil: Tiikrozésgeometria a térben, ELTE TTK Szak-
mddszertani Kozleményei VIIL. (1975) 76-107.

Molnér, E.: Some old and new aspects on the crystallographic
groups. Periodica Polytechnica Ser. Mech. Eng. 36(1992) 191
218.

Molnér, E.; Prok, I.; Szirmai, J.: D-V Cells and Funda-
mental Domain for Crystallographic Groups, Algorithms, and
Graphic Realizations. Mathematical and Computer Modelling,
Vol. 38, No.7-9 (2003), Hungarian Applied Mathematics and
Computer Applications, Guest Editor: A. Benczur, 929-943,
www.elsevier.com /locate/mcm

Nyisztor, K.: Grafika és jatékprogramozds DirectX-szel. SZAK ki-
ado, 2005.

Pataki, T.: Papircsoddk. Sadgvari Endre Konyvszerkeszt&ség, 1983.

Rédling, E.: Megjegyzések a hasonlosag tanitasdhoz, ELTE TTK
Szakmddszertani Kozleményei V. (1972) 170-178.

100



[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

Rédling, E.: A hasonlosag témakorének felépitésérsl, ELTE TTK
Szakmddszertani Kozleményei VII. (1974) 131-154.

Rédling, E.: A hasonl6sagi transzformacié tulajdonsagai, ELTE
TTK Szakmddszertani Kozleményei VII. (1974) 155-175.

Rédling, E.: Az egybevagosag és a szimetria kapcsolatarol, ELTE
TTK Szakmddszertani Kozleményei VIII. (1975) 109-133.

Rédling, E.; Szénasy M.: A hasonlésig tanitidsdnak néhany
tapasztalata, ELTE TTK Szakmodszertani Kozleményer X.
(1977) 147-160.

Reiman, I.: A geometriai transzforméaciok és a fiiggvénytranszfor-
méciok kapcsolata matematatika tanitdsidban, ELTE TTK Szak-
mddszertani Kézleményei IT1. (1970) 21-39.

Reiman, I.: Matematika. Miiszaki Kényvkiadé, Budapest, 1992.

Reiman, I.: A geometria és hatdrteriletei. Gondolat, Budapest,
1986.

Ryshkov, S.S.: Maximal finite groups of integral n x m matrices
and full groups of integral authomorphisms of positive quadratic
forms (Bravais models). Trudy Mat. Inst. Steklov. 128(1972) 183
211.(in Russian), Proc. Steklov Inst. Math. 128(1972) 217-250,(in
English)

Ryshkov, S.S.: On complete groups of integral automorphisms of
quadratic forms. Soviet. Math. Dokl. 13(1972) 1251-1254.

Szirmay-Kalos, L.;Antal, Gy.; Csonka, F.. Hdromdimenzids

grafika, animdcio és jdtékfejlesztés. ComputerBooks, Budapest,
2006.

101



[54] Temesvari, A.: A sik és a tér hasonlésagi transzformacioi, ELTE
TTK Szakmddszertani Kozleményei V. (1972) 179-198.

[55] Temesvari, A.: A tér hasonlésagi transzformacioi, ELTE TTK
Szakmddszertani Kozleményei VII. (1974) 204-218.

[56] Vigassy, L.: Egybevdgdsdgi transzformdcick a sikban és a térben.
Kozépiskolai szakkori fiizet, Tankdnyvkiado, 1979.

102



GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

Ertekezés a doktori (Ph.D.) fokozat megszerzése érdekében
a matematika tudoméanyagban

Irta: Horvath Eszter
matematika-fizika szakos tanar

Késziilt a Debreceni Egyetem matematika doktori iskol4ja
(matematika-didaktika alprogramja) keretében

Témavezets: Dr Molnar Emil egyetemi tanar

A doktori szigorlati bizottsag:

elnok:
Dr.Gaal Istvan egy. tanir ........ccccooviiiieieiiiereiicieie e

tagok:
Dr. Bodi Béla egy. tanar ........cccooiiiiiiiiiiiiiiiceeeeeee
Dr. Nagyné Szilvasi Marta egy. docens .....c.ccccoevvineicneneen.

A doktori szigorlat id6pontja: 2007. janius 25.

Az értekezés biraloi:

Az értekezés védésének idGépontja:



