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1 Introduction

In the highly influential paper [1|, Hale introduced graph coloring problems with
motivation from frequency assignment. This is the following: The radio channels
are represented by nonnegative integers and have to be assigned to transmitters
efficiently, such that the channels would not interfere with each other. It means
that close transmitters receive different channels, and very close transmitters re-
ceive channels greater apart.

Since then, several coloring models have been proposed for this kind of prob-
lems, perhaps the most intensively studied one is L(2,1)—labeling. First inves-
tigated by Griggs and Yeh in [2], it requires to assign nonnegative integer labels
to the vertices of a given graph G in such a way that vertices having a common
neighbor must get distinct labels, and the labels of adjacent vertices must differ
at least by 2. The graph invariant Ay ;(G) is defined as the smallest possible value
of the largest label in such a labeling of G.

Analogously, an L(7j, j2)—labeling of G is an assignment of nonnegative integer
labels to the vertices of GG in such a way that the labels of adjacent vertices differ
by ji1 or more, and those of vertices at distance 2 apart differ at least by jo. A
comprehensive survey of L(ji, jo)—labeling and bounds on the minimum \;, j,(G)
of the largest label, with nearly 200 references, was given by Calamoneri in [3] .

These notions extend in a natural way to larger distances, too. Let ji, jo, ..., js €
N be any integers. It is traditionally assumed that j; > 7o > ... > j,, due
to motivation and practical considerations from frequency assignment, although
one would get nontrivial theoretical problems without this restriction, too. An
L(j1, ja, ..., js)—labeling of a graph G = (V, ) is an assignment ¢ : V' — {0, 1,2, ...}
such that |o(u) —p(v)| > j; for all pairs of vertices u, v whose distance in G is equal
toi (i =1,2,...,s). The span of an L(j1, jo, ..., js)—labeling ¢ is the largest label
assigned by ¢ to the vertices. In analogy to Aa1, Aj, j,,.. ;. = min, max,ey (p(v))
is defined as the smallest possible span taken over all L(ji, ja, ..., Js)—labelings of
G.

The labeling gives a partition on the vertex set of the graph. Another type of
graph partition is when the edge set of the graph is partitioned in a specified way.

In general, an edge decomposition of a graph G = (V| E) is a collection of graphs



G; = (Vi, E;) such that each G; is a subgraph of G, any two G;, G; (i # j) are
edge-disjoint, and their union contains all edges of G.

The study of edge decompositions started with the famous paper [4] of Kirkman
in 1847. Still, after more than one and a half centuries, quite recently Bondy and
Szwarcfiter introduced a natural side condition [5] which has led to an interesting

new direction.
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2 Objectives

During my theoretical work I dealt with a special vertex labeling of two graph
classes, namely the L(j,7 — 1,...,2,1)—labeling of trees and unit interval graphs.
The studied values were known for L(2,1)— and L(3,2,1)—labelings, I generalized
them for arbitrary natural number j.

In addition to the theoretical studies I examined the problem in practical terms.
I chose the mixed integer linear programming for these studies. I formalized the
distance-constrained labeling problem in terms of integer programming. This al-
lowed me to make some comparisons between the graph model and a bit more
precise model of the frequency assignment problem that was introduced by me.

The last section of the thesis is about edge-decomposition. The main result

here is the solution of a quite recently defined problem.

3 Results

1. Computing bounds for L(j,j —1,...,2,1)—labeling numbers

- Theoretical
A) Trees

i) I constructed the so-called level-wise regular trees, that contain each tree
with given diameter and level-wise maximum degrees as a subtree. Because

of the containment the labeling number of that is the greatest one among
all.

ii) First, I gave a lower bound for the radio number of the above trees using the
minimum weighted Hamiltonian paths in the weighted power graphs. The
power graphs are complete, so the orderings defining minimum weighted
Hamiltonian paths had to be found among all possible ones. After that I

counted the weights exactly.

iii) I proved that there exist proper labelings of the level-wise regular trees with

the above values as radio numbers. So the counted values for the weights of



the minimum Hamiltonian paths give upper bounds for the L(d,d—, ..., 2, 1)—
labeling numbers of all trees with the same parameters (d denotes the diam-

eter).

B) Unit interval graphs

i) I determined the unit interval graphs that contain all unit interval graphs

with given w clique number as subgraphs.
ii) I computed the L(j,5 —1,...,2,1)—circular labeling number of the paths.

iii) I gave an upper bound for the L(j,j — 1,...,2,1)—labeling numbers of the

graphs from i) using the value from ii).

2. Study of a more precise model of the frequency assignment

with mixed integer linear programming - Applied

i) I introduced a new model for the frequency assignment problem (a call it
euclidean model), which describes it more precise. I chose the test graphs,

for that the calculations in the following were done.

ii) I formalized the problem in terms of mixed integer linear programming in
the case of both models.

iii) I performed some comparisons between the running times of the calculations
for the two models. In order to get them more effective I made several

attempts to improve the formulations.

3. Edge decompositions - Theoretical

i) I gave an upper bound for the number of edges of graphs with n vertices,
whose edge set is decomposable into edge-disjoint induced subgraphs isomor-
phic to F', if F'is a graph without isolated vertices, and F' is not a complete
multipartite graph, and then the similar upper bounds also for some special

cases of these graphs F'.



ii) Using the above result an open problem stated in a recent paper of Bondy

and Szwarcfiter was solved.

iii) In the case of the complete multipartite graphs F', excluded only the com-
pleteness, a similar estimation was given for the number of edges of graphs
with n vertices, whose edge set is decomposable into edge-disjoint induced

subgraphs isomorphic to F'.



4. Bevezetés

A frekvenciakiosztéasra iranyul6 grafszinezési problémakat Hale vezette be egy igen
meghatarozo cikkében [1]. Ez a kovetkezs: a radiocsatornakat nemnegativ egész
szamok reprezentaljak, és ezeket kell hozzarendeli az adékhoz hatékonyan tugy,
hogy a csatornak kozott ne lépjen fel interferencia. Ez azt jelenti, hogy az egy-
méshoz kozeli adok kiilonboz§ csatornékat, a nagyon kozel 1évéek pedig nagyobb
tavolsagra esd csatorndkat kapnak.

Ezt kovetGen tobb szinezési modell is sziiletett ezen fajta problémara, ezek ko-
zill talan az L(2,1)—cimkézés a leginkabb tanulményozott. Ezzel elészor Griggs
és Yeh foglalkozott [2], a feladat az, hogy egy adott G graf cstcsaihoz kell nem-
negativ egész cimkéket rendelni oly moédon, hogy a k6zos szomszéddal rendelkezé
cstcsok cimkéje kiilonbozo legyen, a szomszédosakénak kiilonbsége pedig legaldbb
2 legyen. A graf Ay 1(G)-vel jelolt paramétere G Gsszes lehetséges jo cimkézésének
maximalis cimkéje koziil a legkisebb.

Ezzel analog modon, G egy L(j1, jo)—cimkézésénél ugy kell természetes szé-
mokat rendelni G csticsaihoz, hogy a szomszédos cstucsok cimkéje legalabb ji-gyel,
a masodszomszédoké pedig legalabb jo-vel kiilonb6zzon. Az L(jy, jo)—cimkézésrol
és A, j,(G) minimumanak korlatairol, becsléseirél Calamoneri kozolt egy részletes
osszefoglalot (3], kozel 200 hivatkozéssal egyiitt.

A fenti kifejezések természetes modon terjeszthetGek ki nagyobb tavolsagokra
is. Legyenek ji,72,...,Js € N tetszbleges természetes szamok. Mivel a problé-
ma a frekvenciakiosztas modelljeként alakult ki, hagyomanyosan feltessziik, hogy
J1 > J2 > ... 2> Js, bar ezen megkotés nélkiil is egy nemtrivialis elméleti problémat
definialhatnank. Egy G(V, E) graf L(j1, ja, ..., js) —cimkézése egy olyan ¢ : V —
{0,1,2,...} hozzarendelés, amelynél |p(u) — ¢(v)| > j; barmely két u,v cstcsra
fennall, melyek tavolsaga ¢, (i = 1,2, ..., s). Egy p-vel jelolt L(j1, jo, ..., Jjs) —cimkézés
savszélessége a ¢ altal a csticsokhoz rendelt cimkék legnagyobbika. Mg j-gyel ana-
l6g modon az Aj, j, . = min, max,cy(¢(v)) paramétert G Osszes lehetséges
L(j1,J2, -, js) —cimkézésének savszélességei koziil a minimumkeént definialjuk.

A cimkézések a graf csucsosztalyanak egy particionalasat eredményezik. Egy
masik fajta grafbeli particionalas soran a graf élhalmazat particionéljuk egy bizo-

nyos elv szerint. Altalanosan, egy G(V, E) graf éldekompoziciéja a G; = (V;, E;)



grafok egy Osszessége, ahol az Osszes G; egy részgrafja G-nek, barmely két G,
illetve G; (i # j) éldiszjunkt, és az uniojuk tartalmazza G Gsszes élét.

Az éldekompoziciok vizsgalatat Kirkman kezdte el 1847-ben egy hires cikkével
[4]. Majdnem maésfél évszazaddal késébb, csak a kozelmiltban definialt Bondy és
Szwarcfiter egy ehhez kapcsolodd probléméat [5], amely egy 1j, érdekes kutatasi

irdnyt eredményezett.
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5. Célkittizések

Elméleti munkam sorén egy specialis cstucscimkézéssel foglalkoztam két grafosztaly-
ra vonatkozoan, méghozza a fak és az egységintervallum-grafok L(j,j—1,...,2,1)-
cimkézésével. A vizsgalt paraméterek méar ismertek voltak az L(2,1)— és az
L(3,2,1)—cimkézések esetén, én ezeket altalanositottam tetszdleges j természe-
tes szamra.

Az elméleti kutatds mellett gyakorlati szempontokbél is vizsgaltam a problé-
méat. Ezen vizsgalatokhoz a vegyes egészértéki-linearis programozast valasztottam
modszerként. A tavolsag szerint korlatozott cimkézés problémajat formalizaltam
az egészértékld programozéas nyelvén. Ez lehet6vé tette szamomra néhany Ossze-
hasonlitas elvégzését a grafelméleti modell és a frekvenciakiosztasi probléma egy
precizebb modellje kozott. Ez utobbit én definialtam.

Az értekezés utolsod fejezete éldekompoziciokrol szol. A {6 eredmény egy a

kozelmiltban definialt probléma megoldasa.

6. Eredmények

1. Korlatok kiszamitasa L(j,7 —1,...,2,1)—cimkézési szamra -
Elméleti
A) Fak

i) Megkonstrualtam az ugynevezett szintenként regularis fakat, amelyek adott
atmérs és szintenkénti maximaélis fokszamok mellett az Osszes tobbi ilyen
paramétert fat tartalmazzak részgrafként. Az 6sszes koziil mindig ezeknek a
legnagyobb a cimkézési szama a tartalmazas miatt, igy ez egyben felsd korlat

is a tobbiére nézve.

ii) El6szor a fenti fak radiocimkézési szamara kerestem also korlatot a stlyozott
hatvanygrafbeli minimalis sulyd Hamilton-utak segitségével. A hatvanygra-
fok teljesek, tehat az Osszes lehetséges sorrend koziil talalni kellett egy-egy
olyat, amelyik minimaélis silya utat definial. Ezek utan pontosan kiszamol-

tam a sulyokat.



iii)

Bebizonyitottam, hogy ezen értékek mint radidcimkézési szamok mellett 1éte-
zik jo radidcimkézése a szintenként regularis faknak. Tehat a kiszdmolt érté-
kek a minimélis Hamilton-utak silyaira vonatkozoéan valdjaban felsé korlatot
adnak az Osszes azonos paraméterd fa L(d,d—, ..., 2,1)—cimkézési szaméra

(d az atmérst jeloli).

B) Egységintervallum-grafok

i)

ii)

iii)

Meghataroztam azokat az egységintervallum-grafokat, amelyek adott w klikk-
szam mellett az Osszes w klikkszamu egységintervallum-grafot tartalmazzak

részgrafként.
Meghataroztam az utak L(j,7 —1,...,2, 1)—cirkuléris cimkézési szamat.

A ii)-beli érték felhasznalasaval adtam egy fels§ korlatot az i)-ben megha-
tarozott graf L(j,j — 1,...,2,1)—cimkézési szamara, amely a tartalmazasok

miatt felsd korlat az Osszes azonos klikkszami egységintervallum-graféra is.

2. A frekvenciakiosztas egy precizebb modelljének vizsgalata

vegyes egészértékii-linearis programozassal - Alkalmazott

i)

ii)

iii)

Bevezettem egy 1j modellt (euklideszinek nevezem) a frekvenciakiosztasi fel-
adatra, amely precizebben irja le azt. Kivalasztottam azokat a tesztgrafokat,

amelyekre az 6sszehasonlitasok vonatkoztak a tovabbiakban.

Formalizaltam a problémét a vegyes egészértéki-linedris programozas nyel-

vén mindkét modell esetében.

Osszehasonlitasokat végeztem a két modellbeli szamitasok futési idsigényére
vonatkozoan. A hatékonyabba tétel érdekében tobb mdédon véltoztattam az

euklideszi modell formalizmusan.

3. Eldekompoziciok - Elméleti

i)

Az izolalt cstics nélkiili, nem teljes multiparticionélis F' grafok esetére, illetve

ezek néhany specialis esetére kiilon is, megadtam egy-egy fels6 korlatot az n



ii)

iii)

csucsu, F-fel izomorf éldiszjunkt részgrafokra felbonthato élhalmaza grafok

élszamara.

Ennek felhasznalasédval lett megvalaszolva egy probléma, amelyet a kozel-

multban irt cikkben vetett fel Bondy és Szwarcfiter.

Csupén a teljességet kizarva, a teljes multiparticionalis F' grafok esetére is
meg lett adva egy hasonldé becslés az n csucsi, F-fel izomorf éldiszjunkt

részgrafokra felbonthato élhalmazi grafok élszamara.
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