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I. rész

Bevezetés és célkituzés






Ha a modern fizika alappilléreirél van sz6, még a nem szakmabeliek kozott
is (viszonylag) magdtdl értet6dé a kvantumelmélet és a relativitdselmélet
emlitése. Azonban van egy olyan teriilet, a fazisatalakuldsok elmélete, amely
kevésbé tlinik meghatarozé jelentOségiinek, pedig szintén alapvet6 fontossagu.
Gondoljunk csak arra, hogy a Vildgegyetem is fazisatalakuldsok sordn nyerte el
a ma ismert alakjiat. Vagy emlithetjiik a CERN-ben nemrég felfedezett Higgs
részecskét, ami szintén egy fazisatmenet, az elektrogyenge fazisatalakulds sordn
ad tomeget elemi részecskéknek.

Fazisatalakulasokkal mar elemi tanulmanyaink soran is talalkozunk,
és jellemzésiikre bevezetiink termodinamikai fogalmakat, mint példdul
fazisatalakuldsi hémérséklet, latens ho, stb. Ha azonban a termodinamika
alapjaul szolgdlé statisztikus fizikdbdl indulunk ki és egészen preciz leirast
akarunk, akkor be kell vezetniink a Renormalasi Csoport Mdédszert.

Jelen értekezésben fazisatalakulasok vizsgalataval foglalkozom az tgynevezett
funkciondlis renormélasi csoport hasznédlatdaval. Az dltalam alkalmazott eljards
fontos eleme, hogy Kklasszikus statisztikus fizikai rendszerek leképezheték
kvantumtérelméleti modellekre, amelyek viszonylag konnyen tanulméanyozhatdk
az emlitett renormadldsi csoport mddszer funkciondlis (vagy egzakt) alakjdval,
azaz a Wetterich egyenlettel.  Specidlis, ugynevezett sine-Gordon tipusu
kvantumtérelméleti modelleket vizsgalok, amelyek kozos jellemzdje, hogy tar-
talmaznak egy periodikus 6nkolcsonhatést és szamos fontos fizikai alkalmazéssal
birnak. Ilyenek példdul bizonyos két-dimenzids rendszerekben (szupravezetd,
szuperfolyékony filmek) tapasztalhaté topolégikus fazisdtalakuldsok, melyek
elméleti lefrasaért (illetve a topoldégikus fazisok vizsgdlatdért) {télték oda a
2016-o0s fizikai Nobel dijat David J. Thouless, F. Duncan M. Haldone, és J.
Michael Kosterlitz kutatéknak.

A szakirodalomban ismert a sine-Gordon modell d = 2 dimenziéban vett funk-
cionalis renormélasi csoport vizsgalata, ami az értekezésem alapjaul szolgal.
Kutatémunkam soran a kovetkez6 kérdésekre kerestem a valaszt. Milyen a
sine-Gordon modell fazisszerkezete d < 2 dimenziéban? Lehet-e reprodukélni
a kétdimenzids sine-Gordon modell (konformtérelméletbél ismert) c-fliggvényét
az altalam haszndlt funkciondlis renormaldsi moddszer keretében?  Milyen
a faziszerkezete a sine-Gordon elmélet mddositasaval kapott sinh-Gordon
modellnek, illetve a koztiik interpoldlé modelleknek?

Megmutattam, hogy funkcionalis RG mddszer LPA’ kozelitésben, helytelentil
a spontan szimmetriasérté fazis jelenlétét jésolja d = 1 dimenzidban, ami
felhaszndlhaté az alkalmazott mddszer reguldtordnak optimalizdldsdra [1].
Tovabba megmutattam, hogy LPA kozelitésben tetszdleges frekvencidkra az
ismert c-fliggvény értékek nem reprodukalhaték, azonban sikeriilt a szakiroda-



lommal j6l egyezd eredményeket kapnom LPA’ kozelitésben [2]. Megalkottam
egy 1j interpolalé modellt, és meghataroztam a fazisszerkezetét, beleértve az
interpoldcié végpontjat, azaz a sinh-Gordon elméletet is [3].



II. rész

Irodalmi elozmények






1. fejezet

Fazisatalakulasok

A természetben szamos helyen talalkozhatunk fazisatalakuldsokkal. Gondoljunk
csak a viz fagydsara vagy forrdsara, amelynek tanulmanyozasa az altalanos is-
kolai tananyag részét képezi, vagy a ferroméagneses-paramagneses atmenetre,
amely emlités szintjén elSkeriil a kozépiskoldban. A szuperfolyékony *He fil-
men tapasztalt végtelen rendli fazisdtalakuldst mar csak egyetemi szinten ta-
nulmanyozhatjuk, és hasonléan egyetemi kurzusok soran, illetve tudomanyos
kozleményekben olvashatunk arrél, hogy az univerzum is fazisatalakulasok révén
nyerhette el ma ismert szerkezetét. Jelen értekezésben a fazisatalakuldsok
tanulmanyozasaval foglalkozom, egy specidlis technika, a renormélasi csoport
modszer segitségével.

Az aldbbiakban attekintjik a fazisdtalakuldsok osztalyozasat, a kritikus vi-
selkedés f6bb jellemz6it és a skalainvarianciat, illetve annak matematikai megfo-
galmazéasat, a Kadanoff-Wilson blokkositast. Végil megmutatom ezek kapcso-
latat a renormadldsi csoport (RG) médszerrel. A fejezetben bemutatott ismeretek
tdrgyaldsa sordn erésen tamaszkodom a [4-7], valamint a [8] szakirodalomra.

1.1. A fazisatalakulas rendje

Statisztikus rendszereket a termodinamikai limeszben a termodinamikai poten-
cidl hatdrozza meg. A fazisatalakuldsok tanulmanyozdsdhoz tekintsiink egy
® termodinamikai potencidllal jellemzett rendszert. A @ abszolit minimuma
megfelel a rendszer egyensilyi allapotanak és folytonos fiiggvénye a rendszer
paramétereinek (példdul a ® = ®(T,p) a hémérsékletnek és a nyomédsnak.

7
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Feltételezhetjiik, hogy egy egykomponensii, homogén rendszer, bizonyos mak-
roszkopikus paraméterek tekintetében, két egymadssal érintkez6, homogén
részre esik szét, amelyek egymastdl kiillonboznek, tehat kiilonbozé allapotokat
képviselnek (@1, ®3). Ezek az dllapotok lesznek a fazisok, amelyek egymdssal
érintkezve, egyensulyban, egyidejiileg 1éteznek (fazisdtalakulds sordn). A két
fazis egyensiilya esetén, termodinamikai potencidljuknak egyenlének kell lennie,
azaz

1 (T,p) = (T, p). (1.1)

Ez egy p = p(T) fézishatdrgdrbét eredményez a (p — T) sikon,
amely elvalasztja a modell két fazisat egymastél. Ennek atlépése vezet
fazisatalakuldshoz. Mig a termodinamikai potencidl folytonosan valtozik a
fazisatalakulds soran, ez nem igaz a derivaltakra. A fazisatalakulas rendjét Eh-
renfest [9] szerint az hatdrozza meg, hogy a ® hdnyadrendii parcidlis derivéltjai
szenvednek ugrast a fazisdtalakulds soran.

1.1.1. Elsorendi fazisatalakulas

Elsérendti fazisatalakuldsrol beszéliink, amennyiben ® elsérendii parcidlis de-
rivéltjai, példdul entrépia (S), térfogat (V) szenvednek ugrdst (ahol ®=G a
rendszer szabad entalpidja.) Az elsérendi fazisatalakulds sordn véltozik a rend-
szer energidja, amelyet a latens h6 megjelenése jelez:

oG oG
V=—l|ru. (1.2)

5= "ot o p

Q=T.(S —Ss) =T, (aG oG )

- (13)

Ahol T, a fazisatalakulast jellemz6 kritikus hémérséklet, és H a kiils6 magneses
tér.

Létens hének (olvaddshd, forrashd) nevezziik azt a hémennyiséget, ame-
lyet halmazallapot-véltozds kozben egy anyag elnyel (vagy lead) anélkiil, hogy
kozben hémérséklete megvéltozna. A latens hé a rendszer dllapotaban hoz 1étre
valtozast azzal, hogy az energidjat valtoztatja meg. Gondoljunk csak a jég
olvaddsara, a viz-jég elegy mindaddig 0 °C-os marad, amig a halmazéllapot-
valtozas folyik, am energidja az olvadashével novekszik.
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1.1.2. Masodrendii fazisatalakulas

Masodrendl fazisatalakulasrél beszéliink, amennyiben a termodinamikai po-
tencial elsérendi derivéltjai folytonosak, am a masodrendii derivaltak, mint
példaul a mégneses szuszceptibilitds () vagy a fajhé (C) divergdl a T, kritikus
homeérsékleten. A magneses szuszceptibilitasra vagy a fajhére irhatjuk:

e [0S _ 9%

“on = o T Tor om (4

X
ahol M a magnesezettség, H a kiils6é mégneses tér, h pedig annak normélt
értéke. Amig a magneses szuszceptibilitds vagy a fajhé divergensek T, -nél, de
van egy asszimptotikus skédlazé viselkedésiik. A T, kozelében a szuszceptibilitds
és a fajhé hatvanyfiiggvényei a redukalt hGmérsékletnek

T-T.
=

és a h kiilsé térnek. Ezen hatvanyfiiggvények exponenseit nevezziik kritikus
exponenseknek.

Miésodrendi fazisatalakulasra példa a ferromagneses-paramagneses dtmenet.
Ennek attekintése el6tt nézziikk meg, hogy mi az alapveto kiilonbség a fer-
roméagneses és a paramagneses anyag kozott. A ferromdgneses anyagok
kristdlyos szerkezetliek.  Kristdlyukban az egyes tartomdnyok (domének)
méagnesezettsége nem nulla a kiilsé magneses tér hianyaban sem. Magnesezéskor
a taromanyok beallnak a kiilso térerGsség irdnyaba, ezzel megnovelve a magneses
indukecidt (1.1. dbra).

A paramégneses anyagok ezzel szemben kiils§ mégneses tér nélkiil magneses
szempontbdl semlegesek. Ennek oka, hogy elektronjaik ugyan a sajat magneses
momentumon kiviil palyamomentummal is rendelkeznek, de ezek kiilsé tér
hianyaban rendezetleniil helyezkednek el. Kiils6 magneses mez6 hatdsara azon-
ban a magneses momentumok bizonyos mértékben rendez6dnek és bedllnak a
kiilsO térerdsség iranyaba. Masodrend fazisatalakuldsrdl beszéliink, amikor a
ferromagneses anyagok a T, = Tourie Kritikus hémérsékleten elveszitik magneses
tulajdonsdgukat és paramdgnesessé véalnak. (1.1. dbra)

A maésodrendii fazisatalakuldson atmené rendszerekben definidlhatunk egy
rendezett és egy rendezetlen fazist. A rendezett fazis a kritikus hémérséklet
alatti T < T, alacsony hémérséklettel [9], mig a rendezetlen fézis a kriti-
kus hémérséklet f6l6tti T > T. magas hémérséklettel jellemezhets. A rende-
zettség jelenthet térbeli rendezettséget, amikor a rendszer valamely szimmet-
ridja (példaul forgasi szimmetridja) a rendezett fazisban spontan sériil, ellenben

t

(1.5)



10 1. FEJEZET. FAZISATALAKULASOK

Paramdgneses anyag Ferromagnes anyag

1.1. &abra. Paramégneses illetve ferromagneses anyag és a magneses
doménszerkezet

a rendezetlen fazisban nincs szimmertiasértés.
Egy tetsz8leges lokalis fizikai mennyiség X(r) (pl. spin) korreldcids fiiggvénye
[10] alkalmas a hosszi tdvii térbeli rendezettség megahatdrozdséra [11],

G(r1,m2) = ([X (1) = (X)][X (r2) = (X)])- (1.6)

Homogén és izotrop rendszerekben a korrelacidos fliiggvény csak a relativ
tavolsdg r = |r1 — ro| nagysdgatdl fiigg. A korreldcids fliggvény segitségével
bevezethetlink egy hosszisig dimenziéju mennyiséget, a £ korreldcids hosszt.
Hosszutava rendezettségnél & divergens, T' — T, esetén & — oo.

A rendezett és rendezetlen fazis megkiilonboztetésére szolgalé mésik fizi-
kai mennyiség a rendparaméter A(T,h), amely nulla értéket vesz fel a ren-
dezetlen fazisban és nullatél kiilénbozot a rendezett fazisban. A rendpa-
raméter folytonosan névekszik, ahogy a hémérséklettel tavolodunk a rendezett
fazis fazisdtmeneti pontjatol. Ferromdégneses rendszerekben példdul a rend-
paramétert definidlhatjuk, mint a rendszer spontan magneses momentumanak
nagysagat A = | M|, zérus kiilsé mégneses tér esetén. A rendszer rendezetlen
fazisdban (viszonylag kozel a fézisdtalakuldsi hdmérséklethez) sok-sok kis rende-
zett és rendezetlen doménrol beszélhetiink, igy a rendszer atlagos magneses mo-
mentuma nulla. A fazisatalakuldsi ponthoz kézelitve, egyre tobb és nagyobb ren-
dezett doménrol beszélhetlink, majd a fazisdtalakulas soran -mérettdl fiiggden-
egyetlen vagy néhany nagy, rendezett doméniink lesz. Ezért a rendszer spontan
magneses momentuma nullatdl kiilonbozo értékiivé valik.
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1.1.3. Végtelen rendii fazisatalakulas

A fézisatalakuldsok erésen fiiggnek a rendszer dimenzidjatél. Példaul a Mermin-
Wagner [11] tétel dllitdsa szerint, azokban a modellekben, amelyekben révid
tédvi kolesonhatdsok domindlnak (ahol a dinamikus véaltozdk széma n > 2)
nem taldlunk hosszu tava térbeli rendezettséget d = 1 és d = 2 dimen-
zi6ban semmilyen véges hémérsékleten. Ennek oka, hogy alacsony dimenziéban,
alacsony frekvencidkndl a termikus fluktuacidk elég erdsek, hogy elrontsik a
hosszu tavu térbeli rendezettséget. Példaul egy kétdimenzios XY spinmodell-
ben (révid tava kolesonhatdsokkal) a rendszer spontdn magneses momentuma
véges homérsékleten nulla lesz. Ezért ezekben a rendszerekben a rendparaméter
hagyomanyos mddon eltiinik. Ellentmondasnak t{inhet, hogy fazisatalakulas
kétdimenzids rendszerekben révid tavi kolecsonhatdsok révén is megvaldsulhat
(példdul kétdimenziés Coulomb géz [12], XY modell [13]). Ez a fazisatalakulds
azonban nem masod-, hanem végtelen rendii, amely esetén létezik a rendszer-
ben egy térbeli rendezettség, de nem a szokdsos hosszu tavi, hanem tgynevezett
topolégiai rendezettség.

Végtelen rendli fazisatalakuldsnal a termodinamikai potencial minden véges

rendd derivaltja folytonos. A Berezinski-Kosterlitz-Thouless-féle (BKT) [14,15]
fazisatalakulds példaul ilyen tipusu. Fontos megjegyezni azonban, hogy a
leirt tulajdonsdgok, illetve a mogottiik 4116 BKT (topoldgikus) fézisatalakuldsi
mechanizmus d=2 dimenziéban miikédik.
Végtelen rendii fazisatalakuldsrdl beszélhetiink a szuperfolyékony anyagok
esetében. A “He film példaul a T, kritikus hdmérséklet alatt szuperfolyékony
allapotban van, és benne vortex-antivortex (6rvény-antiorvény) parok jelentik
a rendszer elemi gerjesztéseit. Vagyis a vortex dinamika fontos szerepet
jatszik a szuperfolyékony *He vékonyfilmekben tapasztalhaté fazisdtmenet
tanulmanyozasaban, amelynek leirdsara alkalmas az XY klasszikus spin mo-
dell [13].

ng_XY:/D[S]é(S2—1) exp kaLT S (=SS, ()

<z, y>

ahol S, spinvéltozd egy kétdimenzids (klasszikus) vektor. Mérési eredmények
alapjan a szuperfolyékony strliséget ps és a kritikus homérsékletet T, uni-
verzélisnak talaljuk, ps(T.)/T. =allandd, és fiiggetlennek a folyadék film egyéb
paramétereitol.
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A fazisatmenet rendparamétere egy komplex skalar, amely egy amplitudéval
és egy fazissal jellemezhetd (Ae'®). A szuperfolyékony fazisban a rendparaméter
nullatdl kiilonboz6 és ha eltekintiink az amplitidé fluktuacidktdl, akkor a rend-
szer gerjesztésit leirhatjuk a fazissal. A rendparaméter fazisa hasonld szerepet
jatszik az XY modellben definidlt 6 skalarral, amely felbonthaté egy vortex és
egy spinhulldm részre

0= ¢'uortez + wsw' (18)

Az XY modellben két fazist kiilénboztethetiink meg. A molekuléris fazisban
(T < T.) a vortexek parokat képeznek és a spin-spin korreldcids fiiggvény

G(r) =< S(r) S(0) >=< cos(8(r) — 6(0)) >, (1.9)
csak a spin-hullam résztol fligg
G(r) = Gew(r) =< cos(¥(r) — (0)) > . (1.10)

A korrelécids fliggvénynek a kovetkezd skalatulajdonsdga adhaté meg az n kri-
tikus exponenssel

Gsw(ryt = 0) = 7‘7”7 (111)

ahol a t redukalt hémérsékletet nulldra allitjuk be. Az XY modell keretén beliil
megkapjuk az 7 kritikus exponenst az (1.10) egyenletb6l,

= -. 1.12

=g (1.12)

Anélkiil, hogy a szuperfolyékonysag mikroszkopikus részleteit elemeznénk, a
kovetkezd reldcidt irhatjuk fel a ps(7T,) szuperfolyékony siirfiségre [8]

kaBTc
—— =27 1.13
R2pa(T,) n (1.13)

ahol m a He atom tomege, kg a Boltzmann faktor, 7" a hémérséklet és n a kriti-
kus exponens, amelyet a (1.11) egyenletben definidltunk. Az (1.13) egyenletbe
beirva n = % értéket kapjuk,

2
m7kpTe _m (1.14)
Rps(T,) 2
ami azt jelenti, hogy ps(T.)/T. meredekségének univerzélisnak kell lennie. Ez
az elméleti megkozelités j6 egyezést mutat a szuperfolyékony anyagok stirtiségére
vonatkozé mérési eredményekkel, ami bizonyitja a vortex dinamika fontossagéat
és a hasznalhatésagat.
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1.2. Kritikus exponensek

Mésodrendii fzisatalakuldsndl kiilonbozo fizikai mennyiségek (pl. fajhd, szusz-
ceptibilitds) skdldzé viselkedést mutatnak a T, kritikus fazisdtmeneti pont
kozelében, azaz a redukdlt hdmérséklet és a kiilsd tér (h) hatvanyfliggvényei lesz-
nek. Ez a kritikus viselkedés. A G, korrelacids fiiggvényre, a £ korrelaciés hossz-
ra és a A rendparaméterre egyarant jellemzé a kritikus viselkedés T, kozelében.
A hatvanyfiiggvények exponensei (a kritikus exponensek) eltéréek lehetnek a
kiilonb6z8§ rendszerekben, de az exponensek kozotti reldcick (skdlatorvények)
univerzalsak. A modelleket kiilonb6zé univezalitasi osztalyokba sorolhatjuk
a kritikus exponenseik alapjén. Azok a rendszerek, amelyek azonos univer-
zalitdsi osztalyba tartoznak, azonos kritikus exponensekkel rendelkeznek. Az
alabbiakban a teljesség igénye nélkiil bemutatok néhany kritikus exponenst.

1. A (8 kritikus exponenst a A(t) rendparaméter hémérséklet fiiggése
hatdrozza meg zérus kiilsé tér esetén a modell rendezett fazisdban:

oG
o T

ahol G a szabad entalpia (¢ = G) és t a redukdlt hémérséklet.

A(t,h) = (—t)?, h — 0, (1.15)

2. A ¢ kritikus exponenst gy definidlhatjuk, mint a A rendparaméter kiilsé
tértol valo fuggését a T, kritikus hémérsékleten:

A(t = 0,h) ~ B/, (1.16)
3. A szuszceptibilitds hémérséklet fiiggését a v kritikus exponens hatérozza
meg:
0A 0%G
X=——| =-——| ~It7", ha h—0. (1.17)
oh |, r oh? o T

4. Az « kritikus exponens a hékapacitdas homérséklet fiiggése &ltal
hatarozhat6 meg:

a8

os o’
aT

Cc=T 72

- ~ [t (1.18)
p,h

p,h

A fenti, dimenziéfiiggetlen kritikus exponensek egymastdl nem fiiggetlenek,
kozottiik bizonyos relacidkat taldlunk. Ezek a relacidk univerzalisak, azonosak
lesznek kiilonbozo fizikai rendszerekben,
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v o= BE-1), (1.19)

2 = a+p00+1). (1.20)

Ezen skélatorvényeknek megfeleléen csak két fiiggetlen kritikus exponens
van. Definidlhatunk tovabbi kritikus exponenseket.

1. A G(r) korrelacids fiiggvény az r tavolsdg hatvanyfiggvénye a T, kritikus
hémérsékleten. Az 7 definicidja:

G(r,t = 0) ~ p~(d=2) ha 7 — oco. (1.21)

2. A rendezetlen fazisban (¢ > 0) a korreldciés fiiggvénynek exponencidlis
asszimptotikus viselkedése van T, kozelében,

G(r,t) ~ e /¢, ha 7 — occ. (1.22)

Ezt tekinthetjiik a £ korrelaciés hossz definicigjanak. A rendezetlen
fazisban a korrelacidés hossznak szintén hatvanykitevés asszimptotikus vi-
selkedése van,

En~ |t ha t— 0. (1.23)

Az Ujonnan bevezetett kritikus exponensekre kapott skdlatorvények mar
fliggnek a rendszer d dimenzigjatdl,

vd=2-a, (1.24)
vy=(2-n). (1.25)

1.3. Skalainvariancia

Maésodrendu fazisatalakulasok soran kritikus viselkedést tapasztalhatunk a
fazisatalakuldsi hémérséklet kozelében. Ennek hatterében az ugynevezett
skélainvariancia 4ll [8], aminek a lényege, hogy a rendszer kiilonb6z8 méretskalan
vizsgalva énhasonlé marad. Tanulmanyozzuk a skalainvarianciat a 2d Ising mo-
dell segitségével!l Az Ising modell egy matematikai modell a ferromégnesesség
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leirdsara. A modell diszkrét valtozékbdl all, amelyek az atomi spinek méagneses
dipdél momentumét képviselik, ezek két dllapotiiak lehetnek (+1 vagy -1). A spi-
neket grafikusan egy racsba rendezziik, dltalaban a racs megengedi, hogy minden
spin kolcsonhatdsban legyen a szomszédjaval. A 2d Ising modell négyzetracson
az egyik legegyszerlibb modell a fazisdtmenet szemléltetésére.

Az aldbbi dbran lathatd, hogy T' < T, illetve T' > T, esetén nincs a modell-
nek sturturdja. AT = T, kritikus hémérsékleten az dbran sok kicsi és kevés nagy
domént fedezhetiink fel. Amennyiben valtoztatjuk a megfigyelés skaldjat, azt
tapasztaljuk, hogy a modell strukturija allandé marad, tehat T =~ T, kritikus
hé&mérsékleten, a rendszer skdlainvaridns (1.2. dbra).

T<T; T=T, T>T;

1.2. dbra. 2d Ising spin modell.

Mi a fizikai oka a kritikus viselkedésének? A valasz tehdt a skalainvariancia.
A rendszer a fazisatalakulds kozelében skalainvaridns, azaz véltoztatva a meg-
figyelési skdlat (példdul a rdcs méretét a — a’), a modell particiés fiiggvénye
valtozatlan marad. A skédlainvariancianak megfeleléen a termodinamikai poten-
cidl az alabbi mdédon valtozik az atskalazaskor,

(¢ 1) =B, 1), (1.26)

ahol ® az eredeti rendszer termodinamikai potencialja, amely a ¢ redukalt
hémérséklettdl és a h kiilsd tértél, ' pedig az atskalazott termodinamikai po-
tencidl, amely az atskdldzott t' és h' valtozoktdl figg. Analdgidt taldlhatunk
a kvantumtérelmélettel, ahol a general6é funkcional marad valtozatlan a meg-
figyelés skaldjanak valtoztatdsa kézben. A skdlainvariancidnak megfeleléen a
termodinamikai potencidl homogén fiiggvénye a redukdalt hémérsékletnek és a
kiilsO térnek,

DAY, N h) = \D(t, h), (1.27)
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Oonkényesen megvélasztott ag,ap és A esetén. A fenti relacié a Wilkinson-
Kadanoff blokkositési eljards [16] segitségével értheté meg, amit a kovetkezd
fejezetben targyalok.

1.4. Wilson-Kadanoff blokkositas

Tekintstink egy klasszikus spin rendszert racson!Az aldbbi dbra egy blokkositasi
1épést szemléltet az eredeti rendszer atskdldzasival (a’=b*a).

S’ S’

=
S S S S g
S’
S S S S
Racsallandé: a Réacsallandé: 2a

1.3. 4bra. Kadanoff blokkosités

A blokkositott rendszerben defindlhatjuk a spinek egy blokkjat az 1j a
racsméret segitségével, amely tartalmazza az eredeti rendszer b? racspontjait.
Az eredeti rendszer minden spin blokkja helyettesithet6 a spinek egy dtlagéval.
Minden fizikai mennyiség atskalazédik az 4j rdcsméretnek megfeleléen. Egy
blokk ®’ termodinamikai potencidlja megfeleltethetd a eredeti ® potenciél és a
racspontok szamanak szorzatéval,

(', h') = bed(t, h). (1.28)

A skélainvariancidnak megfeleléen a kévetkez6 reldciék érvényesek a blok-
kositott kiils6 homérsékletre és a blokkositott térre

t' = b, B’ = b, (1.29)

Behelyettesitve az (1.29) egyenletet az (1.28) egyenletbe, adddik a termodi-
namikai potencidl homogenitasa (1.27) (ahol A = b%). A kritikus exponensek
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szarmaztathatéak (1.27) alapjan a kiils6 tér vagy a redukdlt hdmérséklet altal.
Példdul a § kritikus exponens a kévetkezé médon kaphaté meg
AP\, A*h)
Oh
ahol A(t,h) = 0®(t, h)/0h fdzisdétmenet rendparamétere. Mivel A énkényesen
vélaszott, igy definidlhatjuk 1 = \®»h. Behelyettesitve A = h=/% az (1.30)
egyenletbe, t = 0 esetén az egyenlet erre redukalodik

A0, 1)h(1=an)/an — A(0, 1) (1.31)

_ /\ahA()\att,/\ahh) = /\A(t7h), (130)

ahol A(0,1) konstans. A § = ap/(1 — ap) kritikus exponenst meg-
kaphatjuk a (1.31) egyenletb6l. Ezzel a mddszerrel a tobbi kritikus ex-
ponens is szarmaztathaté a (1.27) reldcié segitségével.  Ezért levonhat-
juk a fazisatalakuldsokrol azt a kovetkeztetést, hogy a termodinamikai po-
tencial skalainvariancidja kritikus viselkedést eredményez a rendszerekben a
fazisatalakulasi pont kozelében.

1.5. Renormalasi csoport (RG) mddszer

Ebben az alfejezetben a renorméldsi csoport (RG) mddszer [8, 18] lényegét
ismertetem és megmutatom, hogyan kapcsolédik az elézbéekben targyalt
skalainvariancidhoz, illetve a Wilson-Kadanoff blokkositdshoz [16,17].
Tekintsiik az RG transzformaciok szisztematikus megvaldsitasat egy racson
megfogalmazott spinmodell segitségével. A rendszer a fazisatalakulds fix-
pontjaban skélainvarians, igy a Kadanoff blokkositas soran a particiés fiiggvény
is skalainvarians lesz

Z =Trexp|—BJ, ZSZ-S = Tr" exp|—BJ2a ZS S7], (1.32)

ahol 8 =1/(kyT') az inverz hémérséklet. Mi torténik, ha a rendszer tdvol van a
fazisatalakuldsi ponttdl, vagy egyéltalan nem megy at fazisatalakuldson? Ebben
az esetben 1j kolcsonhatasi tagok generalédnak a blokkositédsi lépések &ltal és a
Hamilton fliggvény funkcionalis alakja nem 6rzédik meg. Példaul irhatjuk

Ha = Ja Z&Sj — Hga = Jga ZS{S, + Gga ZS/S/

A blokktranszformédcié sordn természetesen generalédhatnak méds
kolecsonhatédsi tagok is, a wilsoni [17] elképzelés szerint minden ilyen ge-
nerdlédo tagot figyelembe kell venni. Azonban a mddszer érzékeltetésénél csak
hérom spin csatolasokat tartalmazo 4j tipusu kolesonhatast feltételeztem.
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Vagyis
Hy=Jo Y SiS;+Gay  SiS;Sk, Ga=0

esetben a funkciondlis forma megérzodik. Ezek utan tobbszor végrehajtva a
blokkositast

Hy=Jo Y SiS;j+Gay_ SiS;Sk
Hyo = Jaa »_ SiS)+ Gaa Y _ SiS}S),
H3, = J34 Z 5787 + Giaq Z S8} Si
kiolvashatjuk a RG futds egyenleteit felhasznédlva Z invarianciajat,

d

da
Az igy kapott RG egyenletek megolddsa eredményezi az elmélet csatoldsainak
skaldzédsat, 1lasd az 1.4 abrat.

1.4. dbra. Az RG egyenletek megoldédsa soran kapott skalafiiggés szemléltetése.

J(a) = f1(J,G,a), diaG(a) = fo(J, G, a).

J

Tekintstink egy blokkot az impulzus térben, ahol a skdlaparaméter szerepét
most egy futé impulzus levdgds k ~ 1/a jatssza. Az RG transzformdcié (Ry)
fixpontjat definidlhatjuk, mint

Ry(H*) = H* (1.33)
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ahol H* a rendszer fixpontban felvett Hamilton fliggvénye. H* koril
osztalyozhatjuk a csatolasi allandékat az aldbbi mdédon. Feltételezve, hogy az
RG transzformacié a csatolasok analitikus fiiggvénye, kiterjeszthetjik a H* fix-
pont koril

Ri(H* + €0) = Ri(H*) + €L, (0) = H* 4 €Ly, (O) (1.34)

ahol € infinitezimalis és Ly az RG transzformdcié linearizalt alakja a H* fix-
pont koriil, tovabba O; jeldli a linearizalt RG transzformécidhoz tartozé skaldzo
operatorokat (sajétvektorokat),

Li(0;) = Xi(k) O; (1.35)

i (k) sajétértékekkel, amelyek fiiggnek az RG transzforméciok k paraméterétol.
A Hamilton fiiggvény igy a kovetkezd alakban irhaté

H=H"+Y g0 (1.36)

ahol g; a csatoldsok, a M\;(k) sajdtértékek pedig az RG transzformdciok
skalaparamétereinek hatvanyfiiggvényei,

Ai(k) = k¥ (1.37)

Ezt felhasznélva az RG transzformaécié a kovetkezd alakban irhaté

Ri(H(gi0)) = Ri(H* +_ gi00:) = H + Y _ gi k¥ O;, (1.38)

ahonnan leolvashaté a csatolasok skalazasa
gl(k‘) = gi,O k?y’ (139)

Azaz a fixpont koriill az y; exponensek meghatdrozzak a csatoldsi allandék
skalazasat. Megfeleltethetok relevans, irrelevans és margindlis skalaoperatorok
(csatoldsok), a sajatértékek pozitiv, negativ és nulla exponenseinek.
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2. fejezet

Funkcionalis renormalasi
csoport modszer

A kvantumtérelméleti modellek és a kritikus statisztikus rendszerek hasonld tu-
lajdonsdgokkal jellemezhet6ek, az elébbiben kvantumfluktudciok az utébbiban
termikus fluktudciék szabjak meg a rendszer viselkedését. A d = D + 1
dimenzids (D térdimenzids és egy idédimenzids) kvantumtérelméleti modellek
ekvivalensek a d térdimenziés statisztikus rendszerekkel. Ezért a statisztikus
rendszerek fazisatalakulas kozeli viselkedésének megértéséhez elegendé megadni
a nekik megfelel§ kvantumtérelméleti modellt, majd szarmaztatni annak
kritikus viselkedését példaul funkcionélis RG mddszer (FRG) segitségével. A
fejezetben erésen kovetem a [4], illetve a [6] publikédcid ide vonatkozé fejezeteit,
valamint a [25] hivatkozds bevezetd részét.

2.1. Skalafuggés kvantumtérelméletben

Egy kvantumtérelméleti modell nulla hémérsékleten ekvivalens egy nem zérus
hémérsékleti klasszikus, nem kvantdlt, statisztikus fizikai modellel. Kvan-
tumtérelméletben kvantumfluktuacidkkal, statisztikus modellek esetén termi-
kus fluktudcidkkal taldlkozhatunk. A statisztikus modell kanonikus particios
fliggvénye

Z = N'Tr exp <k1TH) : (2.1)
B

21
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ahol H a Hamilton fliggvény, amely kapcsolatba hozhaté a kvantumtérelmélet
Green-fiiggvényeinek generdlé funkcionaljaval.

7= [ Digiexp (5001 (2.2

ahol 7 a redukélt Planck dllandd, S[¢] a csupasz (nem renormalt) hatés, ¢(x)
pedig az egyszertiség kedvéért egykomponensii skaldrtér.

A Helmholtz szabadenergia F[T| = —kpT In[Z] megfelel a W[J] generald
funkciondlnak, W[J] = —Tr In Z, ahol J(x) a forrds, a Gibbs-féle szabadener-
gia (U[S]) pedig az entrépia fliggvényeként jelenik meg. Kozottik a Legendre
transzformacié teremt kapcsolatot

oU|S] OF[T)
ds or ’
ami hasonléan a kavantumtérelméletben ismert Legendre transzformaciohoz,

osszekapcesolja a fent emlitett W[J] generdlé funkcionélt és az igynevezett ef-
fektiv hatést

U[S] — F[T] = T, T= S—_

(2.3)

L[p] + W[J] = /(J(b)ddx, b= %/ J = % (2.4)

Vizsgaljuk meg, hogy az eloz6 fejezetben targyalt skalafiiggés hogyan jelentkezik
kvantumtérelméletben, azaz az elemi részek fizikdjaban! Az elemi részecskéket
vizsgalva kvantummechanikai leirast kell alkalmaznunk, illetve figyelembe kell
venni a hatarozatlansigi relacidkat. Egyidejlileg nem tudjuk tetszoleges pon-
tossdggal megadni egy részecske sebességét (impulzusat) és helyét.

(Az)(Ap.) > /2, (2.5)

ezt Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy At ideig sériilhet AE-vel az energiameg-
maradds torvénye. Az energidra és az idére is felirhatjuk a hatdrozatlansagi
relaciét
(At)(AE) > h/2. (2.6)
Részecskefizikdban nagy sebességgel rendelkezd részecskéket titkoztetiink,
amelyek lefrasara a specidlis relativitdselmélet alkalmazhaté. A részecske ener-
gidja (F), impulzusa (p) és nyugalmi tomege (m) kozott teremt kapcsolatot az
alabbi, diszperzids relacid

E = \/p?c? + m2ct, (2.7)
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a képletben ¢ a vakuumban mért fénysebességet jeloli. Nulla impulzus esetén
a képlet a részecske nyugalmi energidjat adja, ami nem ma&s, mint a tomeg-
energia ekvivalencia relacié

E =mc. (2.8)

A képlet alapjan azt mondhatjuk, hogy az energia és a tomeg egymaésba
atalakithato, ez masként megfogalmazva azt jelenti, hogy részecskéket kelt-
hetiink energia segitségével.

Amennyiben figyelembe vessziik a kvantumfluktudcidék hatdsat, az energia-
id6 hatarozatlansagi reldcié alapjan az energiamegmaradas is sériilhet egy
nagyon Kkicsi id6intervallumon. Ezen AFE energiat felhaszndlva virtudlis
részecskék keletkezhetnek a tomeg-energia ekvivalencia miatt. Ezek lehetnek
példaul virtudlis elektron-pozitron parok, amelyek kozvetleniill ugyan nem
mérhetOk, azonban kozvetett hatdsuk jelent6s. Azaz a relativitaselmélet és
a kvantummechanika Osszefliggései alapjan azt varjuk, hogy a vakuumban
is folyamatosan keletkeznek és megszlinnek virtualis részecskék. Mivel az
elektromos t0ltés megmaradasa nem sériilhet, ezért ezek a virtudlis részecskék
egymassal ellentétes toltésti parokban keletkeznek: példaul keletkezhet egy-
szerre egy elektron és egy pozitron, mint részecske-antirészecske par. Ugyan
kozvetleniill nem mérhetdk ezen virtualis részecskék, azonban hatdsukat
érzékeljik, amikor példdul egy prébatoltéssel szeretnénk meghatdrozni egy
valédi részecske t6ltését [4].

Ez jol szemléltethet6 a 2.1 abraval, amelyen az lathaté, ahogyan egy toltott
(ebben a vizsgdlatban pozitiv) részecske koriil a virtuélis elektron-pozitron
parok dipolusként rendezddve polarizaljak a vakuumot, és egyben learnyékoljak
a mérendd részecske toltését. Képzeljik el, hogy egy R sugard gombbel vessziik
kortl a vizsgalandé kozponti toltést. Ez a gomb a virtudlis elektron-pozitron
parokat , kettévélasztja”, ezért a vizsgalandd toltést learnyékoljak a ,,parok”
elektronjai. Vajon mitdl fiigg a ,szétvagott” parok szama, azaz a ledrnyékolas
mértéke? A kérdés megvalaszoldsahoz gondoljuk at, hogy amikor messzebbrol
szemléljiilk a kozponti toltést, akkor a ,szétvalasztott” parok szdma keveset
valtozik, ha kicsit kozelediink, vagy tavolodunk a probatoltéshez viszonyitva.
Viszont ha a prébatoltéshez kozel hajtjuk végre ezt a kozeledést-téavolodast,
akkor mar a ,szétvalaszott” elektron-pozitron parok szama jelent6s mértékben
véaltozik a gdmb sugardnak (R) pici véltoztatdsira is. Ez arra mutat rd, hogy egy
toltés megmérésekor kapott érték valtozhat annak fiiggvényében, hogy milyen
tavolsagbdl, azaz milyen energian vizsgalom.
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2.1. abra. Kozponti toltés koriil elhelyezkedd virtudlis elektron-pozitron parok
szemléltetése [4].

Tehat a virtudlis részecskék kozvetett hatasa miatt a klasszikus fizikabdl jol
ismert mennyiségek értéke attdl fligg, hogy milyen energia, illetve méretskalan
vizsgaljuk azokat. Kzt nevezziik skalafiiggésnek. Ennek megfeleléen be kell,
hogy vezessiink egy skalafiiggé effektiv hatast,

I >T, (2.9)

ahol az effektiv hatdsban szereplé paraméterek (csatoldsok) fiiggvényei az im-
pulzusskélanak.

Vagyis a kvantaldas és a relativisztikus leirds egytittes alkalmazasa
eredményeképpen a modellek paraméterei skalafiiggévé valnak, ezért a méréssel
torténo Osszehasonlitds Ugynevezett renormaldst kovetel. A renormélas
végrehajtasaval meghatdrozhatjuk a skalafiiggést, azaz megadhatjuk, azok
kiilonbo6z8 energian felvett értékeit [8]. A renormdlds nem-perturbativ meg-
valésitdsdnak egyik eszkoze a funkcionédlis renormaldsi csoport (FRG) mddszer.
Az FRG alkalmas arra, hogy megadja a modell paramétereinek fliggését a hossz-
illetve az energiaskalatol.

2.2. A funkcionalis RG modszer

2.2.1. Wegner-Houghton RG egyenlet

A wilsoni renormaldsi csoport keretében a Wegner-Houghton [26] egyenlet beve-
zetésekor az RG transzformacidkat igy valdsitjuk meg, hogy a blokositasi eljaras
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soran, kiintegraljuk a tér azon ¢, médusait, amelyekre teljesiil a k < g feltétel,
ahol k a futé ultraibolya impulzus levigas. Kovetkezésképpen az Si[¢] hatds
altal definidlt effektiv elmélet tartalmazza azon kvantumfluktuacidkat, melyek
frekvencidja kisebb, mint a k impulzus levagas.

A Z generdlé funkciondl kifejezhet6 a kovetkezd médon az Sy [¢] hatasbdl,
amelyet a k impulzus levdgédssal definidlunk,

Z=|1] /dCDq exp {;Sk[@q}] : (2.10)
lgl<k

Bar az Si[®,] hatdst szimmetria megfontoldsok segitségével irjuk fel, ilyen
értelemben csupasz (klasszikus) hatdsnak tekintjiik, de definiciéjabdl kovetkezik,
hogy ez is egyfajta effektiv hatdsnak tekinthetd, amelyet egy k-nél jéval nagyobb
impulzus skdlan definidlt regularizalt elméletbdl szdrmaztattam. Az Si[®,]
hatés fiigg a Fourier sorral kifejezett tértdl, és tartalmazza a ¢, moédusokat,
ahol ¢ < k. Egy infinitezimalis RG transzforméciot alkalmazva, a tér Fourier
sorbafejthetd és szétvalaszthatd egy lassu és egy gyors fluktuacios részre, amely
megfelel az alacsony és a magas frekvencids Fourier médusoknak,

®(z) = ¢(x) + o(z) = Z Pqe't” + Z $ae. (2.11)

lgl<k—Ak k—Ak<|q|<k

fgy a k impulzus levagds (k — Ak)-ra médosul, és a tér magas frekvencids
fluktudcidi kiintegrélhaték az impulzustérben. Egyrészrél a (2.10) kifejezés {gy
irhaté at,

Z = 11 /d¢q 11 /dgﬁq exp [—7115,6[@,1]}. (2.12)

lg|<k—Ak k—Ak<|q|<k

Masrészrol megkoveteljiikk a Z general6 funkciondl invarianciajat

z= I [ )ew [—;Sk_m[m], (2.13)

lgl<k—Ak

igy leolvashaté a blokkositott hatasra vonatkozé RG transzformacid

oo |~pseald| =TT [aby) ew|-psiord). e

k—Ak<|q|<k
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ahol a ¢ és a qg térvaltozok olyan ¢, Fourier komponenseket tartalmaznak,
ahol |p| < k — Ak, illetve k — Ak < |p| < k. Minden infiniteziméglis 1épésben
elvégezhetjiik a (2.14)-ben a pélyaintegralt a nyeregpont kozelités segitségével.
A sorfejtés egy altalanos qgcl nyeregpont koriil igy irhaté

Sl +da+ =Skl +dal+ Y. Fd,

k—Ak<|p|<k
1 X R .
+ By Z 525;0 Ky —p ¢/—p + 0(¢"”) (2.15)
k—Ak<|p|<k
a kovetkezd nyeregponti egyenletekkel
3Sk[¢ + dal 2Sk[¢ + el
F p— — O, = . 216
p 5¢p p,—p 5¢p6¢7p ( )

Amint ldthaté megdlltam a kvadratikus tagndl a sorfejtésben igy (2.15)
haszndlatdval a (2.14) egyenletben szerepld pélyaintegral Gauss tipusi lesz, ezért
elvégezhetd. A nyeregponti sorfejtéssel kapott alak a kovetkezd

1 R L N-1/2 1 .
exp | 3 Si-aalo + dul| = (et Ky ylo+Gul) " exp |~ Sufo+ bl
(2.17)

Mindkét oldaldnak logaritmusdt véve és hasznilva a Indet(K) = Tr In(K)
egyenléséget kaptam a kovetkezd Osszefliggést

— Sk a6+ dal =~ 84l + bl — ST (K, [0+ da)) + O (2.19)

Ha Ak infinitezimalis, akkor a (2.18) egyenletben a trace felirhaté, mint
Tr = k4" 1Ak(27)~? [ dw, ahol [ dw a d-dimenziés térszog integral.

Beldthatd, hogy a (2.18) egyenlet mdsodik tagja O(Ak) rendi. Tovabba
az is igazolhaté, hogy az elhanyagolt magasabb rendii hurokkorrekciék O(Ak?)
rendiiek. Ezért véve a Ak — 0 limeszt a (2.18) egyenlet egzakttd valik, amely
tartalmazza az Osszes hurok korrekciét. Ezt nevezziik a Wegner—Houghton RG
egyenletnek.

~ d A~
OuSulo -+ ba) =~ [ G B+ G (219)

ahol ¢o; = du[¢] a ¢ tér funkciondlja, amely megkaphaté a 65y [¢ + QZA)C;]/&zSp =0
Osszefiliggésbél. Ha a nyeregpont trivialis, ¢Ecl = 0, akkor a Wegner-Houghton
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RG egyenlet [26] a kovetkezd alakra redukalédik

d w 2
kO, S0 = —%h/ (Qdﬂ)d In (65‘;’3?) . (2.20)

A  nem-trividlis nyeregpont esetével az értekezésben nem foglalko-
zom. Erdemes megjegyezni, hogy a Wegner—Houghton RG egyenlet [26]
szarmaztathaté az effektiv hatds 1-hurok kifejezésébol is, ha a csupasz
(skélafiiggetlen) hatést lecseréljiik a skélafiigg blokkositott hatdsra. Ugy is fo-
galmazhatunk, hogy az egzakt (2.20) egyenletben a logaritmus argumentuméban
elvégezzik az Si[p] — Sa[¢] cserét, akkor visszakapjuk a szokdsos 1-hurok ki-
fejezést [28].

2.2.2. Wetterich RG egyenlet

Miel6tt ratérnék a Wetterich egyenlet [27] szakirodalomban jél ismert leve-
zetésének vazlatos ismertetésére megadok egy formadlis levezetést, azaz meg-
mutatom az egzakt egyenlet kapcsolatat az effektiv hatds 1-hurok perturbativ
kifejezésével,

_ h d’p (2) 3
Tup = Sy + 5/ Gy ] + o), (2.21)

ahol S) a csupasz (klasszikus) hatds. A formdlis levezetés arra az észrevételre
épiil, hogy a funkcionilis RG egyenlet interpolal a csupasz és a kvantum ef-
fektiv hatas kozott, tovabbé szérmaztathaté az effektiv hatds egy-hurok kife-
jezésébdl. Ilyen értelemben szokds ,egy-hurok feljavitott” (azaz 1-loop impro-
ved) RG egyenletrél beszéIni 14sd [28, 30, 31], ahol a ,feljavitdst” az Sp — Sk
cserével érik el (ldsd még a (2.20) egyenlet utdni megjegyzést). Az &dltalam
targyalt formélis levezetés a szakirodalomban is ismert, példdul a [32] hivat-
kozés (12)-(14) képletei. Az impulzus integral divergens lehet a felsé (UV) és az
alsé (IR) hatdrok szerint. Az impulzus levagas egy standard vélasztas az integral
regularizalsara, de valaszthatjuk a Pauli-Villars regularizaciot is, hozzaadva egy
impulzusfiiggé 5 [ Ry (p)¢? kifejezést a csupasz (klasszikus) hatédshoz és beve-
zetve a kovetkezo skalafliggé hatast

_ ho[ d% @)
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A skalafiiggd effektiv hatds I'y, a klasszikus csupasz hatds I'y Ao = S és a teljes
kvantum effektiv hatds I'y_,g = I' kOz6tt interpolal, a k futé impulzus skala
segitségével. Tehdt T'y visszaadja a klasszikus és az effektiv hatdst (1-hurok
kozelitésnél) az UV és IR hatdrokon, amennyiben az Ry (p) reguldtorfiiggvény
eleget tesz az alabbi kdvetelményeknek

Rkao(]?) =0, RkﬁA(p) = 00, Rk(p — 0) > 0. (2.23)

Fk—)O - Feffa Fk—>A = FA = SA, (224)

Az utols6 kovetelmény a (2.23) kifejezésben, az impulzus integrdl IR diver-
genciajanak eltavolitasahoz sziikséges.
A (2.22) egyenlet k szerinti derivaldsébol kapjuk a kovetkezd formuldt:

- h ddp 2)] _ h ddp akRk

Végiil annak érdekében, hogy legyen egy egzakt kifejezéstink [28,68], a csupasz
hatdst a jobb oldalon le kell cserélni a skalafiigg$ hatasra S/(\Q) — F,(f), majd

mindkét oldalt k-val szorozva kapjuk, hogy

d
kORI, = E/ d pd%, — | kO T[] = ETI“ Lﬁ (2.26)
2) @m)¢ Ry +1¢ 20\ R +T7 (4]

amely a Wetterich RG egyenlet [27] egykomponens(i skaldrtérre.

Az RG moédszer a csatolasok altal parametrizalt belsé térben végez transz-
forméciot. Az RG futas pedig egy trajektoria ebben a belso térben. Ezen eljaras
nemcsak kvalitativ képet biztosit fazisdiagramok és fixpontok szerkezetérdl, de
pontos kvantitativ becslést is ad kritikus tulajdonsagok, példaul kritikus expo-
nensek és univerzalis mennyiségek értékére.

Ismertetem a Wetterich egyenlet részletes levezetését, ahol erGsen
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tamaszkodom a [33] referencidra. Definidljuk a kovetkezdket

2200} = [ Do exp (—sm - asifol+ | J¢) (2.27)
aSilo] = 5 [ Rula) 8(a) 6(~0) (228)
WilJ] = log Zu[J] (2.29)
1
Lol + Wl = [ g6 [ s@Ra-now)  (230)
ahol ¢(z)-et az aldbbi Osszefiiggés definidlja
oWy,
S = 4@ = (6() (2.31)

Abban az esetben, ha J(z)-t valasztjuk k fliggetlennek (akdrcsak Zj[J]
esetében), akkor a Wi-bol szamolt ¢(x) lesz k fliggd. Ez forditva is igaz, ha ¢(z)-
et rogzitjiik (ahogyan T'y[¢]-nél szerepel), akkor a (2.35) egyenletbdl szdmolt
J(x) valik k figgbvé.

RG egyenlet Wy [J]-re.
Oper = — %/D¢ (/xy ¢(x) Op R (x — y) ¢(y)>
<oxp (=St - 3 [ R ot -0+ [ 79)

q

Tehat a Wi[J] RG egyenlete

2
0*Wy oWy oWy > (2.33)

1
NWilJ] = =5 /y Oufiklr =) <5J(a;)5J(y) " 57@) 57()

ami a Polchinski egyenlettel ekvivalens.

Elészor keressiik meg a (2.31) osszefiiggés forditottjiat. A Legendre transz-
formécié szimmetrikus a két transzformdlt fiiggvényre nézve. Itt T'y +
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1/2 [ Ry a W), Legendre transzformaltja, igy

wj>(k+ / o ka>dw)—Jm> (2.34)
amibdl adédik, hogy
5(;Fk - / Ry —y) o(y) (2.35)

A Polchinski egyenletben (2.33) a k derivélt rogzitett J(x) mellett értendd. Ezt
modositanunk kell rogzitett ¢ értékkel vett derivaltra

1)
Okls = Oklg +/ak¢(x)|JW (2.36)
A Og|s-t a (2.30) egyenletre hattatva kapjuk, hogy
OuLulolls + AWelalls = [T 0udls — 5 [ Bukuta ) ota) 600
T T,y
~ [ R -6 200l (237)
z,Y

Ebbe az egyenletbe a (2.35),(2.33),(2.36) egyenleteket behelyettesitve végiil az
alabbi Osszefliggésre jutunk
52 Wy

R o

z,y

(2.38)

Utolso 1épésként irjuk at a jobb oldalt, hogy csak I'y tagok szerepeljenek benne.
Induljunk ki a (2.31) egyenletbdl, amit ¢(z) szerint funkciondlderivalva

- (52Wk o 52Wk 5J(y)
=2 = 5350 =, T w 550 (2:39)

Felhasznélva a (2.35) Osszefliggést

52Wk 52I‘k
/w' (w>wa+m“‘”> (2.40)

Ezutan az alabbi jel6lést hasznalva

52Wy,

(2) _
W = St

(2.41)
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irhatjuk, hogy
Sz — 2) = / W) (T2 + Ry (0.2) (2.42)
Y

amibdl lathato, hogy a F,(f) + Ry az W,Ez) inverze ha operatorokként tekintiink

rajuk, és ez tetszbleges ¢-re igaz. Fontos megjegyezni, hogy habar nem jeloltiik,
de WIEQ) a J(x) funkcionélja valamint I‘,(f) a ¢(z) funkciondlja. Végiil felirhatjuk
a (2.38) RG egyenlet I'y-ra.

—1

oo =5 [ aRie-y) (14 R) wy) @3

ami a Fourier transzformalt téren

-1

ourulo) = 5 [ fule) (B + fe) (0.0 (24

2.3. Kozelitések és azok hatasa

Az egzakt RG egyenletbdl szarmaztatott fizikai eredmények fiiggetlenek a re-
guldtor specidlis megvélasztdsatol [19], ami azt jelenti, hogy a skélafiigg effektiv
hatas UV és IR hatarai jol definidltak, I'y_g = Leg és I'y_spo = Sp. Vagyis az
RG futéds a paramétertérben fiigg a regulator megvélasztasatél, de a kezdd és a
végértékek nem, 1ldsd a 2.2 dbrét, ami a [22] publikdciébdl lett dtvéve.

2.2. dbra. Egzakt RG futds az effektiv hatds paraméterterében [22], fiigg
a regulator specidlis megvélasztasatél, azonban a kezd6 és végértékei re-
gulatorfiiggetlenek.
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Az RG egyenlet egy funkciondlis parcidlis differencidlegyenlet, ezért meg-
oldasdhoz kozelitések sziikségesek. Gyakran hasznalt szisztematikus kozelités
a csonkolt gradiens (vagy derivativ) sorfejtés, ahol T'y a tér derivéltjainak
hatvanyai szerint van sorfejtve

el = [ ate [Vio) + 200500 + . (2.45)

A gradiens sorfejtés vezet6 rendje az LPA (Local Potential Approximation) azaz
a lokélis potencial kozelités, amikor csak a potencidl hordoz skalafiiggést.

Az RG egyenletek megoldasa olykor tovabbi kozelitéseket igényel, példaul
a Vi(¢) potencidl Taylor vagy Fourier sorfejtése a térvaltozé szerint (Neut
levagéassal)

v ( B Neut gn(k‘) . B Neut
k(o) =D, T Vi(p) = Y un(k) cos(nByp),  (2.46)
n=1 : n=1

ahol a skdlafliggés a g, (k) vagy u, (k) csatoldsokba van kédolva.

A kozelitések alkalmazdsa soran nem csak az RG futas fligg a re-
gulatorfiiggvény megvalasztdsatdl, vagyis a renormadlasi séméatél, hanem az IR
limeszben kapott fizikai eredmények is sémafiiggévé valhatnak. Ezért alapveto
fontossagu a kiilonbozé RG sémakkal kapott eredmények 6sszehasonlitasa, illet-
ve a ,legjobb” séma kivalasztésa.

2.3.1. Optimalizalas

Tehat azért, hogy prediktivvé tegyem az RG moddszert, nélkiilozhetetlen a
sémafliggés optimalizdlasa. Egy altaldanos optimalizalasi eljaras eredménye a
Litim-féle reguldtor [34]. A gradiens sorfejtés elsd rendjében ez a reguldtor
szolgaltatja a mért adatokhoz legkodzelebb es6 értékeket. Mivel a Litim regulator
egy nem-differencidlhaté fiiggvény, igy nem alkalmazhaté a gradiens sorfejtés
magasabb rendjében.

A minim4lis érzékenység elvére (Principle of Minimal Sensitivity — PMS) egy
mésik optimalizdldsi eljards [37], amelynek keretében egy reguldtor optimélis
paraméterét annak figyelembevételével valasztjuk ki, hogy a fizikai értékek a
lehetd legkevésbé fliggjenek a paraméter véltoztatasatol. Ez az eljards mar a
gradiens sorfejtés barmelyik rendjében alkalalmazhatd, hatranya viszont, hogy
kiilonbo6z6 alaku reguldtor fiiggvényeket nem lehet Gsszehasonlitani vele. Ez
azt jelenti, hogy a PMS mddszerrel megmondhatjuk, hogy egy adott regulator
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esetén milyen paramétereket valasszunk, de nem tudunk véalaszt adni arra, hogy
melyik az optimadlis valasztas a kiillonb6zo regulator tipusok kozil .

Hasznalhatunk viszont egy 16j regulatort is, amely az ugynevezett kom-
pakt tartéji sima (Compactly Supported Smooth — CSS), reguldtor [38]. A
CSS visszaadja -paramétereinek megfelel6 hatarértékeiben- a f6bb reguldtor
tipusokat (példdul a Litim-féle reguldtort [34]), vagyis felhasznalhaté a reguldtor
fiiggvények Osszehasonlitdsara a PMS optimalizdldsi eljards keretén beliil [37].
Elénye még, hogy a gradiens sorfejtés barmilyen rendjében alkalmazhat6, mi-
vel sima fliggvény, gy végtelenszer differencialhatd, illetve kompakt tartéju
(azaz egy véges tartomdnyban kiillonbozik nulldtdl), {gy alkalmazhaté a Litim-
hatarérték vizsgalatara. Ne feledkezziink meg arrdl, hogy a gradiens sorfejtés
magasabb rendjében, ahol sziikséges a regulator magasabb derivéltja, a Litim
hatarérték tetszolegesen megkozelithetd, de el nem érhetd.

2.3.2. Regulatorfiiggvények

A szakirodalomban a regulatorfiiggvények kiilonbozé alakjait vizsgaltdk,
hasznalva a dimenziétlan formajukat

Ri(p) =p°r(y), y=p*/kK (2.47)

ahol r(y) dimenziétlan. Példdul az egyik egyszerii fiiggvény az éles levagds
regulator .

TsharP(y) H(y 7 1) 1 (248)
ahol 0(y) 1épcsé fliggvény. A sharp-cutoff reguldtor elénye, hogy az impulzus
integrdl a (2.26) kifejezésben LPA-ban (azaz lokélis potencidl kozelitésben) ana-
litikusan megvaldsithaté. Fontos megjegyezni, hogy az igy kapott RG egyenlet
identikus a Wegner-Houghton egyenlet LPA-ban vett alakjaval, azaz a Wegner-
Houghton RG tekinthetd a sharp-cutoff reguldtorral vett Wetterich egyenletnek
(legaldbbis LPA-ban).

Az egyik leggyakrabban hasznalt reguldtor fiiggvény az exponenciélis [27]
a

_— 2.4
exp (coyb) — 17 (2.49)

rexp(y) =
ahol b > 1. A Litim-Pawlowski eljarast felhaszndlva meghataroztak a fiiggvény
optimélis [34,35] paramétereit: a = 1, co = In(2) és b = 1.44.
A hatvénykitevé tipust reguldtor [36]

a

Tpow (Y) = e (2.50)
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optimalis paraméterei: a =1 és b = 2.
A Litim-féle reguldtor [34] folytonos (de nem differencidlhatd), kompakt
tartéja fiiggvény

) = a (ylb - 1) 61— y). (251)

ahol 6(y) a lépcsdfiiggvény. LPA-ban alkalmazva a Litim-Paslowski optima-
lizélasi eljarast b = 1 és a = 1 paramétereket kapjuk.

A CSS regulator [38] definicidja

expley/(f —hy)l =1, . ,
oxpley [(f — Iy =10 ~h): (2.52)

Elénye, hogy végtelenszer differencidlhaté az f — hy® = 0 pontban is. Szabad
paramétereinek szama az f = 1 véalasztassal az altaldnossag elvesztése nélkiil
csokkenthet6 .

rés (y) =

modit v _ expleyg/(L—=hyp) =1,
css ( ) - exp[cyb/(l o hyb)} o 19(1 hy ) (253)

A CSS reguldtor mindkét alakjara (2.52) és (2.53) jellemz6, hogy visszaadjik a
f6bb reguldtor tipusokat: a Litim-féle optimalizaltat (2.51), a power-law (azaz
hatvanykitevé) tipustit (2.50) és az exponencidlisat is (2.49),

r

. b ( —b _ 1)
li gen _ li m?dlf _ Yo \Y (1 — b
ety e = M T = T 1=y,
: gen __ : modif __ @
0 Tess = M0 Tess =
b
. . ¢ explyg] —1
| )= 1 modif _ 2001 2.54
h—>%)r,12=f Tcss (y) h—>(1)I,£l—>1 rcss exp[yb] -1 ( )

Az yo megvélaszthatd dgy, hogy a (2.53) szdmldldja a ¢ paraméter egy
linearis fliggvénye legyen, igy tovabb redukalhatjuk a CSS reguldtor szabad
paramétereit

expley’/(1 —hy®)] =1

To6bb esetben is felhasznaltdk mar ezt a normadldst, példaul a [39] cikkben, a
harom-dimenziés O(N = 1) skaldr modellben LPA-ban, valamint a Kvantum

e (y) =

0(1 — hy®). (2.55)
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Einstein Gravitacié elméleti keretében az RG sémafiiggésnek a vizsgdlatédra [24,
40-44]. A (2.55) kifejezésnek a kovetkezd hatdrértékei vannak,

1

li norml (1) 9(1 —yP 2.

(i e ( " ) 1=y, (2.56a)
1

lim rpo™t = = (2.56b)

¢—0,h—0 Yy
1

li s —— 2.56

el 58 exply’] — 1 (2:56¢)

A (2.55) normélés az yo legegyszertibb lehetséges valasztasat adja és ez a fajta
CSS regulator (a linedrisan normélt CSS reguldtorként hivatkozok rd) visszaadja
az optimalizalt hatvanykitevd (b = 2-vel) és az optimalizdlt Litim (b = 1-gyel)
reguldtorokat, de nem tudja visszaadni az optimalis paraméterekkel rendelkez6
exponencidlis reguldtort (2.49) [co = In(2)].

Egy madsik norméldst valasztva [38] (nevezziik ezt exponencidlisan normélt
CSS reguldtornak)

exp[ln(2)c] — 1

norm?2 _ b
Tess (y) - In(2)cy® 0(1 - hy )7
exXp | T | — 1
2¢—1
S ) (2.57)
21-m? — 1

ahol a hatarértékek

1

: norm?2 __ - _ b

C_}(}’r}?_n Tess - <yb 1> 9(1 Y )7 (258&)
1

lim  r2o™? = —, (2.58b)

c—0,h—0 Yy
1

li morm? _ _________ 2.58

el 55 exp[ln(2)y?] — 1 (2.58¢)

A (2.57) alak visszaadja (optimdlis paraméterekkel) az Gsszes f6bb regulator
tipust, még az exponencidlis regulatort is.
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2.4. Wetterich RG egyenlet és gradiens sorfejtés
2.4.1. LPA

A kovetkezOkben i = 1 egységet haszndlom. Veszem az effektiv hatast a gra-
diens sorfejtés (2.45) els6 rendjében, azaz a magasabb derivéltakat tartalmazé
tagokat elhanyagolva és a hullamfliggvény renormalést egy konstanssal teszem
egyenlévé (Z, = 1)

Mol = [ a' |5 @ue0n) + Vileo)] (2.59)

Ezt nevezziik lokalis potencidl kozelitésnek (Local Potential Approximation
- LPA). A Wetterich egyenlet (2.26) egy koézonséges differencidlegyenletté
redukélédik, ami egy skalafiiggd potencidlra Vi(p) vonatkozik (konstans
térkonfiguraciéval ¢(x) = ¢)

1 [ ddp kO Ry,
kO, Vi ==
k k(‘P) 2/0 (27‘()2 Rk+p2+Vk” s

(2.60)

ahol V! = 8in és haszndlva a dimenziétlan regulatort, tovabb egyszerlisodik
az aldbbiak szerint

d
7 y§+1

ko Vi (@) = —agk? / dy[ , (2.61)
0

1+r]y+‘%’§

ahol ag = Qq/(2(2m)%), Q4 = 202 /T(d/2) és r(y) a dimenziétlan regulétor,
ahol y = p?/k? és r' = dr/dy. A megfelel dimenziétlan format igy frhatjuk

d ! yatl

-2 o &0
(d - Ttpaﬁ + k8k> Vk(<p) = —Oéd/ dy
0 [1

(EXTEa/d I

ami érvényes a skdlafiiggd, dimenzidtlan potencidlra. Az integral a (2.62) egyen-
letben altaldban numerikusan végrehajtandd, bar az analitikus forma elérhet6
néhany tipusu reguldtorra.

2.4.2. LPA’

Gyengébb megszoritdst, azaz pontosabb kozelitést jelent az LPA’, ahol a gra-
diens sorfejtést LPA-hoz képest eggyel magasabb renddel bezardlag végezziik.
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Azaz ebben az esetben a hulldmfiiggvény renormadlasi egyiitthaté is egy futd
csatolds szerepét tolti be, azonban térfiiggetlen, Zj, = Zx(RX).

Tulel = [ @t |3 200)(0%) + Vil (2.63)

A Wetterich egyenlet [27] két differencidlegyenletre redukalédik a skalafiiggd
potencial és a térfiiggetlen hulldmfiiggvény renormalédssal. Az igy kapott egyen-
letek konkrét alakjat a 4. fejezetben téargyalom.

2.5. Globalis, lokalis skalatranszformacidk és a c-
fuggvény

Ebben a fejezetben a lokalis és globalis skalatranszformécidkat fogom Osszeha-
sonlitani. A globélis skélatranszformaciék az RG maddszer sarokkovei, a lokdlis
skélatranszformacidk a konformtérelmélet (CFT) alapvetd szimmetridi. A kvan-
tumtér, ahogyan a statisztikus fizikai rendszerek, végtelen sok szabadsagi fokkal
rendelkezik. A d =D+ 1 (D tér és 1 id§) dimenziés kvantumtérelmélet ekviva-
lens egy d térdimenzios statisztikus rendszerrel. Ezért egy fazisatalakulas kozeli
statisztikus rendszer kritikus viselkedésének megértése segiti a vele ekvivalens
kvantumtérelméleti modell fazisstrukturdjanak feltérképezését és forditva. Az
RG moddszer sarokkove a skalainvariancia, a rendszerek a fazisdtalakulas kérnye-
zetében invariansak a megfigyelés skaldjanak globalis atskéalazasaval szemben,
azaz példaul a racsméret véltoztatasara

a—ba. (2.64)

Az RG transzformacidk fixpontjai megfelelnek azon fazisatmeneti pontoknak,
ahol a rendszer skalainvarians. Masrészrol egy globdlis dilatacids szimmetria
bizonyos esetben kiterjesztheto egy lokalis szimmetriara,

a—b(z)a (2.65)

amely megvaltoztatja a vektorok hosszat, de invaridnsan hagyja a vektorok
relativ szogét. Az ilyen transzformdcidkat konform traszforméaciéknak, szim-
metria csoportjukat pedig konform szimmetridnak nevezziik. A konform in-
varianciat bizonyitottak kétdimenzids térelméletekben, amelyek megerdsitettek
szamos korabban ismert egzakt eredményt és hozzdjarultak a két dimenzids



38 2. FEJEZET. FUNKCIONALIS RENORMALASI CSOPORT MODSZER

fazisdtmenetek teljes megértéséhez. A d dimenziés konform csoport (ahol
d # 2) 3(d+ 1)(d + 2)-vel azonos szdmu fiiggetlen generdtorral rendelkezik,
amig a d = 2 konform csoport végtelen dimenzids, ahol a megfelelé generatorok
Ly, n=0,%+1,£2, ... egy Virasoro algebrat alkotnak a kovetkez6 kommutacios
relaciéval

3

c
[Ln, L) = (n—m)Lpim + —

"

- n)5n+m,O (266)
ahol a ¢ paraméter a centralis toltés, amelyet hasznalhatunk a megfelel6 CFT
karakterizaslasara.

A Zamolodchikov c-elmélet [45] teremti meg a kapcsolatot a CFT technikdk
és a térelméletek RG leirdsa kozott két dimenzidban. Az elmélet szerint mindig
lehetséges konstrudlni a csatoldsok egy olyan fiiggvényét, c(g), az igynevezett
c-fiiggvényt, amely monoton csokken az RG trajektoriak mentén haladva, és a
fixpontban felveszi a fixponthoz tartozéo CFT centralis toltésének értékét

c(g*) =c¢, (2.67)

ahol g* jeldli a csatolasok fixponti értékét.

A cfiiggvény FRG mdédszer keretében megfogalmazott alakjat a [46] pub-
likdciébdl ismerhetjiik. A [46] publikdcié szerint a c-fiiggvény expilicit alakja
LPA-ban a kovetkezd

[kakf/;g”(@o,k)]Q

kOgc, = = ,
T LV o)

(2.68)

ahol a dimenziétlan blokkositott potencial Vi(¢) a ¢ = @ futé minimumnél
véve. Megjegyzendd, hogy a c-fliggvény explicit kifejezése LPA-n til nem ismert.
A (2.68) egyenlet levezetésének ismertetése meghaladja az értekezés kereteit.
Azonban egy vdzlatos levezetés megtaldlhaté a [2] publikdcié bevezetdjében.



3. fejezet

Sine-Gordon tipusu
modellek

Ebben a fejezetben &ttekintem a sine-Gordon tipusi modelleket, kiilonos
hangsulyt fektetve a szimmetridjukra és az ismert fazisdiagramokra. A szim-
mertidk figyelembevétele fontos, hiszen a dimenzidval egyiitt felhaszndlhatok a
fézisszerkezet meghatdrozdsara. A sine-Gordon modell tulajdonsidgainak bemu-
tatdsakor szintén a [6] szakirodalomra tdmaszkodom.

3.1. Klasszikus Sine-Gordon modell

A kétdimenzids sine-Gordon (SG) térelméleti skaldrmodellt [47] bevezethetjiik a
folytonosan deformélhaté testek mechanikajanak formalizmusdval. Induljunk ki
egy N darab csatolt ingét tartalmazé (diszkrét) rendszerbél [6], ahol minden inga
egy [ hosszusagu elhanyagolhaté tomegit rudbdl, illetve annak végén taldlhato
m tomegl testbdl all. Minden inga egy kozOs vizszintes torzids szalhoz van
rogzitve, ami a csatolast biztositja az egyes ingdk kozott. A rendszer kinetikus
és potencidlis energidja a kovetkez6 alakban adhaté meg,

N 1 L
T:Z§@% , (3.1)

39
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N N
V= Z %C(QDHI - ¢i)2 + ngl(l — Cos ;), (3.2)

i=1

ahol © = mi?. Innen a rendszer Lagrange fiiggvénye L = T —V szarmaztathato.
Példdul N = 1 esetben a Lagrange fiiggvény és a hozza tartozé Euler-Lagrange
egyenlet igy irhaté,

1 1
L= 5@552 - §ccp2 —mgl(1 — cos ), (3.3)
ddL dL
adi(p_%:()e@gé:—ap—mglsin(p. (3.4)

Hasonldan jartam el N # 1 esetén is, ahol a Lagrange fiiggvény alakja

N

1 . 1
L = Z {2(9(,02 - 50(%“ —i)? —mgl(1 — cos cpi)] ) (3.5)

4
N

:zi:a

ahol bevezettem az ingdkat szeparald a tavolsdgot. Ezek utan vettem a folytonos
hatérdtmenetet, azaz a — 0, ahol bevezettem a p1 = m/a témegstiriiséget, illetve
felhasznaltam, hogy a torzids szalhoz rendelt ¢ konstans aranyos a szal hosszanak
inverzével, azaz ¢ = ¢’ /a igy

L= /dm [;uﬂ (‘2‘5)2 _ %c’ (g‘i)Q gl — cosgo)] Y

Innen a klasszikus, relativisztikus SG modell Lagrange stirlisége és hatédsa leol-
vashato,

10 ., 1 Yitl — Pi 2 m
X2 kLS <20 I VS T ) )
5 o) 2ca < . . gl( cos;)|, (3.6)

1
Lsa = 5(8,Lg0)2 + u cos @, (3.8)

Ssclel = [ o | 50,07 + ucos(3i)] (39)
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3.2. Ising modell tulajdonsagai

Miel6tt bemutatndm a sine-Gordon modellek tulajdonsigait, elemzem a ¢2"
polinomidlis skalartér modellt, amely az alabbi Euklideszi hatdssal definialhato

1 m?
Salel= [t |5 @+ T+ St (3.10)

ami rendelkezik egy tlikrozési (vagy Zs) szimmetridval. Szigoru értelemben véve
az igy definialt ¢* modell nem azonos az Ising modellel. Az Ising modell rdcson
értelmezett spinmodell diszkrét véltozdkkal, ahol a (klasszikus) spinek kettd
allapotot vehetnek fel. A ¢* modell folytonos téridé felett értelmezett térelméleti
modell. A modell szimmetridja megengedi, hogy figyelembe vegyiink tetszoleges
¢*" tagokat. Az gy kapott kvantumtérelmélet és az Ising spinmodell kozott
szoros kapcsolat van, lényegében leképezheték egymadsra és azonos univerzalitdsi
osztalyba tartoznak.

A dimenziétdl fiiggden (d. alsé kritikus dimenzid felett) fazisdtalakuldson
megy keresztiil. Faszinten (a kvantumkorrekcidk figyelembevétele nélkiil) az
Ugynevezett sértett fazis megfelel m? < 0-nak, ahol a potencidl dupla fenekii és
a rendszer alapallapota a két, nem nulla minimum koziil az egyikben taldlhato,
ezért a tiikrozési szimmetriat spontan sérti. Az Ising modell kritikus dimen-
zidja kisebb, mint d = 2. Ha kiterjesztjiik a modellt gy, hogy a térvaltozot
kicseréljiik N-komponensii vektorra, az eredeti Ising modell Z5 szimmetridja
folytonos O(N) szimmetridra véltozik, amely megvaltoztatja az alsé kritikus
dimenziét. Tovdbbd Gsszhangban a Mermin-Wagner-Coleman tétellel [11], a ki-
terjesztett modell folytonos szimmetridja nem sériilhet spontan moédon d = 2
dimenziéban. Azaz nem johet létre konvenciondlis értelemben vett hosszu
tava rendezettség. Azonban az N=2 eset specialis. Itt ugyanis létre jon egy
masfajta, dgynevezett topoldgikus rendezettség, a modellnek van két fazisa és a
fazisatalakulds BKT tipusd, amit a dolgozat 1.1.3 pontjaban ismertettem. Ha
N > 2 akkor ilyen topolégikus rendezettség sem johet létre, ekkor az O(N) mo-
dellnek d = 2 dimenziéban csak egyetlen fézisa van. Tehat d > d. dimenziéban
(ahol d kisebb, mint a fels§ kritikus dimenzié) az Ising modellnek két fazisa
van, egy alacsony hdmérsékletii spontdn szimmetria sértéssel (SSB = Spontane-
ous Symmetry Breaking) és egy magas hdmérsékletii (szimmetrikus). A modell
méasodrendi fazisdtalakuldson megy keresztiil, amely azt jelenti, hogy a termo-
dinamikai potencidl masodik derivaltja mar nem lesz folytonos a fazisatalakuldsi
pont kozelében.
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Bar a jelen munka célja nem az Ising modell tanulményozasa az RG keretein
beliil, de hasznos lehet a kovetkezo 1épés. Alkalmazzuk az Ising modellre a
kovetkezot. Helyettesitsiik be a Gaussi fixpont koriil linearizalt FRG egyenletbe

(2 + KOVilp) = — -V () + O(T7?), (3.11)

a kovetkez6 potencialt

; X Gan(h) o

Vising(¢) = P (2n)! . (3.12)
Véges Ngur esetén, nem Orzik meg funkciondlis formdjukat a linearizalt
RG egyenletek. Tehdt Ising tipusi, azaz polinomidlis potencialt tartalmazo
elméletnél elengedhetetlen az FRG egyenlet nem-linearis tagjainak figyelembe
vétele.

Alkalmazzuk tehdt az egzakt (LPA) FRG egyenletet az Ising-modellre

Ncut = 2 esetre, ahol d = 2 dimenziéban a kovetkezoket kapjuk

1 g4
ko, =209 — — ——F— 3.13
k92 %2 it o) (3.13)

3 g3
kO =204 + ———F— 3.14
kg4 94 A7 (14 g2)2 ( )

a b =1 hatvanyfiiggvény regulator esetén. Hasonléan, Ncyt = 2 esetén, illetve
d = 2 dimenziéban LPA kdozelitésben Litim reguldtorral az RG egyenletek alakja,

1 94
kOpgs = —2gs — — —2 3.15
g2 %2 it g (3.15)

6 g
kOpgs = —2g4 + — —2 . 3.16
)94 9t TG o) (3.16)

A fenti RG futési egyenletek rendelkeznek trividlis Gaussi és egy nem tri-
vidlis (reguldtor fiiggd) Wilson-Fisher (WF) fixponttal, ahol az utébbi, két fazis
jelenlétét mutatja [8,46].

A 3.1 4bréan bemutatom az Ising modell [48] funkciondlis RG mddszer
segitségével kapott RG diagramjat. A nyilak az RG trajektéridk futési irdnyét
jelolik (UV irdnyabdl az IR felé haladva). Két vonzé IR fixpont jeloli a két fazist
mindkét esetben ¢ = 0 centrélis toltésértékkel. Az UV Gaussi taszité fixpon-
tot ¢ = 1 érték jellemzi, mig a fazisokat elvalaszt6 nyeregpont, a Wilson-Fisher
1

fixpont esetében ¢ = 3.



3.3. SINE-GORDON MODELL TULAJDONSAGAI 43

3.1. abra. Ising modell RG diagramja a fixpontokat jellemz6 centralis toltés
értékekkel kiegészitve. Tovabba feltiintetem az adott fixponthoz tartozé szi-
mulaciékbdl kapott abrakat.

3.3. Sine-Gordon modell tulajdonsagai

Az Euklideszi hatds a sine-Gordon (SG) modellre tartalmaz egy periodikus
onkolesonhatdst [49]

1
Seclil = [ e | 00 + ucos(sg)|. (3.17)
ahol u a Fourier amplitudé és S a frekvencia. Rendelkezik egy tiikrozési (Z)
szimmetridval, tovabbé a hatds a kovetkezd eltolasi transzformécié hatdsa alatt

2
+7

= (3.18)

p(x) = ¢(z)

valtozatlan marad, azaz a modellnek van egy masik diszkrét szimmetridja is. En-
nek a tovabbi szimmetridnak készonhetéen valtozast varunk a fazisstruktiraban
az Ising modellel [48] Gsszehasonlitva. Valéban, az SG modellnek két fazisa van
d = 2 dimenziéban és tudjuk, hogy dtmegy egy végtelen rendii (topolégikus)
fazisdtmeneten. A fizisdtmenetet a frekvencia szabdlyozza. A 32 = 87 kritikus
érték vélasztja el a két fazist [49].
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A két fazis jelenléte és a kritikus frekvencia értéke szarmaztathatd a li-
nearizalt FRG egyenletekbél az SG modell esetén, ahol a potencidl definiciéja
az egyszeriség kedvéért egyetlen Fourier modust tartalmaz

Vs () = iy cos(Be), (3.19)

ahol a dimenziétlan Fourier amplitidé hordozza a skalafiiggdséget, mivel LPA-
ban a 8 frekvencia nem fiigg a k futé impulzus levigastél. A linearizélt RG
egyenlet [49]

(24 hO)Ta(e) = — =T (0) + O(T?), (3.20)

megorzi a potencidl funkcionalis formajat, azaz nem generdlédnak felharmo-
nikusok [49]

(2 + kO )iy, cos(By) = %ﬂ%@k cos(Be). (3.21)

Az RG futési egyenletek a Fourier amplituddra igy kiolvashaték

. - 1
kOptiy, = Uy (2 + 47‘(‘B2> s (322)

a megoldas pedig analitikusan meghatérozhato,

B A
Up = U A (3.23)

amely megadja a 32 = 87 kritikus frekvencidt [49]. A modell BKT-tipust fazis
dtmeneten megy keresztiil [49,51-55]. Fontos észrevétel, hogy az igy kapott kri-
tikus frekvenciaérték (32 = 87) megegyezik az ismert egzakt értékkel, annak el-
lenére, hogy a szdrmaztatasakor tobb kozelitést is végeztem (linearizdlds, LPA,
egy-médus). Ennek a megértéséhez érdemes Gsszehasonlitani az itt haszndlt
RG futési egyenleteket a , feljavitott” kozelitésben hasznaltakkal, példaul LPA’
(azaz LPA + hulldmfiiggvény renormdlds) egzakt RG egyenletekkel, amit az
értekezésben késébb tdrgyalok, 1dsd a (4.16) egyenletet. A hulldmfiiggvény
renormdldsra (z) vonatkozé RG futdsi egyenlet (4.16)-ban nem tartalmaz a
Fourier-amplitidéban linedris tagot. Mivel a kritikus pont (82 = 87) az
. = 0 értékhez tartozik, igy nagyon kis 4y értékekere nincs skalafiiggése a
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hullamfiiggvény renormélasnak, azaz az LPA egzakttd valik. Ugyanigy az 4. = 0
kovetkezménye, hogy a linearizélas egyre jobb kozelitést ad minél kozelebb me-
gyek a fixponthoz. Réadasul a linearizalt egyenletek szétcsatoljdk a felharmo-
nikusokat, tehat az egy-modus kozelités sem befolyédsolja a kritikus frekvencia
értékét.

Megjegyzem, hogy mind a tiikrozési, mind a eltolasi szimmetria sériilhet
spontdn médon [56], 6sszhangban a Mermin-Wagner-Coleman tétellel [11] 1évén,
hogy ezek nem folytonos, hanem diszkrét szimmetridk. Az SG modell ismert
fazisdiagramjat a 3.2 dbran mutatom be, feltiintetve a c-fiiggvény értékét a
fixpontokban.

111

0.6
04 b

02 r b

I 11

0.0

5 30 35 4

0 15 20 2
c=1 F=1z c=1

3.2. dbra. Az SG modell RG futési diagramja skalafiiged frekvencia kozelitésnél.
A fazistér harom részre oszthatd. Az els6 (I) részben egy UV taszité Gaussi
fixpontokbdl 4llé vonal taldlhaté (i = 0,5% < 8v). Minden trajektéria ezen
vonal kérnyékérdl indul és a vonzé IR fixpontban végzédik (lila kor u = 1, 32 =
0). Ezen tartomdnyban a Ac = cyy —crg étéke a trajektoridk mentén Ac = 1. A
masodik (I7) tartoményon megfigyelhetjiik a Gaussi fixpontoknak egy IR vonzé
vonalat (u = 0,3% > 87,); a tartomany (zold) trajektéridinak induldsi pontja
% = o0, és az IR vonzé vonalba futnak be pl. szepardtrix. A harmadik (I11)
tartomany azon tarajektoéridkat tartalmazza, amelyek 32 ~ co-bdl indulnak és
az IR vonzé fixpontba futnak be (lila kor).

A fazisdiagramon harom kiilénb6z6 tartomédnyt kiilonboztethetiink meg. A
Ac = cyy — c¢rg pontosan definidlt, de csak az elsé (I) tartomdnyban, ahol a
Gaussi fixpontbdl cyy = 1 indulnak és a tomeges IR fixpontban ¢;r = 0 érnek
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véget a trajektéridk [57-61].

A mésodik (IT) tartomédnyban a trajektéridk a a Gaussi fixpontban ¢;r =
1 végzédnek, de a végtelenbdl indulnak, ahol nincs fixpont. Ezért Ac nem
definiélt.

A harmadik (II]) tartomany azon trajektéridkat tartalmazza, amelyek
8 = oo-ben kezd&dnek és az IR témeges fixpontban végzédnek c¢;r = 0 esetén.
A Ac még ebben az esetben sem j6l definidlt.

3.4. Sinh-Gordon modell tulajdonsagai

Az eredeti SG modell frekvencia paraméterének analitikus elfolytatdsanak fel-
hasznaldsaval, azaz végrehajtva a 8 — i3, helyettesitést, megkapjuk a sinh-
Gordon (ShG) modellt

1 .
Sencliel = [ % |5 @u0)? + ucos(ity)
1
= /ddx {2 (0u)? + ucosh(ﬂcp)} ) (3.24)
amelyben a periodikussag elvész, de a Z5 szimmetria megmarad. Ezért egyrészt
elvarhato egy Ising-tipusu fazisstruktira. Masrészt azonban az 6nkdlesonhatédst
leiré rész Taylor sorba fejthetd, amely Ising-tipusi modellt [48] eredményez, de

rogzitett egyiitthatokkal, ami érdemben befolyasolhatja a fazisszerkezetet.

Felhaszndlva a 8 — if helyettesitést a (3.19) egyenletben az SG modell
potencialjat igy irhatjuk,

Vsna (¢) = i, cos(iBp) = i cosh(B) (3.25)

amelyet a linearizalt egyenletbe helyettesitve

(2 4+ k) Vi(p) = —% V! (p) + O(V?), (3.26)

visszakapjuk a potencidl funkciondlis formajat

(2 4 kOk )ty cosh(By) = 7%521@6 cosh(By). (3.27)
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A Fourier amplitidéra vonatkozd RG futasi egyenletek

N 5 1
kOyty, = U (—2 — 47‘_62> , (3.28)

megolddsa pedig (az SG modellhez hasonléan) analitikus,

a2

iy = fin <i> ", (3.29)

és azt mutatja, hogy 52 = 87 esetén a hatvanykitevd nem valt eléjelet, azaz a
ShG modellnél nincs BKT-tipusu fazisatalakulas. Més széval a ShG modellre
a linearizalt RG egyenletek szarmaztathatok a SG modellbdl, 8 — i csere
felhasznalasaval, amely a 32 el6jelének valtozasit eredményezi és nem lesz BKT-
tipusu fazisatalakulas.

Ennek megfeleloen megfogalmazhatjuk az tigynevezett sinh-Gordon ,ellent-
mondast”, amely a kovetkez6. A sinh-Gordon modell olyan skalartérelmélet,
ahol az 6nkolcsonhatdst leiré potenciélt egy hiperbolikus fiiggvény (cosh) irja
le. A modell Zy (tiikrozési) szimmetridval rendelkezik, hasonléan a ®2" (Ising)
skalarelmélethez. Ennek alapjan azt varnank, hogy az ShG modell d = 2 di-
menziéban két fazissal rendelkezik és ¢ = 1/2 centrélis t6ltéssel jellemezhetd.
Masrészt a ShG modell szarmaztathato a sine-Gordon elmélet analitikus elfoly-
tatasabdl, vagyis a periodikus potencialban szerepl6 valds frekvencia képzetesre
cserélésével. A sine-Gordon modell, ami a Zs szimmetria mellett egy diszkrét
eltoldsi szimmetriaval is rendelkezik, d = 2 dimenziéban két fazisu és ¢ = 1
centrélis toltéssel jellemezhets. Ismert azonban, hogy a ShG modell egyetlen
fazist tartalmaz, ellentétben az emlitett Ising modellel [48] és ¢ = 1 a hozzd
tartozé centralis toltés, ami pedig a sine-Gordon modellével egyezik meg, holott
a modell nem periodikus. Az értekezésben ennek a latszdlagos ellentmondasnak
a feloldasara keresem a valaszt a ShG modell FRG vizsgalataval.

3.5. Shine-Gordon modell tulajdonsagai
Ebben az alfejezetben az eredeti SG modell és az ShG modell k6zott interpolald

modellt mutatom be. Amennyiben a [ csatolds komplex szdm, eljutunk a shine-
Gordon modellhez, amelynél a hatas
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Sshinec (@] = /ddm B(@Mso)Q + uRecos[(f1 + i/32)¢]}

— /ddm B(@uwf + ucos(f10) COSh(62¢):| , (3.30)

ahol By és By valds frekvencidk. Az igy kapott modell gy kezelhetd, mint
egy polinomialis Ising tipusu térelmélet, ami interpolal az SG és ShG modellek
kozott. Itt két kérdés is megfogalmazhatd, amelyekre az értekezésben -sajat
eredményeimre tamaszkodva- védlaszt adok. Az egyik a modellalkotashoz kap-
csolédik: Vajon lehet-e periodikus fiiggvényeken keresztiil interpolalé modellt
konstrualni? A masik kérdés magatol értet6débb: Milyen az interpolalé modell
(modellek) fazisszerkezete?
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4. fejezet

Sine-Gordon modell
alacsony dimenziéban

Ebben a fejezetben, az értekezésben targyalt sajat eredményeim koziil, a sine-
Gordon modell alacsony (d < 2) dimenzids fazisszerkezetének feltérképezését
mutatom be az FRG mddszer hasznédlatdval [1]. Az FRG egyenlet megolddsa
kozelitések segitségével adhaté meg. Az igy kapott megoldas egyrészt fliggni fog
az FRG modszer reguldtoratdl, masrészt a fazisszerkezetrol kapott informéacio
sem lesz teljes. Megmutatom példdul, hogy az LPA’ kozelitésben vett FRG
modszer spontan szimmetria sérté fazis jelenlétét jésolja, ami bizonyosan helyte-
len, hiszen a d = 1 dimenzid esetén a sine-Gordon kvantumtérelmélet nem més,
mint egy kvantummechanikai rendszer (kvantum rotor), ahol az alagit effektus
miatt spontan szimmetria sértés nem létezhet. Ezt felhasznédlva bevezetek egy
4j optimalizalési eljarast, amely azon alapul, hogy a reguldtor megvalasztasatol
fligg a helyteleniil megjelend szimmetriasértett fazis ,nagysiga”.

4.1. Sine-Gordon modell FRG vizsgalata

Ebben a fejezetben tanulmanyozom a periodikus 6nkolesénhatéd sine-Gordon
tipusi modellek FRG megoldasit tetszileges dimenzidéban hulldmfiiggvény re-
normélds (skalafiiggé frekvencia) figyelembevételével. Az effektiv hatds LPA-

o1
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ban igy irhato,

LPA : Iy = /dd:t l;(@uwwf + Zun(k) cos(nﬁgom)l . (4.1)

LPA’-ben a tér valtozot at kell skaldznunk ¢ = B¢ ahol ¢ dimenzidtlan
1 oo
LPA’ : Ty = / ddy [2%(8“@)2 + ) un(k) cos(n@z)] (4.2)

zr = 1/B7 amely k%2 dimenziés térfiiggetlen hullamfiiggvény renorméalast is
tartalmaz. Ehhez sziikséges a Wetterich RG [27] egyenlet kovetkezd mddositasa

d—2 1
<—¢8¢ + k8k> Trlg] = =Tr |:

kO Ry
2 ] | s

a’ = 0/0¢ jeloléssel. Fontos megjegyezni, hogy az RG egyenletek megdrzik a
modell szimmetridit. Jelen esetben a Z5 tiikrozési szimmetriat és a periodi-
citdst. Azaz ha nem skaldzndnk at a teret és a dimenzids potencidlban szerepld
hdrom csatoldsra (zx,uk, 8) szdrmaztatndnk RG futdsi egyenleteket, akkor az
LPA esethez hasonléan azt kell, hogy kapjuk, hogy a periodicitas megdérzédik
valtozatlan periddus hosszal. Vagyis skélafiiggetlennek adédik. Tehdt érdemes
a tér atskalazasaval beolvasztani zx-ba. Masrészt ez egyben , kotelez6” 1épés;
amikor LPA’-ban 4ttériink dimenzidtlan vdltozékra (dimenzidtlan potencidl
és tér) akkor a helyes fixpont analizis elvégzéséhez bele kell definidlni a
VZr értékét a dimenzidtlan térvéltozoba (lasd pl. [29] (2.96)-os képlet). A
térfiiggetlen hullamfiiggvény renormalasra vonatkozé RG egyenleteket, specidlis
modon kell kiolvasni, figyelembe véve az 6nkolcsonhatds periodikussagat egy
Py = (2m)~ ! f02 " d@ projekcié segitségével. Az RG egyenletek dimenziétlan
potencialra és hullamfiiggvény renormalédsra a kovetkezd alakot Oltik

d—2 _ -1 dp =
(d2<p8¢+k8k> Vk(w)—z/@ﬂ)dk 'DkkakRk,

((d—2)+kox)zr = Po

~ ddp ~ 2 8275k 87§k
6—d ({712 D2 4 2
e / (amyi Ok PO <d8p28p2p T )|
(4.4)
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ahol Dy = 1/(5,p? + Ry + k2V})') és 2, = k* 9
Ha dimenziés potencialt hasznalok, akkor a kovetkezo RG egyenleteket kapom

kO Vi = %f DrkO Ry, (4.5)

k@kzk ”2 f DQké)kRk <8p28p2p + 6Dk) 5 (46)

ahol Dy = 1/(zkp? + R + V}!) és Py = (2m) ™! fo% dp projekcié a térfiiggetlen
altérre.

A térfiiggetlen hullamfiiggvény renormalds specidlis megvélasztasa miatt a re-
gulator fliggvénynek hatvanyfliggvény tipusinak kell lennie. Fontos megjegyez-
ni, hogy az a blokkositasi transzformécid, amelyet igy kapunk, hogy a Wetterich
RG [27] egyenletben kicseréljiik a derivéldst a k skdla megtartdsdval egy véges
kiillonbségre, megérzi a potencidl periodicitdst [49,62].

4.2. LPA, d=2

Induljunk ki az LPA kozelitésben d = 2 dimenzidban kapott Wetterich RG
egyenletbdl

1 0o y2 dr

- y

(2+ kOk)Vi(p) = —— dy

iy Yy W)
és keressiik a (4.7) egyenlet megolddsat periodikus fiiggvények kozott, amely-

hez sziikséges a Fourier sorfejtés hasznalata. Egyetlen Fourier médust véve a

skalafiiggd blokkositott potencial a kovetkez6 alakot 6lti

Vi) = — ik cos(Bp), (4.8)

ahol g skélafiiggetlen. Bizonyos reguldtor esetében (4.7) egyenletben az impul-
zus integral elvégezheto.

Péld4ul hatvanykitevd reguldtor (2.50) b = 1 esetén, a (4.8) képletben sze-
repl6 Fourier amplitiddra vonatkozo egyenlet alakja,

(2 + ko )ity = W%ﬁk {1 Jie mg} . (4.9)

Illetve az optimalizalt reguldtor (2.51) amely segitségével a kovetkezd egyenlet
szarmaztathatd

(4.7)

(2 + k/’ak)ﬂk = 1 — [ ! - 1‘| . (4.10)

2mfPay | \/1— piad
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4.3. LPA’, tetszoleges d dimenzio

Azért, hogy bemutassam az SG modell LPA-n tili RG megolddsiat (LPA’
kozelitésben) [67], bevezetek egy dimenzidtlan valtozdt ¢ = By, ezzel az ef-
fektiv hatéds alakja egy modus esetén a kovetkezd

Iy = /ddx sz(a#@)z + uy cos(@) | , (4.11)

ahol uy, a periodikus 6nkélesnhatés dimenziés csatoldsa, 2, = 1/67 a térfiigget-
len hulldmfiiggvény renormalds [67]. Azaz veszem a (4.2) kifejezést egy médusra.
Bar az RG transzformacidk generdlnak magasabb harmonikusokat, hasznaljuk
a (4.11) kifejezést, amely csak egy Fourier médust tartalmaz. Az SG modell
esetén ez megfelel$ kozelitésnek bizonyult [67] a kordbban targyalt esetekben is.

A (4.11) hatés csatoldsaira vonatkozé RG egyenleteket a (4.5) és (4.6) egyen-
letekbdl szarmaztatom

\/W
ks, — / ROk Ry ( P — (B uy) (4.12)

p k2w P2 — (k2?2

kO Ry, —(k*Tuy)? P(0,2P + aanZ,Zp)
kaka = / > o L
p 2 [P2 — (k2—duy)2]5/
(K~ uy)?p® (9, P)* (4P + (K~ uy)?)
d[P? — (k2—duy)2]7/2 )

ahol P = 2,.k?>~%p?+R;,. Az impulzus integral fp = [dpp?=1Qq/(27) dltaldban
csak numerikusan oldhaté meg, ahol Q4 d-dimenziés térszog. Az SG tipusi mo-
dellek RG megolddsa [49-55] nem igényel térfiiggd hullamfiiggvény renormélést.
Normélt dimenzidtlan 2z, = (87)%, ux = irk?/k paramétercket haszndlok
ahol Z;, = k%2, és 1y, = k™ %y, a konvencionélis dimenziétlan csatoldsok és
k= ming P.

+ (4.13)

Erdemes kiilén megvizsgalni a d = 2 dimenziés RG egyenleteket

Py,

k), Ry,
%) = / —1], 4.14
U, T ( T ) (4.14)

uip?(Op2 Py)?(4P? + u?)
k@kRk< k k k
/p A(P? =2/
uiPk(f)szk +p2312)2Pk)
2PE— 2 )

k@kzk

(4.15)
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ahol P, = zxp? + Ry. Altalénosan, az impulzus integralok csak numerikusan
oldhatok meg, azonban néhdny esetben analitikus eredmények is elérhetéek.
Felhasznélva a hatvanyfiiggvény reguldtort (2.50) b = 1 esetén, az impulzus
integral megoldhaté [67] és az RG egyenletek igy irhatok

~ _ ]- _ 2
(2+Ekop)u = R {1 /1 uk]

T
24m 1 — ﬂz]%

ki’)kzk s (416)

dimenziétlan csatoldsokkal @ = k~2u. Hasznalva a kovetkezd helyettesitést
2 152, (4.17a)
Uy — Biiy, (4.17b)

és a frekvencidt skdlafiiggetlennek véve (921, = 0 vagyis 037 = 0) visszakapjuk
a megfeleld LPA egyenletet (4.9).

4.4. d < 2 fazisszerkezet

//////

a fazisokat szepardl6 kritikus érték 1/z, = 1, azaz B, = 87 amely fliggetlennek
adédik a regulatorfliiggvény megvalasztasatol [62].

d = 1 dimenziéban a kozelitett RG egyenlet alapjdn az (@, 1/z,) koor-
dindtdkkal jellemzett nyeregpont jelenik meg az RG diagramon [67], mint aho-
gyan azt a (4.1) dbrén is lathatjuk, amelyet a hatvdnyfiiggvény reguldtorral
(2.50) kaptam. Ennek alapjan a modell két fazissal rendelkezik. Hasonléan
fraktdl dimenzidkban (1 < d < 2) is megjelenik a nem-trividlis nyeregpont.
Azonban a spontéan sértett fazisnak el kell t{innie d = 1 dimenziéban, amely tgy
torténik meg, hogy a nyeregpontnak ¢és a nem-trividlis IR fixpontnak (1/zig = 0,

amr = 1) egybe kell esnie. Igy a nyeregpont és a nem-trividlis IR fixpont
tavolsdga (14sd 4.1) dbra
D = \/(QIR—’H*)Q—f—(l/EIR— 1/2*)2
- Ji-wr+1/z, (4.18)

felhasznalhaté az RG egyenletek sémafliggésének optimalizalasira. Ezt gy
értem, hogy minél kisebb a D tavolsag, annal jobb a vélasztott RG séma. A
masik vonzé IR fixpont (ug—o = 0, 1/Zx0 = o0) megfelel a szimmetrikus
fazisnak [38].
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power-law regulator, b = 3, d=1

Il
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
1/z

4.1. dbra. Az SG modell fazisdiagramja d = 1 dimenziéban az (4.12),(4.13)
egyenletek numerikus megolddsaval és a hatvanyfiiggvény reguldtor fel-
haszndlasdval (2.50) b = 3 értékénél. A nyilak mutatjik az RG futds irdnyét.
A D tévolsdgot a (4.18) képlettel definidlom.

4.5. Optimalizalas hatvanyfiuggvény regulatorral

Tekintsiik az RG egyenletek optimalizildsat a hatvényfiiggvény regulatorral
(2.50) az SG modell keretén beliil. A (4.12) és (4.13) egyenletek numerikus
megoldasa alapjan a nyeregpont megjelenik az RG egyenletekben 1 < d < 2
dimenziéban. A nyeregpont helyzete a 4.2 dbrdn ldthaté mdédon véltozik a b
paraméter kiillonbozd értékei mellett, kiillonbozé dimenzidkban (1 < d < 2).

d = 2 dimenziéban a gorbék taldlkoznak a fixpontban, ahol a kétdimenzids
SG modell topoldgiai fazisdtmeneten megy keresztil @, = 0, 1/Z, = 1-nél,
sématol fliggetleniil. Fraktal dimenzidkban illetve d = 1 dimenzidban a nyereg-
pont helye sémafliggévé véalik. Példaul fiigg a b paramétertél. Mivel a (spontédn)
sértett fazisnak el kell tinnie d = 1 dimenzidban, ezért a nyeregpont és a nem-
trividlis IR fixpont (1/zig = 0, ug = 1) kozotti (4.18) tavolsag felhasznalhatd
az RG egyenletek optimalizdlasara. A 4.3 dbra a D tavolsag b paramétertol vald
fliggését mutatja és a b = 2 érték adddik optimalis véalasztdsnak.

Az igy kapott eredményem, azaz a b = 2 optimdlis érték Gsszhangban
van a szakirodalommal [34]. M4s optimalizalasi eljardsok sordn is a b = 2
érték addédott a legjobbnak hatvanyfiiggvény regulator esetében LPA és LPA’
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1.0
power-law regulator, 1<d<2
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d=1
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4.2. dbra. A nyeregpont helyzete az SG modellben 1 < d < 2 dimenziéban
hatvanyfiiggvény reguldtor (2.50) esetén.

0.75
power-law regulator, d=1 ‘

0.7 - 4

0.65 - b

0.55 - b

05 Il Il Il Il
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

b

4.3. dbra. Az dbra mutatja a D tdvolsdg (4.18) véltozdsit a b paraméter
fliggvényében d = 1 dimenziéban.

kozelitésekben. Vagyis ez validdlja az dltalam bemutatott mdédszert. A [38]
publikacioban alkalmaztuk ezt az optimalizalasi eljarast a CSS reguldtorra és
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meghataroztuk optimalis paramétereit. Ezt azonban nem targyalom itt, mert
nem része a jelen értekezésnek.

Osszegzésként elmondhaté, hogy felhaszndlva azt az eredményt, hogy a
funkciondlis RG mdédszer LPA’ kozelitésben d = 1 dimenziéban helytelen
fazisszerkezetet ad (mert jelzi a spontdn szimmetria sérté fazist), megalkot-
haté egy optimalizaldsi eljaras, ami ugy szelektdl az FRG reguldtorok kozott,
hogy az optimalis regulator adja a ,legkisebb” nagysagu sértett fazist. Az
egzakt eredménnyel valé ellentmondas oka az alkalmazott kozelitoé effektiv
hatasfunkcional. Vagyis ennek , feljavitasa” visszaadna az elvart fazisszerkezetet
(azaz nem jelentkezne spontdn szimmertiasértés). Lehetséges megoldds a maga-
sabb derivaltak szerepeltetése, azaz az LPA’ kozelités feljavitdsa, mivel a ren-
dezett fazis 1étét az erds fluktudciok jelenléte akadalyozza meg alacsony dimen-
ziéban.



5. fejezet

A sine-Gordon modell

c-fuggvénye

Ebben a fejezetben folytatom sajat eredményeim bemutatdsat [2]. Hasonléan
az el6zbekhez itt is a sine-Gordon(SG) modellt vizsgdlom, de visszatérek d = 2
dimenziéba. Célom, hogy a Funkciondlis Renormdldsi Csoport(FRG) mddszer
keretein beliil reprodukaljam az SG modellre -konformtérelmélet segitségével
szarmaztatott- c-fliggvény és ¢ centrélis toltés értékeket. Fontos megjegyez-
ni, hogy az FRG mddszer keretében kizardlag két, fixpontban felvett centrélis
toltés kiilonbségét tudjuk meghatdrozni. Azaz a (2.68) képlet megadja a c-
fliggvényre vonatkozd RG egyenletet, amelynek a megoldasahoz sziikséges meg-
adni a kezdofeltételt, vagyis példdul a Gaussi fixpontra jellemz6 ¢ = 1 értéket.

5.1. LPA és =0 eset

Els6é 1épésként vizsgdlom a S = 0 esetet. Roviden ismertetem az el6zetes
eredményeket [46], amelyek az SG modell c-fiiggvényére vonatkoznak. Indul-
junk ki a kovetkez6 potencialbol

-2

Vilp) = —% (cos(Brp) — 1), (5.1)
k

ahol a fi frekvenciat skdlafiiggének feltételezziik a [46] publikdciéban leirtak
szerint. Tehat a fenti anzatz miatt, annak ellenére hasznalom a skélafiiggd

59
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frekvencia jelolést (8 = Bi), hogy LPA kozelitést veszek. Kozvetleniil behe-
lyettesitve az (5.1) kifejezést a (4.7) RG egyenletbe, a (4.7) egyenlet bal oldalédn
megjelenik egy nem periodikus kifejezés. fgy a modell periodicitdsa nem 6rz6dik
meg, ezért hasznélhat6 az eredeti periodikus modell Taylor sorfejtése.

1. 1 .
Vi) = §mi<ﬂ2 - I(mkﬁi)@4' (5.2)

Ebben az esetben a (5.1) kifejezés egy csonkolt Ising modellként [48] kezelhetd
és az RG egyenletek csatolasi dllandéi igy irhatok

(B — 8m(1+ M)
4 (1 +m3)
1 (1+4m32)8;4

kOLB87 = e e L 5.4
O, 4T (1+m32)? (5.4)

kopmi (5.3)

A skalafiiggd frekvencia hétrdnya, hogy a modell periodicitasat sérti,
megvialtoztatva az SG modell ismert fazis strukturdjat. Azonban a [ — 0
limeszben ez mégis helyes eredményt ad az SG modellre, mert ez az egyediili
frekvencia érték, ahol a Taylor sorfejtés hasznélhaté. Az ehhez tartozé RG
trajektoria a fiiggdleges tengely 3.2 dbran, ami a Gaussi fixpontbdl indul és az
IR (SSB) fixpontban végzédik. Ez megfelel annak, mintha az Ising modell RG
futdsi diagramjan (lasd 3.1 dbra), a Gaussi fixponttdl balra indulé vizszintes RG
trajektdriat vennénk (hiszen ez fut be az SSB-t jelzd IR fixpontba).

Valdban, a [46] publikdciéban a Gaussi fixpont tomeges deforméaciéjdt vizsgaltdk
a B = 0és u =0 esetén. Vagyis vették a S — 0 hatarértéket, ahol a Taylor
sorfejtés j6 kozelitést jelent az eredeti SG modellre. A B — 0 hatarérték esetén,
a (5.3), (5.4) RG egyenletek a kovetkezd alakra redukalédnak

g (B — 8m(1 + mi)]
4 (1 +m3)
kowBp ~ 0. (5.6)

kopmi ~ —2m2 (5.5)

Hasonlé RG egyenletek adottak az m% és a B, csatoldsokra a [46] publikdciéban.
A c-fiiggvény (5.1) egyenleten alapulé megolddsa (8x — 0) esetben az ismert
egzakt eredményt pl. a Gaussi UV fixpontban cyy = 1, IR limeszben c¢ig = 0,
igy a pontos eredmény a Gaussi fixpont tomeges deformécidja esetén Ac =
1 (Ac = cyv — ¢rr). A numerikus megoldds (8a =~ 0 kezddfeltétellel) [46]
Ac = 0.998 értéket eredményez, ami majdnem pontos egyezést mutat az egzakt
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megolddssal. Bér a c-fiiggvényre kapott numerikus megoldds a [46] cikkben
tobb mint kielégito, a Taylor sorfejtésnek koszonhetéen az SG modell egy Ising
tipusi modellnek tekinthetd. fgy a c-figgvény SG modell Taylor sorfejtésére
épiil6 eredménye lényegében ugyanaz, mint az Ising modell Gaussi fixpontjanak
tomeges deformécidja esetén kapott képlet.

Valdban, behelyettesitve a (5.5) kifejezést a (2.68)-be és felhasznalva az (5.1)-et,
a kovetkez6 alakot kaptam

4rvy,

kOkcr = ——=57=,
[1+m3)?

(5.7)

ami azonos a [46] publikdcié (5.3)-as képletével (a = 1-nél), azaz a Gaussi fix-
pont Ising modellben kapott deformécidjaval, amelyet ugyancsak a [46] cikk
(5.19) képletébdl szarmaztathaté 87 — 0 limeszben. Ezért fontos kérdés, hogy
reprodukélhatdk-e a c-fliggvénnyel kapott numerikus eredmények (ugyanolyan
pontossdggal), ha az SG modellt skdlafiiggetlen (4.8) frekvencia mellett veszem
LPA-ban vagy LPA’-ben a tér dtskaldzdsdval. Célom annak bemutatdsa, hogy
a [46]-ben alkalmazott megkozelités érvényes éltaldnosabb esetekben is, de a
kozelitett FRG fézis diagram nem teljesiti pontosan a c-elmélettel szemben
tamasztott kovetelményeket, ezért csak a kozelitett eredmények lehetségesek.

5.2. LPA és ( # 0 eset

Ebben az alfejezetben tanulmanyozom az SG modell c-fiiggvényét a tel-
jes fazis diagramra vonatkozodlag, skélafiiggetlen hulldmfliggvény renormédlast
feltételezve. Tehat olyan anzatz-ot védlasztok, ahol LPA-ban megszokott médon
nincs futasa a frekvencianak.

Az SG modell ezen munkaban hasznalt definicidja (3.19), kiilénbozik az (5.1)
formulatdl, mert frekvencia paramétert skélafiiggetlennek feltételezem LPA-ban.
A B futdsa szdrmaztathaté LPA-n tul a hulldmfiiggvény renormélassal, fel-
hasznélva a térvaltozé dtskaléazasat, amelybdl adédik a z, = 1/57 Osszefiiggés.
Ezt a kovetkez§ fejezetben targyalom. Ebben a fejezetben nézziik az LPA-ban
kapott eredményeket! A (4.9) és a (4.10) egyenleteknek azonos kvalitativ meg-
olddsa van. Az 5.1 dbra mutatja a (4.10) megoldaséval keletkezd fazisstukturat.
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5.1. dbra. Az dbra mutatja az SG modell fazis szerkezetét, az FRG egyenletek
Litim regulator felhasznélasdval kapott megolddsat, skalafiiggetlen frekvencia
esetén. A két fazist 82 = 87 valasztja el. A szaggatott vonal az IR fixpontok
helyzetét mutatja a sértett fazisban.

Az dbran az RG trajektéridk fiiggéleges egyenes vonalak, mivel LPA-ban a
(3.19) frekvencia paramétere skalafiiggetlen. A kritikus frekvencia 32 = 8m. Az
IR fixpontok vonala a szimmetrikus fazisban @g = 0, sértett fazisban g #
0 adédik. Mivel 32 < 8m esetén a Fourier amplitidé IR értéke fiigg a 32
specidlis értékétol, igy kiilonbozo IR effektiv elméleteket kapunk és a hozza
tartozé konform térelmélet (CEFT) szintén fiigg a frekvenciatdél. A c-fiiggvény a
renormaldsi skéla csokken6 fiiggvénye, amely azonban véltozatlan marad az UV
és IR limeszben (fixpontokban) (ldsd 5.1 dbra). A skélafiiggetlen 3 frekvencia
kozelités miatt a c-fiiggvény IR értéke fiigg a B2 specidlis kezdd feltételétol.

Tehat ha a szimmetriasértett fazisban a Gauss fixpontokbol allé6 vonalrdl
(ayy = 0) inditok RG futdst, a trajektéridk IR fixpontja kiillonbozd arr # 0
értéknél végzodik, kovetkezésképpen kiilonbozé Ac értékeket kapok. Az egzakt
Ac ~ 1 eredményt kizardlag 5 — 0 limeszben kapom vissza.

Ismert, hogy a (4.9) RG egyenlet, a tomeges levdgds haszndlatakor gyenge
konvergencidt mutat, az ebbél kapott RG futds megéll véges k. # 0 értéknél,
igy a c-fiiggvény IR értéke nem érhetd el (az 5.2 dbrédn pontozott vonal).

A Litim levdgas haszndlatakor a (4.10) egyenlet alapjdn készitett RG futés
jobb konvergencidt mutat, de a c-fiiggvény IR eredménye még meglehetésen
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messze van a Ac = 1 értéktél, amely csak az eltliné frekvencia limeszben érheto
el (az 5.2 dbran pont-szaggatott vonal).

LPA
06 F .
-
Q
04 1
02 | — F=400x
— F=200x
— F=0057
0.0 : : :
0.0 02 04 0.6 08 1.0

5.2. abra. A c-fiiggvény RG futdsa skélafiiggetlen hullamfiiggvény frekvencia
esetén. Pontozott vonal (b = 1 hatvanykitevd reguldtor), azaz a (4.9) egyen-
let, pont-szaggatott vonal (Litim reguldtor), azaz a (4.10) egyenlet megolddsa
kombindlva a (2.68) egyenlettel kiilonbozé (32 frekvencidk esetén. A folyto-
nos vonal a b = 2 hatvanykitevd, a szaggatott vonal pedig az exponencidlis
reguldtorral kapott eredményeket jeloli. A (4.9) egyenlet gyenge konvergen-
ciajanak megfeleléen, az RG futdas megall valamely véges impulzus skalandl és
az IR értéke a c-fiiggvénynek nem érhetd el (pontozott vonalak). A Litim levagas
hasznélata a (4.10) (pont-szaggatott vonalak) képes létrehozni egy IR konstanst
a c-fiiggvényre, azonban csak a  — 0 limeszben reprodukalja a szakirodalombol
ismert Ac =1 értéket. A f — 0 esetben (folytonos zold vonal) kapott eredmény
fliggetlen a reguldtor megvalasztdsatol.

Magasabb felharmonikusok figyelembe vételével (ldsd 5.3 dbra) nem
javithatunk az eddig kapott eredményen. Fontos megjegyezni, hogy a (2.68)
egyenlet szigorian csak tomeges levagds esetén érvényes, bar az 5.3 és az
5.2 dbrak elkészitéséhez a (2.68) egyenletet haszndltam az optimalizalt Litim-
levagas esetén is. Mivel fontos elvaras, hogy az RG futds trajektoriai csak
nagyon kis mértékben fiiggjenek a levigas tipusatol, ezért tettem kisérletet a
(2.68) hasznélatdra tetszéleges reguldtorral.

A regulatortdl valé kis mértékii fiiggés mint elvaras jol latszik a tomeges és
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5.3. abra. A 5.2 dbrahoz hasonlé esetek vizsgédlata, azonban itt figyelembe
vettem a felharmonikusokat is. A pont-szaggatott gérbéket Litim levdgassal
kaptam, mig a folytonos zold vonal regulator fiiggetlen eredmény.

a Litim regulatorral kapott c-fliggvény trajektoridk Osszehasonlitdsandal az 5.2
abran, amelyek nagyon hasonldak, legaldbbis azon a teriileten, ahol nincsenek
konvergencia problémak. Ez a hasonlésag indokolja a tomeges levagédsra vonat-
kozé formula (2.68) hasznalatdt az optimalizalt (Litim) reguldtorral vett RG
egyenleteivel (4.10).

Meghataroztam a c-fiiggvény futdsat mas regulator fliggvénnyel, példaul a
hatvényfiiggvény reguldtorral b = 1,2 esetén (5.2 dbra pontozott és folytonos
vonala). A tomeges (b = 1) levdgdstdl eltekintve az Osszes konvergédl az IR
fixpontban.

Megéllapitottam, hogy nincs kimutathaté fiiggés a kiillonbozo levagasi sémék
(reguldtorok) segitségével kapott eredmények kozott. Tovdbbd azt is megmu-
tattam, hogy a konstans frekvencia (LPA) kozelités nem elég, hogy visszaadja
a c-fliggvényre vonatkozo el6zetes ismereteket.

Megfigyelhetjiik, hogy a tomeges levagds esetén tapasztalt konvergencia
probléma nem jelenik meg az alacsony frekvencias limeszben. Valéban, Taylor-
sorba fejtve a (4.9) és a (4.10) RG egyenleteket kapom

a3

kakﬂk ~ —2ﬁk + ~ —2’[41,}€7 (58)

amely érvényes a frekvencia eltiintetésekor, és fiiggetlen a reguldtorfiiggvény
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specialis megvalasztasatol, pl. azonos a tomeges és a Litim levagds esetén.
Behelyettesitve az (5.8) egyenletet a (2.68) egyenletbe, felhasznédlva a (4.8)
Osszefiiggést, a kovetkezo egyenletet kapom az SG modell c-fliggvényére:

(ouinf) _ (2 _ i 69

hoher = (1 +a@B82)°  (1+ap?)?®  [1+mi)?

ahol m} = (3% Ebben az esetben a c-fiiggvény skalafiiggése azonos a Gaus-
si fixpont tomeges deformaciéjaval, a megfelelé RG trajektoriat zold vonallal
jeloltem az 5.2 és az 5.3 dbran. Megjegyzendd, hogy a véges B2 # 0 frek-
vencia esetén Taylor sorfejtett potencidl (5.2) nem haszndlhaté a c-fliggvény
meghatdrozdsira, mert sérti a modell periodicitdsiat. Ebben az esetben a (4.9)
vagy a (4.10) egyenlet szolgaltathat helyes eredményt.

Az SG modell c-fiiggvényére kapott eredményem feljavitasdhoz a modell peri-
odikussiaganak megtartasa mellett, skdlafliggd frekvenciat kell beiktatni, példdul
hullamfiiggvény renormalds figyelembe vételével; erre a kozelitésre gy hivatko-
zom, mint LPA’=2z4+LPA. Errdl lesz sz6 a kdvetkez6 fejezetben.

5.3. Skalafiigg6 hullamfiiggvény renormalas

A skalafiiggd hullamfliggvény renormaléds figyelembe vétele megvaltoztatja az
SG fazisdiagram teljes képét: az Osszes 4 # 0 fixpont egyetlen (Br—o =
0,ix—o = 1) fixpontban egyesiil, mint ahogy az egzakt CFT megolddsok alapjan
varhato.

A hullamfiiggvény renormaélds sziikséges ahhoz, hogy korrekt RG diagra-

mot kapjak az SG modellre. Azonban a c-fiiggvény RG futdsra vonatkozd
(2.68) egyenlet csak skalafiiggetlen kinetikus tag esetére lett levezetve. Tehdt
egy futé hullamfiggvény renormélassal levezetett, ezzel ekvivalens kifejezés
hasznalata lenne sziikséges, ami a jelen értekezésben véazolt szamolasnal pon-
tosabb eredményeket szolgaltatna.
Azonban még mindig lehetséges "értelmes” eredményt elérni a futd
hullamfiggvény renormalds és a futé [ frekvencia kozotti leképezés
hasznédlatdval (ahogy a (4.17a) és a (4.17b) egyenletek mutatjdk), ahol
végil megkapjuk az (5.12) egyenletet. M4ds széval a (2.68) egyenlet csak
LPA-ban érvényes, de még mindig lehetséges alkalmazni azt z+LPA eset-
ben, készonhetéen a (4.17a) és a (4.17b) -ban leirt z+LPA és LPA kozotti
leképezésnek.
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Kozvetleniil kihasznaljuk azt a tényt, hogy skalafligg6 frekvencia esetén

Vie = tig, cos(Bro) (5.10)

nincs hullamfiiggvény renormalas a kinetikus tagban. Ez a kozelités egyenértékii
a (4.11) egyenlet kozelitésével, amennyiben a teret atskaldzom, illetve fel-
haszndlom a (4.17a) és a (4.17b) reldcidkat, és a futé frekvencia jitssza a
hullamfiiggvény renormalds szerepét.

Az (5.10) kozelités nem alkalmas az SG modell tanulmanyozdséra, amikor
a periodicitdst teljesen szeretnénk megérizni, valéban beirva azt a (4.5) egyen-
letbe, szimmetria sért6 tagok jelennek meg. Hasonlé torténik, amikor a (2.68)
egyenletbe helyettesitek be. Azonban az utébbi esetben a szimmertia sért6
tagok nem jelentenek probléméat, mivel a kifejezést a potencidl minimumaéandl
kell kiértékelni, ahol a szimmertia sért6 tagok eltiinnek.

Ha ily moédon jarok el, a kovetkezé RG futést leird egyenletet kapom a c-
fliggvényre

(B2kOk T, + 20k BrkOy Br)*

kakck = (1+akﬁ%)3

(5.11)

ahol nincs jelen kovetkezetlenség.

Azonban az (5.11) kifejezés tovdbbra sem haszndlhaté, mivel nem tudok
Bi-ra RG egyenletet szarmaztatni a nem periodikus tagok miatt.

A nehézségek elkeriilése érdekében dtirhaté az (5.11) kifejezés, haszndlva a
(4.17a) és a (4.17b) inverz transzformécidkat,

(kO iy )?

kaka = m

(5.12)

Az gy kapott kifejezés teljesen koherens és leirja a c-fliggvény skalafiiggését a
futé hulldmfiiggvény renormadlds jelenlétében az SG modellben. A (4.17a) és a
(4.17b) transzformécidk lehetéséget adnak az (5.11) kifejezés szarmaztatdsara
a (2.68) egyenletbdl.

A B2_, — 0 limeszben, a c-fiiggvény IR limeszben vett értéke ldsd az 5.4 és
az 5.5 dbra, nulldhoz tart.
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5.4. Aabra. c-fiiggvény RG futdsa skalafiiggd hullamfliggvény renormaéléds

esetén az egyetlen frekvenciat tartalmazé SG modellre kiilonbozé frekvencia-
kezd&értékekre.
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5.5. abra. A cyp eredmények a [r—, fiiggvényében mutatjik a magas frekven-
cia limit pontatlansdgédt, mikézben pontos eredményt adnak Sr—p — 0 esetén,
megfeleléen a [46] hivatkozdsnak.
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Ez azt jelenti, hogy a 87_, — 0 limeszben a Ac — 1. A numerikus megoldés
esetén sikeriilt elérni a 1 > Ac > 0.99 pontossigot. Azonban most az SG
modell periodikussiga teljesen megérzédik. Az 5.4 és az 5.5 dbran bemutatott
eredményeket nem kaphattam volna meg a tomeges levigds keretében (b = 1),
mivel az nem biztosit megfelel6 konvergenciat. Megéllapitasaimat a sokkal jobb
konvergencidt ad6 b = 2 hatvanyfiiggvény regulatorral szérmaztattam.

A 5.4 dbra mutatja a c-fliggvény futdsat kiillonboz6 5 kezdéértékek esetén.
A végsb Ac érték fligg a trajektoridtdl, még akkor is, ha ez nem megengedett az
egzakt eredmény ismeretében. Ez az ellentmondéas azt mutatja, hogy a kozelito
eljarassal kapott RG futds nem képes megfelelni a c-fiiggvénnyel kapcsolatos
pontos CFT kovetelményeknek.

Az ellentmondas a pontos Ac = 1 érték és az aktudlisan, FRG kozelitéssel
kapott tényleges eredmény kozott, felhasznalhato arra, hogy szdmszerisitsiik a
csonkolas miatt a pontos RG trajektoridk leirasdban elkdvetett hibat. Azonban
ezt a kérdést nem vizsgaltam. Az eltling frekvencidra az RG egyenletek
reguldtor fiiggetlenekké valnak, a c-fiiggvény értéke pedig kozelit a pontos
Ac = 1 értékhez. Ez magyardzza a [46] munkdban kapott pontossdgot még
akkor is, ha a tomeges levagast hasznalva a periodikussag sértilt.

Végiil tekintsiik a III tartomany eredményeit! Amint azt a bevezetd
részeknél targyaltam, a Ac értéke az SG modell III tartomédnydban nem jol
definidlt, mert azok a trajektéridk Sp—p = oo-bdl indulnak, ahol nincs valés
fixpont.

Ugyanakkor ezeknek a palydknak az 5.6 és az 5.7 dbran bemutatott nu-
merikus eredményei nincsenek messze a Ac = 1 értéktdl, annak kdszonhet&en,
hogy a legtobb jarulékot abban a tartomanyban kapjak, ahol megkozelitik az I
tartomanyt hatdrold trajektéria vonaldt (pl. a vékony kék vonal a 3.2 dbrén,
amelyrol tudjuk, hogy Ac ~ 1 értékkel rendelkezik, amig a I régidhoz kozeli
trajektéridk hozzdjarulasa majdnem nulla.
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5.7. dbra. A c-fliggvény IR értékei a III. tartomanyban.
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Osszefoglalésként elmondhatd, hogy sikeriilt -bizonyos kozelitések mellett-
reprodukalnom az SG modell fixpontjainak centralis toltését az FRG modszer
keretében. Ez tekintheto a szakirodalomban kozolt c-fliggvényre vonatkozé FRG
formula [46] els6 nem trividlis alkalmazdsanak, mert tetszéleges fp=p < 87 UV
kezd&értékre sikeriilt j6 pontossdggal visszakapni az egzakt AC = 1 értéket.



6. fejezet

Sinh-Gordon és Sn-Gordon
modellek fazisszerkezete

A szimmetridk és a dimenzié meghatdrozé szerepet jatszanak a kritikus vi-
selkedés meghatarozdsaban, illetve a fazisdiagram létrehozasa szempontjabol.
Példaul kvantumtérelméletben a legtobbet tanulmanyozott modell az Ising-
modell, amelynek kolcsénhatési tagja ¢*. A modellnek két fazisa van d = 2
dimenziéban, az egyikben a Z5 szimmetria spontan séril. Egy maésik sokat
tanulményozott fazisdtalakulds d = 2 dimenziéban a sine-Gordon (SG) skaldr
elmélet, ami tartalmaz egy cos (8¢) énkolesonhaté tagot és ismert a Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless (BKT) fazisdtalakuldsa. Kicserélve a valés 8 frekvencidt
egy képzetes § — i tagra, megkapjuk a sinh-Gordon (ShG) modellt, amely
egy jol ismert skalar-térelmélet, és amelynél a periodicitas elvész, illetve nincs
BKT tipust fizisatalakulds. A kolesonhatési potencial Taylor sora general ¢2VV
tagokat, amelybdl naivan egy Ising tipusu fazisszerkezetet varnank. Azonban
nem errdl van sz6, az ShG modellnek egyetlen fazisa van és ennek oka a poten-
cial funkciondlis forméjanak megdrzése. Masrészrdl a kapcsolat az Ising, az SG
és ShG modellek k6zott, a konform tulajdonsdgaikon alapul. Ismert példaul,
hogy a Ac = cyy — cyr mennyiség, azaz a centralis toltés UV és IR fixpon-
tokban felvett értékének kiilonbsége, Ac = 1/2,1,1, az Ising, az SG és az ShG
modellekben. Tehét Ac értéke azonos az SG és ShG modellekben, ami alapjan
valamilyen hasonlésiagot varnank a két modellben. Valéban az SG és ShG mo-
dellek jellemz6i, hogy a potencidl megorzi funkciondlis forméjat a linearizalt RG
transzformdcidk soran. Vagyis szimmetria megfontoldsok segitségével kovetkez-
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tethetiink a ShG modell fazisszerkezetére, de ennek ellen6rzése megkeriilhetet-
len, amit végre tudunk hajtani a funkcionalis RG mdédszerrel, ami az egyik célom
ebben a fejezetben [3]. A mésik kérdés, amit vizsgdlok, szintén természetes
médon adédik. Erdemes kisérletet tenni egy olyan SG és ShG modellek kozott
interpolalé elmélet felirdsara, amely periodikus, szemben a szakirodalomban is-
mert polinomidlis interpoldlé Shine-Gordon elmélettel [3].

6.1. Sine-Gordon modell fazisszerkezete

Els6 1épésként vizsgaljuk meg az SG modell fazisszerkezetét az FRG modszer
keretében! Ehhez felhaszndlom a (6.1) kifejezésben felirt RG futdsi egyenlete-
ket, ahol LPA’ kozelitést alkalmaztam és a teret dtskéldzva (o — Bp) beledefi-
nidltam a frekvencidt a skdlafiiggé hulldmfiiggvény renorméldsba, azaz 37 = L

Zk
jelolést haszndlva az RG egyenletek alakja a kdvetkezd *

B .
ﬁ [1—,/1—%}

1 54122
2 k%K 6
a — PR S E— .1
k kﬁk - 24 [1 ﬂi}g ( )

(24 kok)u

Az SG modell fazisszerkezete a (6.1) egyenleten alapul, ahogy a 6.1 dbra
mutatja, amelyen két fazis 1dthaté, a frekvencia kritikus értéke 32 = 8.

1.2 T T T T
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6.1. dbra. Az SG modell fazisszerkezete a (6.1) egyenlet alapjan, a BKT-tipusi
fazisdtmenetre utal 42 = 87 kritikus frekvencidnal.
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A gyenge konvergencia tulajdonsagok miatt a hatvanykitevé regulator b = 1
(tomeges levégds) esetén, az RG trajektéridk nem érik el az IR fixpontot a
tomeges faziséban. Jobb eredményt kapunk példaul b = 2 esetén [2].

6.2. Sinh-Gordon modell fazisszerkezete

Fontos megjegyezni, hogy a (3.25) egyenletnek Zs szimmetridja van és a ShG mo-
dell nem periodikus. Ezért annak érdekében, hogy az ShG modell RG futasat ta-
nulményozzam és kirajzoljam a fizisszerkezetét, haszndlnom kell a (3.25) egyen-
let Taylor-sorfejtett alakjat.

~ R 1 1
Vk(gﬁ) = U |:1+2ﬂ2@2+4'ﬂ4§04+...
- 1 2n ~ 2n
= Z Wgzn@ s o = WS (6.2)
n=0 :

Igy az ShG modell gy tekinthets, mint egy Ising-tipust modell, de a csatoldsok
rogzitett kezdGértékeivel. Kulcsfontossdgi, hogy ShG-tipusi kezd6értékeknél az
RG futds mindig a szimmetrikus fazisbdl kezdédik, mint ahogyan a 6.2 abran
lithaté. Ezért a ShG modellnek egyetlen fizisa van és nem megy at egy BKT
vagy mas tipusu fazisatalakuldson.

Az ShG modell fazisstrukturaja analitikus elfolytatassal is kirajzolhato.
Ennek legegyszeriibb mdédja, ha a frekvenciat direkt mddon kicserélem egy
képzetesre. Példdul A ShG modell RG futdsi egyenletei létrehozhatdk a (6.1)

formulabdl
2
(2 + ko), = —szk [1— ,/1—@@} (6.3)

1 e}
247 - ﬂ%}% ’

kO B

(6.4)

Az ShG modell RG futédsa a (6.3) és a (6.4) egyenletek alapjan a 6.3 abran
lathatd, amely ugyancsak a modell egyetlen fazisat jelzi. Hasonléan az SG eset-
hez, a reguldtorfiiggvény (b = 1 hatvanykitevd) rossz konvergencia tulajdonsdgai
miatt az RG trajektéridk konvergédlasa nem megfeleld, kiilonosen abban a tar-
tomdnyban, ahol 37 eltiinik.

Most tekintsiik az ShG modell c-fliggvényét! A [2] publikaciéban kidolgoztuk
a c-fiiggvény megfelel kezelését az RG keretén beliil SG skaldrtérelméletre. Az
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6.2. dbra. Az ShG modell Taylor sorfejtésen (6.2) alapulé dbrdzoldsa a g, g4
stkon. A sOtétebb tartoméany az egyetlen fazist eredményezé kezdéfeltételnek
felel meg.

eltiing frekvencia hatdran az ShG és az SG modellek azonossé valnak, igy a
modszer itt alkalmazhaté az ShG modellre a kovetkez6 paraméterezés mellett

- m2

Vi(p) = B—f (cos(iBryp) — 1), (6.5)
k

ahol a @ frekvencia skalafiiggének feltételezheté. A S — 0 limeszben, az RG
egyenletek ShG modellre vonatkoz6 specidlis forméja (6.5) erre egyszer{isodik
~21_ 32 =2
[ B — 8m(1 + )] -9
~ =2 6.6
(1 + m2) M (6.6)

kOB = O. (6.7)

~2
kakmk ~

A [2] munkéban kidolgozott mddszert kovetve, az ShG modell e-fiiggvénye meg-
hatdrozhat6 az RG keretén beliil a (6.6) és a (6.7) futdsi egyenletekbdl, amely
azonos az SG modellel a 8 — 0 limeszben. fgy az eltling frekvencia limeszben a
c-fiiggvény futdsa ShG és SG modellek esetén azonos, amely azonos eredményt
ad, reprodukdlva az ismert Ac =1 (Ac = cyy — ¢rr) értéket.
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6.3. dbra. Az ShG modell fézis szerkezete a (6.3) és a (6.4) egyenletek alapjin
egyetlen fazist hozva létre.

6.3. Interpolalé modellek fazisszerkezete

Az irodalmi dttekintést bemutaté fejezetekben célul tiiztem ki egy olyan SG és
ShG modellek kozott interpoldlé elmélet megalkotdsdt, ami periodikus (kivéve
természetesen az ShG limeszt). Ez megvaldsithaté Jacobi fuggvények [69)
segitségével. Példaul az sn(Bp,m) Jacobi fliggvény esetében, az interpoldcié
alapja, hogy az m értéke 0 és 1 kozott véltozik és sn(Bp,m) fiiggvény m = 1
esetén sin(Bp)-re, m = 0 esetén tanh(Bp)-re redukalédik. Vagyis az dltalam
javasolt interpolécid, azaz az Sn-Gordon (SnG) modell kifejezésében a Jacobi
fliggvények szerepelnek,

Vana () = ued(Be, m) nd(Bp, m). (6.8)

Ezért az SnG potencidl (6.8) m = 0-nal ucos(By), mig m = 1 esetén

uwcosh(By) alakra redukalédik. Az interpoldlé potencidl periodikus (kivéve

m = 1 esetét). Megjegyzem, addig amig a teret nem skdldzom &t, a frek-

vencia (f) skélafiiggetlennek tekintendd. Ha az dtskdldzdst megteszem, akkor
1

LPA’ esetén zj skdldzdsabdl kapom a frekvencia (37 = <) skalafiiggését.

Az SnG modellben a dimenziétlan csupasz potencidl alakja

Vanc () = Aj cd(Bp, m) nd(Bp, m), (6.9)
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ahol az Aj, amplitidé skalafiiggd. Felhasznalva a cd(u, m) = cn(u, m)/dn(u, m)
és az nd(u, m) = 1/dn(u, m) Jacobi fiiggvények tulajdonsdgait, irhatjuk a kovet-
kez6t

f/sn(;(ga) = Ay en(Bp, m) [nd(Byp, m)]?. (6.10)

Behelyettesitve a (6.9) vagy a (6.10) egyenletet a linearizdlt RG egyenletbe,

(24 hO)Tale) = — =T (o) + O(T?), (6.11)

lathatd, hogy nem Orzi meg a funkciondlis formajat, mert a potencidl méasodik
derivéltja a kdvetkezé format olti

ale) = PAigmcer

Azonban a (6.9) Jacobi fiiggvény periodikus fiiggvény, igy Taylor-sorba fejthetd,

[6(m — 1) + (5 — 4m) dn(Bp, m)?] .(6.12)

1t e qn+1/2
cn(u,m) = K [ g cos [(271 +1)
n=0

U
)

% (6.13)

nd(u,m) = cos [Qnﬂ} ,(6.14)

™ n 2 i (=D)"qg"
2KV1—m  KV1—m‘ 1+¢" 2K

ahol ¢ = exp[—7mK (1 — m)/K(m)] és K (m) negyed periédusi, amely az aldbbi
hipergeometrikus fliggvénnyel fejezhetd ki

/2
e [ (L),
0 4/1—msin®*)

Ezt koveti aztan a kovetkez6 Fourier sorfejtésen alapulé alak

Vana(p) = Y idin(k)cos(nby), (6.15)

B
b = —MMmMmMmmm—. 6.16
SR (L T4 m) (6.16)
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Behelyettesitve a (6.15) alakot a (6.11) linearizdlt LPA RG egyenlet-
be, szarmaztathatunk egy sor csatolatlan differencidl egyenletet a Fourier
moédusokra

kOt (k) = 1y (k) (—2 + 417Tn2b2) . (6.17)

Hasonléan a SG modellhez a kritikus frekvencia megfelel az alap mdédusnak,
azaz n = 1 esetén, b? = 87. A magasabb felharmonikusok nem médositjak
azt [49]. Igy az eredeti frekvencia m-fiiggdsége felirhatd

2
B2(m) = 8n [2F1 (;;m@ﬂ ; (6.18)
amely BKT-tipusu fazisatalakuldst mutat, amennyiben m # 1. Az m — 0 li-
meszben visszakapom a 32 = 87 értéket. Az m — 1 esetén az eredeti frekvencia
divergél, {gy a rendszer allandban az tdgynevezett tomeges (ionizdlt) fizisban
van, mint ahogy a 6.4 4bran lathato.

Fontos kérdés, hogy az igy kapott fazis megegyezik-e az ShG modell egyet-
len fézisdval. Mindkét esetben (ShG és m = 1 Sn-Gordon) egyetlen fazisrdl
beszéliink, ami a magas hémérsékletii esettel azonosithaté. Azonban az m = 1
Sn-Gordon esetén ez a spontan szimmetria sértett, mig az ShG esetén a szimmet-
rikus fazis. Vagyis az m — 1 dtmenet nem analitikus. Ezt a kérdést szeretném
megvilagitani az Sn-Gordon modell LPA’ esetben vett FRG vizsgalataval, ame-
lyet a kés6bbiekben mutatok be.

Osszegezve megéllapithaté, hogy az SG és az SnG modellnek (Fourier sor-
fejtés esetén) specidlis fazisszerkezete van, a funkciondlis forméjukat megérzik
a linearizélt RG egyenletek. Megfigyelhet6 egy BKT- tipusu fazisadtalakulds SG
és SnG modelleknél, az utébbinal m # 1 feltétellel.

Az SnG modell RG megolddsa a Fourier sorfejtésen (6.15) alapul, ahol
az alap médus b? frekvencidja fontos szerepet jatszik a fazisszerkezet meg-
hatérozésaban. Igy LPA-n til a SnG modell tigy kezelhetd mint egy SG modell,
igy az RG egyenletet a kovetkezo funkciondlis alak felhasznalasaval kell megol-
dani

o= [ o | @ + Vile)|. (6.19)

ahol a lokalis potencial végtelen sok Fourier médust tartalmaz

Vi(o) = = 3 un(k) cos(np), (6.20)
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6.4. dbra. A SnG modell (6.18) egyenlettel kapott fazisstruktirdja az m, 32
sitkon, BKT-tipusu fazisatalakuldst mutat, ahol a sziirke teriilet képviseli a
tomeges fazist.

és a kovetkez6 jelolést vezetem be

1 bR(Gg1m)]
b2 7

a tér ¢ — /b dtskdlazésdval a (6.15) egyenletben és z; megint a térfiiggetlen
hullamfiiggvény renormaélés. Fontos, hogy m egy nem skaldzé paraméter marad
még LPA-n tul is. Azért, hogy az SG modellnél alkalmazott stratégiat lehessen
kovetni, venni kell az SnG modell (6.20) egyetlen Fourier-médusi kozelitését.
A magasabbrendii tagok nem véltoztatjak a kvalitativ képet. Tomeges levagdst
hasznalva, pl. a hatvanyfiiggvény tipusu reguldtor esetén, b = 1 értéknél a SnG
csatolasokra vonatkozé RG egyenletek igy irhatdk,

) 1 —
(2 + k@k)uk = Ozl |:1 —4/1 - uk:|

1 @
kOwar = -k 6.22
ho 247 [1 — a2]3 (6.22)

2 = (6.21)

@ = k~2%u dimenziétlan csatoldssal, amely megegyezik az SG modell futdsi
egyenletekkel (4.16), de zj kiilonb6z6 definiciéjaval. Az SnG és SG model-
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lek folyasi diagrammjdnak [8] dsszehasonlitdséhoz a (87 frekvencia négyzetet
érdemes hasznalni a zp hulldmfiiggvény renormalds helyett. Az SnG modell
futési diagrammjat LPA-n tili Fourier kifejtésben m = 0.45 érték mellett a 6.5
abra mutatja.

Itt érdemes megvizsgalni az m — 1 hatdrdtmenetet. A (6.5) abrén jol latszik,
hogy m — 1 limeszben . — oo, azaz egyetlen fazist kapok, ahol @ relevans,
mig 37 irrelevans. Ezt 6sszehasonlitva az ShG modell folydsi diagramjéval (6.3
dbra), jol latszik az eltérés: az ShG modellben B3 relevdnsnak adédott. Vagyis
az m — 1 hataratmenet nem analitikus.

1.2

‘ ‘ SnG model, m=0.45
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6.5. dbra. Az SnG modell fézisszerkezete m = 0.45 értékénél, BKT-tipusiu
fazisatalakulast eredményez 3% ~ 33.3 esetén.

Végil osszehasonlitom az SnG modellt a Shine-Gordon modellel, amely a
(6.23) kifejezéssel definidlhato, és a kovetkezz6 médon irhaté.

Vshinec () = ucos(B1¢) cosh(B2¢), . (6.23)

A Shine-Gordon modellre BKT tipusu fazisdtalakulas csak B = 0 esetén
tapasztalhato.

Ez ,ellentéte, az SnG modellnek, amelynek BKT fazisitalakuldsa van
minden pontban (kivéve az m = 1 értéket). Egy egyszeri FRG vizsgilat
LPA-ban Ngoyr = 2,3 esetén, azonban azt mutatja, hogy a modellnek
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gazdag fazisdiagramja lehet. Ennek tdrgyaldsa azonban nem része a doktori
értekezésemnek.

Osszegzésként elmondhato, hogy sikeriilt megadni egy periodikus inter-
polalé modellt, az Sn-Gordon skalarelméletet. Tovabba sikertilt meghatarozni
az SnG modell fazisszerkezetét, amelyet BKT tipusi fazisdtmenet jellemez.
Szarmaztattam a fazisokat szeparald kritikus frekvencia valtozasat az inter-
polacié sordan. Megmutattam, hogy az Sn-Gordon modell m — 1 hataratmenete
nem analitikus.
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Osszegzés

Az értekezésemben fézisatalakuldsok vizsgalataval foglalkoztam a funkcionélis
(vagy egzakt) renormdlasi csoport (FRG) médszer haszndlatdval. Az édltalam
alkalmazott eljaras fontos eleme, hogy klasszikus statisztikus fizikai rendszerek
leképezhetck kvantumtérelméleti modellekre, amelyek viszonylag konnyen ta-
nulmanyozhatok az emlitett renormalasi csoport médszer funkciondlis alakjaval,
azaz a Wetterich egyenlettel. Vagyis a statisztikus rendszerek fazisatalakulds
kozeli viselkedésének megértéséhez elegendé megadni az azoknak megfeleld
kvantumtérelméleti modellt, majd szarmaztatni ezen elméletek kritikus vi-
selkedését.  Specialis, ugynevezett sine-Gordon tipusu kvantumtérelméleti
modelleket vizsgaltam, amelyek kozos jellemzéje, hogy tartalmaznak egy
periodikus Onkolcsonhatast és szamos fontos fizikai alkalmazassal birnak
szilardtestfizikaban és részecskefizikaban egyarant.

Az értekezés kiindulé pontjaul szolgdlt a két-dimenzids sine-Gordon modell
szakirodalomban ismert FRG vizsgédlata. Az értekezésben ismertetett sajat
eredményeimet a 4-6. fejezetekben targyaltam, amelyek tézispontok szerinti
sorrendben a kovetkezok.

Milyen a sine-Gordon modell fazisszerkezete d < 2 dimenzidban?

Az FRG egyenlet megoldasa kozelitések segitségével adhaté meg. Az igy
kapott megoldas egyrészt fiigg az FRG mddszer reguldtoratol, maésrészt a
fazisszerkezetrol kapott informacié sem teljes. Megmutattam példaul, hogy az
LPA’ kozelitésben vett FRG mddszer spontan szimmetriasért6 fazis jelenlétét
josolja d = 1 esetben, ami bizonyosan helytelen, hiszen a d = 1 dimenzi6 esetén

81
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a sine-Gordon kvantumtérelmélet nem mas, mint egy kvantummechanikai rend-
szer, ahol az alagut effektus miatt spontan szimmetriasérétés nem létezhet. Ezt
felhasznalva bevezettem egy 1j optimalizdlasi eljarast, amely azon alapult, hogy
a regulator megvalasztasatol fiigg a helyteleniil megjelend szimmetriasértett
fazis ,nagysaga”.

T1: Azaz 4j optimalizalasi eljarast javasoltam, amely arra épiil,
hogy a kozelit6 hatds funkcional az egzakt tulajdonsagoknak el-
lentmondé eredményre vezet és az ellentmondas ,,mértéke” az
optimalis regulatornal a legkisebb. Azonban megfeleléen feljavitott
hatasfunkcional esetén visszakapnank az elvart fazisszerkezetet.

Lehet-e  reprodukdlni o  kétdimenzics  sine-Gordon — modell  (kon-
formitérelméletbsl ismert) c-fliggvényét az dltalam haszndlt  funkciondlis
renormdldsi modszer keretében?

Megvizsgaltam, hogy az SG modell ismert c-fiiggvénye és ¢ centralis toltése
reprodukalhaté-e az FRG modszer segitségével LPA kozelitésben.
T2: Megallapitottam, hogy LPA kozelitésben az ismert c-fiiggvény
értékek csak a f — 0 limeszben reprodukalhatdk.

Megvizsgaltam, hogy hullamfiiggvény renormaélas figyelembevételével repro-

dukalhaté-e az SG modell c-fliggvénye és a fixpontokban felvett centralis toltés
értékei az FRG modszer keretében.
T3: Megallapitottam, hogy LPA’ kozelitésben a modell tomeges
fazisban (lasd I. tartomany a 3.2 4bréan) tetszdleges (32 < 87) frek-
vencia esetén jo egyezést kaphatunk a szakirodalommal. Ez tekinthetd
a szakirodalomban ko6zolt c-fiiggvényre vonatkozé6 FRG formula els6 nem
trividlis alkalmazédsanak, mert tetszéleges Br=p < 87 UV kezd&éértékre sikeriilt
jO pontossaggal visszakapni az egzakt Ac = 1 értéket .

Milyen o fdzisszerkezete a sine-Gordon elmélet modositdsdval kapott sinh-
Gordon modellnek, illetve a kéztik interpoldld modelleknek?

A Sinh-Gordon (ShG) modell olyan skaldrtérelmélet, ahol az énkolcsénhatast
leir6 potencial egy hiperbolikus fliggvény (cosh(B¢)), amit dgy kapunk, hogy a
periodikus SG modellben a (valds) frekvencidt képzetesre cseréljik (8 — if).
A szakirodalomban ismert egy, az SG és ShG ko6zott polinomidlis fliggvényeken
keresztiil interpoldlé modell, a Shine-Gordon elmélet.
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T4: Az FRG moédszer alkalmazasaval megmutattam, hogy az
ShG modellnek egyetlen fazisa van, amelyet kritikus vonal hatarol,
lasd (6.3) dbra. Megadtam egy periodikus interpoldlé modellt, az
Sn-Gordon (SnG) skaldrelméletet, és meghatiroztam az SnG mo-
dell fazisszerkezetét, amelyet BKT tipust fazisdtmenet jellemez,
kivéve az interpolacié egyik végpontjat, azaz az ShG elméletet.
Szarmaztattam a fazisokat szeparald kritkus frekvencia valtozasat az
interpolacié soran és megmutattam, hogy az Sn-Gordon modell m — 1
hataratmenete nem analitikus.
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8. fejezet

Summary

In this Thesis I investigate phase transitions by the functional (or exact)
renormalisation group (FRG) method. One of the important step of the
applied procedure is the mapping between statistical models and quantum field
theories (QFT) where the latter can be studied easily by the FRG method, i.e.
by the Wetterich equation. Therefore, in order to consider statistical systems
close to phase transitions it is sufficient to determine the corresponding QFT-s
and then derive their critical behaviour. I studied Sine-Gordon-type QFT
models which consist of periodic self-interactions and they have relevance in
solid state and particle physics, too.

The applied method and consequently the findings of this Thesis are based on
the FRG study at the two-dimensional Sine-Gordon model (SG) known from
the literature. My own results presented in section 4-6 of the Thesis are the
following.

What is the phase structure of the SG model for dimensions d < 27

Solution of the FRG equation requires approximations which on the one
hand depend on choice of the regulator of the RG method and on the other
hand the resulting phase structure is not complete. I showed, for example,
that FRG method at LPA’ signals the existence of spontaneous symmetry
breaking (SSB) in d = 1 dimensions although it is for sure incorrect since
the one-dimensional SG model is equivalent to a quantum rotor, where due
to tunneling, SSB is not allowed. By using this fact I selected between the
regulators since the ,area” of the SSB phase depends on the particular choice
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of the regulator function.

T1: Thus, I proposed a new optimization method based on the
fact that approximations of the functional form of the action lead
to contradictions to the (exact) known results and the optimised
regulator provides us the ,,smallest disagreement” which otherwise
should disappear if the functional form of the action is improved
appropriately.

Can the c-function of the two-dimensional SG model known from CFT be
reproduced in the framework of the FRG method?

I investigated whether the known c-function and central charge of the
SG model can be reproduced by the FRG method in LPA.

T2: I showed that in local potential approximation (LPA) known
results are recovered in the limit 5 — 0 only.

I investigated whether the inclusion of wave function renormalization is
sufficient to recover the known c-function and central charge of the SG model
in the framework of the FRG method.

T3: I demonstrated that at the LPA’ a good agreement with the
known results can be achieved for arbitrary frequency (3? < 87) in
the so-called massive phase of the model, see region I. of fig (3.2).
Furthermore, the central charges associated to fixed points of the SG model
can also be reproduced in the FRG method. This can be considered as the first
non-trivial application of the c-function formula taken from literature.

What is the phase structure of the Sinh-Gordon (ShG) model which is the
analitical continuation of the SG theory and in addition what are the phase
structures of interpolating models between the SG and ShG theories?

The Sinh-Gordon (ShG) model is a scalar field theory, where the self-
interaction is given by a hiperbolic function (cosh(B¢), which can be obtained
by replacing the real value frequency with an imaginary one (8 — i/3) in the
SG model. The Shine-Gordon model is known to interpolate beetwen the SG
and ShG models through non-periodic (polinomial) functions.

T4: I showed by FRG method that the ShG model has a sing-
le phase bounded by a critical line, see fig. (6.3). I constructed a
periodic scalar field theory, the Sn-Gordon (SnG) model, which in-
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terpolates between the SG and ShG theories and I showed that it
undergoes a BKT-type phase transition, except the end-point of the
interpolation, i.e., the case of the ShG theory. I determined the chan-
ge in the critical frequency over interpolation and showed that the
limit m — 1 of the SnG model is non-analitic.
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