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Geometria mozgasban: Az egybevagosagi transzformaciok tanitasanak egy uj médszere



A témavalasztas indoklasa

“... a geometria tanitasaban, komoly nézeteltérések vannak a célok, a tartalom és a modszerek
tekintetében ...”. (Villani et al. 1996)

A geometriai transzformaciok tanitdsdnak sziikségessége és mikéntje fontos és vitatott kérdés, ami
tobb orszag tanterveldkészitd munkdjaban és nemzetkozi didaktikai forumokon is megjelenik,
esetenként szélsdséges formaban. Egyike azoknak a kérdéseknek, melyeket Villani (1996)
felvetett 1996-os ICMI konferencia eldtt. Valaszként tobben is érveltek a transzformacidtanitas
bevezetése, megerdsitése mellett, példaul a Cseh Koztarsasdgban Frantisek Kurina (1995),
Olaszorszagban Nicolina Malara (1995), Finnorszagban George Malaty (1995), az Egyesiilt
Allamokban Gary Martin (1995) — elképzeléseik azonban j6 néhany dologban homlokegyenest
ellenkeztek egymadssal.

Dolgozatom az egybevagosagi transzformaciok tanitasaval foglalkozik, elsésorban annak
magyarorszagi helyzetével.

Magyarorszagon a kdzépiskolai tankonyvekben majd szaz éve — igen kiilonb6z6 mélységben —
szerepel a transzformaciok tanitasa. Az 1970-es évek tantervreformjaban az altalanos iskolai
tananyagnak is része lett ez a témakor. A reformban a transzformacidkkal valé mélyebb
foglalkozasnak a geometriai szemlélet fejlesztése mellett fontos célja volt a fliggvényszemlélet
fejlesztése is.

A témaval azért kezdtem el foglalkozni, mert a tanarképz6 foiskola hallgatoéival dolgozva a
transzformaciok alapjait érintd, nehezen megragadhato, és még nehezebben javithatd hibakkal
talalkoztam. Néhany jellegzetes példat részletesen is ismertetek a 3.1 szakaszban
(Fogalomalkotési yavarok 25. o.) Ezeknek a hibdknak a megértését és okait kutatva arra a
feltételezésre jutottam, hogy a fogalmi zavarok eredete az egybevagédsagi transzformaciok
szemléltetésével kapcsolatos modszertani problémakban kereshetd.

Az altalam megvizsgalt tananyagok mindegyikében megjelenik az a dilemma, hogy az egymasra
mozgathatosag szemléletes, am pontatlan fogalmara, vagy pedig absztrakt definicidkra, alapvetd
tételekre alapozzuk az egybevagosag, illetve az egybevagdsagi transzformaciok tanitasat.
Altalanos iskolas szinten egyik felépités sem hagyhatja el az egymésra mozgathatosagot, mert az
egybevagosagi transzformaciok invarians tulajdonsagait — szOgtartas, tavolsagtartas, stb.— csak
igy tudja érzékeltetni. Van, aki a szemléletes bevezetést fokozatosan Ossze€piti a matematikai
megalapozassal, de van olyan is, aki egyszertien (vagy tul gyorsan) elhagyja a szemléltetést. Tobb
olyan felépités is 1étezik, melyben a transzformalt kép eldallitasara szinte kizardlagosan korzos-
vonalzds szerkesztéseket hasznalnak.

A foiskolai és egyetemi tanarképzésben egy eléggé altalanosan hasznalt konyv Hajos Gyorgy:
Bevezetés a geometridba cimli miive. Ez a kdnyv a mozgast egzakt, axiomatikusan megalapozott
fogalomként hasznalja. Am az a mozgasfogalom, amivel a hallgaté a koréabbi években talalkozott,
tavol van a Hajos-féle axiomakban leirt mozgasfogalomtol.

Ezekbdl a tapasztalatokbol kiindulva kezdtem gondolkodni egy olyan moédszertani feldolgozason,
mely megfelel az altalanos- és kozépiskolas didkok gondolkodasi szintjének, mindennapi
tapasztatainak, s mindekozben 6sszhangban all a geometria axiomatikus felépitésével.

Kutatas kozben P. Collier: Geometry for teachers c. konyvében az egybevagdsagi transzformaciok
szemléltetésének egy olyan modjaval talalkoztam, amely egy lényeges ponton kiillonbozott az
altalam korabban megismert eljarasoktol. Ezt a szemléltetési modot részletesebben is bemutatom
a 4.4 fejezetben (Egy angol transzformacidtanitasi modszer 38. o.).



A kutatas kozvetlen el6zményei

Az 1) mddszer megalkotasanak talan els6 1épése az volt, amikor rajéttem, hogy Collier modszere
Osszeegyeztethetd a Hajos-féle mozgasi axiomakkal. Ez a felfedezés lehetové tette, hogy a
modszert kiindulasként hasznaljam. Tobbéves fejlesztés €és kiprobalas eredményeként olyan
eljarast dolgoztam ki, amely matematikai elvarasaimnak (a késobb bevezetendd absztrakt
fogalommal valéo Osszhang) és didaktikai célkitlizéseimnek (egyszeriien végrehajthatd) is
megfelel.

Az eljaras matematikai alapja, hogy a sik egybevagodsagi transzformacioi tekinthetok térmozgasok
megszoritasainak. A tér mozgasait Hajos két egymasnak megfeleltetett ,,zaszloval” (egy félsik
hataran egy félegyenessel) adja meg. A sikbeli egybevagosagi transzformaciok szemléletes
értelmezésének alapdtlete az, hogy egy (fehér) zéaszlot egy vele alakra és méretre egyforma
(fekete) zaszloba mozgatunk. A mozgatas tényleges elvégzéséhez és a ,,referencia” megérzéséhez
meg kell kett6zni a mozgatando sikot (zaszlot). Tehat egy alakzat képének eldallitasahoz eldszor
egy atlatszd papirra atmasoljuk az alakzatot a fehér zaszloval egyiitt (megkettdzziik), majd az
atlatszd papirt felemeljiik, és (tetszOleges kozbiilsé allapotokon keresztiil mozgatva) ugy
helyezziik le, hogy a fehér zaszlo a fekete zaszlora keriiljon. Erre az eljarasra a tovabbiakban a
,,Zaszlos modszer” elnevezéssel fogok hivatkozni.

Az elméleti és gyakorlati kutatas els6 eredménye egy kisérleti kozépiskolas tankonyv (Szeredi,
Torok, 1981), mely a kozépiskolai tanarok meglehetésen egységes elutasitasaval talalkozott.
Néhany altalanos-iskolai tanarnak azonban felkeltette az érdeklodését, és elkezdték ezt a modszert
hasznalni fels6- s6t alsd tagozaton is. A munkamat sok tapasztalattal és 0j otletekkel gazdagitotta
Kovacs Csongorné, aki els6k kozott kezdett ennek alapjan tanitani. Sok éves csiszolgatas utan
vele egyiitt két tankonyvben €s tanari segédkonyvekben (Kovacs, 1996; Csahoczi, 2002) is ennek
a programnak a szellemében készitettiik el a transzformacidtanitashoz kapcsolodo fejezeteket.

Az Apaczai Kiadonal megjelent Matematika 5-8. oszt. tankdnyvsorozatot 100 tanar rendszeres
tovabbképzés mellett kiprobalta és részletesen véleményezte. A végleges valtozat az 6
visszajelzéseik alapjan késziilt el, a tankonyvekhez részletes tandri itmutatok késziiltek. A 3.2.2
szakaszban (Kisérleti kiprobalas 30. o.) kitérek a tankonyvek kiprobalasakor Osszegyljtott
tapasztalatokra. A tankonyvet jelenleg a fels6tagozatos tanarok 15-20%-a hasznalja.

A Sulinova Kht. fejlesztésében késziilt kompetencia alapi programcsomagokban a fels6tagozatos
¢s a kozépiskolas anyagokban is erre a modszerre alapoztuk a transzformaciok tanitasat.

Kutatasi célok

Dolgozatom elsédleges célja a ,,zaszl6s mddszer” atfogd elemzése a didaktikai kutatasok legijabb
eredményeinek tiikrében.

Ez az elemzés tobbféle — egymassal 6sszeszovodd — szempont figyelembe vételét kivanja.

» Sziikséges hozza a transzformacio-tanitdssal kapcsolatos dokumentumok alapos
attekintése. Annak pontos tisztdzésa, hogy a vizsgalt modszer hol és miben tér el a
korabban kidolgozott médszerektdl. Elemzéseim fokuszaban a téma tanitdsaban hasznalt
targyi tevékenységek és egyéb szemléltetési modszerek allnak.

»  Sziikséges tovabba hozza a tanulaspszichologia fogalomépitéssel,
fogalomreprezentacioval, szemléltetéssel kapcsolatos tudomanyos elméleteinek, valamint
a matematika egybevagosaggal ¢és transzformaciokkal kapcsolatos teriileteinek
atgondolasa. Célom az, hogy az egybevagosagi transzformdaciok tanitasanak kiilonféle
koncepcioit Osszevessem ezekkel az elméletekkel, kiilonos tekintettel a kiilonb6zo
szemléltetési modoknak a fogalomalkotasban jatszott szerepére.



Kutatasi modszerek

A fent vazolt célok elérése érdekében a kovetkezo modszereket alkalmaztam:

Szamos geometriai felépitést elemeztem az egybevagosag, illetve az egybevagdsagi
transzformaciok szempontjabol. Az iskolai tananyag hattéraxiomaiként szolgalo
felépitések koziil harom rendszerre ki is térek az elméleti hattér ismertetésekor.

Tanulmanyoztam az elvont (els6sorban geometriai) fogalmak kialakitasaval, a fogalmi
zavarok kezelésével kapcsolatos szakirodalmat.

Tantervek, taneszkdzok ¢€s szakmodszertani tanulmanyok alapjan attekintettem a
transzformaciotanitds magyarorszagi torténetét.

Behatoan tanulmanyoztam a kdzelmult és a jelen transzformacio-tanitasi koncepcioit,
kiilonos tekintettel a zaszlos modszerre.

Gytjtottem ¢és elemeztem a foiskolai és egyetemi hallgatdim korében tapasztalt —
egybevagosaggal, transzformaciokkal kapcsolatos - fogalomalkotasi zavarokat.

Fobb kutatasi kérdések

Dolgozatom kdzépponti kérdése a sik egybevagdsagi transzformacidinak a tér mozgasaként vald
kezelése ¢és az azt szemléltetd mozgatas didaktikai szerepének vizsgalata az egybevagodsig- és
altalanosabban a transzformaciofogalom tanitdsdban. Ez az altalanos kérdés sok kisebb kérdést
foglal magaba:

Melyek azok az élmények, tapasztalatok, matematikai fogalomcsirdk, amelyekre az
egybevagosagi transzformaciok tanitasa soran épithetiink?

Milyen szerepe van a szemléltetésnek az egybevagosagi transzformaciokkal kapcsolatos
fogalmak alakulasaban?

Mi a szerepiik a transzformalt kép eldallitasara szolgalod eljarasoknak (mozgatas illetve
korzos vonalzos szerkesztés)?

Milyen hibak keletkezhetnek az érintett fogalmakrol alkotott, nem-verbalis, ,,belsé”
képekben?

Melyek ezek koziil azok, amelyeket a szemléltetés, illetve a szerkesztési eljaras
megvalasztasa kiilondsen érint?

Eredményes-e a ,,z4sz16s mddszer”, és miben ragadhatdéak meg az eredményei?

Milyen altalanosabb didaktikai elvek allnak a ,zaszlos moddszer” eredményeinek
hatterében?

Hogyan valtozik a tanar szerepe, feladata a ,,zaszl6s modszer” bevezetésével?

Milyen konzekvenciakat fogalmazhatunk meg a tanarképzéssel kapcsolatban?

A kutatas hipotézisei

Alaphipoteézis

Az egybevagosag, illetve az egybevagosagi transzformaciok szemléltetésére, a
transzformalt kép eldallitasara, valamint bizonyos, az Oskép rekonstrukcidjara szolgalo
eljarasok zavarokat okozhatnak néhany alapveté geometriai fogalom, példaul az
»egybevagosag”, ,,szimmetria”, ,transzformaci6” fogalmak kialakulasaban.



* A ,zaszlés moddszer” egy olyan szemléltetés, illetve eljards, amely gyerekek altal is
konnyen végrehajthato; matematikailag legitim, tehat az altala indukalt fogalomképzet
semmilyen részletében nincs ellentmondésban a matematikai (hattér-) elmélettel;
ugyanakkor Osszhangban all a tanulaspszichologia fogalomépitésre,
fogalomreprezentaciora, szemléltetésre vonatkozo elméleteivel is.

Részhipotézisek
A ,,zasz10s modszer” segitségével

» folyamatosan, torés nélkiil épithetjiik (tobbek kozott) a transzformdcio, egybevagosag,
szimmetria, fliggvény, halmaz fogalmat;

* parhuzamosan fejleszthetjiik ezeknek a fogalmaknak a jobb és bal agyféltekés
komponenseit;

» kikiiszobdlhetiink néhany gondolkodasi hibat, amit a pontatlan szemléltetés és a korzos-
vonalzods szerkesztések tulsulya a nem verbalis szinten eredményez;

* komoly segitséget adunk a tanuloknak a deduktiv gondolkodas felé vezetd titon;
* egyarant hatékonyan fejleszthetjiik a tehetséges és kevésbé tehetséges gyerekeket;

» atjarhatobba valik a kapcsolat az egyetemi és az iskolai geometria kozott, kdnnyebbé
valik az ismeretek transzferalasa.

A kutatas folyamata
A kutatasom az alabbi f6 iranyokban folyt és folyik:
« atranszformaciodtanitas irodalmanak megismerése

Itt els6sorban a magyarorszagi vonatkozasok érdekeltek. Utdnanéztem, hogyan jelent meg a
transzformaciok tanitdsa a tantervekben, tankonyvekben, didaktikai tanulmanyokban. A
transzformaciotanitds csirdit sikeriilt még egészen korai, az 1900-as évek elején késziilt,
tankonyvrészletekben is megtalalni. A téma szempontjabodl az 1960-as évek fordulata kiilondsen
érdekes volt, amikor a transzformaciokra alapozott geometria-tanitds gondolata nemzetkdzi
szinten aktualis témava valt (Jaglom, 1962; Jaeger, 1966), ugyanakkor kivald6 magyar
matematikusok, didaktikai szakemberek és gyakorld pedagogusok egész sora foglalkozott nagyon
komolyan ezzel a témaval, és alakitotta ki a maig él6 ,,magyar hagyomanyt” ezen a teriileten.
Ezekkel a kérdésekkel a dolgozat 4. fejezetében (Transzformacio-tanitasi modszerek32. o.)
foglalkozom részletesen.

* a transzformdcidtanitds iskolai gyakorlata és a megfeleld matematikai elmélet kozotti
kapcsolat atgondolasa

A taneszkozoket vizsgalva gy talaltam, hogy egy bizonyos szint felett ez a kapcsolat nagyon
gondosan at lett gondolva, ki lett dolgozva. Az alapvetd fogalmak szintjén azonban — itt
els6sorban az egybevagosag és transzformacio-fogalomra, valamint az egybevagosagi
transzformaciok invarians tulajdonsagaira gondolok — nem sikeriilt olyan megoldast talalni, ami
idealis lenne mind a matematika, mind a didaktika szempontjabol.

Engem a dolgozatomban éppen ez a kevéssé kidolgozott szint érdekel, az itt keletkezo
szemléletes, nem verbalis, nem definialt fogalomak, ezek kapcsolata a tiszta matematikai
fogalommal.

Mivel az egybevagdsag fogalma a geometria kiilonbozé axiomatikus felépitéseinek koézépponti
kérdése, ezért utanajartam a kiilonféle modszertani megkdzelitések mogott meghuzodo



axiomatikus vagy axioma-kozeli elméleti allitisoknak. Hajos axiomarendszerét az iskolai tanitas
szemszOgébol kiilondsen fontosnak talaltam.

A 2.1 szakaszban (Matematikai hattér 9. o.) Osszefoglalast adok mindarr6l, amit ebben a
témakorben a témam szempontjabol fontosnak gondoltam.

» atanulaselméletek fogalomalkotassal kapcsolatos eredményeinek a megismerése

Bar ezeknek a kutatasoknak jelentds része a — a dudl-kod elmélet, a concept image, a procept
fogalma, stb. — az 1900-as évek els6 kétharmadaban nem volt ismert, a cselekvés, a szemléltetés
fontossaga elfogadott didaktikai alapelv volt a korszak minden halad6 szellemii pedagogusa és
didaktikatudosa szamara. Fontos eszkoznek gondoltdk a fogalomépités kezdeti stadiumaiban,
annak a célnak az elérése érdekében, hogy segitse a diakokat eljutni egy tiszta, absztrakt
fogalomig. Azt azonban csupan a késébbi vizsgalatok vilagitottak meg, hogy fogalmainknak a
»tiszta, absztrakt tudas”, — a logogenek (Paivio, 2006) — csak egyik komponense, emellett rejtve,
ott van egy masik oldal is, — az imagenek vildga — mely nem tudatosul, de hat a
gondolkodasunkra. Segiti, ha Osszhangban van a formalis ismeretekkel, stlyosan gatolja, ha
ellentmondasban van velilk. Ami azt jelenti, hogy a cselekvéshez, szemléltetéshez hasznalt
eszk6zok jelentOsége sokkal nagyobb, mint korabban gondoltuk. Megvalasztasuk perdontd
hatassal lehet a matematikai gondolkodas alakulasara.

A 2.2 szakaszban (Tanulaspszichologiai és didaktikai hattér 15. 0.) 0Osszefoglalom a dolgozatom
szempontjabol alapvetdnek gondolt elméleti didaktikai és modszertani elveket.

* az elébb felsorolt vizsgalati eredmények Osszevetése a ,,zaszlos modszerrel” és a ra épiilo
transzformacidtanitasi koncepcioval.

Dolgozatom elsédleges célja annak megvizsgalasa, hogy indokolt-e a szemléltetés szokésos
modszereinek megvaltoztatdsa, és hogy mennyiben tamasztja ald a matematikai és didaktikai
elmélet a zaszl6s modszer alkalmassagat.

A vizsgalatok eredményei

« A kiilonb6z6 transzformaciotanitdsi modszerek Osszevetése a fogalomalkotas

srer

Az elméleti eredmények sokoldalan igazoljak, hogy a tanulas nem verbalis, jobb agyféltekés
gondolkodast erdsen érint6 elemei, a targyi tevékenységek és a szemléletes tapasztalatok nagyon
fontos részét képezik a fogalomalkotasnak. fgy donté jelentdsége van annak, hogy az altaluk
kozvetitett nem verbalis képek tdmogatjak-e az absztrakt fogalmat és ezen keresztiil az elvont
matematikai gondolkodast, vagy éppen ellenkezéleg, tartalmaznak-e ellentmondast a szabatosan
definialt fogalommal. Ez utobbi esetben a fogalomcsirdk konfliktus-faktorokka valnak és
blokkoljak az érintett fogalmak helyes kialakuldsat.

Ezen eredmények szem elott tartasdval elemeztem a transzformalt kép eldallitasara szolgald
eljarasokat ¢és megallapitottam, hogy a modszertanilag nem kovetkezetesen atgondolt
szemléltetés, illetve a korzds-vonalzds szerkesztések életkornak és fogalmi fejlettségnek nem
megfeleld egyeduralma kiinduldpontja lehet a hibas fogalomképzetek kialakulédsanak.

Egyik f6 hibaforras, hogy a mozgatassal vald szemléltetés hagyomanyos modjaiban a mozgas
palyaja kotott (a tengelyes tiikrozésnél rogzitett a tengely, forgatasnal a forgdscentrum, stb.). A sik
egybevagosagairdl kialakitott szemléletes képzet ezért elsdsorban az egyes pontoknak a mozgatas
soran leirt palyajahoz kotodik. Ez azonban ellentmondasban van a szabatos definicioval, miszerint
két transzforméacio ekvivalencidja csupan a pontok kezd6 és véghelyzetének megegyezésén mulik.

Masik fontos és gyakori hibaforras a transzformalt képnek szinte kizardlagos korzds-vonalzos
szerkesztése. Ez egyrészt nehézkes, pontatlan és korlatozott eljards, amellyel csak néhany



specialis alakzat képe allithatd eld, masrészt egyes pontok Kkitiintetett szerepet kapnak az
eljarasban, példaul a szakaszok végpontjai, sokszogek csticsai, korok kdzéppontja, stb. Emiatt sok
esetben nem az Osszetartozé pontokra, egymasnak megfeleltetett, illetve szimmetrikus alakzatok
Osszetartoz6 részleteire iranyul a figyelem. Ennek kovetkeztében nem alakul ki globalis
szemléletes kép az egybevagdsagrol (a transzformaciorol).

Az elmélettel torténd Osszevetés azt mutatta, hogy a zaszlos moddszer nem indukal sem
kompromisszumokat, sem potencialis konfliktusfaktorokat. Olyan eszkozt ad a tanar és a gyerek
kezébe, mely egyszerre 6sszhangban van a benniik ¢I6 intuitiv egybevagdsag-fogalommal és a
szabatos matematikai felépitéssel. Az eszkozt mindaddig érdemes hasznalniuk, amig az
egybevagosaggal kapcsolatos matematikai elmélet annyira kiépiil a gondolkodasukban, hogy ezt
sziikségtelenné teszi, de a késébb is kényelmesen visszanyulhatnak hozza, ha valamilyen zavar
tamad a fogalomépitésben.

A matematikai elmélettel Osszhangban, ,,zaszl6s modszer’alkalmazasa soran, mind a térbeli
mozgés, mind az azt szemlélteté mozgatas megadasaban csupan a kezdd és véghelyzet szamit. A
mozgatds sordn nincs korlatozads, a sik egybevagosagait a térbe beagyazva, elemi
mozgasélményként érzékelik a gyerekek.

Paivio duél-kéd elmélete szerint az eljarasok — targyi tevékenységek, szemléltetések — kettds
kddja akkor segiti hatékonyan a tanulast (kiilondsen gyengébben teljesitd gyerekek esetében), ha
azok megismerésére, begyakorlasara és alkalmazasara elegendd idot biztositunk. A ,,zaszlos
modszer’-ben a transzformalt képet eldallitdo eljaras, egyszeri és nem korlatozodik diszkrét
pontokbdl, egyenesekbdl és korokbdl felépithetd alakzatokra. Igy nincs akadalya, hogy a
gyerekek annyit hasznaljak az eszkozt, €s olyan helyzetekben, amennyire és amikor annak
sziikségét érzik. Igy béséges — nem verbélis — tapasztalatanyagot szerezhetnek a kiilonbozé
egybevagosagi transzformaciok mitkodésérol, tulajdonsagairdl, a szimmetrikus alakzatokrol, azok
Osszetartozo részleteirdl.

* A deduktiv gondolkodas fejlesztése

A szemléletnek és az elméleti ismereteknek ez a szoros Osszekapcsolasa lehetévé teszi egyszeri
érvelések alkotasat, szimmetrian alapuld kovetkeztetések levonasat. igy a gyengébb képességii
gyerekeknek is komoly segitséget adunk a deduktiv gondolkodas felé vezetd tuton, Oket is el
tudjuk juttatni a geometriai gondolkodds magasabb szintjeire. Ugyanakkor a szemlélettel is
megalapozott egybevagosagfogalom — mint példaul otthonossdg a szimmetrian alapuld
okoskodasokban — jelent0s szerepet jatszhat a tehetséges gyerekek feladatmegoldo készségének
fejlesztésében.

» Kapcsolat a matematika elmélettel:

A ,,zaszlos modszer” Hajos mozgasi axiomdinak kozvetlen implementacidja az iskolai
matematika szamara. Az erre alapozott egybevagdsag-, illetve transzformacidéfogalom torés nélkiil
¢épitheto az iskolatol az egyetemig.

Konzekvenciak

A téma irodalmanak atfogd elemzése egybehangzdoan igazolja azt, hogy a transzformacio-
tanitasban a transzformalt kép szemléltetésére és eldallitdsara hasznalt eljarasok megvalasztasa
erds — kedvez6 vagy karos — hatassal van a fogalomalkotasra. A matematikai és didaktikai elmélet
alatamasztotta, hogy a mozgassal vald szemléltetésnek lehetnek veszélyei. Az elemzés azt is
alatamasztotta, hogy a geometriai mozgas zaszlokkal valo megadasa olyan, nem-verbalis
fogalomképzetek kialakitdsat eredményezi, amelyek Osszhangban vannak az absztrakt
fogalmakkal, s amelyekre alapozva a gyerekek tudasa és geometriai szemlélete is hatékonyan
fejleszthetd.



Az ismertetett eredmények felvetik annak sziikségességét, hogy a pedagogusok és a tanarjeldltek
mélyebben megismerkedjenek a mozgasfogalomnak a transzformdciotanitdsban betoltott
szerepével, matematikai és didaktikai hatterével.

A probléméak egy masik tipusa a pedagogusok bedllitodasa, a konkrét-manipulativ szintil
fogalomépitéstdl és a tartdos eszkozhasznalattol valo, gyakran tapasztalhatd idegenkedés. A
masolopapirt sokan nem tekintik igazi matematikai eszkdznek, legfeljebb motivacios értéket
tulajdonitanak neki, hasznalatat idépazarlasnak, jatéknak tartjak, a transzformalt kép eldallitasara
csupan a korzoét €s a vonalzot fogadjak el legitim eszkozoknek. A zaszlés modszerre épiild
tananyagot kiprobalod tanaraink korében ez a nézet — néhany elszort kivételtdl eltekintve —
megvaltozott, amint a fliggelékben idézett vélemények ezt hiven tiikrozik.

A vizsgalatok sordn fontos problémaként jelentkezett a sik szerepének tulsagos hangsulya. Ezen a
teriileten sziikség van a tananyag, tanterv €s a szemléltetés tovabbi finomitasara, a sikbeli és
térbeli egybevagosagok Osszekapcsolasanak szemléletes, a gyerekek szamara megkdzelithetd
feldolgozasara.

A moédszernek maganak is vannak tovébbfejlesztendd részletei.

Célszerli lenne olyan oktatast segitd programok kidolgozasa, melyek egy sikbeli zdszloparral
megadott mozgés esetén lehetévé tennék a sikban elhelyezkedd alakzatok térbeli mozgatasanak
szamitogépes szimulalasat is.

Fontos lenne tobbet foglalkozni a tér egybevagodsagainak a szemléltetésével. Mélyebben
ravilagitani a sik és tér egybevagosagai kozott az analogidkra és a kiilonbozoségekre.

Ehhez sziikséges lenne a sikbeli eszkozok megfeleld térbeli valtozatainak kidolgozasa. Példaul
helyettesithetnénk a zaszloval ellatott atlatszo papirt, mely az elmozgatando alakzatot magaval
viszi, egy mereyv, atlatszo lappal, melyhez hozzaerdsithetjiik az elmozgatando térbeli alakzatot.

Ennek hatranya, hogy csak olyan alakzatok mozgatdsara alkalmas, mely a mozgast megado zaszlo
sikjahoz van rogzitve.

Ezt a problémat kikiiszobolhetnénk a szamitogép segitségével. Az elébb vazolt oktatoprogramot
alkalmassa lehetne tenni térbeli alakzatok mozgatasanak szimulalasara is. Természetesen, ekkor a
mozgathato félegyenest €s hatarolt félsikot — vagyis a mozgathatd zaszlot — ki kellene bdviteniink
egy, valamelyik hatarolt félteret is jelz6 egyszerii objektumma.

Kulcsfogalmak

geometriai transzformaciok; egybevagdsag; szemléltetés, reprezentacio; procept; fogalomépités;
fogalomképzet; axidomarendszer; szimmetria; tanulaselméletek; tankonyviras; tanarképzés.



Reasons behind the choice of the topic

There is “strong disagreement about the aims, contents and methods for the teaching
of geometry ...”.(Villani et al. 1996)

Why and how should we teach geometric transformations? — this is a question which appears
quite frequently on international didactic forums, sometimes in extreme forms. It was one of the
questions posed by Villani (1996) before the 1966 ICMI conference. Answering that question
quite a few authors argue for the introduction or for the strengthening of teaching transformation
in the schools — for example Frantisek Kurina (1995) in Czech Republic, Nicolina Malara (1995)
in Italy, George Malaty (1995) in Finnland, Gary Martin (1995) in the US. However their
conceptions strongly disagree with each other in many ways.

My dissertation deals with the situation in Hungarian schools — the different opinions about these
questions and the different methods of teaching isometric transformations.

Transformations were taught in the secondary schools in Hungary since the beginning of the 20th
century. From that time we can find some details of this topic in the secondary textbooks. In the
reform of the 1970's this topic became part of the elementary education as well.

I started to investigate this topic because, while teaching geometry to college students, I
frequently met some mistakes connected to the foundations of the concept of transformations. The
nature of these mistakes was quite unclear for me and, although it was easy to correct them
superficially, I found it hard to set them really right. I describe some such examples in
Section 3.1 Disturbances in

concept building p. 25)

Trying to understand these mistakes and looking for the reasons behind them I found that these
types of misconceptions probably originate in the methods used for the demonstration of the
isometric transformations.

In all of the investigated teaching materials there seems to appear a dilemma about the foundation
of the concept of congruence and the isometries: whether to base them on the notion of moving —
which is not precise enough but natural for the children — or on abstract definitions and correct
theorems. On the elementary level demonstrating the isometries by moving is unavoidable in
order to show the invariance of distances, angles, etc. There are some methods where these
demonstrations are gradually connected with a correct mathematical foundation and there are
some others as well, where demonstrating is absent or stops very soon. In most of the teaching
methods only ruler-and-compass constructions are used for creating the transformed shape.

In Hungarian teacher training, the book of Gyorgy Hajos: “Introduction into geometry” is quite
generally used both in colleges and at universities. In this book motion is an exact concept, based
directly on axioms. Unfortunately the notion of moving, the students met earlier is usually very
far from the concept given in the axiomatisation of Hajos.

These experiences were the main starting points in the decision trying to find a method which is
in accordance with the everyday experiences and with the thinking level of children in the
elementary and secondary schools and at the same time with the abstract theory of geometry.

Previous work

During my investigations I came across the book of P. Collier: Geometry for teachers. In this book
I found a technique for demonstrating axial reflection which was in one little detail essentially



different from any other ones I had met earlier. I present this method in detail in the Secction 4.4
(An English method of teaching transformations p.38)

The first step in the solution of the problem described above was when I realised that the method
used by Collier for the construction of the reflected image can be reconciled with the axioms of
move in Hajos's axiom-system. This finding made me able to use Collier's method as a starting
point and after years of developing it further and experimenting with it in schools I managed to
work out a process which was in accordance both with my mathematical expectations and with
my didactic aims.

The mathematical basis of this process is that we can view the isometries of the plane as special
cases of geometric moves in the space. In Gydrgy Hajos's axiom-system the geometric moves of
the space are specified using two corresponding “flags” (a half-plane with a given ray on its
boundary). In the process used for the demonstration of the isometries of the plane we move one
(white) flag into another (black) flag which is of the same size and shape. During the practical
implementation of this procedure the original plane (the flag) has to be duplicated in order to save
the “reference”. Therefore in the process of producing the transformed image of a shape first we
make a copy of the shape together with the white flag (duplicating both of these) on a tracing
paper, lift the tracing paper and (moving it along an arbitrary route) lay it down so that the white
and black flags match. I will refer to this process as the “flag-method”.

An experimental textbook for secondary schools (Szeredi, Torok, 1981) was the first printed
result of the theoretical and practical investigations. This book was rejected by most of the
secondary school teachers. But some elementary school teachers became interested in it and
started to use the method on primary and comprehensive level as well. For example Kovacs
Csongorné was one of the first teachers who started to teach the isometries with the “flag-
method” and enriched my previous work with a lot of new experiences and ideas. | wrote with her
— after many years of polishing the original version — the chapters about geometric
transformations in two textbooks and in the corresponding teacher guides (Kovacs, 1996;
Csahoczi, 2002).

Draft versions of these books were the subject of an experimentak evaluation by 100 teachers
participating in an in-service course. Their opinion was built into the final version of the material.
In the Section 3.2.2 (School experiment p. 30) I give more details about this experiment.
Currently the book is used by 15-20% of the age group concerned.

More recently in the materials developed in the framework of Sulinova orihect the teaching of
isometries of the plane is based on the “flag method”, both in the elementary and in the secondary
program packages.

Aims of research

The primary aim of my dissertation is a broad analysis of the “flag-method” taking into account
the latest results of the didactic theories.

To perform this analysis several interlinked tasks have to be carried out.

+ A detailed survey of documents dealing with the teaching of transformations, in order to
clarify where and in what way is the “flag-method” different from the methods used
earlier. The manipulative activities and other ways of demonstration are in the focus of
these studies.

« The investigation of the literature of the psychology of learning about concept building,
concept representation, demonstration, and consideration of the mathematical areas
connected to the notion of congruence and generally to transformations. My aim is to
confront the different conceptions of the teaching of transformations with these



theoretical findings, with special emphasis on the role of different kind of representations
played in concept building.

Methods of research

To achieve the aims described above I applied the following methods:

I analyzed several ways of building up synthetic geometry, especially the concept of
congruence and of transformation. In the Chapter 2 I describe in detail three axiom-
systems in the 2™ chapter, which, I believe, are implicitly present in the background of the
school-geometry in Hungary.

I studied the psychological and didactical literature of concept building and of handling
potential disturbances in the development of these concepts.

I made a survey of the history of teaching transformations in Hungary by investigating
curricula, teaching materials and methodological and didactic studies of the last 100
years.

I studied in details the recently used conceptions of teaching transformations with special
emphasis on the “flag method”.

I collected and analysed the mistakes — made by my college and university students —
connected to the concepts of congruence and of transformation.

Main research questions

The central question of my work is on one hand the didactic investigation of handling of the
isometries of the plane as moves of the space and on the other hand the methodological
investigation of the role different kinds of demonstrations of movement play in the teaching of
isometries. This general question contains many more special questions:

.

Which are those early, everyday experiences, mental images, we can build on later while
teaching isometries?

What is the role of demonstration in the building of the concepts connected to the
isometries?

What is the role of the processes used for the creation of transformed images
(movements, ruler and compass constructions)?

What kind of misconceptions can occur in the process of building the non-verbal, mental
images of these concepts?

From these mistakes which ones are especially affected by the way of demonstration or
by the choice of the method of construction?

Can the “flag method” be used successfully in teaching isometries and transformations?
What kind of general didactic theories stand in the background of its success?

How the role and the task of the teachers changes with the introduction of the “method of
flags™?

What are the consequences of the above issues with respect to teacher education?

The hypotheses of the research

The main hypothesis
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+ Certain kind of processes — used for demonstration of the isometries, for creation of
transformed, congruent images and for reconstruction of the original shape — may cause
disturbances in the building of some concepts, like “congruence”, “symmetry”,
“transformation”.

« The “flag-method” is a kind of demonstration and a kind of process that can be carried
out easily by children and is mathematically legitimate at the same time. It is in all details
in accordance both with the mathematical (background) theory and with the theories of
the psychology of learning concerning concept building, concept representation,
demonstration.

Smaller hypotheses
With the help of the ,,flag method”

1. alot of important concepts — such as transformation, congruence, symmetry, function, set,
etc. — can be developed continually;

2. the left and the right hemisphere components of these concepts can be developed in
parallel;

3. some misconceptions, created in the non-verbal part of concept images by inappropriate
demonstrations and by the overwhelming use of the ruler-compass constructions, can be
eliminated;

4. we can give a substantial support to the students on their way towards deductive
thinking;
5. we can efficiently develop both the talented and the less able students;

6. the connection between mathematics on university level and school mathematics
becomes more permeable, transfer of the mathematical knowledge made easier.

Process of research

The main components of the process of my research are the following:

11

* studying the school materials of teaching transformations

It is the Hungarian teaching I am mainly interested in. I looked up curricula, textbooks,
didactic studies to see how they deal with the teaching of transformations.

I could find the seeds of teaching transformations in quite old textbooks, used at the beginning
of the 1900's as well. There was a revolutionary time period in the years around 1960, which
was especially interesting for me. At that time the idea to build geometry teaching on
transformations became topical on international level (Jaglom, 1962; Jaeger, 1966), and in
Hungary a lot of excellent didactic experts and practising teachers were deeply engaged in this
topic, and generated the “Hungarian tradition” in that area, still strong in the teaching practice.
Chapter 4 deals in detail with these findings.

* comparing the teaching practice and the mathematical theory of congruence and of
geometric transformations.

Inspecting the teaching materials I found that above a certain level the mathematical theory of
geometric transformations is taken very seriously into account. At the same time on the level
of basic concepts — like the concept of congruence, geometric transformations and the
invariance properties of isometries — in most of the cases the connection between the theory
and the practice is far from ideal.



This is the level which I was mainly interested in during my research, the non-verbal, non-
defined concepts created on that level and their connection with the pure mathematical
concepts.

Because the concept of congruence is a central element in different axiom systems I tried to
investigate the implicit theorems — axioms or basic statements standing behind it. From the
viewpoint of geometry teaching I found Hajos's axiom system particularly relevant.

In Section 2.1 (Mathematical background ... p) I summarize the topics that I found relevant to
my research.

« summing up the results of the theorems of learning, connected to the building concepts

Although a substantial part of these results — the theory of dual-coding, the notions of concept
image, procept, etc. — have not existed yet in the first two-thirds of the last century, the
importance of action and demonstration were well known and accepted principles amongst
teachers and researchers of didactics. They thought them to be important tools in the
introductory phase of the concept-building to help students to create clear, abstract concepts.
However it was not clarified yet, that “clear, abstract knowledge” — the logogens (Paivio,
2006) — is only one component of our concepts, there exists a hidden part of them — the world
of imagens — which is not concious, but have great effect on our thinking. Imagens help a lot,
if they are in agreement with the formal knowledge, and they can become huge obstacles if
they are in conflict with it. That means that the importance of the materials used in activities
and demonstrations is much greater than we thought before, they can play a crucial role in the
formation of mathematical thinking.

In Section 2.2 (Psychological and didactic background ... p) I give a summary of these
didactic and methodological principles.

e evaluating the “flag method”, and the approach to teaching transformations based on the
“flag method”, against the mathematical and didactic results listed above.

The most important goal of the present work is to prove that it is reasonable to change the
customary methods of demonstrating isometries, that both the mathematical and didactic
theories support the suitability of the ,,method of flags”.

Results

The literature justifies that suggestive experiences, such as manipulations and other activities
(affecting the non-verbal elements of learning and thinking) constitute a very important part of
concept building. Therefore it is a crucial point whether the non-verbal images produced by them
support the abstract notion or, quite on the contrary, they contain elements inconsistent with the
correct, verbal definition of the abstract notion. In the latter case these may become conflict-
factors, and hinder the proper building of connected concepts.

Keeping these results in mind I analysed the methods of demonstrating the isometries and the
processes used for the creation of transformed images and ascertained that they may become
sources of incorrect concept images.

In the traditional ways of demonstrating isometries by moving, the track of movement is restricted
(the axis is fixed in case of axial reflection, the centre is fixed in case of rotation, etc. Therefore
the image of the isometries of the plane becomes closely connected to the track the points follow
during the movement. This is in contradiction with the correct definition, as the equivalence of
two transformations depends only onstarting and final positions of the points being the same.

Creating the transformed image by ruler and compass is an inconvenient, incorrect and limited
process: usable only in case of a few, special shapes at the same time certain points are handled in
a distinctive way (for example end points of line segments, vertices of polygons, centres of
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circles, etc.). As a consequence in many cases very little or no attention is paid to the
corresponding details of the shape and the image, restraining the creation of a global image of the
congruence (the isometries).

Confrontation of the “flag method” with the relevant theory of learning shows that it does not
induce neither compromises nor potential conflict-factors.

The “flag method” gives a tool to the teachers and to the students which is in accordance both
with the intuitive congruence concept of young children and with the correct congruence concept
of mathematics. This tool can be conveniently used until the establishment of the exact
congruence concept moreover it is easy to come back to it in case of any disturbance in the
concept building.

The spatial move and the movement demonstrating a transformation is defined only by giving the
starting and the final positions — this in full accordance with the precise mathematical theory.
There is no limitation in carrying out the movement of a shape into its transformed image. The
children perceive the isometries of the plane embedded into the space, as elementary experiences
of movement.

According to the theory of Paivio dual-code of processes — manipulations, activities,
demonstrations — help efficiently the learning only (especially with low ability children), if there
is enough time for getting acquainted with these, exercising and practising them.

In case of the “flag-method” the process used for the creation of the transformed image is simple,
not limited to shapes consisting of line- and circle-segments. So the children can use this tool in
all cases and at any time wherever or whenever they need it. This way they can get abundant —
non-verbal — experiences about the working and the properties of the isometries of the plane,
about symmetrical shapes and about their corresponding details.

The close connection between the practical experiences and the theoretical knowledge makes
possible the creation of simple deductive symmetry based reasonings. So we can give efficient
help in the creation of deductive reasoning, in achieving higher levels of spatial thinking — to the
less able children as well — and at the same time efficiently develop the problem-solving abilities
of the more able ones.

The “flag-method” is a straight implementation of the axioms of move in Hajos's axiom-system
for school-teaching purposes. The congruence concept, based on this method can be built further
from the elementary school up to the university level.

Perspectives

The importance of the concept of moves and the role they play in the teaching of transformations
is not always accepted amongst teachers. The results described above raise the necessity of
making teachers and trainee teachers acquainted with the deeper mathematical and didactical
background of geometric moves.

A different kind of problem is the negative attitude of quite a lot of teachers towards using
activities, or manipulative tools in teaching for a longer time. Many of them does not accept
tracing paper as a legitimate mathematical tool, in the best case they value it as a motivating tool,
for them it is rather a toy, they feel that using it for a longer period is a waste of time. Only the
ruler and the compass are accepted by them as legitimate tools. (This opinion changed — with a
few exception — amongst the teachers in a teaching experiment where the transformations were
taught using ,,flag method”.) Working out software where the computer would simulate the moves
of planar shapes given by a pair of flags could be a help in changing this negative attitude.

An important problem of the “flag-method” itself is that it puts excessive emphasis on the plane.
There is a need of further refinement of the content of teaching and the methods of demonstration.

13



It would be important to deal more with the demonstration of the spatial isometries, to create a
closer connection between the isometries of the plane and the space, to give more attention to the
analogies and to the differences between them.

It would be very useful to create somehow the spatial version of the “flag method”.

Keywords

geometric transformations; congruence; demonstration; representation; precept; concept-building;
concept-image; axiom-system; symmetry; theory of learning; textbook-writing; teacher training.
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