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1. El6zmények, motivacié és célkittizé-
sek

Disszertacionk célkittizése harmas. El6szor is, a Finsler-
nyalabokon torténd Lie-derivalés kalkulativ apparatusanak (rész-
ben Gjnak mondhato) kidolgozésa. Mésodszor, ennek a Finsler-
tipusu Lie-derivaltnak az alkalmazasa (kombinalva egyéb tech-
nikdkkal) a spray-sokasagok gorbiileti kollineaciéinak tanulmé-
nyozasara. Harmadjara, Finsler-sokasagokon adott projektiv és
konform (specilisan homotetikus és Killing) vektormezsk vizs-
galata, kiilonos tekintettel a kozottiik fennalld kapcsolatokra.

A maér emlitett ,,geometriai” vektormezsk elméletének hatal-
mas irodalma van. Mike Crampint idézve: ,,A sprayk és Berwald-
konnexidk transzforméacios elmélete a miilt szdzad kozepe tajan
volt divatos — Yano ,, A Lie-derivaltak elmélete és alkalmazé-
sai” cimd konyvének ([34]) VIII. fejezete kivalo attekintést ad
a kutatasok &allasarol 1957-ben — azonban mara kiment a divat-
bol; a témat nemrégiben Lovas Rezss elevenitett fel [17]. Egy
mezése nem teljesen magatol értet6ds, mert a Berwald-konnexio
egy visszahuzott (un. pull-back) nyaldbon van definialva (tényle-
gesen egy érintényalab visszahtizottjan). Ugy érezziik, hogy egy
ilyen visszahizott nyaldbon adott szelés Lie-derivaltjanak fogal-
mat még nem tették olyan gondos geometriai vizsgalatok tar-
gyava, mint amilyenre raszolgél. " (Lasd a [8] bevezetését; meg-
jegyezziik, hogy itt az utalasok — [17] és [34] — szamozasaban a
Disszertacié irodalomjegyzékét kovettiik.) Crampin és Saunders
az imént idézett cikkiikben megkisérelték ezt a hianyt potolni —
és ezt mi is folytatjuk ebben a Disszertécidéban.

A torténeti gyokerekhez visszatérve, megemlitjiik, hogy mar
Yano is idézi monografidjaban Soos Gyula ,,Uber Gruppen von
Affinitdten und Bewegungen in Finslerschen Rdumen” cimt fon-
tos cikkét ([27]). A kovetkezs két évtized fontosabb fejleményei-
r6l R. B. Misra 1981-ben irt, 1993-ban atdolgozott és aktua-
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lizalt cikkében ([23]) talalhatunk egy jo attekintést. Matsumo-
to a Finsler-konnexiok altala kidolgozott elméletét hasznalva
egy kétrészes dolgozatdban ([19], [20]) vilagosabba tette és ki-
javitotta Yano [34] néhany korabbi eredményét. A modern (és
relative modern, részben tenzor kalkuluson alapuld) irodalom-
bol, Lovas Rezs6 munkajan kiviil, H. Akbar-Zadeh és J. Grifo-
ne cikkeit érdemes megemliteniink ([2], [3], [12], [13]). Grifone
szisztematikusan alkalmazza a ,,7pp : TTM — TM érinténya-
1ab formalizmust" , kombinalva a vektorértéki differencialfor-
mak Frolicher—Nijenhuis kalkulusaval. Lovas a ,pull-back forma-
lizmust" hasznélva fogalmazza meg és bizonyitja eredményeit.
Jelen Disszertacié sok tekintetben Grifone és Lovas munkéjé-
nak folytatasa. Az elmélet nagyobb része az érintényalab vissza-
huzottjan keriil kifejtésre, de kiemelt szerepet jatszanak benne
az érintényaldb-geometria fogalmai és eszkozei is, beleértve a
TM-en adott vertikalis kalkulust. Kétfajta Lie-derivalttal dol-
gozunk: az egyik a sokasagok tenzor-algebrajan adott klasszikus
Lie-derivalt, mig a masik a Finsler-vektormezsk vetithetd vek-
tormezdk szerinti Lie-derivaltja. (Kideriil, mint ahogy az varha-
t6 is, hogy ezek szoros kapcsolatban &allnak egymaéssal.) Sziiksé-
glink van a Finsler-nyaldbokon adott kovarians derivaltak Lie-
derivéltjara is, melyet abban az értelemben hasznélunk, ahogy
az [17]-ben bevezetésre keriilt. Disszertacionkban definialjuk egy
‘H Ehresmann-konnexié Lie-derivaltjanak a fogalméat is, ami le-
het6vé teszi, hogy sz6lhassunk H-Killing vektormezdkrdl.

Azt mondjuk, hogy egy M sokasdgon adott X vektormezd
gorbiileti kollinedcidja egy M folotti spray egy C gorbiileti ada-
tanak, ha £Lx<C = 0, ahol X az X vektormez§ teljes liftje és L x-<
az X° szerinti Finsler-tipusa Lie-derivalt. A gorbiileti kollineéci-
ok fontos szerepet jatszanak a klasszikus térid6k geometriajanak
és fizikdjanak tanulmanyozéasa soran; ebben a téméban utalunk
G. S. Hall kivalo konyvére ([14]), f6leg annak utolso fejezetére. A
Disszertacionkban spray-soksagok kontextusaban elvégzett ilyen
jellegt vizsgélatok tudomasunk szerint teljesen ujak.



2. Az értekezés tartalma és 1) eredmé-
nyei

2.1 Jelolések és hattérismeretek

Annak érdekében, hogy Disszertdcionk kénnyebben
olvashatd legyen, az I.részében (2-7. fejezetek) dssze-
gyigtottik azokat a hdttérismereteket, amelyekre a to-
vabbi fejezetekben végig tamaszkodunk. E helyen eld-
sz0r is ennek az eldkészitd szakasznak adjuk egy révid
dsszefoglaldsadt.

2.1.1 Legyen V egy R gytrd folotti modulus és legyen k € N.
A VF - R (ill. VF — V) k-linedris leképezések R-
moduluséra a Ty (V) (ill. T}t (V)) jelolést hasznaljuk; Ty (V) := R,
T4(V) :== V. Ekkor Ty (V) =: V* a V modulus duélis modulusa,
TE(V) =: End(V) pedig V endomorfizmus gyfirtje.
2.1.2 M-mel mindvégig egy n-dimenziés sima sokasdgot jelo-
liink, ahol n = 1 vagy n = 2. C*°(M) az M sokasag sima fiigg-
vényeinek gytrtje, X(M) az M folotti vektormezsk C°(M)-
modulusa. Alkalmazzuk a

Ti(M) = Tp(X(M)),  Ti(M) = Ty (X(M)),

A (V) :={a € Tp(M)| « alternald},

AL(M) := {3 € TL(M)| Balternalo}
jeloléseket. Ekkor A(M) := @p_gAk(M) az M sokasag Grass-
mann algebraja. Megallapodunk abban, hogy Ax(M) a 0
modulus, ha k negativ egész. Egy D R-lineéris transzfor-
maci6 r-edfoka (r € Z) gradalt derivacioja A(M)-nek, ha
D(Ax(M)) C D(Apqr(M)) és

D(anpf) = (Da)AB+(—1)*""aADB; a € Ax(M), 5 € AM);

itt az A szimbolum ékszorzatot jelol. A Grassmann algebra
klasszikus gradalt derivacidi az ix helyettesitési operator, az Lx
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Lie-derivalt (X € X(M)) és a d kiils6 derivalt; ezek foka rendre
1,06s 1.

2.1.3 Az M sokasig érintényalabja 7: TM — M, a hasitott
érintényalabja 7: TM — M. Az utébbinal TM az M sokasag
nemzérus érintévektorai alkotta nyilt részhalmaza T M -nek, 7=
7 [ TM. Egy ¢: M — N sima leképezés derivaltjat ¢, jeldli,
ez TM-et TN-be képezi le. Egy T'M-en (vagy T M-en) adott £
vektormezd vetithets, ha van olyan X vektormez& M-en, hogy
T« 0& = X o 7. Ha specidlisan 7, 0 £ = 0 o7, ahol 0 € X(M) a
zérus vektormezd, akkor -t vertikalisnak mondjuk. Hasznaljuk
az

Xproj(TM) :={§ € X(TM)| £ vetithets},
X' (TM) :={£ € X(TM)| & vertikalis}.

jeloléseket.

2.1.4 Legyen f € C*®(M), X € X(M). Ekkor fY:= forT az f
fiiggvény vertikalis liftje T'M-be, az

fTM =R, v f(v) :=v(f) R

sima fliggvény pedig a teljes liftje. Az X vektormezs
XV e XV(TM) vertikalis, ill. X € X(TM) teljes liftje az az
egyetlen vektormezs6 T M-en, amelyre tetszGleges f € C°°(M)
esetén

XVfe=(Xf), XV =0; Xfe=(X[)S, Xf" = (X[)"
Létezik egy és csak egy olyan C' € X¥(T'M) vertikalis vektormezd,
hogy Cf¢ = f€ minden f € C*°(M) fiiggvényre; ez a Liouville

vektormezd TM-en. Egy F € C>®(TM) fiiggvény k*-homogén,
ha CF = kF (k € Z).



2.1.5 A TM, ill. TM f51tti Finsler-nyalab a

7 TM %0 TM — TM és 7: TM x5y TM — TM

vektornyalab. Itt példaul a m nyalab v € T'M {ol6tti fibruma a
{v} x Tr(,yM = T,y M n-dimenziés valés vektortér. E vektor-
nyalabok sima szeléseinek modulusat I'(r), ill. T'(7) jelsli. T'(x)
és T'() elemeit Finsler vektormezdknek; a Ty (T(7)) U T (T (7))

(k € N). modulusok elemeit T M-en adott Finsler vektormezok-
nek hivjuk. A kovetkezs tipografiai megoldassal éliink:

X,Y,...— vektormez6k M-en,

&, ... — vektormezok T'M-en (vagy IO“M—en),
X’, f/, ... — Finsler vektormezdk,

X , 17, ... — Dbazikus Finsler vektormezdk,

5 — I'(7) kanonikus szelése.

Itt X (v) := (v, X(7(v))), 0(v) == (v,v) (v € TM).
2.1.6 A 0 — I'(r) 5 X(TM) % I'(r) — 0 sor, ahol i(X) = XV
J(XY)=0,j(X°) =X (X € X(M)) C°>(TM)-homomorfizmusok
egzakt sora. Igy Im(i) = Ker(j) = XV(T' M), s kdzvetleniil adé-
dik, hogy C =i(8). A J := i o j endomorfizmus X(TM) vertikalis
endomorfizmusa. Ez A(T'M)-nek egy dy elséfoku gradalt deriva-
ciojat indukalja, amely a

1
%
X

dsF :=dF oJ, dydF :=ddjF (FeC®(TM))
elGirassal értelmezhetd.

2.1.7 Alkalmazzuk a (kanonikus) vertikalis derivalt V¥ operato-
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rat, melynek definicioja a kovetkezs 1lépésekben adhaté meg:
Vel = ({X)F (FeC™(TM));
VLY :=j[iX,n], ne€X(T'M) olyan, hogy jn=Y;

(VA (Y, V) == V%(A(YL, ..., Yh)
k
— > AN, VYY), A€ T(D()) UTHI (7).
=1
2.1.8 Egy H:T(7) — %(%M) COO(JO“M)—lineéris leképezést

T'M-beli Ehresmann-konnexiénak neveziink, ha joH = 1,
Adatai:

)

h:=%o0j, v=1 o —héV:=ilov
X(TM)
rendre a H-hoz csatolt vertikilis és horizontélis projekcio, va-
lamint vertikélis leképezés; X" := H(X) = hX¢ az X vektor-
mez6 (H—)horizontalis liftje. Az Ehresmann-konnexié homogén,
ha [C, X" = 0 minden X € X(M)-re. A H altal indukalt V"
h-Berwald-derivalt a kovetkezd l1épésekben értelmezhetd:

X

VR F = (HX)F (F € C*(TM)); V%Y = VIHX,iV];
(VRA)(Y1,... V) = V(AL ... . V)

Vi (6,Y) € X(TM) x T(7) i+ VeV = V4V + VY € [(7)

leképezés kovarians derivalt a n vektornyalabon, a Berwald-
derivalt.



2.1.9 Egy S: TM — TTM leképezés szemispray M folott, ha

Ct-osztalyu, TM folétt sima, és eleget tesz a Trar o S = 17,
JS = C feltételeknek. Ha — raadasul — [C,S] = S, akkor S
spray M {6lott. Minden szemispray indukal egy H Ehresmann-
konnexiét, melyre

s 1
H(X) = §(XC + [XY,S]), bdrmely X € X(M) esetén.

Ez a konnexi6 torziémentes abban az értelemben, hogy tetszéle-
ges X, Y Finsler-vektormezdkre

Vi)Y = Vi X =iHX), H(Y)] (TM folétt).

Amennyiben S spray, ugy H homogén, és azt mondjuk, hogy H
az (M, S) spray-sokasag Berwald-konnexidja.

2.2 Eredmények

Uj eredményeink a Disszertdcié II-IV. részeiben (8-
17. fejezetek) vannak kifejtve. Ezek kozil a legfonto-
sabbakat az aldbbiakban az 1-15. tételek dsszegzik.

2.2.1 Lie-derivaltak Finsler-nyaldbokon Megadva egy ve-
tithets & € X(T'M) vektormezot, a Finsler-tenzormezdk £ szerinti
Lie-derivaltjat a kovetkezd 1lépésekben definialjuk:

LeF = LoF =EF (F e C°(TM)); LY =i '[¢,iY];
(LeA)(Yi,...,V2) == Le(A(YA, ..., Y2))

k
— > AN LY Y,
=1

itt Ae T (m)UTH(T(r). Egy TM-beli H Ehresmann-
konnexié L¢H Lie-derivaltjat az

(LeH)(Y) = Le(H(Y)) — H(LY).
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eléirassal értelmezziik; egy
D: X(TM) x T(x) = T(x), (1,Z) — DyZ
kovaridns derivalt £ szerinti Lie-derivéltja az

{ LeD: X(TM) x T(x), (n,Z) = (LeD)(n, Z),
(LeD) (0. Z) == Le(DyZ) = Dig,yZ — Dy(LeZ).

leképezés. Levezettiik a kovetkezd hasznos formulékat:

Lxeo0j=joLxe;

{Xc OV\;?* \}I/;OZXc :E[X7Y}v;

~— N N N N N N N
t

9 EXC (o) V';/; — V;J; o EXC = Z[XC,YH]'

A fenti formuldkban £, € X,0;(TM); X, Y € X(M). (8)-ban
és (9)-ben foltessziik, hogy egy Ehresmann-konnexi6 is adva van
T M-ben. L

Megmutattuk, hogy Lx Y elttinésére a kdvetkezs dinamikai
interpretacio lehetséges:

1. Tétel Legyen (pi) az X wektormezd lokdlis folyama.
Lx<Y = 0 pontosan akkor teljesil, ha'Y invaridns X folyamdval
szemben, azaz

((pe)s X (p1)x) oY =Y o (1),

minden szobajévd t € R esetén.



2.2.2 H-Killing vektormezdk Legyen adva egy #H Ehres-

mann-konnexio %M -en. Jegyezziik meg elGszor is, hogy az
LH:T(m) = X(TM), Y s (LH)(Y) (€ € Xprog(TM))

leképezés C°°(T'M)-linearis. Tetszbleges X € X(M) vektormezs
esetén jo Lxe =0, ami mutatja, hogy egy Ehresmann-konnexio
Lie-derivaltja mar nem Ehresmann-konnexi6.

Egy X € X(M) vektormezst H-Killing vektormezdnek neve-
zlink és azt irjuk, hogy X € Killy (M), ha H invarians X lokalis
folyaméaval szemben, abban az értelemben, hogy minden széba-
jOvé valods t-re

(pt)sx o H=Ho ((pr)x X (¢t)s)-

(Itt az Ehresmann-konnexiot TM x py TM — TTM erds nyalab-
leképezésként interpretaljuk.) Megmutattuk a kovetkezst:

2. Tétel Egy X € X(M) vektormezdre az aldbbi feltételek ekvi-
valensek:
(1) X H-Killing vektormezd,
(2) Ha X lokdlis folyama (p:), akkor minden szdbajévd t-re
teljesiil, hogy (¢t)sx o h =ho (pt).x,
(3) LxH =0,
Amennyiben (1)-(4) valamelyike — és igy barmelyike fenndll, gy

. 0X? C/OXF 92X
caTt _ Nk _ N? ok
X°N; = Nj <8uk 07') Ny, < B OT) Y <8uj8u""' OT) ,

ahol az X' fiigguények X komponensei M egy (U, (u*)™_ ) térké-
pére vonatkozdan, (sz) pedig H Christoffel-szimbolumainak csa-
ladja a TM-en indukdlt (1=1(U), ()", (y)),)) térképre vo-
natkozoan.
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2.2.3 Lie-szimmetridk Legyen S az M sokasig f{olotti
szemispray. Egy X € X(M) vektormezs Lie-szimmetridja S-
nek, ha S invariAns X°¢ lokalis folyamaval szemben, azaz
(¢t)sx ©S =S 0 (1)« minden szobajovs t-re, ahol () X loka-
lis folyama Ekkor azt irjuk, hogy X 6 Lieg(M). A klasszikus

s sz

X € Lieg(M) < [X, 5] =0.

Amennyiben H az S éltal indukalt Ehresmann-konnexio, ugy
Lieg(M) C Killy (M).

3. Tétel Legyen (M,S) spray-sokasdg, ellitva a H Berwald-
konnezioval és a H dltal indukdlt V Berwald-derivilttal. Az M
sokasdg eqy X vektormezdjére a kévetkezdk ekvivalensek:

1) X € Lieg(M),
2) [X<,S] =0,

(6 EXCV = O
(7
3) X € Killy (M), (8
(
(

)
) ExeV =0,

) (XY = [X, Y],
9) [£Xc Ly+] = Lixyph,
0

5) ,CXch: 5 ]_ ) ,CXCOV VOCXC
Itt (8)-ban és (9)-ben Y € X (M) tetszbleges. Megjegyezziik,
hogy (1), (5) és (7) ekvivalenciajat korabban Lovas Rezs§ mar

igazolta, 1d. [17].

2.2.4 Gorbiileti kollineaciok (A) Egy (M, S) spray-sokasag
Jacobi endomorfizmusa (vagy affin elhajlasi tenzora), fundamen-
talis affin gorbiilete és affin gorbiilete rendre az a K, R, és H
Finsler tenzormezs, amelyet a

K(X) = VIS, H(X)],
(VVK(X,Y) - V'K(Y, X)),
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elgiras értelmez. Ha C € {K,R,H} és Lx:C = 0, akkor azt
mondjuk, hogy X gérbiileti kollinedcidja C-nek.

4. Tétel Egy X € X(M) vektormezé pontosan akkor gorbile-
ti kollinedcidja az (M, S) spray-sokasdg Jacobi endomorfizmusd-
nak, ha invaridns X (p;) lokdlis folyamdval szemben, abban az
értelemben, hogy

((p1)x % (p1)«) o K =Ko ((¢r)« X (¢1)x),

minden lehetséges valds t-re. (Iit K-t a T vektornyaldb erds nya-
lébendomorfizmusaként interpretdljuk.)

5. Tétel Ha X € LiegM, akkor X gorbiileti kollinedcidja a K,
R és H tenzoroknak.

(B) Egy, az S spraybdl konstrualt Finsler tenzormez6 projekt-
iven invaridns, ha nem véltozik az S spray

S~ 85—-2PC, Pc COO(TO“M) 1"-homogén

projektiv valtoztatasai soran. Egy (M, S) spray-sokasag alapvetd
projektiven invarians tenzorai a Wi, Wo, W3 Weyl-tenzorok és
a D Douglas tenzor. Ezek definicidéi rendre a kdvetkezok:

1 ~
- ('V'K - V'K) ®J,

W, ::K_Klr(%) o

~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
Wa(X,Y) = 2 (VWX Y) = V" Wi (Y, X)),
W3(X,Y)Z :=V'W,(Z,X,Y),

1 v ~
D:=B- ﬁ((V trB) ® 0 + (trB) © 1,

)"

Az els6 formulaban K := —=trK, mig az utolsoban B a spray-
sokasag Berwald-tenzora, amely megadhato a B()/(\' , ?)2 =
(VVV'Z)(X,Y) elsirassal, a ® szimbolum pedig numerikus fak-
tor nélkiili szimmetrikus szorzatot jelol.
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6. Tétel Ha X € Lieg(M), akkor Lx-W; =0, i€ {1,2,3}.

7. Tétel Ha X € Lieg(M), akkor Lx<B = 0, és ebbdl kivetke-
z0en Lx<D = 0.

2.2.5 Geometriai vektormezdk  Finsler-sokasagokon
Egy F: TM — R porzitiv, folytonos fliggvény M {ol6tti

Finsler-fiiggvény, ha T M-en sima, 17-homogén és a
1 VoV 2 VY7V
g = §V VYF* = V'V'E

alaptenzor (fibrumonként) nemelfajuld. Egy Finsler-sokasag
olyan (M, F) péar, amelyet egy M sokasag és egy M {olotti
Finsler-fiiggvény alkot. Néhany fontosabb adata:

(1) 64 := VYE vagy 0p := dyE = 050 az (M, F) Finsler-
sokasag Hilbert 1-forméja.

(2) wg :=dfg = ddjE — (M, F) fundamentélis 2-formaja.

(3) w:= %(—1)%wE A -+ Awg (n tényezs) — a Dazord-féle

térfogati forma 7'M -en.

(4) (M, F) kanonikus spray-je az az S spray, amelyet T'M {6l6tt
az igddy E = —dF feltétel hataroz meg. (M, F') H-val jelolt kano-
nikus konnexioja az (M, S) spray-sokasig Berwald-konnexioja;
v aokanonikus konnexi6 altal indukalt Berwald-derivalt.

(5) TM-en a g°(&,n) := g(j&,jn) + g(VE, Vn) eldirassal értelme-
zett Riemann-metrika a Sasaki-Finsler metrika.

(6) C, := VVg = VYVYV'E a Finsler-sokasidg Cartan-tenzora;
C a vele metrikusan ekvivalens (1,2)- tipusu tenzor, amelyet a
9(C(X,Y)Z) = @, (X,Y, Z) formula értelmez.

(7) L, := Vg = V"'VYVVE a Landsberg-tenzor; L a vele metri-
kusan ekvivalens (1,2)-tipusi tenzor, amelyet a g(L(X,Y)Z) :=
L,(X,Y, Z) formula ad meg.

(8) DY, D" ¢s DH* rendre a Cartan, a Chern-Rund és a
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Hashiguchi-derivalt (M, F)-en. Ertelmezésiik:
~ ~ 1 ~ 1. . ~
DEY :=V:Y + 5Gi(vg,Y) + 5L(Jg,y),
~ ~ 1. . =~ e ~ 1 ~
DEMY =V Y + 5L(Jg,y), DY ==V Y + 5e(vg,y).

Definiciok: Legyen X € X(M), és legyen (¢:) X lokalis folya-
ma. Az X vektormezd Killing vektormezdje (M, F)-nek, ha a ¢,
transzforméciok megérzik az érintGvektorok Finsler norméjat,
azaz F o (). = F, minden szo6bajovs t-re. Ha

Lxeg =0cg, ahol ¢ € CO(TM) N C’°°(70“M),

akkor azt mondjuk, hogy X konform vektormezd, amelynek a
konform fiigguénye o. Ha a konform fliggvény konstans, homote-
tikus vektormezordl beszélink. Az X vektormezd projektiv vek-
tormezdje (M, F')-nek, ha

(XS, 8] = 0O, e COTM)NC=(TM).

Jelolés: Killp(M), Confrp(M), Dilp(M) és Projm(M) rendre
(M, F) Killing-, konform, homotetikus és projektiv vektormezsi-
nek halmaza.

8. Tétel (a) Tetszileges X € X(M) vektormezd esetén
(i) (EXC9 )oj=Lxwg;

(i) (Lxe9) (i€, n) = (Lxewn)(IE,7);

(iii) EXchb VY(Lxeg); o B

(iv) o((Lx-€)(V, 2), U) = (£x€,)(V, Z,0) — (Ex-g)(€(
(V) 9(Lx<L)(Y, 2),0) = (Lx<Ly)(Y, Z,0) — (Lxeg)(L(

=) =)

(b) Ha X € Lieg(M), akkor ZXcLb = V"(Lx<g).
(¢) Ha X € Killp(M), akkor

ZXceb = 0, ZXCG = 0, ZXCLb = 07 EXCL = 0
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9. Tétel Ha X € Killp(M) és D € {V,DY, D" DHs} akkor
Lx<D =0.

10. Tétel (a) Ha X € Confp(M), akkor X konform figgvénye
vertikdlis lift. (b) Egy X € X(M) vektormezdre a kivetkezdk ek-
vivalensek:

(i) X 6 Coan(M),

(i) X°F = oF,

(111) ,CXcQE = O’@E,
(v) Lx<b, = o6,
(V) Lxwg = fwg+df¥NdyE, fé€ COO( )
(ii)-(iv) feltételekben o € CO(T'M) N COO(TM)

Az (il

o

11. Tétel X € Confr(M) NLieg(M) = X° € Conf,s (T M),
X e Confgs(%M) = X € Confp(M).

12. Tétel X € Dilp(M) = X € Lieg(M).
13. Tétel X € Projp(M)NConfp(M) = X € Dilp(M).
14. Tétel (X € Projp(M) és Lxcw =0) = X € Lieg(M).

15. Tétel (X € Confp(M) és Lxcw = 0) = X € Killp(M).
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1 History, motivations and aims

The aim of this Thesis is threefold. First, to elaborate a
(partly new) calculative background for Lie derivatives in the
framework of Finsler bundles. Second, to apply the Finslerian
Lie derivative, combining with other technical tools, for study-
ing curvature collineations in spray manifolds. Third, to study
projective and conformal (in particular, homothetic and Killing)
vector fields on a Finsler manifold and describe some interrela-
tions between them.

The theory of the above-mentioned ‘geometric’ vector fields
has a vast literature. Let us quote here Mike Crampin. ‘The
transformation theory of sprays and Berwald connections was
in vogue towards the middle of last century — Chapter VIII of
Yano’s book ‘The Theory of Lie Derivatives and its Applications’
[34] gives an excellent survey on the state of the art in 1957 — but
went out of fashion; the subject has been taken up again very
recently by Lovas [17]. The definition of an infinitesimal affine
transformation of a Berwald connection is not entirely straight-
forward, because a Berwald connection is defined on a pull-back
bundle (a pull back of a tangent bundle in fact). We feel that a
concept of the Lie derivative of a section of such a pull-back bun-
dle has not received the careful geometrical consideration that
it deserves.’ (See the Introduction of [8]; the numbering of items
[17], [34] corresponds to the References in our Thesis.) In their
just cited paper, Crampin and Saunders make an attempt to
remedy the defect — and we continue their attempts here.

Going back to the historical roots, we mention that Gy. Soos
important paper ‘Uber Gruppen von Affinititen und Bewegun-
gen in Finslerschen Rdumen’([27]) has already been quoted in
Yano’s monograph. A good overview of the developments of the
next two decades can be found in R. B. Misra’s paper [23], writ-
ten in 1981, revised and updated in 1993. In a two-part paper,
M. Matsumoto clarified and improved some results of Yano in the
framework of his theory of Finsler connections ([19], [20]). From
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the modern (and relatively modern, partly tensor calculus based)
literature, beside the paper of R. L. Lovas, H. Akbar-Zadeh and
J. Grifone works ([2], [3], [12], [13]) are worth mentioning. Gri-
fone applies systematically the ‘rpp;: TTM — T'M tangent bun-
dle formalism’, combining with the Frolicher—Nijenhuis calculus
of vector-valued differential forms; Lovas formulates and proves
his results in terms of the ‘pull-back formalism’. This Thesis, is
some sense, is a continuation of Grifone’s and Lovas’s work. The
greater part of the theory is developed on a pull-back of a tan-
gent bundle, however, the concepts and techniques of the tangent
bundle geometry, including vertical calculus on T M, play an em-
inent role in our analysis. We use two types of Lie derivatives:
the classical Lie derivative on the tensor algebra of a manifold
and the Lie derivative of Finsler tensor fields with respect to
projectable vector fields. (It turns out, as is expect, that the two
types are closely related.) We also need the Lie derivative of a
covariant derivative on a Finsler bundle as it has been introduced
in [17]. In this Thesis, we define the concept of the Lie derivative
of an Ehresmann connection H; after that we can speak about
‘H-Killing vector fields.

We say, roughly speaking, that a vector field X on a manifold
M is a curvature collineation of a curvature object C of a spray
manifold if Lx<C = 0, where X is the complete lift of X and
L xec is the Finslerian Lie derivative with respect to X°. Curvature
collineations play an important role in the study of geometry
and physics of classical space-times; for an excellent account on
the subject we refer to G. S. Hall’s book [14], especially its last
chapter. Similar investigations in the context of spray manifolds
are new.
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2 Contents and new results

2.1 Notation and background

To make the Thesis more readable, in its Part 1
(chapters 2-7) we briefly present the background ma-
terial used throughout the other chapters. Here, first,
we summarize the contents of this prepearatory part.

2.1.1 Let V be a module over a ring R and let £ € N. The
R-module of k-linear mappings V* — R (resp. V¥ — V) is de-
noted by T (V) (resp. T} (V)); To(V) := R, T3 (V) := V. Then
T1(V) =: V* is the dual of V, T}(V) =: End(V) is the ring of
endomorphisms of V.

2.1.2 Throughout, M is an n-dimensional smooth manifold
where n =2 1 or n 2 2. The symbols C*°(M) and X(M) stand
for the ring of smooth functions on M and the C'*°(M)-module
of vector fields on M, respectively. We write

T(M) = Tp(X(M)),  Tp(M) := Ty (X(M)),
Ar (V) :={a € Ti(M)| « is alternating},
Ai(M) :={B € T}(M)| B is alternating}.

Then A(M) := @}_yAr(M) is the Grassmann algebra of M. We
agree that Ay (M) := {0} if k is a negative integer. An R-linear
transformation D is a graded derivation of A(M) of degree r € Z
if D(AL(M)) C D(Ay,(M)), and

D(aAB) = (Da)AB+ (-1 "anDB; «oc A (M), € AM),

where A denotes wedge product. The classical graded derivations
of A(M) are the substitution operator ix, the Lie derivative Lx
(X € X(M)) and the exterior derivative d of degree -1, 0 and 1,
respectively.
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2.1.3 The tangent bundle of M is 7: TM — M, the slit tangent
bundle is 7: TM — M, where TM C TM is the open set of

o [e]
nonzero tangent vectors to M and 7 := 7 [ TM. The derivative
of a smooth mapping ¢p: M — N is denoted by ., it maps T M

into TN. A vector field £ on TM (or on %M) is projectable if
there exists a vector field X on M such that 7, 0§ = X o 7. If
T« 0& =0 o7, where o € X(M) is the zero vector field, then ¢ is
called vertical. We use the notation
Xproj(TM) :={§ € X(T'M)| ¢ is projectable},
XV(TM) :={¢ € X(TM)| € is vertical}.

2.1.4 Let f € C°(M), X € X(M). Then f¥ := for € C>*°(TM)
is the vertical lift of f, the smooth function

f&:TM - R, v f(v) :==v(f) €eR

is the complete lift of f. The vertical lift XV € X¥(T'M) and the
complete lift X € X(T'M) are the unique vector fields on T'M
such that for every smooth function f on M,

XUfE = (Xf)Y, XUV =00 Xfe = (X)), XofY = (X[)".

The Liouville vector field C' € XV(T'M) is the unique vertical
vector field on TM such that Cf¢ = f€ for all f € C>°(M). A

function F' € C*®°(TM) is k*-homogeneous if CF = kF (k € Z).
2.1.5 The vector bundles

7: TM xpy TM — TM and 7: TM % TM — TM

are the Finsler bundles over TM and T'M, respectively. The fi-
bre, e.g., of m over v € TM is the n-dimensional real vector
space {v} x Tr(,yM = T, ,yM. The modules of smooth sections
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of these vector bundles are denoted by I'(r) and I'(r), respec-
tively, and their elements are called Finsler vector fields. The
elements of

Ti.(D(m) U T (D(w) (k € N)

are called Finsler tensor fields on TM. We use the following
typography:

X,Y,...— vector fields on M,

& n,... — vector fields on TM (or on JO“M),
)}, 17, ... — Finsler vector fields,

X , }7, ... — basic Finsler vector fields,

5 — the canonical section in I'(7).

Here X (v) == (v, X(7(v))), 0(v) := (v,v) (v € TM).
2.1.6 We have the exact sequence of C°°(T'M)-homomorphisms
0= D(x) 5 x(TM) 2 D(x) = 0,
where i(X) = XY; j(X¥) =0, j(X°) = X (X € X(M)), therefore
Im(i) = Ker(j) = X¥(T'M).

We have C = i(J). The vertical endomorphism of X(T'M) is
J:=1i0j. It induces graded derivation dj of degree 1 of A(M)
specified by

dyF :=dF o3, dydF := ddyF (F € C®(TM)).

2.1.7 We use the operator V¥ of the (canonical) vertical deriva-
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tive. It is defined in the following steps:

VLF = (iX)F (F € C>(TM));
VLY = j[iX,n], n € X(T'M) is such that jn =Y;
(VA M, ... Yy) = Ve (A, ..., YY)

k
- ZA(E, V%YYL, A€ Tu(D(n)) UTRH(D(m).

2.1.8 An Ehresmann connection in TM is a C°°(TM)-linear
mapping H: I'(7) — X(I'M) such that joH = 1_ &)

Data: h := Hojand v =1 — h are the horizontal and

X(TM)
vertical projection associated to H, V := i7" ov is the vertical
mapping, X" := H(X) = hX¢ is the (H—)horizontal lift of X.
An Ehresmann connection A is homogeneous if [C, X"] = 0 for
all X € X(M). The h-Berwald derivative V" induced by H is
defined in the following steps:

1

X

VR F = (HX)F (F € C¥(TM)); V%Y = VIHX,iV];
(VA (Y1, Ya) = V(AT V)

k
=Y AWM, VYT,
=1
The mapping
V: (£,Y) € X(TM) x I(7) = VY = Vi, Y + VY € I'(7)

. . . . . . o
is a covariant derivative, the Berwald derivative on 7.

2.1.9 A mapping S: TM — TTM is a semispray for M if it is of

class C1, smooth on TM and satisfies the conditions 7ras 0 S =
)
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1, JS = C. I [C,S] = S, then S is called a spray. Every
semispray induces an Ehresmann connection H such that

= 1
H(X) = i(XC +[XY,9]), X € X(M).
This connection is torsion-free in the sense that
V)Y = Vi X =iHX), H(Y)]; X,Y € ().

If S'is a spray, then # is a homogeneous and is called the Berwald
connection of the spray manifold (M, S).

2.2 Results

Our new results are explained in Parts II-IV (chap-
ters 8-17) of the Thesis. The most important of them
are comprised Theorems 1-15 below.

2.2.1 Lie derivatives on a Finsler bundle Given a pro-

jectable vector field § € X,10;(T'M), we define the Lie derivatives

of Finsler tensor fields with respect to £ in the following steps:
LeF = LcF =EF (F e C°(TM)); LY =i '[¢,iY];
(LeA)(Yr,. .., Y5) = Le(A(YVA,. .., Y2)

k
> AN LY, YY)
=1

it AeTp(T'(m)) U Tkl(I‘(w)).

If H is an Ehresmann connection in IO’MJ then we define its
Lie derivative L¢H by (LeH)(Y) := Le(H(Y)) — H(L:Y). The
Lie derivative of a covariant derivative

D: X(TM) x I'(x) = T(x), (1,Z) > D,Z
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with respect to £ is the mapping

{ L£eD: X(TM) x () = T(x), (n,Z) = (£eD)(n, Z),
(LeD)(n, Z) = Le(DyZ) — Digy Z — Dy(LeZ).

We derived the useful formulae:

Cxe [ T(m) = V% [ T(m);

7 [:Xc OV\L — \LOEXC:E[X’Y}V;
8) Lxn [ T(w) = Vi [ T(m);

(9 EXcth th Oﬁxc:,CXc Yh

In the formulas above, £,1 € Xpoj(TM); X and Y are vector
fields on M. In (8) and (9) we assume that an Ehresmann con-

nection is also specified in T M. o
We showed that the vanishing of Lx<Y has the following
dynamical interpretation:

Theorem 1. Let (¢:) be the local flow of X. Then LxY =0 if,
and only if, Y is invariant under (o), i.e.,

()« X (pt)s) 0 Y=Yo (©1)
for every stage ¢, of the flow.
2.2.2 H-Killing vector fields Let an Ehresmann connection
H:T(n) — X(%M) be given. Note first that for every ¢ €
Xproj(TM), the mapping LeH: T(7) — X(TM), ¥ — (LeH)(Y)
is COO(IO“M)—linear. If X € X(M), then jo Lxc = 0, so the Lie
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derivative of an Ehresmann connection is definitely not an Ehres-
mann connection. We say that a vector field X on M is H-Killing
and we write that X € Killy (M), if H is invariant under the lo-
cal flow of X in the sense that (). 0 H = H o ((¢1)« X (©1)x),
for every stage ¢; of the flow of X. (Here H is interpreted as a

strong bundle map from TM x p; TM in TTM.) We have proved:

Theorem 2. For a vector field X on M, the following are equiv-
alent:

(1) X € Killy(M), i.e., X is a H-Killing vector field,
(2) For every stage p; of the local flow of X,
(¢t)sx o =ho (),
where h is the horizontal projection associated to H,
(3) LxH =0,
(4) Lx<h=0.
If one (and hence all) of (1)-(4) is satisfied, then locally we have

; X' ; (0X* PX
cart _ ATk % k
X°Nj = N; (auk OT) _Nk<8uj OT) —y (aujauk 07'),
where X' € C(U) are the components of X relative to a chart
U, () of M, and (N]Z) is the family of Christoffel symbols
of H relative to the induced chart (17*(U), (%), (y))™,)) on
TM.

2.2.3 Lie symmetries Let S be a semispray for M. A vector
field X on M is a Lie symmetry of S, if S is invariant under the
local flow of X€, i.e., (p1)x ©S = S0 (1), for every stage ¢; of
the flow of X. Then we write X € Lieg(M). It is clear from the
dynamical interpretation of the classical Lie derivative that

X € Lieg(M) < [X,S]=0.
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We have: Lieg(M) C Killy (M), where H is the Ehresmann con-
nection induced by S.

Theorem 3. Let (M, S) be a spray manifold, endowed with the
Berwald connection H and the Berwald derivative V induced by
H. For a vector field X on M, the following are equivalent:

(1 )XELleS(M) (6 )Lxcv_O
(2) [X¢, 8] =0, ()ﬁXc =0,
(3) X € Killy (M), (8) [X¢,Y" = [X,Y]",
(4) ExcH=0, (9 [Exc:Lys] = Lixyps
(5) Lx<h =0, (10) LxcoV =VoLxe.

In conditions (8) and (9), Y is any vector field on M. We
note that the equivalence of (1), (5) and (7) has already been
proved by R. L. Lovas [17].

2.2.4 Curvature collineations Let (M, S) be a spray mani-
fold.
(A) The Finsler tensor fields K, R, H defined by

K(X) = V[S, H(X)],
R(X,Y) := 1(VVI<()Z,1?) —VK(Y, X)),
H(X,Y)Z = -V'R(Z,X,Y)

are the Jacobi endomorphism (or affine deviation), the funda-
mental affine curvature and the affine curvature of (M, S), re-
spectively. If C € {K,R,H} and Lx<C = 0, then we say that
X is a curvature collineation of C.

Theorem 4. A vector field X on M is a curvature collineation
of the Jacobi endomorphism of (M,S) if, and only if, K is in-
variant under the local flow of X in the sense that

((p1)x X (pr)s) o K =Ko ((¢r)s X (1))
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for every stage p; of the local flow. (Here K is interpreted as a
strong bundle endomorphism of 7Or)

Theorem 5. If X € LiesM, then X is a curvature collineation
of K, R and H.

(B) A Finsler tensor field constructed from S is called pro-
jectively invariant if it remains invariant under the projective
changes

S §—2PC, PeC®(TM)

of S. The fundamental projectively invariant tensors of (M, .S)
are the Weyl tensors W1, W5, W3 and the Douglas tensor D
defined as follows:

W, =K-KI V'K — V'K) ©9,

1
™ m(
Wa(X,7) = L (VW (X,7) - ¥ Wy(V, X)),
W3(X,Y)Z := V"W (Z,X,Y),

D:=B -

— (V'trB) @ 6 + (trB) © 11“(7‘-?))'

In the first formula K := n%ltrK and in the last formula,
B is the Berwald tensor of (M,S) given by B(X,Y)Z :=
(VVV"Z)(X,Y), and the symbol ® means symmetric product
without numerical factor.

Theorem 6. If X € Lieg(M), then LxW; =0, i€ {1,2,3}.

Theorem 7. If X € Lieg(M), then LxB = 0, which implies
that Lx<D = 0.

2.2.5 Geometric vector fields on a Finsler manifold A
positive continuous function F': TM — R is a Finsler function

for M if it is smooth on T'M, 1T-homogeneous and the funda-
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mental tensor 1
g:i= §VVVVF2 = V'V'E

is fibrewise non-degenerate. A Finsler manifold is a pair (M, F')
with M a manifold and F' a Finsler function for M. First we
recall some basic data:

(1) 84 := VYE or 0 := dyE = 6, 0 j — the Hilbert 1-form of
(M, F).

(2) wg := dfg = ddzE — the fundamental 2-form of (M, F').

(3) w = %(—1)%wE A -+ ANwg (n factors) — the Dazord
volume form of (M, F).

(4) The canonical spray of (M, F') is the unique spray S for M

such that igddyE = —dFE over IO“M . The canonical connection
H of (M, F) is the Berwald connection of (M, S), V stands for
the Berwald derivative induced by #.

(5) The Sasaki-Finsler metric ¢g° on T'M is given by

g°(&,m) = g(§&, jn) + g(VE, V).

(6) € := Vg = VYVYV'E is the Cartan-tensor of (M, F);
the type (1,2) Cartan-tensor € is given by g(C(X,Y)Z) =
e (X,Y, 2).

(7) L, :== V"g = V"V'V'E is the Landsberg tensor of (M, F);
the type (1,2) Landsberg tensor is given by g(L(X,Y)Z) =
L,(X.Y, 2).

(8) DY, D" and D™ stand for the Cartan, the Chern-Rund
and the Hashiguchi derivative on (M, F'); they are given by

~ ~ 1 ~ 1. . ~
DEY := VY + 5(3(1/§,Y) + 5L(Jg,y),

~ ~ 1. .. = e ~ 1 ~
DEMY =V Y + 5L(Jg,y), DY := VY + 5e(vg,y).

Definitions: A vector field X on M is a Killing vector field of
(M, F) if the stages ¢ of its local flow preserve the Finslerian
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norms of the tangent vectors to M, i.e., F o (). = F for every
possible ¢t € R. If

Lxeg=0g, o € COTM)NC>(TM),

then X is called a conformal vector field with conformal function
o. A conformal vector field is homothetic if its conformal function
is constant. We say that X is a projective vector field if

[XS,8] = oC, e COTM)NC>(TM).

Notation: Killp(M), Confr(M), Dilp(M) and Projp(M) are
the sets of Killing, conformal, homothetic and projective vector
fields of (M, F'), respectively.

Theorem 8. (a) For every vector field X on M,
(1) (£~XC‘99) Oj = ,CchE,'
(i) (Lx<9)(J&:dn) = (Lxwr)(JIE n);

(il) Lx<C, = V'(Lxeg); o L
(iv) g((EXCe)(X’ g)7 g) = ('CXceb)Q/:a ?\7 g) - (‘CXCg)(G(Z? Z)? q )
( Y,2,0 Y,2),0

(b) If X € Lieg(M), then LxL, = V"(Lxg).
(¢) If X € Killp(M), then

Lx<C, =0, Lx€=0,LxL, =0, LxL=0.

Theorem 9. If X € Killp(M) and D € {V,D®, D" DHs},
then Lx-D = 0.

Theorem 10. (a) If X € Confp(M), then its conformal
function is a vertical lift.
(b) For a vector field X on M, the following are equivalent:

(i) X is a conformal vector field,
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(iil) X°E = oF,

(111) EXCGE = O'HE,

(iv) Lx<0, = ob,,

(v) Lxewg = flwg +df¥ NdgE, [ C>(M).

In conditions (ii)-(iv), o € CO(TM) N COO(%M).

[e]

Theorem 11. X € Confp (M) N Lieg(M) = X¢ € Confy: (T M),
X© € Conf,s(TM) = X € Confp(M).

Theorem 12. X € Dilp(M) = X € Lieg(M).
Theorem 13. X € Projr(M) N Confp(M) = X € Dilp(M).

Theorem 14. (X € Proj (M) and Lx-w = 0) = X € Lieg(M).

Theorem 15. (X € Confp(M) and Lxew = 0) = X € Killp(M).
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3 TUDOMANYOS TEVEKENYSEG

3 Tudomanyos tevékenység

Elckészités alatt all6 dolgozatok

1.

2.
3.

Lie derivatives of Finslerian covariant derivatives (pub-
likalasra elgkészitve)

H-Killing fields (publikalasra elGkészitve)

A Viviani tétel és problémamezGje modern eszk6zokkel
(GeoGebra) a kozépiskolai oktatasban (publikalasra
elgkészitve)

ElSadasok

1.

Geometric vector fields on spray and Finsler manifolds,
The V-th International Conference of Differential Geome-
try and Dynamical Systems; 6-9 October 2011, University
Politehnica of Bucharest, Romania.

Lie derivatives along the tangent bundle projection and
their applications, The 6th Bilateral Workshop on Differ-
ential Geometry and its Applications Ostrava, Czech Re-
public, 27 - 29 May, 2011.

A Viviani tétel és problémamezGje modern eszkozokkel
(GeoGebra) a kozépiskolai oktatasban, Varga Tamds Mdd-
szertani Napok 2014, Budapest);

. Madarat tollarél, embert profiljarol? (Sulinet IKT mihely

roadshow; Educatio Nonprofit Kft., Debrecen, 2014)

. Rendhagy6 modszerek egy hagyoményos kémiaoran (I. Ter-

mészettudomanyos Oktatasi Szakkiallitas, Budapest, 2013)

Projektmunka a kémiaéran - a levegs témakar feldolgozasa
(Digitalis Pedagogus konferencia 2013, Budapest)
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