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1. El®zmények, motiváció és célkit¶zé-

sek

Disszertációnk célkit¶zése hármas. El®ször is, a Finsler-
nyalábokon történ® Lie-deriválás kalkulatív apparátusának (rész-
ben újnak mondható) kidolgozása. Másodszor, ennek a Finsler-
típusú Lie-deriváltnak az alkalmazása (kombinálva egyéb tech-
nikákkal) a spray-sokaságok görbületi kollineációinak tanulmá-
nyozására. Harmadjára, Finsler-sokaságokon adott projektív és
konform (speciálisan homotetikus és Killing) vektormez®k vizs-
gálata, különös tekintettel a közöttük fennálló kapcsolatokra.

A már említett �geometriai� vektormez®k elméletének hatal-
mas irodalma van. Mike Crampint idézve: �A sprayk és Berwald-
konnexiók transzformációs elmélete a múlt század közepe táján
volt divatos � Yano �A Lie-deriváltak elmélete és alkalmazá-
sai� cím¶ könyvének ([34]) VIII. fejezete kiváló áttekintést ad
a kutatások állásáról 1957-ben � azonban mára kiment a divat-
ból; a témát nemrégiben Lovas Rezs® elevenített fel [17]. Egy
Berwald-konnexió in�nitézimális a�n transzformációjának értel-
mezése nem teljesen magától értet®d®, mert a Berwald-konnexió
egy visszahúzott (ún. pull-back) nyalábon van de�niálva (tényle-
gesen egy érint®nyaláb visszahúzottján). Úgy érezzük, hogy egy
ilyen visszahúzott nyalábon adott szelés Lie-deriváltjának fogal-
mát még nem tették olyan gondos geometriai vizsgálatok tár-
gyává, mint amilyenre rászolgál. " (Lásd a [8] bevezetését; meg-
jegyezzük, hogy itt az utalások � [17] és [34] � számozásában a
Disszertáció irodalomjegyzékét követtük.) Crampin és Saunders
az imént idézett cikkükben megkísérelték ezt a hiányt pótolni �
és ezt mi is folytatjuk ebben a Disszertációban.

A történeti gyökerekhez visszatérve, megemlítjük, hogy már
Yano is idézi monográ�ájában Soós Gyula �Über Gruppen von
A�nitäten und Bewegungen in Finslerschen Räumen� cím¶ fon-
tos cikkét ([27]). A következ® két évtized fontosabb fejleményei-
r®l R. B. Misra 1981-ben írt, 1993-ban átdolgozott és aktua-
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lizált cikkében ([23]) találhatunk egy jó áttekintést. Matsumo-
to a Finsler-konnexiók általa kidolgozott elméletét használva
egy kétrészes dolgozatában ([19], [20]) világosabbá tette és ki-
javította Yano [34] néhány korábbi eredményét. A modern (és
relatíve modern, részben tenzor kalkuluson alapuló) irodalom-
ból, Lovas Rezs® munkáján kívül, H. Akbar-Zadeh és J. Grifo-
ne cikkeit érdemes megemlítenünk ([2], [3], [12], [13]). Grifone
szisztematikusan alkalmazza a �τTM : TTM → TM érint®nya-
láb formalizmust" , kombinálva a vektorérték¶ di�erenciálfor-
mák Frölicher�Nijenhuis kalkulusával. Lovas a �pull-back forma-
lizmust" használva fogalmazza meg és bizonyítja eredményeit.
Jelen Disszertáció sok tekintetben Grifone és Lovas munkájá-
nak folytatása. Az elmélet nagyobb része az érint®nyaláb vissza-
húzottján kerül kifejtésre, de kiemelt szerepet játszanak benne
az érint®nyaláb-geometria fogalmai és eszközei is, beleértve a
TM -en adott vertikális kalkulust. Kétfajta Lie-deriválttal dol-
gozunk: az egyik a sokaságok tenzor-algebráján adott klasszikus
Lie-derivált, míg a másik a Finsler-vektormez®k vetíthet® vek-
tormez®k szerinti Lie-deriváltja. (Kiderül, mint ahogy az várha-
tó is, hogy ezek szoros kapcsolatban állnak egymással.) Szüksé-
günk van a Finsler-nyalábokon adott kovariáns deriváltak Lie-
deriváltjára is, melyet abban az értelemben használunk, ahogy
az [17]-ben bevezetésre került. Disszertációnkban de�niáljuk egy
H Ehresmann-konnexió Lie-deriváltjának a fogalmát is, ami le-
het®vé teszi, hogy szólhassunk H-Killing vektormez®kr®l.

Azt mondjuk, hogy egy M sokaságon adott X vektormez®
görbületi kollineációja egy M fölötti spray egy C görbületi ada-
tának, ha L̃XcC = 0, aholXc azX vektormez® teljes liftje és L̃Xc

az Xc szerinti Finsler-típusú Lie-derivált. A görbületi kollineáci-
ók fontos szerepet játszanak a klasszikus térid®k geometriájának
és �zikájának tanulmányozása során; ebben a témában utalunk
G. S. Hall kiváló könyvére ([14]), f®leg annak utolsó fejezetére. A
Disszertációnkban spray-sokságok kontextusában elvégzett ilyen
jelleg¶ vizsgálatok tudomásunk szerint teljesen újak.
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2. Az értekezés tartalma és új eredmé-

nyei

2.1 Jelölések és háttérismeretek

Annak érdekében, hogy Disszertációnk könnyebben
olvasható legyen, az I.részében (2-7. fejezetek) össze-
gy¶jtöttük azokat a háttérismereteket, amelyekre a to-
vábbi fejezetekben végig támaszkodunk. E helyen el®-
ször is ennek az el®készít® szakasznak adjuk egy rövid
összefoglalását.

2.1.1 Legyen V egy R gy¶r¶ fölötti modulus és legyen k ∈ N.
A V k → R (ill. V k → V ) k-lineáris leképezések R-
modulusára a Tk(V ) (ill. T 1

k (V )) jelölést használjuk; T0(V ) := R,
T 1

0 (V ) := V . Ekkor T1(V ) =: V ∗ a V modulus duális modulusa,
T 1

1 (V ) =: End(V ) pedig V endomor�zmus gy¶r¶je.

2.1.2 M -mel mindvégig egy n-dimenziós sima sokaságot jelö-
lünk, ahol n = 1 vagy n = 2. C∞(M) az M sokaság sima függ-
vényeinek gy¶r¶je, X(M) az M fölötti vektormez®k C∞(M)-
modulusa. Alkalmazzuk a

Tk(M) := Tk(X(M)), T1
k(M) := T 1

k (X(M)),

Ak(V ) := {α ∈ Tk(M)| α alternáló},
A1
k(M) := {β ∈ T1

k(M)| βalternáló}

jelöléseket. Ekkor A(M) := ⊕nk=0Ak(M) az M sokaság Grass-
mann algebrája. Megállapodunk abban, hogy Ak(M) a 0
modulus, ha k negatív egész. Egy D R-lineáris transzfor-
máció r-edfokú (r ∈ Z) gradált derivációja A(M)-nek, ha
D(Ak(M)) ⊂ D(Ak+r(M)) és

D(α∧β) = (Dα)∧β+(−1)krα∧Dβ; α ∈ Ak(M), β ∈ A(M);

itt az ∧ szimbólum ékszorzatot jelöl. A Grassmann algebra
klasszikus gradált derivációi az iX helyettesítési operátor, az LX
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Lie-derivált (X ∈ X(M)) és a d küls® derivált; ezek foka rendre
-1, 0 és 1.

2.1.3 Az M sokaság érint®nyalábja τ : TM → M , a hasított

érint®nyalábja
◦
τ :
◦
TM → M . Az utóbbinál

◦
TM az M sokaság

nemzérus érint®vektorai alkotta nyílt részhalmaza TM -nek,
◦
τ :=

τ �
◦
TM . Egy ϕ : M → N sima leképezés deriváltját ϕ∗ jelöli,

ez TM -et TN -be képezi le. Egy TM -en (vagy
◦
TM -en) adott ξ

vektormez® vetíthet®, ha van olyan X vektormez® M -en, hogy
τ∗ ◦ ξ = X ◦ τ . Ha speciálisan τ∗ ◦ ξ = o ◦ τ , ahol o ∈ X(M) a
zérus vektormez®, akkor ξ-t vertikálisnak mondjuk. Használjuk
az

Xproj(TM) := {ξ ∈ X(TM)| ξ vetíthet®},
Xv(TM) := {ξ ∈ X(TM)| ξ vertikális}.

jelöléseket.

2.1.4 Legyen f ∈ C∞(M), X ∈ X(M). Ekkor f v := f ◦ τ az f
függvény vertikális liftje TM -be, az

f c : TM → R, v 7→ f c(v) := v(f) ∈ R

sima függvény pedig a teljes liftje. Az X vektormez®
Xv ∈ Xv(TM) vertikális, ill. Xc ∈ X(TM) teljes liftje az az
egyetlen vektormez® TM -en, amelyre tetsz®leges f ∈ C∞(M)
esetén

Xvf c = (Xf)v, Xvf v = 0; Xcf c = (Xf)c, Xcf v = (Xf)v.

Létezik egy és csak egy olyan C ∈ Xv(TM) vertikális vektormez®,
hogy Cf c = f c minden f ∈ C∞(M) függvényre; ez a Liouville

vektormez® TM -en. Egy F ∈ C∞(
◦
TM) függvény k+-homogén,

ha CF = kF (k ∈ Z).
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2.1.5 A TM , ill.
◦
TM fölötti Finsler-nyaláb a

π : TM ×M TM → TM és
◦
π :
◦
TM ×M TM →

◦
TM

vektornyaláb. Itt például a π nyaláb v ∈ TM fölötti �bruma a
{v} × Tτ(v)M ∼= Tτ(v)M n-dimenziós valós vektortér. E vektor-

nyalábok sima szeléseinek modulusát Γ(π), ill. Γ(
◦
π) jelöli. Γ(π)

és Γ(
◦
π) elemeit Finsler vektormez®knek; a Tk(Γ(

◦
π)) ∪ T 1

k (Γ(
◦
π))

(k ∈ N). modulusok elemeit
◦
TM -en adott Finsler vektormez®k-

nek hívjuk. A következ® tipográ�ai megoldással élünk:

X,Y, . . .− vektormez®k M -en,

ξ, η, . . . − vektormez®k TM -en (vagy
◦
TM -en),

X̃, Ỹ , . . .− Finsler vektormez®k,

X̂, Ŷ , . . .− bázikus Finsler vektormez®k,

δ̃ − Γ(π) kanonikus szelése.

Itt X̂(v) := (v,X(τ(v))), δ̃(v) := (v, v) (v ∈ TM).

2.1.6 A 0→ Γ(π)
i→ X(TM)

j→ Γ(π)→ 0 sor, ahol i(X̂) = Xv;
j(Xv) = 0, j(Xc) = X̂ (X ∈ X(M)) C∞(TM)-homomor�zmusok
egzakt sora. Így Im(i) = Ker(j) = Xv(TM), s közvetlenül adó-
dik, hogy C = i(δ̃). A J := i ◦ j endomor�zmus X(TM) vertikális
endomor�zmusa. Ez A(TM)-nek egy dJ els®fokú gradált derivá-
cióját indukálja, amely a

dJF := dF ◦ J, dJdF := ddJF (F ∈ C∞(TM))

el®írással értelmezhet®.

2.1.7 Alkalmazzuk a (kanonikus) vertikális derivált ∇v operáto-
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rát, melynek de�níciója a következ® lépésekben adható meg:

∇v
X̃
F := (iX̃)F (F ∈ C∞(TM));

∇v
X̃
Ỹ := j[iX̃, η], η ∈ X(TM) olyan, hogy jη = Ỹ ;

(∇v
X̃
A)(Ỹ1, . . . Ỹk) := ∇v

X̃
(A(Ỹ1, . . . , Yk))

−
k∑
i=1

A(Ỹ1, . . . ,∇v
X̃
Ỹi, . . . Ỹk), A ∈ Tk(Γ(π)) ∪ T 1

k (Γ(π)).

2.1.8 Egy H : Γ(
◦
π)→ X(

◦
TM) C∞(

◦
TM)-lineáris leképezést

◦
TM -beli Ehresmann-konnexiónak nevezünk, ha j ◦ H = 1

Γ(
◦
π)
.

Adatai:

h := H ◦ j, v = 1
X(

◦
TM)

− h és V := i−1 ◦ v

rendre a H-hoz csatolt vertikális és horizontális projekció, va-
lamint vertikális leképezés; Xh := H(X̂) = hXc az X vektor-
mez® (H−)horizontális liftje. Az Ehresmann-konnexió homogén,
ha [C,Xh] = 0 minden X ∈ X(M)-re. A H által indukált ∇h

h-Berwald-derivált a következ® lépésekben értelmezhet®:

∇h
X̃
F := (HX̃)F (F ∈ C∞(

◦
TM)); ∇h

X̃
Ỹ := V[HX̃, iỸ ];

(∇h
X̃
A)(Ỹ1, . . . , Ỹk) := ∇h

X̃
(A(Ỹ1, . . . , Ỹk))

−
k∑
i=1

A(Ỹ1, . . . ,∇h
X̃
Ỹi, . . . , Ỹk).

Ekkor a

∇ : (ξ, Ỹ ) ∈ X(
◦
TM)× Γ(

◦
π) 7→ ∇ξỸ := ∇v

VξỸ +∇h
jξỸ ∈ Γ(

◦
π)

leképezés kovariáns derivált a
◦
π vektornyalábon, a Berwald-

derivált.
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2.1.9 Egy S : TM → TTM leképezés szemispray M fölött, ha

C1-osztályú,
◦
TM fölött sima, és eleget tesz a τTM ◦ S = 1TM ,

JS = C feltételeknek. Ha � ráadásul � [C, S] = S, akkor S
spray M fölött. Minden szemispray indukál egy H Ehresmann-
konnexiót, melyre

H(X̂) =
1

2
(Xc + [Xv, S]), bármely X ∈ X(M) esetén.

Ez a konnexió torziómentes abban az értelemben, hogy tetsz®le-
ges X̃, Ỹ Finsler-vektormez®kre

∇H(X̃)Ỹ −∇H(Ỹ )X̃ = j[H(X̃),H(Ỹ )] (
◦
TM fölött).

Amennyiben S spray, úgy H homogén, és azt mondjuk, hogy H
az (M,S) spray-sokaság Berwald-konnexiója.

2.2 Eredmények

Új eredményeink a Disszertáció II-IV. részeiben (8-
17. fejezetek) vannak kifejtve. Ezek közül a legfonto-
sabbakat az alábbiakban az 1-15. tételek összegzik.

2.2.1 Lie-deriváltak Finsler-nyalábokon Megadva egy ve-
títhet® ξ ∈ X(TM) vektormez®t, a Finsler-tenzormez®k ξ szerinti
Lie-deriváltját a következ® lépésekben de�niáljuk:

L̃ξF := LξF = ξF (F ∈ C∞(TM)); L̃ξỸ := i−1[ξ, iỸ ];

(L̃ξA)(Ỹ1, . . . , Ỹk) := L̃ξ(A(Ỹ1, . . . , Ỹk))

−
k∑
i=1

A(Ỹ1, . . . , L̃ξỸi, . . . , Ỹk),

itt A ∈ Tk(Γ(π)) ∪ T 1
k (Γ(π). Egy

◦
TM -beli H Ehresmann-

konnexió L̃ξH Lie-deriváltját az

(L̃ξH)(Ỹ ) := Lξ(H(Ỹ ))−H(L̃ξỸ ).
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el®írással értelmezzük; egy

D : X(TM)× Γ(π)→ Γ(π), (η, Z̃) 7→ DηZ̃

kovariáns derivált ξ szerinti Lie-deriváltja az{
L̃ξD : X(TM)× Γ(π), (η, Z̃) 7→ (L̃ξD)(η, Z̃),

(L̃ξD)(η, Z̃) := L̃ξ(DηZ̃)−D[ξ,η]Z̃ −Dη(L̃ξZ̃).

leképezés. Levezettük a következ® hasznos formulákat:

(1) [L̃ξ, L̃η] = L̃[ξ,η];

(2) L̃Xc Ŷ = [̂X,Y ];
(3) L̃Xc δ̃ = 0;
(4) L̃Xc � Γ(π) = ∇v

X̂
� Γ(π);

(5) i ◦ L̃Xc = LXc ◦ i;
(6) L̃Xc ◦ j = j ◦ LXc ;
(7) L̃Xc ◦ ∇v

Ŷ
−∇v

Ŷ
◦ L̃Xc = L̃[X,Y ]v ;

(8) L̃Xh � Γ(
◦
π) = ∇h

X̂
� Γ(

◦
π);

(9) L̃Xc ◦ ∇h
Ŷ
−∇h

Ŷ
◦ L̃Xc = L̃[Xc,Y h].

A fenti formulákban ξ, η ∈ Xproj(TM); X,Y ∈ X(M). (8)-ban
és (9)-ben föltesszük, hogy egy Ehresmann-konnexió is adva van
◦
TM -ben.

Megmutattuk, hogy L̃Xc Ỹ elt¶nésére a következ® dinamikai
interpretáció lehetséges:

1. Tétel Legyen (ϕt) az X vektormez® lokális folyama.
L̃Xc Ỹ = 0 pontosan akkor teljesül, ha Ỹ invariáns Xc folyamával
szemben, azaz

((ϕt)∗ × (ϕt)∗) ◦ Ỹ = Ỹ ◦ (ϕt)∗,

minden szóbajöv® t ∈ R esetén.
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2.2.2 H-Killing vektormez®k Legyen adva egy H Ehres-

mann-konnexió
◦
TM -en. Jegyezzük meg el®ször is, hogy az

L̃ξH : Γ(
◦
π)→ X(

◦
TM), Ỹ 7→ (L̃ξH)(Ỹ ) (ξ ∈ Xproj(

◦
TM))

leképezés C∞(
◦
TM)-lineáris. Tetsz®leges X ∈ X(M) vektormez®

esetén j ◦ L̃Xc = 0, ami mutatja, hogy egy Ehresmann-konnexió
Lie-deriváltja már nem Ehresmann-konnexió.

Egy X ∈ X(M) vektormez®t H-Killing vektormez®nek neve-
zünk és azt írjuk, hogy X ∈ KillH(M), ha H invariáns X lokális
folyamával szemben, abban az értelemben, hogy minden szóba-
jöv® valós t-re

(ϕt)∗∗ ◦ H = H ◦ ((ϕt)∗ × (ϕt)∗).

(Itt az Ehresmann-konnexiót
◦
TM×M TM → T

◦
TM er®s nyaláb-

leképezésként interpretáljuk.) Megmutattuk a következ®t:

2. Tétel Egy X ∈ X(M) vektormez®re az alábbi feltételek ekvi-
valensek:

(1) X H-Killing vektormez®,

(2) Ha X lokális folyama (ϕt), akkor minden szóbajöv® t-re
teljesül, hogy (ϕt)∗∗ ◦ h = h ◦ (ϕt)∗∗,

(3) L̃XcH = 0,

(4) LXch = 0.

Amennyiben (1)-(4) valamelyike � és így bármelyike fennáll, úgy

XcN i
j = Nk

j

(
∂Xi

∂uk
◦ τ
)
−N i

k

(
∂Xk

∂uj
◦ τ
)
− yk

(
∂2Xi

∂uj∂uk
◦ τ
)
,

ahol az Xi függvények X komponensei M egy (U , (ui)ni=1) térké-
pére vonatkozóan, (N i

j) pedig H Christo�el-szimbólumainak csa-
ládja a TM -en indukált (τ−1(U), ((xi)ni=1, (y

i)ni=1)) térképre vo-
natkozóan.
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2.2.3 Lie-szimmetriák Legyen S az M sokaság fölötti
szemispray. Egy X ∈ X(M) vektormez® Lie-szimmetriája S-
nek, ha S invariáns Xc lokális folyamával szemben, azaz
(ϕt)∗∗ ◦ S = S ◦ (ϕt)∗ minden szóbajöv® t-re, ahol (ϕt) X loká-
lis folyama. Ekkor azt írjuk, hogy X ∈ LieS(M). A klasszikus
Lie-derivált dinamikai interpretációjából azonnal látható, hogy

X ∈ LieS(M) ⇐⇒ [Xc, S] = 0.

Amennyiben H az S által indukált Ehresmann-konnexió, úgy
LieS(M) ⊂ KillH(M).

3. Tétel Legyen (M,S) spray-sokaság, ellátva a H Berwald-
konnexióval és a H által indukált ∇ Berwald-deriválttal. Az M
sokaság egy X vektormez®jére a következ®k ekvivalensek:

(1) X ∈ LieS(M), (6) LXcv = 0,
(2) [Xc, S] = 0, (7) L̃Xc∇ = 0,
(3) X ∈ KillH(M), (8) [Xc, Y h] = [X,Y ]h,
(4) L̃XcH = 0, (9) [L̃Xc , L̃Y h ] = L̃[X,Y ]h ,
(5) LXch = 0, (10) L̃Xc ◦ V = V ◦ LXc .

Itt (8)-ban és (9)-ben Y ∈ X(M) tetsz®leges. Megjegyezzük,
hogy (1), (5) és (7) ekvivalenciáját korábban Lovas Rezs® már
igazolta, ld. [17].

2.2.4 Görbületi kollineációk (A) Egy (M,S) spray-sokaság
Jacobi endomor�zmusa (vagy a�n elhajlási tenzora), fundamen-
tális a�n görbülete és a�n görbülete rendre az a K, R, és H
Finsler tenzormez®, amelyet a

K(X̃) := V[S,H(X̃)],

R(X̃, Ỹ ) :=
1

3
(∇vK(X̃, Ỹ )−∇vK(Ỹ , X̃)),

H(X̃, Ỹ )Z̃ := −∇vR(Z̃, X̃, Ỹ )
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el®írás értelmez. Ha C ∈ {K,R,H} és L̃XcC = 0, akkor azt
mondjuk, hogy X görbületi kollineációja C-nek.

4. Tétel Egy X ∈ X(M) vektormez® pontosan akkor görbüle-
ti kollineációja az (M,S) spray-sokaság Jacobi endomor�zmusá-
nak, ha invariáns X (ϕt) lokális folyamával szemben, abban az
értelemben, hogy

((ϕt)∗ × (ϕt)∗) ◦K = K ◦ ((ϕt)∗ × (ϕt)∗),

minden lehetséges valós t-re. (Itt K-t a
◦
π vektornyaláb er®s nya-

lábendomor�zmusaként interpretáljuk.)

5. Tétel Ha X ∈ LieSM , akkor X görbületi kollineációja a K,
R és H tenzoroknak.

(B) Egy, az S sprayb®l konstruált Finsler tenzormez® projekt-
íven invariáns, ha nem változik az S spray

S  S − 2PC, P ∈ C∞(
◦
TM) 1+-homogén

projektív változtatásai során. Egy (M,S) spray-sokaság alapvet®
projektíven invariáns tenzorai a W1, W2, W3 Weyl-tenzorok és
a D Douglas tenzor. Ezek de�níciói rendre a következ®k:

W1 := K−K 1
Γ(

◦
π)
− 1

n+ 1
(tr∇vK−∇vK)⊗ δ̃,

W2(X̃, Ỹ ) :=
1

3
(∇vW1(X̃, Ỹ )−∇v W1(Ỹ , X̃)),

W3(X̃, Ỹ )Z̃ := ∇vW2(Z̃, X̃, Ỹ ),

D := B− 1

n− 1
((∇vtrB)⊗ δ̃ + (trB)� 1

Γ(
◦
π)

).

Az els® formulában K := 1
n−1 trK, míg az utolsóban B a spray-

sokaság Berwald-tenzora, amely megadható a B(X̂, Ŷ )Ẑ :=

(∇v∇hẐ)(X̂, Ŷ ) el®írással, a � szimbólum pedig numerikus fak-
tor nélküli szimmetrikus szorzatot jelöl.
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6. Tétel Ha X ∈ LieS(M), akkor L̃XcWi = 0, i ∈ {1, 2, 3}.

7. Tétel Ha X ∈ LieS(M), akkor L̃XcB = 0, és ebb®l követke-
z®en L̃XcD = 0.

2.2.5 Geometriai vektormez®k Finsler-sokaságokon
Egy F : TM → R pozitív, folytonos függvény M fölötti

Finsler-függvény, ha
◦
TM -en sima, 1+-homogén és a

g :=
1

2
∇v∇vF 2 =: ∇v∇vE

alaptenzor (�brumonként) nemelfajuló. Egy Finsler-sokaság
olyan (M,F ) pár, amelyet egy M sokaság és egy M fölötti
Finsler-függvény alkot. Néhány fontosabb adata:
(1) θg := ∇vE vagy θE := dJE = θg ◦ j az (M,F ) Finsler-
sokaság Hilbert 1-formája.
(2) ωE := dθE = ddJE � (M,F ) fundamentális 2-formája.

(3) w := 1
n! (−1)

n(n−1)
2 ωE ∧ · · · ∧ ωE (n tényez®) � a Dazord-féle

térfogati forma
◦
TM -en.

(4) (M,F ) kanonikus spray-je az az S spray, amelyet
◦
TM fölött

az iSddJE = −dE feltétel határoz meg. (M,F )H-val jelölt kano-
nikus konnexiója az (M,S) spray-sokaság Berwald-konnexiója;
∇ a kanonikus konnexió által indukált Berwald-derivált.

(5)
◦
TM -en a gS(ξ, η) := g(jξ, jη) + g(Vξ,Vη) el®írással értelme-

zett Riemann-metrika a Sasaki-Finsler metrika.
(6) C[ := ∇vg = ∇v∇v∇vE a Finsler-sokaság Cartan-tenzora;
C a vele metrikusan ekvivalens (1, 2)- típusú tenzor, amelyet a
g(C(X̃, Ỹ )Z̃) = C[(X̃, Ỹ , Z̃) formula értelmez.
(7) L[ := ∇hg = ∇h∇v∇vE a Landsberg-tenzor; L a vele metri-
kusan ekvivalens (1, 2)-típusú tenzor, amelyet a g(L(X̃, Ỹ )Z̃) :=

L[(X̃, Ỹ , Z̃) formula ad meg.
(8) DC , DCh és DHs rendre a Cartan, a Chern-Rund és a
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Hashiguchi-derivált (M,F )-en. Értelmezésük:

DC
ξ Ỹ := ∇ξỸ +

1

2
C(Vξ, Ỹ ) +

1

2
L(jξ, Ỹ ),

DCh
ξ Ỹ := ∇ξỸ +

1

2
L(jξ, Ỹ ), DHs

ξ Ỹ := ∇ξỸ +
1

2
C(Vξ, Ỹ ).

De�níciók: Legyen X ∈ X(M), és legyen (ϕt) X lokális folya-
ma. Az X vektormez® Killing vektormez®je (M,F )-nek, ha a ϕt
transzformációk meg®rzik az érint®vektorok Finsler normáját,
azaz F ◦ (ϕt)∗ = F , minden szóbajöv® t-re. Ha

L̃Xcg = σg, ahol σ ∈ C0(TM) ∩ C∞(
◦
TM),

akkor azt mondjuk, hogy X konform vektormez®, amelynek a
konform függvénye σ. Ha a konform függvény konstans, homote-
tikus vektormez®r®l beszélünk. Az X vektormez® projektív vek-
tormez®je (M,F )-nek, ha

[Xc, S] = ϕC, ϕ ∈ C0(TM) ∩ C∞(
◦
TM).

Jelölés: KillF (M), ConfF (M), DilF (M) és ProjF (M) rendre
(M,F ) Killing-, konform, homotetikus és projektív vektormez®i-
nek halmaza.

8. Tétel (a) Tetsz®leges X ∈ X(M) vektormez® esetén
(i) (L̃Xcθg) ◦ j = LXcωE;
(ii) (L̃Xcg)(jξ, jη) = (LXcωE)(Jξ, η);
(iii) L̃XcC[ = ∇v(L̃Xcg);

(iv) g((L̃XcC)(Ŷ , Ẑ), Û) = (L̃XcC[)(Ŷ , Ẑ, Û)− (L̃Xcg)(C(Ŷ , Ẑ), Û);
(v) g((L̃XcL)(Ŷ , Ẑ), Û) = (L̃XcL[)(Ŷ , Ẑ, Û)− (L̃Xcg)(L(Ŷ , Ẑ), Û).

(b) Ha X ∈ LieS(M), akkor L̃XcL[ = ∇h(LXcg).
(c) Ha X ∈ KillF (M), akkor

L̃XcC[ = 0, L̃XcC = 0, L̃XcL[ = 0, L̃XcL = 0.
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9. Tétel Ha X ∈ KillF (M) és D ∈ {∇, DC , DCh, DHs}, akkor
L̃XcD = 0.

10. Tétel (a) Ha X ∈ ConfF (M), akkor X konform függvénye
vertikális lift. (b) Egy X ∈ X(M) vektormez®re a következ®k ek-
vivalensek:

(i) X ∈ ConfF (M),
(ii) XcE = σE,
(iii) LXcθE = σθE,
(iv) L̃Xcθg = σθg,
(v) LXcωE = f vωE + df v ∧ dJE, f ∈ C∞(M).

Az (ii)-(iv) feltételekben σ ∈ C0(TM) ∩ C∞(
◦
TM).

11. Tétel X ∈ ConfF (M) ∩ LieS(M) =⇒ Xc ∈ Confgs(
◦
TM),

Xc ∈ ConfgS (
◦
TM) =⇒ X ∈ ConfF (M).

12. Tétel X ∈ DilF (M)⇒ X ∈ LieS(M).

13. Tétel X ∈ ProjF (M) ∩ ConfF (M)⇒ X ∈ DilF (M).

14. Tétel (X ∈ ProjF (M) és L̃Xc w = 0)⇒ X ∈ LieS(M).

15. Tétel (X ∈ ConfF (M) és L̃Xc w = 0)⇒ X ∈ KillF (M).
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1 History, motivations and aims

The aim of this Thesis is threefold. First, to elaborate a
(partly new) calculative background for Lie derivatives in the
framework of Finsler bundles. Second, to apply the Finslerian
Lie derivative, combining with other technical tools, for study-
ing curvature collineations in spray manifolds. Third, to study
projective and conformal (in particular, homothetic and Killing)
vector �elds on a Finsler manifold and describe some interrela-
tions between them.

The theory of the above-mentioned `geometric' vector �elds
has a vast literature. Let us quote here Mike Crampin. `The
transformation theory of sprays and Berwald connections was
in vogue towards the middle of last century � Chapter VIII of
Yano's book `The Theory of Lie Derivatives and its Applications'
[34] gives an excellent survey on the state of the art in 1957 � but
went out of fashion; the subject has been taken up again very
recently by Lovas [17]. The de�nition of an in�nitesimal a�ne
transformation of a Berwald connection is not entirely straight-
forward, because a Berwald connection is de�ned on a pull-back
bundle (a pull back of a tangent bundle in fact). We feel that a
concept of the Lie derivative of a section of such a pull-back bun-
dle has not received the careful geometrical consideration that
it deserves.' (See the Introduction of [8]; the numbering of items
[17], [34] corresponds to the References in our Thesis.) In their
just cited paper, Crampin and Saunders make an attempt to
remedy the defect � and we continue their attempts here.

Going back to the historical roots, we mention that Gy. Soós
important paper `Über Gruppen von A�nitäten und Bewegun-
gen in Finslerschen Räumen'([27]) has already been quoted in
Yano's monograph. A good overview of the developments of the
next two decades can be found in R. B. Misra's paper [23], writ-
ten in 1981, revised and updated in 1993. In a two-part paper,
M. Matsumoto clari�ed and improved some results of Yano in the
framework of his theory of Finsler connections ([19], [20]). From
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the modern (and relatively modern, partly tensor calculus based)
literature, beside the paper of R. L. Lovas, H. Akbar-Zadeh and
J. Grifone works ([2], [3], [12], [13]) are worth mentioning. Gri-
fone applies systematically the `τTM : TTM → TM tangent bun-
dle formalism', combining with the Frölicher�Nijenhuis calculus
of vector-valued di�erential forms; Lovas formulates and proves
his results in terms of the `pull-back formalism'. This Thesis, is
some sense, is a continuation of Grifone's and Lovas's work. The
greater part of the theory is developed on a pull-back of a tan-
gent bundle, however, the concepts and techniques of the tangent
bundle geometry, including vertical calculus on TM , play an em-
inent role in our analysis. We use two types of Lie derivatives:
the classical Lie derivative on the tensor algebra of a manifold
and the Lie derivative of Finsler tensor �elds with respect to
projectable vector �elds. (It turns out, as is expect, that the two
types are closely related.) We also need the Lie derivative of a
covariant derivative on a Finsler bundle as it has been introduced
in [17]. In this Thesis, we de�ne the concept of the Lie derivative
of an Ehresmann connection H; after that we can speak about
H-Killing vector �elds.

We say, roughly speaking, that a vector �eld X on a manifold
M is a curvature collineation of a curvature object C of a spray
manifold if L̃XcC = 0, where Xc is the complete lift of X and
L̃Xc is the Finslerian Lie derivative with respect toXc. Curvature
collineations play an important role in the study of geometry
and physics of classical space-times; for an excellent account on
the subject we refer to G. S. Hall's book [14], especially its last
chapter. Similar investigations in the context of spray manifolds
are new.
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2 Contents and new results

2.1 Notation and background

To make the Thesis more readable, in its Part I
(chapters 2-7) we brie�y present the background ma-
terial used throughout the other chapters. Here, �rst,
we summarize the contents of this prepearatory part.

2.1.1 Let V be a module over a ring R and let k ∈ N. The
R-module of k-linear mappings V k → R (resp. V k → V ) is de-
noted by Tk(V ) (resp. T 1

k (V )); T0(V ) := R, T 1
0 (V ) := V . Then

T1(V ) =: V ∗ is the dual of V , T 1
1 (V ) =: End(V ) is the ring of

endomorphisms of V .

2.1.2 Throughout, M is an n-dimensional smooth manifold
where n = 1 or n = 2. The symbols C∞(M) and X(M) stand
for the ring of smooth functions on M and the C∞(M)-module
of vector �elds on M , respectively. We write

Tk(M) := Tk(X(M)), T1
k(M) := T 1

k (X(M)),

Ak(V ) := {α ∈ Tk(M)| α is alternating},
A1
k(M) := {β ∈ T1

k(M)| β is alternating}.

Then A(M) := ⊕nk=0Ak(M) is the Grassmann algebra ofM . We
agree that Ak(M) := {0} if k is a negative integer. An R-linear
transformation D is a graded derivation of A(M) of degree r ∈ Z
if D(Ak(M)) ⊂ D(Ak+r(M)), and

D(α∧β) = (Dα)∧β+(−1)krα∧Dβ; α ∈ Ak(M), β ∈ A(M),

where ∧ denotes wedge product. The classical graded derivations
of A(M) are the substitution operator iX , the Lie derivative LX
(X ∈ X(M)) and the exterior derivative d of degree -1, 0 and 1,
respectively.
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2.1.3 The tangent bundle ofM is τ : TM →M , the slit tangent

bundle is
◦
τ :
◦
TM → M , where

◦
TM ⊂ TM is the open set of

nonzero tangent vectors to M and
◦
τ := τ �

◦
TM . The derivative

of a smooth mapping ϕ : M → N is denoted by ϕ∗, it maps TM

into TN . A vector �eld ξ on TM (or on
◦
TM) is projectable if

there exists a vector �eld X on M such that τ∗ ◦ ξ = X ◦ τ . If
τ∗ ◦ ξ = o ◦ τ , where o ∈ X(M) is the zero vector �eld, then ξ is
called vertical. We use the notation

Xproj(TM) := {ξ ∈ X(TM)| ξ is projectable},
Xv(TM) := {ξ ∈ X(TM)| ξ is vertical}.

2.1.4 Let f ∈ C∞(M),X ∈ X(M). Then f v := f◦τ ∈ C∞(TM)
is the vertical lift of f , the smooth function

f c : TM → R, v 7→ f c(v) := v(f) ∈ R

is the complete lift of f . The vertical lift Xv ∈ Xv(TM) and the
complete lift Xc ∈ X(TM) are the unique vector �elds on TM
such that for every smooth function f on M ,

Xvf c = (Xf)v, Xvf v = 0; Xcf c = (Xf)c, Xcf v = (Xf)v.

The Liouville vector �eld C ∈ Xv(TM) is the unique vertical
vector �eld on TM such that Cf c = f c for all f ∈ C∞(M). A

function F ∈ C∞(
◦
TM) is k+-homogeneous if CF = kF (k ∈ Z).

2.1.5 The vector bundles

π : TM ×M TM → TM and
◦
π :
◦
TM ×M TM →

◦
TM

are the Finsler bundles over TM and
◦
TM , respectively. The �-

bre, e.g., of π over v ∈ TM is the n-dimensional real vector
space {v} × Tτ(v)M ∼= Tτ(v)M . The modules of smooth sections
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of these vector bundles are denoted by Γ(π) and Γ(
◦
π), respec-

tively, and their elements are called Finsler vector �elds. The
elements of

Tk(Γ(
◦
π)) ∪ T 1

k (Γ(
◦
π)) (k ∈ N)

are called Finsler tensor �elds on
◦
TM . We use the following

typography:

X,Y, . . .− vector �elds on M,

ξ, η, . . . − vector �elds on TM (or on
◦
TM),

X̃, Ỹ , . . .− Finsler vector �elds,

X̂, Ŷ , . . .− basic Finsler vector �elds,

δ̃ − the canonical section in Γ(π).

Here X̂(v) := (v,X(τ(v))), δ̃(v) := (v, v) (v ∈ TM).

2.1.6 We have the exact sequence of C∞(TM)-homomorphisms

0→ Γ(π)
i→ X(TM)

j→ Γ(π)→ 0,

where i(X̂) = Xv; j(Xv) = 0, j(Xc) = X̂ (X ∈ X(M)), therefore

Im(i) = Ker(j) = Xv(TM).

We have C = i(δ̃). The vertical endomorphism of X(TM) is
J := i ◦ j. It induces graded derivation dJ of degree 1 of A(M)
speci�ed by

dJF := dF ◦ J, dJdF := ddJF (F ∈ C∞(TM)).

2.1.7 We use the operator ∇v of the (canonical) vertical deriva-
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tive. It is de�ned in the following steps:

∇v
X̃
F := (iX̃)F (F ∈ C∞(TM));

∇v
X̃
Ỹ := j[iX̃, η], η ∈ X(TM) is such that jη = Ỹ ;

(∇v
X̃
A)(Ỹ1, . . . Ỹk) := ∇v

X̃
(A(Ỹ1, . . . , Yk))

−
k∑
i=1

A(Ỹ1, . . . ,∇v
X̃
Ỹi, . . . Ỹk), A ∈ Tk(Γ(π)) ∪ T 1

k (Γ(π)).

2.1.8 An Ehresmann connection in
◦
TM is a C∞(

◦
TM)-linear

mapping H : Γ(
◦
π)→ X(

◦
TM) such that j ◦ H = 1

Γ(
◦
π)
.

Data: h := H ◦ j and v = 1
X(

◦
TM)

− h are the horizontal and

vertical projection associated to H, V := i−1 ◦ v is the vertical
mapping, Xh := H(X̂) = hXc is the (H−)horizontal lift of X.
An Ehresmann connection H is homogeneous if [C,Xh] = 0 for
all X ∈ X(M). The h-Berwald derivative ∇h induced by H is
de�ned in the following steps:

∇h
X̃
F := (HX̃)F (F ∈ C∞(

◦
TM)); ∇h

X̃
Ỹ := V[HX̃, iỸ ];

(∇h
X̃
A)(Ỹ1, . . . , Ỹk) := ∇h

X̃
(A(Ỹ1, . . . , Ỹk))

−
k∑
i=1

A(Ỹ1, . . . ,∇h
X̃
Ỹi, . . . , Ỹk).

The mapping

∇ : (ξ, Ỹ ) ∈ X(
◦
TM)× Γ(

◦
π) 7→ ∇ξỸ := ∇v

VξỸ +∇h
jξỸ ∈ Γ(

◦
π)

is a covariant derivative, the Berwald derivative on
◦
π.

2.1.9 A mapping S : TM → TTM is a semispray forM if it is of

class C1, smooth on
◦
TM and satis�es the conditions τTM ◦ S =
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1TM , JS = C. If [C, S] = S, then S is called a spray. Every
semispray induces an Ehresmann connection H such that

H(X̂) =
1

2
(Xc + [Xv, S]), X ∈ X(M).

This connection is torsion-free in the sense that

∇H(X̃)Ỹ −∇H(Ỹ )X̃ = j[H(X̃),H(Ỹ )]; X̃, Ỹ ∈ Γ(
◦
π).

If S is a spray, thenH is a homogeneous and is called the Berwald
connection of the spray manifold (M,S).

2.2 Results

Our new results are explained in Parts II-IV (chap-
ters 8-17) of the Thesis. The most important of them
are comprised Theorems 1-15 below.

2.2.1 Lie derivatives on a Finsler bundle Given a pro-
jectable vector �eld ξ ∈ Xproj(TM), we de�ne the Lie derivatives
of Finsler tensor �elds with respect to ξ in the following steps:

L̃ξF := LξF = ξF (F ∈ C∞(TM)); L̃ξỸ := i−1[ξ, iỸ ];

(L̃ξA)(Ỹ1, . . . , Ỹk) := L̃ξ(A(Ỹ1, . . . , Ỹk))

−
k∑
i=1

A(Ỹ1, . . . , L̃ξỸi, . . . , Ỹk)

if A ∈ Tk(Γ(π)) ∪ T 1
k (Γ(π)).

If H is an Ehresmann connection in
◦
TM , then we de�ne its

Lie derivative L̃ξH by (L̃ξH)(Ỹ ) := Lξ(H(Ỹ )) − H(L̃ξỸ ). The
Lie derivative of a covariant derivative

D : X(TM)× Γ(π)→ Γ(π), (η, Z̃) 7→ DηZ̃
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with respect to ξ is the mapping{
L̃ξD : X(TM)× Γ(π)→ Γ(π), (η, Z̃) 7→ (L̃ξD)(η, Z̃),

(L̃ξD)(η, Z̃) := L̃ξ(DηZ̃)−D[ξ,η]Z̃ −Dη(L̃ξZ̃).

We derived the useful formulae:

(1) [L̃ξ, L̃η] = L̃[ξ,η];

(2) L̃Xc Ŷ = [̂X,Y ];
(3) L̃Xc δ̃ = 0;
(4) L̃Xc � Γ(π) = ∇v

X̂
� Γ(π);

(5) i ◦ L̃Xc = LXc ◦ i;
(6) L̃Xc ◦ j = j ◦ LXc ;
(7) L̃Xc ◦ ∇v

Ŷ
−∇v

Ŷ
◦ L̃Xc = L̃[X,Y ]v ;

(8) L̃Xh � Γ(
◦
π) = ∇h

X̂
� Γ(

◦
π);

(9) L̃Xc ◦ ∇h
Ŷ
−∇h

Ŷ
◦ L̃Xc = L̃[Xc,Y h].

In the formulas above, ξ, η ∈ Xproj(TM); X and Y are vector
�elds on M . In (8) and (9) we assume that an Ehresmann con-

nection is also speci�ed in
◦
TM .

We showed that the vanishing of L̃Xc Ỹ has the following
dynamical interpretation:

Theorem 1. Let (ϕt) be the local �ow of X. Then L̃Xc Ỹ = 0 if,
and only if, Ỹ is invariant under (ϕt), i.e.,

((ϕt)∗ × (ϕt)∗) ◦ Ỹ = Ỹ ◦ (ϕt)∗,

for every stage ϕt of the �ow.

2.2.2 H-Killing vector �elds Let an Ehresmann connection

H : Γ(
◦
π) → X(

◦
TM) be given. Note �rst that for every ξ ∈

Xproj(
◦
TM), the mapping L̃ξH : Γ(

◦
π)→ X(

◦
TM), Ỹ 7→ (L̃ξH)(Ỹ )

is C∞(
◦
TM)-linear. If X ∈ X(M), then j ◦ L̃Xc = 0, so the Lie
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derivative of an Ehresmann connection is de�nitely not an Ehres-
mann connection. We say that a vector �eld X onM isH-Killing
and we write that X ∈ KillH(M), if H is invariant under the lo-
cal �ow of X in the sense that (ϕt)∗∗ ◦ H = H ◦ ((ϕt)∗ × (ϕt)∗),
for every stage ϕt of the �ow of X. (Here H is interpreted as a

strong bundle map from
◦
TM×M TM in T

◦
TM .) We have proved:

Theorem 2. For a vector �eld X on M , the following are equiv-
alent:

(1) X ∈ KillH(M), i.e., X is a H-Killing vector �eld,

(2) For every stage ϕt of the local �ow of X,

(ϕt)∗∗ ◦ h = h ◦ (ϕt)∗∗,

where h is the horizontal projection associated to H,

(3) L̃XcH = 0,

(4) LXch = 0.

If one (and hence all) of (1)-(4) is satis�ed, then locally we have

XcN i
j = Nk

j

(
∂Xi

∂uk
◦ τ
)
−N i

k

(
∂Xk

∂uj
◦ τ
)
− yk

(
∂2Xi

∂uj∂uk
◦ τ
)
,

where Xi ∈ C∞(U) are the components of X relative to a chart
(U , (ui)ni=1) of M , and (N i

j) is the family of Christo�el symbols
of H relative to the induced chart (τ−1(U), ((xi)ni=1, (y

i)ni=1)) on
TM .

2.2.3 Lie symmetries Let S be a semispray for M . A vector
�eld X on M is a Lie symmetry of S, if S is invariant under the
local �ow of Xc, i.e., (ϕt)∗∗ ◦ S = S ◦ (ϕt)∗ for every stage ϕt of
the �ow of X. Then we write X ∈ LieS(M). It is clear from the
dynamical interpretation of the classical Lie derivative that

X ∈ LieS(M) ⇐⇒ [Xc, S] = 0.
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We have: LieS(M) ⊂ KillH(M), where H is the Ehresmann con-
nection induced by S.

Theorem 3. Let (M,S) be a spray manifold, endowed with the
Berwald connection H and the Berwald derivative ∇ induced by
H. For a vector �eld X on M , the following are equivalent:

(1) X ∈ LieS(M), (6) LXcv = 0,
(2) [Xc, S] = 0, (7) L̃Xc∇ = 0,
(3) X ∈ KillH(M), (8) [Xc, Y h] = [X,Y ]h,
(4) L̃XcH = 0, (9) [L̃Xc , L̃Y h ] = L̃[X,Y ]h ,
(5) LXch = 0, (10) L̃Xc ◦ V = V ◦ LXc .

In conditions (8) and (9), Y is any vector �eld on M . We
note that the equivalence of (1), (5) and (7) has already been
proved by R. L. Lovas [17].

2.2.4 Curvature collineations Let (M,S) be a spray mani-
fold.
(A) The Finsler tensor �elds K, R, H de�ned by

K(X̃) := V[S,H(X̃)],

R(X̃, Ỹ ) :=
1

3
(∇vK(X̃, Ỹ )−∇vK(Ỹ , X̃)),

H(X̃, Ỹ )Z̃ := −∇vR(Z̃, X̃, Ỹ )

are the Jacobi endomorphism (or a�ne deviation), the funda-
mental a�ne curvature and the a�ne curvature of (M,S), re-
spectively. If C ∈ {K,R,H} and L̃XcC = 0, then we say that
X is a curvature collineation of C.

Theorem 4. A vector �eld X on M is a curvature collineation
of the Jacobi endomorphism of (M,S) if, and only if, K is in-
variant under the local �ow of X in the sense that

((ϕt)∗ × (ϕt)∗) ◦K = K ◦ ((ϕt)∗ × (ϕt)∗)
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for every stage ϕt of the local �ow. (Here K is interpreted as a
strong bundle endomorphism of

◦
π.)

Theorem 5. If X ∈ LieSM , then X is a curvature collineation
of K, R and H.
(B) A Finsler tensor �eld constructed from S is called pro-
jectively invariant if it remains invariant under the projective
changes

S  S − 2PC, P ∈ C∞(
◦
TM)

of S. The fundamental projectively invariant tensors of (M,S)
are the Weyl tensors W1, W2, W3 and the Douglas tensor D
de�ned as follows:

W1 := K−K 1
Γ(

◦
π)
− 1

n+ 1
(tr∇vK−∇vK)⊗ δ̃,

W2(X̃, Ỹ ) :=
1

3
(∇vW1(X̃, Ỹ )−∇v W1(Ỹ , X̃)),

W3(X̃, Ỹ )Z̃ := ∇vW2(Z̃, X̃, Ỹ ),

D := B− 1

n− 1
((∇vtrB)⊗ δ̃ + (trB)� 1

Γ(
◦
π)

).

In the �rst formula K := 1
n−1 trK and in the last formula,

B is the Berwald tensor of (M,S) given by B(X̂, Ŷ )Ẑ :=

(∇v∇hẐ)(X̂, Ŷ ), and the symbol � means symmetric product
without numerical factor.

Theorem 6. If X ∈ LieS(M), then L̃XcWi = 0, i ∈ {1, 2, 3}.

Theorem 7. If X ∈ LieS(M), then L̃XcB = 0, which implies
that L̃XcD = 0.

2.2.5 Geometric vector �elds on a Finsler manifold A
positive continuous function F : TM → R is a Finsler function

for M if it is smooth on
◦
TM , 1+-homogeneous and the funda-
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mental tensor

g :=
1

2
∇v∇vF 2 =: ∇v∇vE

is �brewise non-degenerate. A Finsler manifold is a pair (M,F )
with M a manifold and F a Finsler function for M . First we
recall some basic data:
(1) θg := ∇vE or θE := dJE = θg ◦ j � the Hilbert 1-form of
(M,F ).
(2) ωE := dθE = ddJE � the fundamental 2-form of (M,F ).

(3) w := 1
n! (−1)

n(n−1)
2 ωE ∧ · · · ∧ ωE (n factors) � the Dazord

volume form of (M,F ).
(4) The canonical spray of (M,F ) is the unique spray S for M

such that iSddJE = −dE over
◦
TM . The canonical connection

H of (M,F ) is the Berwald connection of (M,S), ∇ stands for
the Berwald derivative induced by H.
(5) The Sasaki-Finsler metric gS on

◦
TM is given by

gS(ξ, η) := g(jξ, jη) + g(Vξ,Vη).

(6) C[ := ∇vg = ∇v∇v∇vE is the Cartan-tensor of (M,F );
the type (1, 2) Cartan-tensor C is given by g(C(X̃, Ỹ )Z̃) =

C[(X̃, Ỹ , Z̃).
(7) L[ := ∇hg = ∇h∇v∇vE is the Landsberg tensor of (M,F );
the type (1, 2) Landsberg tensor is given by g(L(X̃, Ỹ )Z̃) =

L[(X̃, Ỹ , Z̃).
(8) DC , DCh and DHs stand for the Cartan, the Chern-Rund
and the Hashiguchi derivative on (M,F ); they are given by

DC
ξ Ỹ := ∇ξỸ +

1

2
C(Vξ, Ỹ ) +

1

2
L(jξ, Ỹ ),

DCh
ξ Ỹ := ∇ξỸ +

1

2
L(jξ, Ỹ ), DHs

ξ Ỹ := ∇ξỸ +
1

2
C(Vξ, Ỹ ).

De�nitions: A vector �eld X on M is a Killing vector �eld of
(M,F ) if the stages ϕt of its local �ow preserve the Finslerian
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norms of the tangent vectors to M , i.e., F ◦ (ϕt)∗ = F for every
possible t ∈ R. If

L̃Xcg = σg, σ ∈ C0(TM) ∩ C∞(
◦
TM),

then X is called a conformal vector �eld with conformal function
σ. A conformal vector �eld is homothetic if its conformal function
is constant. We say that X is a projective vector �eld if

[Xc, S] = ϕC, ϕ ∈ C0(TM) ∩ C∞(
◦
TM).

Notation: KillF (M), ConfF (M), DilF (M) and ProjF (M) are
the sets of Killing, conformal, homothetic and projective vector
�elds of (M,F ), respectively.

Theorem 8. (a) For every vector �eld X on M ,
(i) (L̃Xcθg) ◦ j = LXcωE;
(ii) (L̃Xcg)(jξ, jη) = (LXcωE)(Jξ, η);
(iii) L̃XcC[ = ∇v(L̃Xcg);

(iv) g((L̃XcC)(Ŷ , Ẑ), Û) = (L̃XcC[)(Ŷ , Ẑ, Û)− (L̃Xcg)(C(Ŷ , Ẑ), Û);
(v) g((L̃XcL)(Ŷ , Ẑ), Û) = (L̃XcL[)(Ŷ , Ẑ, Û)− (L̃Xcg)(L(Ŷ , Ẑ), Û).

(b) If X ∈ LieS(M), then L̃XcL[ = ∇h(LXcg).
(c) If X ∈ KillF (M), then

L̃XcC[ = 0, L̃XcC = 0, L̃XcL[ = 0, L̃XcL = 0.

Theorem 9. If X ∈ KillF (M) and D ∈ {∇, DC , DCh, DHs},
then L̃XcD = 0.

Theorem 10. (a) If X ∈ ConfF (M), then its conformal
function is a vertical lift.
(b) For a vector �eld X on M , the following are equivalent:

(i) X is a conformal vector �eld,
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(ii) XcE = σE,
(iii) LXcθE = σθE,
(iv) L̃Xcθg = σθg,
(v) LXcωE = f vωE + df v ∧ dJE, f ∈ C∞(M).

In conditions (ii)-(iv), σ ∈ C0(TM) ∩ C∞(
◦
TM).

Theorem 11.X ∈ ConfF (M) ∩ LieS(M) =⇒ Xc ∈ Confgs(
◦
TM),

Xc ∈ ConfgS (
◦
TM) =⇒ X ∈ ConfF (M).

Theorem 12. X ∈ DilF (M) =⇒ X ∈ LieS(M).

Theorem 13. X ∈ ProjF (M) ∩ ConfF (M) =⇒ X ∈ DilF (M).

Theorem 14. (X ∈ ProjF (M) and L̃Xc w = 0) =⇒ X ∈ LieS(M).

Theorem 15. (X ∈ ConfF (M) and L̃Xc w = 0) =⇒ X ∈ KillF (M).
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